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Wahrscheinlichkeitsrechnung und Algorithmen
3. Ubung

1. Aufgabe Seien X,Y : () — R Zufallsvariablen und a € R eine reelle Zahl.

Zeigen Sie die Linearitit des Erwartungswertes:

ElaX +Y] = aE[X] + E[Y]

2. Aufgabe n Zufallsvariablen X, X5,..., X, :  — R sind unabhéngig, wenn fiir alle
Kombinationen (rq,7s,...,7,) von n reellen Zahlen gilt:

PriXi=riAXo=roA---ANX,, =1,
= Pr[X, =nry] - Pr[Xo=m] ... - Pr[X, =r,]

Zeigen Sie, dass es n Zufallsvariablen gibt, die nicht unabhéngig sind, sodass jeweils
n — 1 der Zufallsvariablen unabhéngig sind.

Hinweis: Sie konnen fiir X; bis X, _; unabhéngige Miinzwiirfe verwenden.

3. Aufgabe

Es sei ¢ > 0 eine Konstante. Betrachten Sie zuféllige Graphen G mit der Kantenwahr-
scheinlichkeit p = p(c,n). Ein Dreieck ist ein vollstdndiger Teilgraph, welcher genau
drei Knoten enthilt.

(a) Berechnen Sie die erwartete Anzahl an Dreiecken in G fiir p = ¢/n.
(b) Zeigen Sie mittels der Markoff-Ungleichung, dass G mit hoher Wahrscheinlichkeit
kein Dreick enthélt, wenn p = o(1/n), z. B. p = 1/(nlogn), gilt.

(c) Zeigen Sie, daBl G mit hoher Wahrscheinlicheit ein Dreieck enthélt, wenn
p = w(l/n), z.B. p = (1llogn)/n, gilt. Nutzen Sie hierzu die Tschebyscheff-
Ungleichung.

4. Aufgabe

Wir betrachten Zufallsgraphen mit Kantenwahrscheinlichkeit p = 0.5. Zeigen Sie mit
Hilfe der Markoff-Ungleichung, dass es mit hoher Wahrscheinlichkeit keine unabhéngige
Menge der Grofe 2log(n) gibt.

5. Aufgabe

Beweisen sie die unteren Chernoff-Schranken:

-4

. E[X] B
Prob[X < (1 - 4dFE[X])] < <m> < e~ 7 BIX]

fir die Zufallsvariable X = X; + Xy + --- + X,, mit Prob[X; = 1] = p und
Prob[X; =0]=1—p.



