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Kapitel 1

Binomiale Heaps

1.1 Einfiihrung

Binomiale Heaps und auch die im néchsten Kapitel behandelten Fibonacci-Heaps
sind Datenstrukturen fiir Priority-Queues (Vorrangswarteschlangen). Im Folgenden
wird der Binomiale Heap am Beispiel von Dijkstras Algorithmus betrachtet.

Dijkstras Algorithmus:

Array D := D[1..n]
D[1] :=0
for i := 2 to n do
// w(h,i) = oo wenn Kante (h,i) nicht existiert
D[i] := w(1,?)
S = {1}
for i := 1 to n-1 do
Suche Knoten k € V\S mit D[k] minimal
S = SU{k}
for alle Kanten (k,j) des Graphen mit j € V\S do
if D[] > D[k] + w(k,j) then
D[j1 := D[kl + w(k,’)
V\S anpassen

Beispiel:

Start: Knoten 1

D=1l...n]

S = Menge der Knoten mit kiirzesten Wegen
n=1V|=5

S = {1}
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VA\S = {2,3,4,5}

D[1]=0,D[2] =...=DI[5] =

Zwischenergebnisse der For-Schleife:
S V\S [1] D[2] D[3] D[4 DI[5]
{1} {2,3,4,5} 30 10 00 100

{1,3} {2,4,5}
{1,2,3} {4,5}
{1234} {5}
1,2345 0}

Laufzeit, wenn V\S als Heap implementiert wird:

30 10 30 100
30 10 30 100
30 10 30 70
30 10 30 70

coo ooy

n — 1 Knoten in Heap einfiigen = O(n)
(n — 1)-mal Minimum finden und léschen = O(nlogn)
|E| (Anzahl der Kanten) mal V\S anpassen in O(logn) = O(|E|logn)
Laufzeit insgesamt bei |E| >n—1 = O(|E|logn) !
Laufzeit mit V'\ S als boolesches Array:

(n — 1) mal Minimum finden und 16schen = O(n?)

D-Werte éndern = O(|E))

Laufzeit insgesamt = O(n?)

Der Heap ist also besser, solange

n? n?

|E|=O( >, >n?"¢ Ve >0 und n — oo.
logn logn

Daraus ergibt sich die maximale Laufzeit fiir Dijkstras Algorithmus: O((n + |E]) -

logn). O(nlogn) ist dabei die Zeit zum Léschen des Minimums aus V\S und O(|E|-

logn) die Zeit zum Anpassen des Heaps.

Beachte: O(nlogn+ |E|) ist O(|E]), wenn |E| > nlogn. O(|E|) ist auf keinen
Fall zu verbessern, da man jede Kante einmal ansehen muf.

Unser Ziel ist es nun den Heap so anzupassen, daff eine Anderung des D-Wertes
moglichst in O(1) erfolgt. (|E|-mal decreasekey in Zeit O(]E|)) Damit wiirde sich
die Laufzeit von Dijkstras Algorithmus auf O(nlogn + |E|) verbessern.

Bemerkung;: Damit wird die Laufzeit nie schlechter als die der ,naiven* Im-
plementation.

Grundidee dazu ist:

1Geht man von einem zusammenhingenden Graphen aus, gilt natiirlich |E| > n — 1.
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decreasekey(3, 1) ( Name, neuer D-wert)
Da die Heapeigenschaft verletzt ist, schneidet man den Teilbaum mit 3/1 als Wurzel
heraus. Dadurch erhalten wir 2 Bidume mit Heapeigenschaft:

Man braucht also eine Moglichkeit, kontrolliert Bdume (=Heap) zu teilen und zu-
sammenzusetzen.

1.2 Der binomiale Baum

1.2.1 Aufbau

Induktiver Aufbau binomialer Baume B; fiir jedes ¢ > 0
1 =0 =1 =2 1=3
By By By Bs

O

Definition 1.2.1. Der i-te binomiale Baum wird induktiv iiber ¢ definiert:

Der 0-te binomiale Baum ist ein einzelner Knoten Q .
Fiir ¢ > 0 hat der i-te binomiale Baum die Struktur

B;_y

Ein i-ter binomialer Baum ist also aus zwei (i — 1)-ten binomialen Bdumen zusam-
mengesetzt.

Satz 1.2.2. (a) Sei ¢ > 0. Dann hat der i-te binomiale Baum folgendes Aussehen:
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B; 1
Unter der Wurzel von B; héngen also By, By, ... ,B;_1.

(b) Tiefe(B;)=14 fiirallei>0.
(c) |B;] =2 fiir alle i > 0. (|B;] = Anzahl Knoten von B;)

(d) |{z| = ist Knoten von B; A Tiefe(z) = j}| = (})

i
J
fir alle 4, j mit ¢ > 0 und ¢ > j > 0.

(In Tiefe j des binomialen Baumes B; gibt es genau (;) Knoten)

Beweis:

(@), (b), (c) sieche Ubungsblatt

(d) Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber i sowie fiir alle j mit 7 > j > 0.
B; die Form

B;_y

Induktionsanfang: i =0 = j=0= (8) =1
Induktionsschluf}: Es gelte die Behauptung fiir ¢ — 1 und alle j mit ¢ —1 > j > 0.
Dann ist fiir j beliebig mit 1 —1> 5 >1

[{z| z Knoten von B; A Tiefe(z) = j}|

= |{z|  Knoten von B;_1; A Tiefe(z) = j}|
+ |{2'| ' Knoten von B;_1 A Tiefe(z') = j — 1}|

= (5)+6)-0)

Gilt ¢ = j, so hat der binomiale Baum B;_; in Tiefe i nach (b) keinen Knoten. Es
gilt also:

{z|  Knoten von B; A Tiefe(x) =i}
= {z|  Knoten von B;_1 A Tiefe(x) = i}|

=0
+ [{2/| ' Knoten von B;_1; A Tiefe(z') =i — 1}|

= ()==0-0)
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1.2.2 Implementierung binomialer Bidume

Wir gehen von der Heapeigenschaft der binomialen Bdume aus.

Vom Vater geht ein Zeiger zum ersten Sohn. Die Sthne sind ringartig doppel-
verkettet. Von allen Séhnen geht ein Pointer zum Vater.

(a) Implementierung mit Zeigern (Pointer)

B, O
B O O =

?

Die triviale Ringliste der Blitter wurde zur besseren Ubersicht weggelassen.

(b) Sind B und C zwei i-te binomiale Biume die die Heapeigenschaft erfiillen, dann
ergibt 1ink(B, C) einen (i + 1)-ten binomialen Baum.

link(B, C):

if Wert von Wurzel(B) > Wert von Wurzel(C) then
Fiige Wurzel(B) als weiteren Sohn von Wurzel(C) ganz
rechts ein
else
Fiige Wurzel(C) als weiteren Sohn von Wurzel(B) ganz
rechts ein

Die Operation 1ink(B, C) hat wegen der Wahl der Pointer die Laufzeit O(1).

1.3 Der binomiale Heap

1.3.1 Struktur

Um beliebige Elementarzahlen darstellen zu koénnen, ist der binomiale Heap eine
Menge von binomialen Baumen B; fiir verschiedene 1.

Im binomialen Heap ist eine beliebige Méchtigkeit darstellbar, da jede Zahl eine
Summe von Zweier-Potenzen ist.

Definition 1.3.1. Ein binomialer Heap ist eine Menge von binomialen Biumen,
wobei es 0 (keinen) oder 1 (genau einen) binomialen Baum B; fiir jedes i > 0 gibt.
Die Wurzeln der Biume werden iiber ein Array adressiert.
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n 4 3 2 1 0
| | NIL | | |
s L
Bn B4 nicht B2 Bl BO
vorhanden

Zusatzlich werden immer zwei Variablen mitgefiihrt:
e heapsize = Max{i | Afi] # NIL}

e min = Zeigt auf auf die Wurzel des Baumes, dessen Wurzel den minimalen
D-Wert enthilt.

Ist h ein binomialer Heap, so ist |h| = Anzahl der Knoten in allen Béumen (=
Anzahl gespeicherter Elemente).

Es gilt immer:

92. 2heapsize -1 Z |h| Z 2heapsize
Die untere Schranke ist klar. Die obere folgt wegen:

heapsize

§ 22 _ 2heapsize+1 —1.
=0

alternativ: heapsize + 1 > log, |h| > heapsize

1.3.2 Operationen auf dem binomialen Heap

(a) meld(h,h') (meld=Verschmelzen)
Eingabe: 2 binomiale Heaps h, h'.
Ausgabe: 1 binomialer Heap, wobei h und h’ vereinigt wurden.
Vorgehensweise: analog der Addition von Bin#rzahlen von rechts nach links
(unter Verwendung von 1ink(B, C) aus[1.2.2
Am Beispiel:

Vergleiche: 0111
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By+ B) = NIL Ubertrag:

oL

B+ B 4+ Ubertrag = Ubertrag: @ @

oF ”
w

(4)
HONONRD
B
Bs+Ubertrag = NIL Ubertrag: @ @
By

meld(h, h') =

Die Laufzeit von meld(h,h’) ist O(log|h| + log|h’|), also logarithmisch in der
Gesamtzahl von Elementen.

Das ist bei den bisher betrachteten Heaps nicht so schnell moglich, da im we-
sentlichen die Bdume neu strukturiert werden miissen. (Neuaufbau des Heaps
»von unten® ist in Linearzeit méglich)

(b) makeheap(i,j) (¢ = Element, j = Schliisselwert)
Es wird wird ein Array mit By (= Knoten ¢ mit j als Schliisselwert) gebildet.
Laufzeit O(1).
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(¢) insert(i,j,h)
meld(makeheap(i,j),h)
Laufzeit O(log |hl).

(d) deletemin(h)

Minimum l6schen:

1. Minimum suchen mittels min, ist min = k, dann hidngen unter der Wur-
zel (=Minimum) von By, die Biume By, By, ... ,Bg_1.

2. Wir erzeugen Heap h/ aus By, By, ... ,Br_1.
3. Man 16scht By aus h durch das Setzen von A[k] auf NIL.
4. meld(h,h’).

5. Neues Minimum suchen im Ergebnis von meld(h, h').

Laufzeiten: 1. O(1)

(n = 1h|) 2. O(logn)
3.0(1)
4. O(logn)
5. O(logn)

Insgesamt O(logn).
Satz 1.3.2. Das Einfiigen von n Elementen in den anfinglich leeren binomialen

Heap erfolgt in Zeit O(n).

Beachte: Obwohl einzelne Einfiigeoperationen ©(logn) dauern kénnen, ist die
Gesamtzeit fur n inserts nur O(n).

Beweis:
Zuerst ein Beispiel:
insert(1,1,h); insert(2,2,h); ... ; insert(9,9,h)
h = leer (am Anfang)
insert(1,1) Zeit: 1 makeheap
1 Eintrag in h
0 1link ein link gezéhlt

insert(2,2) Zeit: 1 makeheap
1 Eintrag in h
1 1ink ein link gezdhlt

insert(3,3) Zeit: 1 makeheap
1 Eintrag in A

0 1ink ein 1ink gezéhlt
insert(4,4) Zeit: 1 makeheap

1 Eintrag in h

2 link ein link gezahlt
insert(5,5) Zeit: 1 makeheap

1 Eintrag in h
0 1link ein link gezéhlt



1.3. DER BINOMIALE HEAP

insert(6,6) Zeit: 1 makeheap
1 Eintrag in h
1 link

insert(7,7) Zeit: 1 makeheap
1 Eintrag in h
0 1ink

insert(8,8) Zeit: 1 makeheap
1 Eintrag in h
3 1link

ein link gezihlt

ein link gezihlt

ein link gezahlt

15

Formal: Induktiv iiber der Anzahl der Elemente, die man speichern will mit

folgender Zeitinvariante:

An jedem Baum ist eine ,,Zeiteinheit* gespeichert. Dann 148t sich als Induktions-
schlufl zeigen: Das Einfiigen eines weiteren Elementes benotigt Zeit O(1), wobei die

Zeitinvariante bestehen bleibt.

Bemerkung;:

(a) Man sagt bei n Einfiigungen in den leeren Heap benétigt ein insert die amorti-

sierte Zeit O(1) (dies ist sozusagen der Mittelwert:

0(1) ).

(b) Wie kann man die amortisierte Zeit beispielsweise noch sehen?

— O(m) _
Anzahl d. Operationen ~— -

Sei t; die eigentliche Zeit fiir das ¢-te Einfiigen, sei a; die Zeit, die wir gezéhlt
haben u (ohne Finden)nd sei ®;_; die Zeit, die in dem Heap vor der i-ten

Operation gespeichert ist.

Situation: insert(1,1,h), insert(2,2,h), ... , insert(i,i,h)
(bo = O —_— (bl = 1 (DQ
tl/al t2/a2
a1:a2:...:ai:0(l)

(Konnte Q(log1) sein.)

(Was ist &, — ®;,_1? Die Differenz der gespeicherten Zeiten.)

Jetzt ist a; = ti + (‘I)z — (I)i—l)~

=0

n =
Zai = ti+(P1— Qo)+t + (Lo — Q1)+ 1ty + (P —
i=1

=aq

n
= Zti—i—@n
=1

— itl < iai - o,
=1 =1

&, = Potential der i-ten Struktur

®, — ®;_; = Potentialdifferenz, die bei i-ter Operation erzeugt wird
(Hier: Potential = Anzahl der Biume)

=as

— P —
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(C) Zu a; =1t; + @1 — (I)ifl

e
| insert 11 1 1

P, =1
t;= 1 makeheap + 4 link

| + 1 Eintrag in h =5

| a;=5+1—-4=2

1

Satz 1.3.3. Fiihren wir eine Folge o0 von m Operationen o1, 09,...,0, von my

inserts, my deletemins und mg mins (mq + mg + ms = m) auf dem anfangs leeren
Heap aus und ist n die maximale Anzahl von Elementen im Heap, so ist die Zeit
fiir die Ausfithrung gleich O(m;y) 4+ O(ma - logn) + O(m3).

D. h. deletemin benétigt ebenfalls Zeit O(logn).

Beweis: Der Beweis dieses Falls erfolgt in der Ubung.
Zusammenfassung
Operation | Direkte Binérer Heap Binomialer Heap
Adressen (Worst-Case) (Worst-Case)  (amortisiert)
insert 0O(1) O(logn) O(logn) 0O(1)
deletemin | O(1) O(logn) O(logn) O(logn)
min O(n) 0O(1) 0(1) 0O(1)

1.4 Binomialer Heap mit ,lazy*“ meld(h,h)

(a) Statt eines Arrays wird nun eine doppelt verkettete zirkulire Liste zum Ver-
walten der binomialen Bdume verwendet:
Vorher h= | | | | | | | | | jetzt:

Bs NIL B, B,

Beachte: keine Leerstelle fiir By

Sogar noch allgemeiner: ein i-ter binomialer Baum kann beliebig héufig auftre-
ten, zum Beispiel:

min
O O e O I S e
BO B() B() BO BO

(b) meld(h,h’)
Einfaches Zusammenhéngen der Listen in O(1) (,,lazy*).
min anpassen, auch in O(1).

(c) insert(i,j,h)
meld(h,makeheap(s,j)) und min anpassen. Zeit O(1)

(d) deletemin(h)

Eingabe: h als Liste von binomialen Bdumen. Man kann an der Wurzel den
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Typ (i von B;) ablesen (d. h. das ¢ von B; ist immer mitzufiihren)
Ausgabe: Modifikation mit geloschtem Minimum.

Minimum l6schen:

1. Generiere Array A mit |log, ||| + 1 NIL-Pointern.

2. Gehe die Liste A durch. Trage jeden Baum mit makeheap und meld
(dem urspriinglichen meld) in das Array A ein. Nehme beim Minimum
die Kinder der Wurzel.  Laufzeit: O(n).

3. Suche Minimum in A und erzeuge doppelt verkettete zirkuldre Liste
(O(logn)).
Zeit im Worst-Case: O(n).
Idee: Zeit bei den Wurzeln der Baume speichern, um die Schranke an der Worst-
Case zu verbessern.
Satz 1.4.1. Beginnen wir mit leerem binomialen Heap (mit ,lazy“ meld), haben
wir

‘ deletemin insert min
n) O(1) O(1)
logn) O(1) O(1)

Worst-Case | O
amortisiert | O

—_—

Beispiel:
Nach 9 inserts haben wir die Situation

C
WG Gy Gn Gy o

Was geschieht jetzt bei deletemin(h)?

1.
A= 4 = |log, 9] + 1, O(logn) zum Aufbau
von A
2.
A= T
1 gebrauchte Zeit O(1), zéhlen 0
3.

8/8 gebrauchte Zeit O(1), zéhlen 0

S
-
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4.
A Pt
1 1
8/8
D
5.
A= I
1
o5,
o)
o)
9.

1

@2
&3) &) )
&) @) )
€

KAPITEL 1. BINOMIALE HEAPS

gebrauchte Zeit O(1), zéhlen 0

gebrauchte Zeit O(2), zédhlen 0

0 gezihlt fiir den Aufbau des Heaps.
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10.

Wir zéhlen jetzt 2. Beim Loschen zerfillt
Heap in logn Teilbdume. An deren Wur-
zeln ist keine Zeit gespeichert. Diese logn
Béume werden in die zirkuldre Liste ein-
gefiigt, dies geschieht in O(logn). Um
das Minimum zu finden, miissen samtli-
che Wurzeln betrachtet werden, dies ge-
schieht ebenfalls in O(logn).

Somit hat deletemin die amortisierte
Laufzeit O(logn).

Beweis:

Formalisiert verbirgt sich dahinter folgender Beweis: Sei o1, 09, ... , 0., eine Folge
von Operationen auf den binomialen Heap. Seien hq, hq, ..., h,, die Heaps und ¢y,
to, ..., t, die echten Laufzeiten.

o o o Tm
ho=0 25 hy=1 22 hy 25 ... Omop
t1 to ts tm

®(h) = 2 - Anzahl Béume von h.

Jetzt konnen wir dir amortisierten Laufzeiten der Operationen beweisen:
(a) o0; =min(h) a; = O(1)
(b) o0; = insert(i,j,h) a; = O(1)
(¢) o;=deletemin(h) a; = O(logn)

(a), (b) gilt.

(c

~

Sei einmal das Minimum Wurzel eines gréfieren Baumes:

Unser Beweis gilt, wenn an jeder Wurzel 2 Zeiteinheiten gespeichert sind.

Fiir die Kinder des Minimums ist keine Zeit gespeichert, aber durch Zahlen weiterer
2 -logn wird die Situation wieder hergestellt. Die amortisierte Zeit bleibt dabei bei
O(logn).
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Also bei my deletemin, ms insert und mgs delete gilt:

i=1

n

= Z (ti + @ — ®;;)
—_———

i=1 ~
= Zti+¢)n da &y =0
; ~
i=1 >0
LY S
i=1 i=1
Zusammenfassung
binomialer Heap binomialer Heap
(,lazy* meld) (,eager” meld)
Worst-Case amortisiert ~ Worst-Case  amortisiert
insert O(1) O(1) O(logn) 0O(1)
deletemin O(n) O(logn) O(logn) O(logn)
min O(1) O(1) O(1) 0O(1)
decreasekey | O(logn) O(logn) O(logn) O(logn)
Mit ,lazy“ Meld hat der Dijkstra-Algorithmus eine Laufzeit von O(|E|log |V|) wenn

Bl = |V] gilt.



Kapitel 2

Fibonacci-Heaps

2.1 Einfiihrung

Unser Ziel ist es, den binomialen Heap so zu modifizieren, dafl die amortisierte
Laufzeit von decreasekey(i, j, h) O(1) ist.

Beispiel 1:

decreasekey(9, 1, h)

Idee: Herausschneiden und Einschmelzen (in O(1)) ergibt:

21
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kein binomialer Baum

Problem: Es muf} sichergestellt werden, dafl durch iteriertes Herausschneiden die
Kinderzahl im Verhéltnis zu Elementanzahl nicht zu grof§ wird. Die Bdume diirfen
also nicht zu breit und flach werden.

Beispiel 2:

Wie soll das gehen? Die Vermeidung gar zu breiter flacher Bdume erfolgt, indem
pro (nicht-Wurzel-) Knoten immer nur ein Kind abgeschnitten wird. Das geht so:

decreasekey(6, 1, h)
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decreasekey(7, 1, h)

C
Y
e %
O

o

Ve

Cascading-Cuts: Wurde vom Vater des abgeschnittenen Knotens bereits ein Sohn
entfernt, so wird auch der Vater herausgeschnitten. Das wird solange fortgesetzt,
bis ein Knoten erreicht ist, der selbst eine Wurzel ist oder bei dem noch kein Kind
weggeschnitten wurde.

2.2 Die Datenstruktur des Fibonacci-Heap

Struktur wie binomialer Heap mit ,lazy* meld.

(a) insert(i, j, h)
1. meld(h, makeheap(i, j)
2. Minimum anpassen

o)

(b) min(h)
Minimum finden in O(1)

(c) deletemin(h)
Wie beim binomialen Heap mit ,lazy“ meld. (1.4)
Da es sich im allgemeinen nicht mehr um binomiale Bdume handelt, wird statt
des i-ten binomialen Baumes der Baum genommen, dessen Wurzel genau i
Kinder hat.
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Bédume konnen nur dann verschmolzen werden, wenn ihre Wurzeln gleich vie-
le Kinder (direkte Nachfolger) haben. (Wir fiihren die Kinderzahl bei jedem
Knoten mit.)

(d) cut(zx, h)

Herauschneiden des Teilbaumes, dessen Wurzel der Knoten x ist.
1. Schneide Teilbaum x und schmelze mit ,lazy“ meld ein.
Falls « markiert (siehe 2.) Loschen der Markierung.

2. Ist der Vater von z nicht die Wurzel und nicht markiert, dann markiere ihn
mit * (markiert < 1 Kind fehlt).

3. Somnst: Ist der Vater y von x bereits (von vorher) markiert, dann cut(y, h).

(e) decreasekey(z, j, h)
j < alter Schliissel von z.

1. Gehe zum Knoten z,

[\

. Setze Schliiessel auf j.
3. Ist die Heapeigenschaft verletzt, so fithre cut(z, h) aus.

Beispiel
deletemin

o 0 °

decreasekey

4 mal insert

O - " min

Nach deletemin:

Beachte: Es werden nur Béume kombiniert, wenn ihre Wurzeln die gleiche
Anzahl Kinder haben.
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Ziel: decreasekey amortisiert in Zeit O(1) (d. h. iteriertes Herausschneiden mufl
ohne Zeitaufwand zu zihlen sein) und deletemin amortisiert in Zeit O(logn) (An-
zahl der Kinder an der Wurzel darf héchsten O(logn) sein).

Satz 2.2.1. Ist r die Wurzel eines Teilbaumes im Fibonacci-Heap, so gilt:

|T| > 2C-Anzahl Kinder von r

fiir ein festes ¢ (0 < ¢ < 1).

Also: Anzahl Kinder < 1(log|T|) = O(log |T]).

Beachte: Im binomialen Baum ist ¢ = 1.

Beweis:

Vorab: Der Fibonacci-Heap wird geméfl unseren Operationen aus dem leeren Heap
aufgebaut.Mittels Link(B, C) (beim Aufruf von deletemin) entstehen komplizier-
tere Baume.

Link(B, C) wird ausgefiihrt < Grad von B = Grad von C

(Grad = Anzahl der Kinder der Wurzel)

Seien hg, hi, ho, hg ..., hy, mit |hg] = 0 eine Folge von Fibonacci-Heaps, die
mit den Operationen insert, delete und min auseinander hervorgehen. Sei r ein
Knoten in h,,:

k>0

(bei k = 0 gilt die Behauptung automatisch)

Jedes y; ist durch ein geeignetes 1ink an r gehéngt worden.

Sei 0.B.d. A. y; = das Kind, das am ldngsten an r hingt
yo = das zweite

yr = das Kind, das am kiirzesten an r hingt
Zeitverlauf:



26 KAPITEL 2. FIBONACCI-HEAPS

ho - R B

[ [ [
Or r r

r kann noch weitere Kinder gehabt haben, die aber zwischendurch wieder geldscht
wurden.
Nun gilt die Schliisselaussage:

Satz 2.2.2. In h,, ist der Grad von y; > ¢ — 2 fiir alle 3.

Beweis (der Schliisselaussage):

Wenn y; an r kommt, hat » mindestens die Kinder y, ..., y;—1. Wegen 1link hat
y; dann auch > ¢ — 1 Kinder. Bis zum Ende kann y; wegen cut maximal ein Kind
verlieren. Somit hat y; am Ende mindestens ¢ — 2 Kinder.

Also haben die Béume in etwa die folgende Struktur:

Derartige Baume sind ausgeschlossen:

T

Die Frage ist: Wieviel Baume kénnen nur auftreten?

Sei n > 0 und sei F), ein kleinster Baum, ein Baum der moglichst wenig Elemente
enthilt, dessen Wurzel genau n Kinder hat und fiir jeden Knoten r von F, gilt
unsere Bedingung von oben.

Die kleinsten F,, haben folgendes Aussehen:

by
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Sei f, = |Fy,| (die Anzahl der Knoten in F),). Dann ist:

fo=1 i=2 fa=fo+fi=3
fon=fn-1+ fno fiirn>2 (= n-te Fibonacci-Zahl)

Es gilt f, > @™ wobei p = 1+T‘/5 ~ 1,618 der Goldene Schnitt ist.

(Goldener Schnitt: Eine Strecke der Linge = wird in zwei Teile mit den Lingen a
und b (a > b) geteilt, so daB £ = §) gilt. Man berechnet leicht, daff dies fiir a = Z

gilt.)

2.3 Laufzeiten

Satz 2.3.1. Bei anfinglich leerem Heap bendétigt der Fibonacci-Heap folgende Zei-
ten:

Operation Binomialheap (,,eager®) | Binomialheap (,lazy*) Fibonacci-Heap
Worst-Case  amortisiert Worst-Case  amortisiert Worst-Case  amortisiert

insert O(logn) O(1) 0O(1) O(1) O(1) 0O(1)
deletemin O(logmn) O(logn) O(n) O(logn) O(n) O(logn)
nin o) o o) o1  |om oW
decreasekey || O(logn) (log n) (1og n)  O(logn) O(n) 0O(1)

cut - - O(n) 0O(1)

Beweis: Im Worst-Case ist keine Verbesserung méglich. (siehe Ubung)

Fiir die amortisierten Zeiten definieren wir die Potentialfunktion:
®(h) = Anzahl Béiume von h + 2 - Anzahl markierte Knoten.

Dann analog zu Satz[1.4.1]
Folgerung: Mit V\S im Fibonacci-Heap lduft Dijkstras Algorithmus in Zeit
O(|V] -log|V|+ |E| ) (]V]| mal deletemin, |E| mal decreasekey).
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Kapitel 3

Union-Find-Strukturen

3.1 Einfiihrung

Sei G ein ungerichteter, gewichteter Graph mit G = (V, E,¢) mit ¢: E — R. Ein
Teilgraph H = (V, F,¢) mit F C E ist ein Spannbaum von G genau dann, wenn H
ein zusammenhéngender Graph ist und und H nach dem Entfernen einer beliebigen
Kante nicht mehr zusammenhéngend ist.

Beachte: Es muf |F| = |V| — 1 gelten.

Gesucht ist ein Spannbaum mit minimaler Kostensumme der Kanten.
Der Kruskal-Algorithmus findet einen minimalen Spannbaum durch schrittweisen
Aufbau von Kanten in den anfiinglich leeren Graphen, d.h. ohne Kanten.

Bemerkung: Ein Spannbaum kann nur gefunden werden, wenn der Graph G
zusammenhéngend ist. Dies kann in Linearzeit mittels der Tiefen- oder Breitensu-
che festgestellt werden (siehe Vorlesung Theoretische Informatik I). Es sei also im
Weiteren G ein zusammenhéngender Graph.

Kruskal-Algorithmus:
1. Kanten aufsteigend nach ihrem Gewicht sortieren.
2. Kanten der Reihe nach untersuchen.

(a) Sind die beiden Knoten der Kante in verschiedenen Teilen? (dazu
Operation find)

(b) Wenn ja, dann vereinige die beiden Teile und fiige die Kante dem
Spannbaum hinzu. (dazu Operation union)

= Man muf} eine Partition der Knotenmenge mitfiihren.

Am Anfang:
({U1}> {U2}7 {03}’ ) {Un})
Kante (vz, vs) in den (zukiinftigen) Spannbaum einfiigen:
({v1},{v2,vs},...)

Eine erste Moglichkeit eine Partition P darzustellen besteht darin, ein Feld A zu
verwenden. Dabei bedeutet Afi] = z das der Knoten ¢ in der Menge x liegt.

Beispiel:
P =({1,2},{3,4,5},{6,7})
Array  A[l] =A2] =1

29
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Al3] = A[4] = A[5] =2
=3

Al6] = A[7]

= find: O(1) union: im Worst-Case O(n)
Kruskal mit der Partition als Array benétigt Laufzeit:

O(E|- log|E| + |E| + [V]* )
—— ~ ~~

O(log|V]) 2-|E| x find |V]| X union

Das ist O(|E| - log [V| + [V ]?).

Ist |E| = O(lolgil‘:/l), dann O(|V|?) (gilt nur nicht fiir sehr dichte Graphen).

Ziel: Es soll eine Datenstruktur gefunden werden, so dafl n union und m find
moglichst schnell sind. Die untere Schranke fiir jede Union-Find-Struktur ist offen-
sichtlich Q(n + m). Diese untere Schranke wird amortisiert ,,fast* erreicht.

3.2 Partition als Menge von Badumen

Beim Einsatz von Baumen anstelle von Listen in Datenstrukturen kann oft eine
Laufzeitverbesserung erreicht werden. Die Partition P wird nun als eine Menge von
Baumen dargestellt.

Beispiel: P = ({1,2,3,4},{5,6})

(1) (5) ONO
@) @ @ © o« @ (©
N

union(i, j) (4, j sind die Namen der Wurzeln) in O(1)
find(7) in O(Tiefe(i))

Wie tief kann ein Knoten ¢ liegen?

Die Partition P wird geschickt durch ein Vorgéngerarray gespeichert:

Apfrffafs]s]
1 2 3 4 5 6

Dabei enthilt A[i] den Vater des Knotens ¢ im Baum. Gilt A[i] = 4, so ist der Knoten
1 die Wurzel eines Baumes in der Partition P.

Beachte: Es kann passieren, dafl find(v) Zeit Q(n) dauert.

Diese schlechte Laufzeit des find kann durch die Heuristik Union-By-Size verbessert
werden:

Bei jeder Wurzel wird die Anzahl der Elemente mitgefiihrt. Bei der Operation union
wird dann immer der kleinere unter den grofleren Baum gehéngt.

Folgerung: Bei Union-By-Size gilt fiir jeden Baum T, da§ Tiefe(T) < log, |T|
ist. Damit wird die Laufzeit eines find durch O(log|T'|) beschrénkt.



3.3. ALGORITHMUS UNION-BY-SIZE MIT WEGKOMPRESSION 31

Laufzeit von Kruskal mit Union-By-Size:
O(|E|-log|V| + |E|-log|V| + [V]|)=O(lE]|-log|V]).
—~

sortieren find union

Bei vorsortierten Kanten bleibt es bei O(|E| - log |V]), die Hauptzeit fillt dann in
den find-Operationen an.

3.3 Algorithmus Union-By-Size mit Wegkompres-
sion

Wiéhrend eines £find(:) werden alle Knoten von ¢ zur Wurzel durchlaufen. Damit
hat man aber fiir diese Knoten ebenfalls die Wurzel gefunden. Diese zusétzlich
gewonnenen Informationen werden in der Heuristik Wegkompression ausgenutzt:

(a) union(v, w) mit Heuristik Union-By-Size:

if Anz[v] < Anz[w] then
Plv]l:= w
Anz[w] := Anz[w] + Anz[v]
else
Plw] :=wv
Anz[v] :=

Zeit: O(1)

Anz[v] + Anz[w]

(b) find(v) mit Heuristik Wegkompression:

Speichere v auf Keller
while P[v] # v do
v := P[v]
Speichere v auf Keller
Gebe v aus
for each w auf dem Keller do P[w] := v

Alternativ mit rekursivem Aufruf:

if P[v] # v then // P[v] ist keine Wurzel
P[v] := find(P[v])
return P[v]

Zeit: Worst-Case O(logn)

Satz 3.3.1. Mit Union-By-Size und Wegkompression benétigt man fiir A £ind und
k union-Operationen bei der anfinglichen Partition P=({1},{2},...,{n}) die Zeit
O(k + (n+ ) -log™ n). Dabei ist log"™ definiert durch:

log* = Min{s | log'®¥ n < 1}

mit log!® n = (logologologo - olog)n

s-mal
= log(log(. .. (log(n))...)).
~———
s-mal

log* n ist fast O(1). Beispiel: log* 216 = log™ 65536 = 4.
10g* 265 536 _ log* 1019728 =5,
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Beachte: Fiir Kruskals Algorithmus ist Kk =n—1 = |V|—1 und A = 2|E|. Bei
vorsortierten Kanten ergibt sich eine Laufzeit von O(|E|log" [V]).

Beweis:
Der Beweis des Satzes Satz[3.3.1/(Union-By-Size mit Wegkompression) erfolgt durch
die folgenden Definitionen und Lemmata.

Sei Sg = @ @ @ @ die anfiangliche Union-Find-Struktur.

Sei 0 = o1, 02, 03, ... , 0, eine Folge von union- und find-Operationen. Sei
weiterhin A = Anzahl find, K = Anzahl union und m = A + k.
Es seien die Strukturen Sy, ..., S, gegeben durch:

o o o Om
SO L S1 22, So 23 Sg o St = S

D.h. S; ist die Union-Find-Struktur die nach der Abarbeitung der Operation o; mit
Wegkompression entstanden ist. Sy ist dabei die anfanglich leere Struktur.
Die Idee liegt in der zusitzlichen Betrachtung der Strukturen

/! ! ! : !
So, S1, ..., S, mit Sy =.S;.

S! entsteht, indem oy, ..., 0; ohne Wegkompression auf S)), ausgefithrt werden. S;
und S} stellen die selbe Partition dar. Die Wurzeln der einzelnen Biume in .S; und
S; sind ebenfalls gleich.

Definition 3.3.2. Fiir ein Element a mit 1 < g < n ist:
Level(a) = Tiefe des Teilbaumes mit Wurzel a in der Struktur S;,, also in der
Struktur ohne Wegkompression nach Abarbeitung der letzten Operation o,,.

Lemma 3.3.3.

(a) Hat S} mit 1 < i < m folgende Struktur:

b ist Nachfolger von a in S}, a kann, mufl aber nicht, die Wurzel sein, so gilt:
Level(a) > Level(b).

(b) Ist b Nachfolger von a in S;, so gilt Level(a) > Level(b) .

Beachte: Level bezieht sich émmer auf S, also auf die Union-Find-Daten-

struktur, die entsteht, wenn o1, ..., 0., ohne Wegkompression ausgefiihrt wiirden.

Beweis:

(a) Der Teilbaum unter a ist zum Zeitpunkt ¢ natiirlich mindestens 1 tiefer als der
unter b.

Ist a nicht die Wurzel, dann kann sich unter a spéiter nichts mehr &ndern und
die Behauptung gilt.

Ist a die Wurzel, so kann der Baum unter a durch spétere Unions hochstens
noch tiefer werden. Wieder gilt Level(a) > Level(b)

(b) Sei also in S; die Situation:
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L.

(b ist Sohn von a)

Wir zeigen die Behauptung fiir die direkten Nachfolger von a. Fiir tiefere Knoten
folgt die Behauptung induktiv. Wir betrachten den Zeitpunkt ¢t < ¢ zu dem die
Kante a < b durch o; entstanden ist.

1. Fall: Die Kante a < b ist durch o; = union(a, b) entstanden. Dann ist in
S;_1 die Anzahl der Elemente unter b < der Anzahl der Elemente unter
a. Da S;_1 und S}_; dieselben Partitionen darstellen, gilt dies genauso
in S;_;. Die Kante a < b entsteht also ebenfalls in S,. Wegen (a) folgt
dann die Behauptung.

2. Fall: Die Kante a < b ist durch Wegkompression aus S;_1 mit o, = £ind(c)
entstanden. Also ist a zum Zeitpunkt ¢ — 1 Wurzel des Baums.
St-1 St
@ find(c)=> @

@ Mindestens 1 @ “““““ @

. 1 Element # b
@ c=b moglich

Genauso ist a in S;_; Wurzel und b in jedem Fall unter a. Wegen (a)
ist Level(a) > Level(b).

In Abhéngigkeit von Level(a) wird der Wert Niveau(a) definiert. Dazu wihlt man
ein k mit 0 < k < |logn] und k + 2 natiirliche Zahlen Ag, A1, Ao, ..., A, Agi1
mit:

O:AO < A < Ay < - <Ak < I_]Og’I’LJ <Ak+1,
Da die Tiefe der Biume in S, durch logn beschréinkt ist, gibt es fiir jeden Knoten
a ein i, so dal A; < Level(a) < A;41. Da die Folge der A; streng monoton wichst,
gibt es zu jedem Knoten a auch nur maximal ein ¢ mit A; < Level(a) < A;41. Das
fiihrt uns zum Begriff des Niveaus.

Definition 3.3.4. Fiir 0 <i < k ist

Niveau(a) =1 <= A; <Level(a) < Aj41
Bemerkung: Ist Level(a) = 0, dann gilt Niveau(a) = 0. Ist Level(a) = |logyn |,
dann ergibt sich Niveau(a) = k.

Anhand der A;-Werte kann spéter die amortisierte Laufzeit berechnet werden. Die
Wahl der A; hat Einflufl auf die Laufzeitabschétzung.

Beispiel:
(a) k=0, Ay=0, A= Uog2 nJ +1

(b) k= |logyn]|, dann Ag =0, A1 =1, ..., A = |logen|, Ag+1 =Ar +1
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[log, 25| =4
WéhlekZQUHdA():O, A1:17 A2:4, A3:5

Niveau 2
Niveau 1
Niveau 0
(d) S/, wie bei ()
Wéihlek:3undA0:O, A1:27 A2:3, A3:4, A4:5
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Niveau 3
Niveau 2
Niveau 1
Niveau 0
Wieviele Elemente existieren auf einem Niveau?
Lemma 3.3.5.
Es gilt:
n
() HalLevl@) =1} <
. . 2-n
(b) [{a | Niveau(a) = i}| < oA,
Beweis:
(a) Es seien a1, ag, ..., a, alle Elemente vom Level {. Die Struktur S/, enthélt nun

folgende (Teil-) Béume:
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AVACIANE
Ty Ty T,

Ferner gilt Tiefe(T}) = Tiefe(Ts) = --- = Tiefe(T,) = L.

Aufgrund der gleichen Tiefe sowie der unterschiedlichen Wurzeln sind die Baume
T; disjunkt. Wegen der Heuristik Union-By-Size enthilt jeder Baum mindestens
2! Elemente.

Also gilt:

P
. n
n > Z|Ti| > p-2! unddamltpgg.
i=1

(b) Wir summieren iiber alle Level innerhalb des Niveaus i.

{a | Niveau(a) = 7}]  l{a | Level(a) = A;}| + {a | Level(a) — 4; +1}|
+ Ha | Level(a) = A; + 2} + ...
+ |{a | Level(a) = A;j41 — 1}

< 1 1 1 1
wegen (a) < n(le + SAT + SAT2 + o+ 72147;“—1)
1 11 n o= 1
<n-— (1424~ ...):7 =
=" oA <+2+4+ %22%
n
= 2Al . 2
Lemma 3.3.6. Eine Folge 0 =01, 09, ..., 0, von K union- und A £ind-Operationen
benétigt die Zeit
b 2-n
e A(k+1) th+Y (0 A — A ).
—_——— =0 244 ——
Anzahl Niveauiiberginge Anzahl Level im Niveau ¢

Beispiel:

Sei n = 2000 und damit [log,n] = 10. Es wird k=2 gewihlt. Ferner wihlt man
z.B. folgende (k + 2) Zahlen: Ag =0, A; =5, A3 =10 A3 =11

Baum in S/ :

Niveau 1 = Level 5, ..., Level 9

Niveau 0 = Level O, ..., Level 4

Die Anzahl der Leveliibergidnge im Niveau 0 ist 4 =5-0-1=A; — Ay — 1.

Beweis: Die Operationsfolge ¢ = o1, ... ,0,, sei fest. Die Operation o; =
union(a,b) bendtigt Zeit O(1), wihrend o; = £ind(b) die Zeit O(1 + Anzahl Kanten
von b bis zur Wurzel a) benotigt.
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Nun betrachtet man die Datenstruktur S;_1, bevor also die Operation o; = find
ausgefiithrt wird. Zwischen der Wurzel a und dem Knoten b liegen r > 0 Knoten
Cly...,Cp:

e e

Nach Lemma[3.3.3 gilt fiir die Level:

Level(a) > Level(c,) > Level(c,—1) > --- > Level(c1) > Level(b)
also auch:
Niveau(a) > Nivea(c,) > Niveau(c,—1) > --- > Niveau(c;) > Niveau(d).

Fiir jede Kante [ auf dem Weg gilt eine der beiden Moglichkeiten:

(a) 1 verbindet 2 Knoten desselben Niveaus, oder

(b) I verbindet 2 Knoten mit verschiedenen Niveaus.

Fiir Kanten vom Typ (a) verwenden wir gespeicherte Zeit, falls der obere Knoten
keine Wurzel ist. Wir nehmen die gespeicherte Zeit vom unteren Knoten der Kante.

Fiir Kanten vom Typ (b) und die Kanten zur Wurzel benutzen wir keine gespeicherte
Zeit. Diese Schritte zidhlen wir direkt beim find. Das sind maximal # Niveauiiber-
ginge+1 = k + 1 viele.

Daraus ergibt sich folgende Zusammensetzung:

Zeit von o1, ... ,o;m < O(k) + O(A-(k+1)) + gespeicherte Zeit (3.1)
—— —_———

fiir union  direkt bei find gezihlt

Wieviel Zeit mufl gespeichert sein?
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Sei ¢ ein beliebiger Knoten mit Niveau i. Jedes Mal, wenn bei ¢ ein O(1) entnommen
wird, liegt folgende Situation vor (weder ¢ noch dessen Vater sind Wurzel):

()

)
find(c)
9 o @ 0w

(d)
(©)

Nach Lemma [3.3.3] ist Level(f) > Level(d) + 1 (f existiert, da d keine Wurzel
ist). Also gilt: Wenn bei ¢ Zeit entnommen wird, bekommt ¢ einen neuen Va-
ter. Das Level des neuen Vaters ist mindestens um 1 grofler als das des alten
Vaters. Ist irgendwann das Level des neuen Vaters von > A;;;, dann ist das
Niveau des neuen Vaters von > ¢ + 1. Dann ist die Kante von ¢ zu seinem Vater
ein Niveauiibergang. Das Benutzen dieser Kante wird bei zukiinftigen finds direkt
bei diesen gezihlt.

Daraus folgt: Bei ¢ wird maximal soviel Zeit entnommen, wie es Level-Ubergiinge
im Niveau i gibt, also A;4; — A;. Es geniigt fiir jeden der < 2n/24¢ Knoten im
Niveau i die Zeit A;11 — A;_1 zuriicklegen.

Damit reicht es, die Zeit
k

2-n
> S, (A — Ai).
i=0
zu speichern. Wir erhalten das Lemma mit Ungleichung (3.1).
Wir versuchen jetzt, k und die A; so zu wéhlen, daf§ die Abschitzung aus Lemma
Lemma [3.3.6 moglichst klein wird.

Beispiel:

(a) Essei k =0, Ag = 0, A; = |logyn]| + 1. Daraus ergibt sich eine maximale
Laufzeit

ON-(k+1)4+K+2n- (A1 -4 —1)=0N+K+n-logn).

(b) Es sei k = |loggn], A4g =0, A1 =1, As = 2, ..., Ay = |logon], Aky1 =
[logn]| + 1. Es ergibt sich ebenfalls fiir die Laufzeit O(A -logn + k + nlogn).

Die Laufzeiten in (a) und (b) sind noch nicht optimal.

Die A; werden fiir ein moglichst schnelles Wachstum wie folgt rekursiv definiert:
Ag =0, A = 1 und A;1; = 24 Damit ist Ag = 0, 4] = 1, Ay = 241 = 2,
Ay =242 =4 Ay =248 =16, Ay =244 =216 |

Wegen Ay, < [logyn] < Agyq ist k = log™ n.

Dann hat die Operationsfolge o die Laufzeit

k
2
O<A~1og*n+n+222'(Ai+1Ai)> ;
=0

wobei
2

k k k

2-n -n N

oA, (Aig1 — A) < E 94, A1 = E 2n = O(nlog* n).
=0 i=0 i=0

Wir erhalten (wie im Satz[3.3.1 behauptet) die Laufzeit O((A + n) - log* n + ).
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Kapitel 4

Selbstorganisierende Listen

Selbstorganisierende Listen konnen zur Realisierung der Datenstruktur Worter-
buch (,,Dictionary“) verwendet werden. Zu den typischen Worterbuchoperationen
gehoren die drei Operationen Einfiigen, Loschen und Finden:

find(x) Liefert einen Zeiger auf z, falls x enthalten ist.
insert(z) Einfiigen von z, falls x nicht enthalten ist.
delete(x)  Loschen von z, falls  enthalten ist.

Wenn die Schliissel aus einer sehr grofien Menge (etwa alle Namen) gewiihlt werden,
ist keine direkte Adressierung moglich.
Eine Losung ist das Benutzen von:

(a) Ausgeglichenen Biumen (z. B. AVL-Biume, B-Bidume). Die Laufzeit fiir jede
Operation ist dann im Worst-Case O(logn).

(b) Listen (z.B. Uberlauflisten beim Hashing). Jede Operation braucht dann im
Worst-Case die Zeit Q(n). Listen sind dennoch sinnvoll, wenn extrem wenig
Speicherplatz zur Verfiigung steht.

4.1 Datenstruktur
Definition 4.1.1. (Selbstorganisierende Liste): Die Liste hat folgende Gestalt
— X1 — T2 7 T3 — - 7 Tp

Dies kann z. B. iiber folgende Array-Darstellung realisiert werden:

start =1 ‘xl‘ 3‘1‘4‘ 5‘902‘ 4‘3&3‘ 2‘1‘5‘ 0‘
1 2 3 4 5

Folgende Arten der Implementierung sind zuléssig:
(a) find(z)
1. Suchen vom Anfang bis z.
2. Eine Menge von Transpositionen.
(b) insert(x)
1. Suchen nach x (bzw. sicherstellen, daf§  noch nicht vorhanden ist).

2. Einfiigen von x am Ende der Liste.

39
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3. Transpositionen.

(c) delete(x)
1. Suchen vom Anfang nach z (bzw. sicherstellen, daf§ z vorhanden ist).
2. Loschen von z.

3. Transpositionen.

Unter einer Transposition versteht man das Vertauschen zweier benachbarter Li-
stenelemente.

Beispiel fiir eine Transposition:
3—52—-5—-7 == 3— 5—2 =T
——

Transposition

Bemerkung;: In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Heuristiken
vorgestellt bzw. miteinander verglichen. Deshalb ist es notwendig, die zulassigen Im-
plementierungen zu beschrinken. Beachtet man, dafl durchaus doppelt verkettete
Listen mit Verweisen auf den Listenanfang bzw. das Listenende verwendet werden
konnen und es bei Transposition im Prinzip egal ist, ob sie am Anfang oder am
Ende durchgefiihrt werden, stellen obige Implementierungen keine wirkliche Ein-
schrankung dar.

4.2 Heuristiken

Definition 4.2.1. (Vier Heuristiken)
1. Heuristik B: keinerlei Transposition.

2. Heuristik MF (move to front): bei find(z) und insert(z) kommt = durch
Transpositionen an die Spitze. delete(z) ohne Transposition.

3. Heuristik TR (transpose): In find(z) und insert(z) gelangt = wenn moglich
eins nach links (also in Richtung Listenanfang).

4. Heuristik FC (frequency counter): Merken im Z&hler(z), wie oft z nach dem
Einfiigen gesucht wurde. Die Liste wird nach Zdhler geordnet.

Beispiel:

o = insert(l),insert(2),insert(3), insert(4),
find(1), find(4), £ind(3), find(4), £ind(2), find(4)

Operation Heuristik

B MF TR FC
0 0 0 0
insert(1) | 1 1 1 1
insert(2) | 12 21 21 11 24
insert(3) | 123 321 231 11 27 34

(4) | 123443212341 [1,2 314

find(1) 1234114322314 | 1521314
) 1234141322341 | 1524527 34
) 1234134123241 | 152453224
) 1234143123421 | 4315322
)
)

1234124313241 43153025
1234142313421 44153025




4.3. KOSTEN 41

4.3 Kosten

Definition 4.3.1. Ist A irgendeine Heuristik (d. h. irgendeine Vorschrift die Trans-
positionen zu setzen), dann ist:

Kosten(find 4 (z)) = Position von x in der Liste
+ Anzahl Transpositionen, wo x nicht nach links geht.

Kosten(insert 4(z)) = Anzahl Elemente in Liste + 1
+ Anzahl Transpositionen, wo z nicht nach links geht.

Kosten(delete4(x)) = Position von z in der Liste
+ Anzahl Transpositionen.

Bemerkung: Die Kosten der Transpositionen von z nach links bei £find(z) und
insert(z) sind bereits in den Kosten zum Auffinden von z enthalten und werden
daher nicht angerechnet. Zu den Transpositonen, wo x nicht nach links geht, gehoren
auch die, an denen z unbeteiligt ist.

Satz 4.3.2 (Optimalitit von MF). Fiir jede Folge o von Operationen auf einer
anfangs leeren Liste gilt:

Kosten(o) unter MF < 2. Kosten(o) unter A,
wobei A eine beliebige Heuristik ist.
Beweis:

Seioc =0y, 03, ..., o eine Folge von Operationen. Wir betrachten die (beliebige)
Heuristik A und MF. Es ergeben sich folgende Listen:

MF: 5'0:()”—1>510—2>52[7—3> R
A Si=0) % 5 oy 2o I gl

In S; und S! sind dieselben Elemente, hochstens in verschiedener Reihenfolge.
Hauptidee ist es, die Inversionen beziiglich S; und S! zu betrachten.

Definition 4.3.3. Sind S und T zwei Listen mit gleichen Elementen. Fiir z,y € S
(auch z,y € T) und = # y sagt man:

{z,y} stellt eine Inversion von S, T dar
—

((x vor y in S) und (x nach y in T')) oder ((x nach y in S) und (z vor y in T))

Beispiel:

S=1—-2— -+ —n
T=n—-n—-1— - —1
hat genau (g) = 7”("271) Inversionen.

Zum Vergleich der Kosten betrachtet man das Potential ®(S,T) = Anzahl Inver-
sionen von S und 7'
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Seien t; die Kosten(o;) unter MF und ¢, die Kosten(o;) unter A.

o o o Om

MF: So=() 25 8§ 2 8§, 2 ... Imog.
t1 to t3 tm
[oa g (o [og

A: SI — () 1 S/ 2 Sl 3 .. m Sl

0 ’ 1 ’ 2 ’ t m
tl t2 t3 m

P, = 9(5;, ;)
a,-:ti—l—(fbi—‘bi_l) fuI‘lSZSn

Es ist:
(nicht amortisierte) Kosten(o) unter MF:

>t
i=1
amortisierte Kosten(o) unter MF:
Zai = Z(tl + ((I)z - ‘131‘—1))
i=1 i=1
=t +(P1— o) +ta+ (P2 —P1)+ -+t + (Pry — Pr1)
~
=0
DIERY
° ~~
i=1 >0
m m
=) <> a
i=1 i=1
Bemerkung: Die amortisierten Gesamtkosten sind immer eine obere Schranke

an die tatsdchlichen Kosten dar, solange ®; > 0 fiir alle 7 gilt.

Es geniigt nun zu zeigen: Fiir alle 4 ist a; < 2 - t;. Daraus folgt sofort

Fiir die Idee der Potentialfunktion kann man zunéchst folgenden Spezialfall betrach-
ten:

Sei o; = find(x), S;—1 = ... — xund S/_; = x — .... Hier ist also ¢; lang, wihrend
t; kurz ist. Wihrend find(x) wandert x in S;_; an den Kopf der Liste und es
verschwinden ¢;—1 Inversionen. Damit ist a; = ¢;+®;—®;_; = t,—(t;—1) =1 < 2-t..
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Im Weiteren werden die moglichen Operationen betrachtet (Fallunterscheidung nach
0;):

1. Fall: ¢0; = find(z)
MF: 51;1 i> Sz
A S5 S
Es seien k, 7 > 1 gegeben durch:

S’L‘*l = oo — € —
k-1 Elemente k-te Stelle

/

i1 — e — €T —
~— ~
7-1 Elemente j-te Stelle

Dann ist t; = k, t; = j + Anzahl Transpositionen, wo x nicht nach links
geht.
Zur Ermittlung von a; wird der Ubergang S; 1 — S;, S/_, — S! aufgeteilt
in:
MEF: Si_1 —_— Sz — Sz
a1 a; 2
Ar Sl — S, — S

M G N G2 NN
P @’ @

1. Finden von z in beiden Listen

2. x in S nach vorn schieben

3. Transpositionen der Heuristik A in S’ durchfiihren

Esseia;1 =t; + P — ®;_1. Dann ist ® — ®,_; die Potentialinderung, die

durch Verschieben von x in S; nach vorn bewirkt wird.
Es sei nun a;0 =0+ @, — 9’ (a; = a;1 + a;.2).

Es wird zuerst das Verschieben von x mittels der Heuristik MF (Laufzeit
a;,1) betrachtet:

MF: Siilz...y..._)x_)...z... Si:xﬁ...y...z...
k—1
A: S/ e Y =L —> e cee / e Y =L —> e e
1—1 \ , Yy 1—1 \ , Yy
j—1 Jj—1

Wann verschwindet ein Inversion? Die Inversion {z, y} verschwindet genau
dann, wenn y vor z in S;_; und y nach z in S_ ist.

p=1|{y|yvorxinS;_1, ynach z in S,_,}|

... Anzahl verschwindender Inversionen beim Ubergang

Wann kommt eine Inversion hinzu? Die Inversion {z, z} kommt genau dann
hinzu, wenn z vor  in S;_; und S;_; steht.

r=|{z]|zvorzin S;_1, zvor xin S,_;}|

r... Anzahl hinzukommender Inversionen beim Ubergang: r =k — 1 — p.
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2. Fall:
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Damit ist

aig=ti+tr—p=k+r—p<j-—1+k-p,

dar<j—1gelten muBl. Ausr <j—lundr=%k—1—p folgt k —p < j,
woraus sich

a,-71§2-j71

ergibt.

Jetzt betrachtet man den zweiten Teil, die Transpositionen von A in S’
(Laufzeit a; 2):

MEF: S;=x— --- Si=x— -
A: ;71:..._)3'/'_)... S;:_>x_>.
-1

Da von der Zeit ¢, genau j Schritte darauf entfallen, 2 zu finden, konnen
noch maximal ¢/ — j Inversionen dazukommen. Damit ist a; 2 < t; — 7.

Insgesamt ist nun

ai=ai1+a;2<2j-1)+ @ —j)=t;+7j—-1<2-t;, daj<t,.

0; = insert(x)

MF: Sifl L Sl
A S, 5 s

2

Es erfolgt wieder die Aufteilung in:

MF: S,;l — (51'71 — l’) I SZ = (ZC — Sifl)
A S, — (S, 1) — 8
—_———

D1 @’ ®;

k =Lénge der Liste

' =d(S;_1 —x,5_,— )

aig =t + 0 —0;

a; 2 :0+<I)¢—(I>/

(damit gilt wieder a; = a;1 + a;.2)

zu ag,q-
=’

~ =
Es ist a;1 =t; + ((I)ifl —4)1'71) =k < t;.
———

=0
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zu aq2:
MF: S; 1= - —a S =1 — .-
~—~ ~—~
Si71 Sifl
A S = —x Sl= . — T e
~—~ ~— ~~
Si_q j—1 j-te Stelle

j = Position von z in S}

ajo=0+®; — 9
< (j — 1) + Transpositionen von A, wo x nicht beriithrt wird
=@ -1+ t—(k+1))
<t yda (j—1) <k

Also a; = a;1+a;2 < 2- t;.
3. Fall: o; = delete() (sieche Ubung)

Satz 4.3.4. Es gibt keine Konstante ¢ > 0, so daf§ fiir jede Heuristik A und jede
Operationsfolge o gilt:

Kosten(o) der Heuristik B < ¢ - Kosten(o) der Heuristik A,
Kosten(o) der Heuristik FC < ¢ Kosten(o) der Heuristik A oder
Kosten(o) der Heuristik TR < ¢ Kosten(o) der Heuristik A.

Beweis:
Der Satz soll fiir jede Heuristik A gelten. Es geniigt also fiir eine spezielle Heuristik,
z.B. MF, ein Beispiel zu finden, wo die Laufzeiten asymptotisch verschieden sind.

zu B:
o = insert(1l), insert(2), insert(3), ..., insert(n), find(n), ... ,find(n)
m-mal
Kosten(c) i n B=1+2+3+ -+ +(n—1)+n+n-m
_nntd) o
2
1
Kosten(o) in MF = % +m
Mit m = n? folgt:
1
Kosten(o) in B = % + n?
n(n+1)

+n?<2.n?

Kosten(o) in MF = 5 <
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zu FC:

o = insert(1), find(1), ... , find(1),

(n—1)-mal

insert(2), find(2), ..., £ind(2),

(n—2)-mal
insert(3), find(3), ... , £ind(3),

(n—3)-mal

insert(n — 1), find(n — 1),

insert(n)

Kosten(c) nFC=1+4+1-(n—-1)+24+2-(n—-2)+3+3-(n—3)+ ---
+(n-1)+n-1)-1+n+n-0

n n n
_ ; ; -2
= 1+ 1N — 1
i=1 i=1 i=1

= n(n;r D +n- n(n;r D_ %n(n +1)(n+2)
- o)

Kosten(c) i n MF=14+(n—-1)+2+(n—-2)+3+n—-3)+...+(n—-1)+1+n
<n-(n-1)
= o)

zu TR: sieche Ubung.



Kapitel 5

Selbstorganisierende Biume

Die Operationen der Datenstruktur Wérterbuch (,,Dictionary“ siehe Kapitel
bendtigen bei einer Implementation mit AVL- oder B-Baumen nur die Zeit O(logn).
Der AVL-Baum benutzt dazu an den Knoten gespeicherte Zusatzinformationen,
z. B. Balancewerte. Der B-Baum verbraucht mehr Platz als notig, er kann bis zur
Haélfte leer sein. Ziel ist es nun einen bindren Baum ohne Zusatzinformationen zu
schaffen, der die Worterbuch Operationen amortisiert auch in O(logn) ausfiihrt
und das Zugriffsverhalten irgendwie lernt (&hnlich der MF-Heuristik). Analog zur
Transposition bei Listen kann man die Rotation bei Bdumen verwenden.

Problem: Gibt es eine analog zu der Heuristik MF implementierte Operation
find(y), mit amortisierter Zeit O(logn)?

5.1 Algorithmus fiir geschicktes Rotieren, Splay-
ing

Ist p ein Knoten im Suchbaum SB, der nicht die Wurzel ist. Sei ¢ = vater(p).
splaying(p):

q := vater(p)
if ¢ ist Wurzel then
rotate(p, ¢)

else
r := vater(q)
if (p, ¢ sind linke S6hne) oder (p, ¢ sind rechte S6hne) then
rotate(q, 7) // ,zig-zig“ Fall
rotate(p, q)
else
rotate(p, ¢) // ,zig-zag® Fall

rotate(p, r)

Fille von splaying(p):

47
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Sei ¢ = vater(p) und r = vater(q).

1. (a) g ist Wurzel, p ist linker Sohn von ¢
@ rotate(p,q) @
5

(b) g ist Wurzel, p ist rechter Sohn von ¢

IS
Ak Ab

2. q ist nicht die Wurzel

(a) ,zig-zig“ nach links

4
A
A &

(b) ,zig-zig" nach rechts

[ G

a2 S
B E AR e b R
/e /A B\
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(a) ,zig-zag® links-rechts

0 rotate(p,q)
RS LAY

(b) ,zig-zag* rechts-links

0 rotate(p,q)
_—

5.2 Datenstruktur Splaybaum

Die Struktur ist ein einfacher bindrer Suchbaum mit leeren Blattern. D.h. sind

die eigentlichen Elemente des Baumes so angeordnet: J | so hat der Baum in
unserem Sinne noch drei weitere (leere) Blétter:

(a) splay(x) (dabei ist 2 ein moglicher Schliissel, der gespeichert sein kann)

Suche z im Baum.

if 2 kommt vor then // Dann ist x ein Knoten im Baum
p =T
else

p := Vater des Blattes, wo die Suche nach = geendet hat
while p nicht die Wurzel do
splaying(p)

(b) find(z)

splay(x)

if = ist Wurzel then
return z

else
return , nicht vorhanden*

Der Baum wird auch durch splay(z) umstrukturiert, wenn x nicht gefunden
wurde.

(c) delete(x)
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splay(x)
if z ist Wurzel then // < x ist im Baum enthalten
T := linker Teilbaum
S := rechter Teilbaum
if T ist leer then
S wird neuer Baum
else
splay,(+oc)
Hénge S unter die neue Wurzel von T.

Dabei wird durch splay(4+00) der symmetrische Vorgénger y von x zum lin-
ken Sohn von x. (Da die Schliissel eindeutig sind, hétte splayp(x) dieselbe

Wirkung.) Der Knoten y hat keinen rechten Sohn, da y das groite Element im
linken Teilbaum ist.

splay(+00)
—_—

(d) insert(z)

splay(x)
if = ist die Wurzel then
return ,,x vorhanden*
else
y := Schliissel der Wurzel // xFy
T := rechter Teilbaum
S := linker Teilbaum
if x >y then

Bilde den Baum: =

»@

(Y]
else /] x<y

(z)
Bilde den Baum: A .@

/7

Fiir eine der obigen Operationen o auf den Baum S ist

Kg(o) = Anzahl der Aufrufe von splaying.

Beachte: Ein splaying in Zeit O(1).
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Beispiel: Kann bei Start mit dem leeren Baum folgender Baum entstehen?
E(Cé]
insert(1) insert(2) insert(3) insert(n)
/

%

find(1) bendtigt Zeit O(n), aber die vorherigen n Einfiigungen nur O(1). Eine
amortisierte Zeit von O(logn) ist also moglich.

Ziel: m Dictionary-Operationen auf einen anfangs leeren Baum sollen in Zeit O(m -
logn) abgearbeitet werden, wobei n (> 1) die Maximalzahl der Elemente im Baum
ist.

5.3 Definitionen

Sei S ein bindrer Suchbaum. Im folgenden werden die Begriffe Einzelgewicht, totales
Gewicht und Rang eines Knotens sowie das Potential eines Suchbaums definiert.

Definition 5.3.1. (Einzelgewicht)
Das Finzelgewicht eines Knotens (oder Blattes) p von S ist eine gegebene reelle
Zahl Twg(p) > 0 (individual weight).

Beachte: Das Individualgewicht ist am Knoten fixiert. Es wird also mitrotiert:
(a0 (P
NGV NV

ﬂ rotate(p ﬂ
q ﬁ
W ———>( .4) W

R B B

Definition 5.3.2. (Totales Gewicht)
Sei p Knoten eines Suchbaumes S mit Einzelgewichten. Das totale Gewicht von p
ist:

Tws(p) = Z Twg(q) (¢ ist Knoten im Teilbaum mit der Wurzel p).
q

Beispiel:
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Tws(p) =5+4+T+3+2+14+1=23

Definition 5.3.3. (Rang)

Sei S ein mit Einzelgewichten versehener Baum, dann ist der Rang eines Knotens
p in S gegeben durch

Rs(p) = [logy(Tws(p))] € N.

Beispiel:

Definition 5.3.4. (Potential)
Das Potential eines mit Individualgewichten versehenen Suchbaumes S ist gegeben
durch

O(S) = Rs(p) = _|logy Tws(p)].

peS peS

Die amortisierte Zeit einer Operation o; (0; = splayg(z), findg(z), insertg(z),
deleteg(x)) ist gegeben durch:

as(o;) = Ks(o;) + ®(S") — ®(9) mit § 75 57

S’ ist also der Baum, der durch o; ausgefiihrt auf S entsteht.

5.4 Schliissellemma
Lemma 5.4.1. (Schliissellemma)
Sei S ein bindrer Suchbaum mit der Wurzel k£ und sei S’ definiert durch

§ Es) o1 Sei | die Wurzel von S’ . Dann gilt:

as(splayg(w)) < 1+3- (Rs(k) — Rs(])).

Beachte: Rs(k) — Rs(l) > 0.
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Beispiel: Im folgenden Beispiel sind die tatsichlichen Kosten hoch, die amor-
tisierten Kosten von 3 - (Rs(k) — Rg(1)) jedoch klein.
S:

Wir haben Rg(k) = |log,(300+12)| = 8, Rs(l) = |log, 300] = 8. Also ist Rg(k) —
Rs(l) = 0.

splayg(!) fuhrt zu:

splaying(l)
—_
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splaying(l)
—_

Damit ist Kg(splayg(z)) = 3. Wie hoch sind die amortisierten Kosten?

®(S) =) Rs(p)

= |log, 100] + [log, 100] + 6 - [logy 1]
Blatter von S
+ [log, 300] + |log, 302] + -+ + |log, 312]
alle inneren Knoten
=6+6+0+7-8
=68

D(S") =2 |logy 100] + 6 - [log, 1]
Blatter
+ 3 |logs 3] + [logy 104] + |logs, 108] + |log, 112] + |log, 312

alle inneren Knoten

=2-6+0+34+18+38
=41
Also ist a(splayg(z)) =3+ 41 — 68 <1=1+3-(Rs(k) — Rs(1)).

—~ ~~
o(S")  2(9)

Satz 5.4.2. (Eigenschaften des Ranges)
Ist ¢ Vater von p im Baum T mit Individualgewichten und r Bruder von p, also:

: ¢ dann il
oder , dann gilt:
& ® & @

e Figenschaft 1 des Ranges:

(i) Rr(q) = Rr(p), Rr(q) = Rr(r)

(i) Rr(q) > Rr(p) &
Es gibt ein n > 0, so dafl Twr(p) < 2™ und Twr(q) > 2™.

e Figenschaft 2:
Ist Rr(p) > Ry (r), dann ist Rp(q) > 1+ Rp(r).

Beweis:
Eigenschaft 1 (i) und (ii) gelten offensichtlich.
Eigenschaft 2:
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Dann ist Twp(p) > Twr(r).
Dann Twr(q) = Twr(q) +Twr(p) + Twr(r) > 2 - Twp(r).
——

>0

= logy Twr(q) > logy 2 - Twr(r) = 1+ logy Twr(r).

= Rr(q) = [logy Twr(q))
> 1+ logy Twr(r)]
=1+ [logy Twp(r)]
=1+ Rp(r)

O
Nun kann der eigentliche Beweis von a(splayg(z)) < 1+ 3 (Rs(k) — Rs(l)) be-
trachtet werden. Da [ die neue Wurzel ist, ist [ = x oder [ ist ein zu x nichster
Schliissel.

Falls k = [ ist, hat sich der Baum nicht gefindert, also ist ®(S’) = ®(S). Wegen
K (splayg(z)) = 1ist a(Splayg(z)) =1 =1+3- (Rg(k) — Rs(l)).
—_——
=0, da k=1
Sei ab jetzt k # [, dann ist splayg(z) eine Folge von m (> 1) splaying-Operatio-
nen.
Seien die Biaume So(= S5), Si, ..., Sm gegeben durch:

1. splaying(l) 2. splaying(l) 3. splaying(l) m. splaying(l)
So S1 Sy R

S m

a(splayg(x)) wird jetzt auf die einzelnen splaying-Operationen aufgeteilt:

a(splayg(x)) = a;

I

@
I
-

(1+@(S;) — (Si-1))

o

N
Il
—

Jetzt ist zu zeigen:

a; <3-(Rs,(1) — Rs,_, (1) fir alle i mit 1 <¢<m—1
am <1+3-(Rs,(I) - Rs,,_, (1)),

denn daraus folgt die Behauptung.

a(splay(z Z a;

(Rsl () = Rs,()) + -+ +3-(Rs,,_,(I) = Rs,,_,(]))
+1+4+3-(Rs, (1) = Rs,,_, (1)
=1+3-(Rs,, () = Rs, (1))
=1+3-(Rs(l) — Rs(1))
=1+3-(Rs(k) — Rs(l))
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Sei also ¢ mit 1 <4 < m fest. Wir betrachten also das i-te splaying(l). Folgende
Falle in S;_1 sind zu unterscheiden:

1. Fall:
2. Fall:
™ oder ™
(@ (9
® O
3. Fall:
O oder ™
O, O,
® ®
Beweis:

Sei ab jetzt:
q = Vater von [
r = Grossvater von [ (falls ein Grofivater von [ existiert).

einige Rénge:

R = Rs,_, (1) Ry = R, (1)
Rq = qu‘,—l (Q) R:; = RSi (Q)
R, = Rs, ,(r) R, = Rg,(r)
~—_———— N————
alte Rénge neue Rénge

1. Fall: Hier ist ¢ = m (r nicht definiert). Was geschieht?

(9) — O,
M C A (0)
A B B C
— —
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2. Fall:

Es ist:

R} =R,

®(S,,—1) = Ry + R;+ die Ringe in A B C
®(Sy) = R) + R+ die Ringe in A B C
Weiter folgt:

a; = Qm
=1+ (D(Sm) — (I)(Sm_l)
=1+R;+R,— R — R, innere Teilbdume &ndern sich nicht

=1+4+R, - R da R; = R,
<14+ R —-R da R; > Ry,
<143 (R —Ry) da R} > Ry.
———
>0

rotate(q, r) — @ rotate(l, ¢) —

o7
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a; = 14+ 2(S;) — ®(Si—1)
1+ R +R,+R.— R — R, — R,
M= 4R+ R, - R - R, (5.1)

(a) Rj=R, > R
Dann folgt:

a;=1+R,+ R, — R — R, siehe oben
<1+R+R—R—R, daR <R}, R <R udR <R,
=1+2- (R - R)
<3-(Rj—R)

Denn es ist nach Annahme R] > Ry, also R} — R; > 1 da Réinge ganze
Zahlen sind.

(b) Rj=R, =Ry (Fall 2¢: R; < R; kann nicht sein)
Zunéchst gilt nach Eigenschaft 1 (i): B; < Ry < R, = R = Ry, also ist
R, = R; nach Annahme. Wegen R, < R; ist R < R,. Wir vereinfachen

5.1) zu

a; <1+ R, — Ry
Angenommen, R). > R; wiirde gelten. Wenden wir Eigenschaft 2 im
Baum T an, folgt Ry(q) > R;. Wir haben bereits weiter oben festge-

stellt: Rr(¢) = R}. Also wire R} > R, was Annahme (b) widerspricht.
Also gilt Rl < Ry, bzw. Rl — R; < —1.

Es folgt:

a; <0=3-(R,— R)).
Der Beweis fiir den Baum in andere Richtung erfolgt analog.

3. Fall:
rotate(l, r) —
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Gleichung gilt auch in diesem Fall.
(a) R} = R, > R; Dann ist mit (5.1
a; =1+ R+ R, — Ry — Ry
SR+R-R-R
=1+4+2(R,— R)
—_———
>1
<3- (R - Ri).
(b) Rj =R, =R,
Wegen (5.1) und R, = Ry ist
ai=1+ (R, — Ry) + (R. — R,).

Man kann leicht sehen, daf sowohl (R, — R,) als auch (R, — R;) <0
sind. Dariiberhinaus ist sogar einer der beiden Summanden < 0, also
< —1. Wir fiihren das Gegenteil ( (R, — R;) =0 und (R, — R,) =0 )
zum Widerspruch. Wegen R, > R, > R; folgt R, = R, also auch
R, = R,. Eigenschaft 2 im Baum S; gibt sofort R} > R]. = R,, was ein
Widerspruch zur Annahme (b) ist.

Also ist (R}, — R;) < —1 oder (R, — R,) < —1. Weil keiner der beiden
Summanden positiv ist, folgt (R;, — R,) + (R, — R,) < —1. Wir sehen
ai=1+ (R, —Ry)+(R.—R,)<1-1=0=3-(R — Ry).

O
Satz 5.4.3.

(a) Sei 0 = 01, 09, ..., Oy eine Folge von m Operationen delete, insert und
find. o wird auf Sy, den anfangs leeren Baum ausgefiihrt. Sei n die maximale
Anzahl von Elementen im Baum, dann gilt:

Kosten(c) = O(m - logn) (= Summe der Einzelkosten).

(b) Ist Sy schon mit n Elementen ausgestattet, so ist:

Kosten(o) = O((m +n) - logn) (= O(m -logn), falls m > n).

Beweis:

(a) Wir withlen als individuelles Gewicht immer 1. Es ist also Jw(p) = 1 fiir alle
Knoten p. Dann gilt fiir jeden Suchbaum S mit < n Elementen und jeden
Knoten p von S, dafl Twg(p) < 2n + 1 (n innere Knoten und n + 1 Blétter).

Beispiel mit n = 5:

Also 5 innere Knoten und 6 Blitter.
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Deshalb gilt:

Rs(p) = [log(Tw(p)))
<log(2n +1)
<log(2n) +1
<log(n) + 2.

Nach Lemma[5.4.1 ist

a(splayg(z)) <143 (Rs(k) — Rs(l))
>1

<143 (Rs(k)—1)

<1+3-(log(n)+1)

=443 logn.

Also:
a(findg(z)) <4+ 3 - log(n)

nach Definition von find(z).

insertg(z)
splay(z) z einfiigen @
/a\ /5, :
g T /A
g/
Also

a(insertg(z)) = Kosten(insertg(z)) + ®(S") — ®(9)
= Kosten(splayg(z)) + ®(T") — (5) +@(S") — ®(T)

a(splayg(w))
<4+3-logn+ ®(S') — ®(T)
<44 3-logn+ Rg(x) nach Definition
<6+4+4-logn.

deleteg(x)

splayg(x) @ splay 4 (400)
—_— ey —
/a\ /5\ 0 /B
S T S’
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Also

a(deleteg(z)) = Kosten(deleteg(z)) + ®(S") — ®(9)
~ Kosten(splay () + B(T}) — B(S)
+ Kosten(splay 4 (+00)) + ®(T) — (1)
+2(5") - ©(T3)
<0
<44+3-logn+4+3-logn
=846 -logn.

Also insgesamt

Kosten(o) = Z Kosten(o;) Z a(o;)  — ®(Sp) + P(So)
=1

IN

2(84—6 -logn) — ®(Sy,) +0
i=1
m-(8+6-logn)

Tm -logn fiir m, n gro genug.

IN A

(b) siehe Ubung.

Satz 5.4.4. (Lernfihigkeit der Splay-Bédume, vgl. optimale Suchbdume)
Seien S, S’ zwei beliebige bindre Suchbdume fiir dieselbe Menge von n Elementen.
Sei o eine Folge von f£ind-Operationen (wobei die gesuchten Elemente im Baum ent-
halten sind). St-Kosteng (o) sind die Kosten der Ausfithrung der find-Operationen
im normalen (statischen) Suchbaum S (etwa auch der optimale).
Dann gilt:

(splay-)Kosteng, (o) = O(St-Kosteng(o) + ),

h-n
-~

»Lernbarkeit*

wobei h die Hohe von S’ ist. (Falls o sehr lang ist, dann ist & - nr < St-Kosteng(o)
und man erhélt O(St-Kosteng(o)).
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