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Anstelle eines VorwortesDas vorliegende Skriptum entstand in einer Rohfassung als Arbeit studentisherHilfskr�afte aus Vorlesungsmitshriften der Sommersemester 1997 und 1998. DieKapitel 1 bis 5 dieser Version wurden von Olaf Hartmann und Frank Sh�adlih anHand der Vorlesung im Sommersemester 2001 �uberarbeitet.Die hier vorliegende Fassung erhebt keinen Anspruh auf Fehlerfreiheit oderVollst�andigkeit. Sie ist vielmehr als eine Erg�anzung zu den eigenen Aufzeihnungenzu sehen.Wir haben uns bem�uht, die Kapitel 1 bis 5 so gut wie m�oglih auf einen aktuellenStand zu bringen. Sollten sih hier dennoh Fehler eingeshlihen haben, so sinddiese oder andere Hinweise bitte an olaf.hartmann�s1998.tu-hemnitz.de oderfrank.shaedlih�informatik.tu-hemnitz.de zu senden.Die Kapitel 6 bis 11 werden derzeit �uberarbeitet. Wann diese aktualisiert zurVerf�ugung stehen werden ist leider noh niht abzusehen. In der jetzigen Formsollten sie jedoh sehr kritish betrahtet werden.Chemnitz, den 12. Juli 2001Olaf HartmannFrank Sh�adlih
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Kapitel 1Binomiale Heaps1.1 Einf�uhrungBinomiale Heaps und auh die im n�ahsten Kapitel behandelten Fibonai-Heapssind Datenstrukturen f�ur Priority-Queues (Vorrangswarteshlangen). Im Folgendenwird der Binomiale Heap am Beispiel von Dijkstra's Algorithmus betrahtet.Dijkstra's Algorithmus:Array D := D[1..n℄D[1℄ := 0for i := 2 to n do// !(h,i) = 1 wenn keine Kante (h,i) existiertD[i℄ := !(1,i)S := f1gfor i := 1 to n-1 doSuhe Knoten k 2 V nS mit D[k℄ minimalS := S [ fkgfor alle Kanten (k,j) des Graphen mit j 2 V nS doif D[j℄ > D[k℄ + !(k,j) thenD[j℄ := D[k℄ + !(k,j)V nS anpassenBeispiel: 10 30 502010040
1

5
23 4Start: Knoten 1D = [1 : : : n℄S = Menge der Knoten mit k�urzesten Wegenn = jV j = 5S = f1g 7



8 KAPITEL 1. BINOMIALE HEAPSV nS = f2,3,4,5gD[1℄ = 0, D[2℄ = : : : = D[5℄ = 1Zwishenergebnisse der For-Shleife:S V nS D[1℄ D[2℄ D[3℄ D[4℄ D[5℄f1g f2,3,4,5g 0 30 10 1 100f1,3g f2,4,5g 0 30 10 30 100f1,2,3g f4,5g 0 30 10 30 100f1,2,3,4g f5g 0 30 10 30 70f1,2,3,4,5g fg 0 30 10 30 70Laufzeit, wenn V nS als Heap implementiert wird:jEj mal Kanten in Heap einf�ugen = O(jEj)(n� 1) mal Minimum �nden und l�oshen = O(n logn)jEj (Anzahl der Kanten) mal V nS anpassen in O(logn) = O(jEj logn)Laufzeit insgesamt bei jEj � n� 1 = O(jEj logn) 1Laufzeit mit V nS als boolshes Array:(n� 1) mal Minimum �nden und l�oshen = O(n2)D-Werte �andern = O(jEj)Laufzeit insgesamt = O(n2)Der Heap ist also besser, solangejEj = O� n2logn�, n2logn � n2 � � 8� > 0 und n!1:Daraus ergibt sih die maximale Laufzeit f�ur Dijkstra's Algorithmus: O((n + jEj) �logn+ jEj). O(n logn) ist dabei die Zeit zum L�oshen des Minimums aus V nS undO(jEj � logn) die Zeit zum Anpassen des Heaps.Beahte: O(n logn+ jEj) ist O(jEj), wenn jEj � n logn. O(jEj) ist auf jedenFall niht zu verbessern, da man jede Kante einmal ansehen mu�.Unser Ziel ist es nun den Heap so anzupassen, da� eine �Anderung des D-Wertesm�oglihst in O(1) erfolgt. (jEj-mal dereasekey in Zeit O(jEj)) Damit w�urde sihdie Laufzeit von Dijkstra's Algorithmus auf O(n logn+ jEj) verbessern.Bemerkung: Damit wird die Laufzeit nie shlehter als die der "naiven\ Im-plementation.Grundidee dazu ist: �������� ����������������������������
7/31/4 2/53/6 4/7 5/6 6/67/8 8/91Geht man von einem zusammenh�angenden Graphen aus, gilt nat�urlih jEj � n� 1.



1.2. DER BINOMIALE BAUM 9dereasekey(3, 1) ( Name, neuer D-wert)Da die Heapeigenshaft verletzt ist, shneidet man den Teilbaum mit 3/1 als Wurzelherraus. Dadurh erhalten wir 2 B�aume mit Heapeigenshaft:�������� ����������������
������������7/31/4 2/54/7 5/6 6/6
3/17/8 8/9

Man brauht also eine M�oglihkeit, kontrolliert B�aume (=Heap) zu teilen und zu-sammenzusetzen.Dazu eine induktive De�nition (binomialer Baum Bi f�ur jedes i � 0)i = 0B0 i = 1B1 i = 2B2 i = 3B3
1.2 Der binomiale BaumDe�nition 1.2.1. Der i-te binomiale Baum wird induktiv �uber i de�niert:i = 0 0-ter binomiale Baum.i > 0, Der i-te binomiale Baum hat die Strukturi iBi�1 Bi�1
Bi =
Ein i-ter binomialer Baum ist also aus zwei (i� 1)-ten binomialen B�aumen zusam-mengesetzt.Bezeihnung: Bi = i-ter binomialer Baum.



10 KAPITEL 1. BINOMIALE HEAPSSatz 1.2.2.(a) Sei i > 0. Dann hat ein i-ter binomialer Baum folgendes Aussehen:
Bi�2B0 B1 B2 � � �

| {z }Bi�1
Bi = Bi�1
Unter der Wurzel von Bi h�angen also B0; B1; : : : ; Bi�1.(b) Tiefe(Bi)= i f�ur alle i � 0 .() jBij = 2i f�ur alle i � 0. (jBij = Anzahl Knoten von Bi)(d) jfxj x ist Knoten von Bi ^ Tiefe(x) = jgj = �ij�f�ur alle i, j mit i � 0 und i � j � 0.(In Tiefe j des binomialen Baumes Bi gibt es genau �ij� Knoten)Beweis:(a), (b), () siehe �Ubungsblatt(d) Der Beweis erfolgt durh Induktion �uber i sowie f�ur alle j mit i � j � 0.Bi die Formi iBi�1 Bi�1

Bi =
Induktionsanfang: i = 0) j = 0) �00� = 1Induktionsshlu�: Es gelte die Behauptung f�ur i� 1 und alle j mit i� 1 � j � 0.Dann ist f�ur j beliebig mit i� 1 � j � 1jfxj x Knoten von Bi ^ Tiefe(x) = jgj= jfxj x Knoten von Bi�1 ^ Tiefe(x) = jgj+ jfx0j x0 Knoten von Bi�1 ^ Tiefe(x0) = j � 1gjInd. Vor= �i� 1j �+�i� 1j � 1� = �ij�Gilt i = j, so hat der binomiale Baum Bi�1 in Tiefe i nah (b) keinen Knoten. Es



1.3. IMPLEMENTIERUNG BINOMIALER B�AUME 11gilt also: jfxj x Knoten von Bi ^ Tiefe(x) = igj= jfxj x Knoten von Bi�1 ^ Tiefe(x) = igj| {z }=0+ jfx0j x0 Knoten von Bi�1 ^ Tiefe(x0) = i� 1gjInd. Vor= �i� 1i� 1� = 1 = �ii� = �ij�1.3 Implementierung binomialer B�aumeWir gehen von der Heapeigenshaft der Binomialen B�aume aus.(a) Implementierung mit Zeigern (Pointer)B0B1 )
B2 )
B3 )

Vom Vater geht ein Zeiger zum ersten Sohn. Die S�ohne sind ringartig doppel-verkettet. Von allen S�ohnen geht ein Pointer zum Vater.Die triviale Ringliste der Bl�atter wurde zur besseren �Ubersiht weggelassen.(b) Sind B und C zwei i-te binomiale B�aume die die Heapeigenshaft erf�ullen, dannergibt link(B, C) einen (i+ 1)-ten binomialen Baum.link(B, C):if Wert von Wurzel(B) � Wert von Wurzel(C) thenSuhe rehtesten Sohn von Wurzel(C)F�uge Wurzel(B) als neuen rehtesten Sohn von Wurzel(C) einelseSuhe rehtesten Sohn von Wurzel(B)F�uge Wurzel(C) als neuen rehtesten Sohn von Wurzel(B) einDie Operation link(B, C) hat Laufzeit O(1) wegen der Wahl der Pointer.



12 KAPITEL 1. BINOMIALE HEAPS1.4 Struktur des binomialen HeapsUm beliebige Elementarzahlen darstellen zu k�onnen, ist der binomiale Heap eineMenge von binomialen B�aumen Bi f�ur vershiedene i.Im binomialen Heap ist eine beliebige M�ahtigkeit darstellbar, da jede Zahl eineSumme von Zweier-Potenzen ist.De�nition 1.4.1. Ein binomialer Heap ist eine Menge von binomialen B�aumen,wobei es 0 (keinen) oder 1 (genau einen) binomialen Baum Bi f�ur jedes i � 0 gibt.Die Wurzeln der B�aume werden �uber ein Array adressiert.
B0B1B2B3nihtvorhandenB4Bn 012NIL34n

Zus�atzlih werden immer zwei Variablen mitgef�uhrt:� heapsize = Maxfi j A[i℄ 6= NILg� min = Zeigt auf auf die Wurzel des Baumes, dessen Wurzel den minimalenD-Wert enth�alt.Ist h ein binomialer Heap, so ist jhj = Anzahl der Knoten in allen B�aumen (=Anzahl gespeiherter Elemente).Es gilt immer: 2 � 2heapsize � 1 � jhj � 2heapsize(n�1Xi=0 2i = 2n � 1; 2n + (2n � 1) = 2 � 2heapsize)alternativ: heapsize+ 1 � log2 jhj � heapsize1.5 Operationen auf dem binomialen Heap(a) meld(h,h0) (meld=Vershmelzen)Eingabe: 2 binomiale Heaps h, h0.Ausgabe: 1 binomialer Heap, wobei h und h0 vereinigt wurden.Vorgehensweise: analog der Addition von Bin�arzahlen von rehts nah links(unter Verwendung von link(B, C) aus 1.3)Am Beispiel: 0123
B2

B0Ah =
B14 910 1312 78

013 2 A0B001811 14h0 =
B01



1.5. OPERATIONEN AUF DEM BINOMIALEN HEAP 13Vergleihe: 0111+00111010
B0 +B00 = NIL �Ubertrag: 147 B0B00

B1+B01+ �Ubertrag = 147 B0B00 �Ubertrag: B1B01 131218 11

B3 + �Ubertrag = NIL �Ubertrag: B1B01B2
131218 11108 4 9

meld(h, h0) = 108 4 9 147
131218 11
013 2

Die Laufzeit von meld(h,h0) ist O(log jhj + log jh0j), also logarithmish in derGesamtzahl von Elementen.Das ist bei den bisher betrahteten Heaps niht so shnell m�oglih, da im we-sentlihen die B�aume neu strukturiert werden m�ussen. (Neuaufbau des Heaps"von unten\ ist in Linearzeit m�oglih)



14 KAPITEL 1. BINOMIALE HEAPS(b) makeheap(i,j) (i = Element, j = Shl�usselwert)Es wird wird ein Array mit B0 (= Knoten i mit j als Shl�usselwert) gebildet.Laufzeit O(1).() insert(i,j,h)meld(makeheap(i,j),h)Laufzeit O(log jhj).(d) deletemin(h)Minimum l�oshen:1. Minimum suhen mittels min, ist min = k, dann h�angen unter der Wur-zel (=Minimum) von Bk die B�aume B0, B1, : : : ,Bk�1.2. Wir erzeugen Heap h0 aus B0, B1, : : : ,Bk�1.3. Man l�osht Bk aus h durh das Setzen von A[k℄ auf NIL.4. meld(h,h0).5. Neues Minimum suhen im Ergebnis von meld(h, h0).Laufzeiten: 1. O(1)(n = jhj) 2. O(logn)3. O(1)4. O(logn)5. O(logn)Insgesamt O(logn).Satz 1.5.1. Das Einf�ugen von n Elementen in den anf�anglih leeren binomialenHeap erfolgt in Zeit O(n) (!) (niht O(n logn)).Das einzelne Einf�ugen kann Zeit 
(logn) erfordern, also gilt unter der Vorausset-zung im obigen Satz siher die Zeitabsh�atzung O(n logn).Beweis:Zuerst ein Beispiel:insert(1,1,h); insert(2,2,h); : : : ; insert(9,9,h)h = leer (am Anfang)insert(1,1) Zeit: 1 makeheap1 Eintrag in h1 link ein link gez�ahltinsert(2,2) Zeit: 1 makeheap1 Eintrag in h kein link gez�ahlt1 link ein link gespeihertinsert(3,3) Zeit: 1 makeheap1 Eintrag in h0 link ein link gez�ahltinsert(4,4) Zeit: 1 makeheap1 Eintrag in h2 link ein link gez�ahlt



1.5. OPERATIONEN AUF DEM BINOMIALEN HEAP 15insert(5,5) Zeit: 1 makeheap1 Eintrag in h0 link ein link gez�ahltinsert(6,6) Zeit: 1 makeheap1 Eintrag in h1 link ein link gez�ahltinsert(7,7) Zeit: 1 makeheap1 Eintrag in h0 link ein link gez�ahltinsert(8,8) Zeit: 1 makeheap1 Eintrag in h3 link ein link gez�ahltFormal: Induktiv �uber der Anzahl der Elemente, die man speihern will mit fol-gender Zeitinvariante:An jedem Baum ist eine "Zeiteinheit\ gespeihert. Dann l�a�t sih als Induktions-shlu� zeigen:Das Einf�ugen eines weiteren Elementes ben�otigt Zeit O(1), wobei die Zeitinvariantebestehen bleibt.
Bemerkung:(a) Man sagt bei n Einf�ugungen in den leeren Heap ben�otigt ein insert die amorti-sierte Zeit O(1) (dies ist sozusagen der Mittelwert: GesamtzeitAnzahl d. Operationen = O(n)n =O(1) ).(b) Wie kann man die amortisierte Zeit beispielsweise noh sehen?Sei ti die eigentlihe Zeit f�ur das i-te Einf�ugen, sei ai die Zeit, die wir gez�ahlthaben und sei �i�1 die Zeit, die in dem Heap vor der i-ten Operation gespei-hert ist.Situation: insert(1,1,h), insert(2,2,h), : : : , insert(i,i,h)�0 = 0 ���!t1=a1 �1 = 1 ���!t2=a2 �2 ���!t3=a3 : : : ������!ti�1=ai�1 �i�1 ���!ti=ai �ia1 = a2 = � � � = ai = O(1)(K�onnte 
(log i) sein.)(Was ist �i ��i�1? Die Di�erenz der gespeiherten Zeiten.)



16 KAPITEL 1. BINOMIALE HEAPSJetzt ist ai = ti + (�i ��i�1).nXi=1 ai = t1 + (�1 � =0z}|{�0 )| {z }=a1 + t2 + (�2 ��1)| {z }=a2 + � � �+ tn + (�n ��n�1)| {z }=an= nXi=1 ti +�n=) nXi=1 ti � nXi=1 ai ��n � nXi=1 ai�i = Potential der i-ten Struktur�i ��i�1 = Potentialdi�erenz, die bei i-ter Operation erzeugt wird(Hier: Potential = Anzahl der B�aume)() Zu ai = ti +�i � �i�1 1111 �i�1 = 4Dann istti + �i � �i�1= 1 + 1 + 1+ insert 1 �i = 1ti= 1 makeheap + 4 link+ 1 Eintrag in hSatz 1.5.2. F�uhren wir eine Folge � von m Operationen �1; �2; : : : ; �m von m1insert's, m2 deletemin und m3 min (m1 +m2 +m3 = m) auf dem anfangs leerenHeap aus und ist n die maximale Anzahl von Elementen im Heap, so ist die Zeitf�ur die Ausf�uhrung gleih O(m1) +O(m2 � logn) +O(m3).D. h. deletemin ben�otigt ebenfalls Zeit O(logn).Beweis: Der Beweis dieses Falls erfolgt in der �Ubung.ZusammenfassungOperation Direkte Bin�arer Heap Binomialer HeapAdressen (Worst-Case) (Worst-Case) (amortisiert)insert O(1) O(logn) O(logn) O(1)deletemin (ohne Finden) O(1) O(logn) O(logn) O(logn)Minimum �nden (min) O(n) O(1) O(1) O(1)1.6 Binomialer Heap mit "lazy\ meld(h,h0)(a) Statt einem Array wird nun eine doppelt verkettete zirkul�are Liste zum Ver-walten der binomialen B�aume verwendet:Vorher h= B0B1NILB3 jetzt:



1.6. BINOMIALER HEAP MIT "LAZY\ MELD(H ,H 0) 17i i i i iB5 B4 B3 B1 B0# minBeahte: keine Leerstelle f�ur B2sogar noh allgemeiner: ein i-ter bimomialer Baum kann beliebig h�au�g auftre-ten, zum Beispiel:i i i i iB0 B0 B0 B0 B0# min(b) meld(h,h0)Einfahes Zusammenh�angen der Listen in O(1) ("lazy\).min anpassen, auh in O(1).() insert(i,j,h)meld(h,makeheap(i,j)) und min anpassen. Zeit O(1)(d) deletemin(h)Eingabe: h als Liste von binomialen B�aumen. Man kann an der Wurzel denTyp (i von Bi) ablesen (d. h. das i von Bi ist immer mitzuf�uhren)Ausgabe: Modi�kation mit gel�oshtem Minimum.Minimum l�oshen:1. Generiere Array A mit blog2 jhj+ 1 NIL-Pointern.2. Gehe die Liste h durh. Trage jeden Baum mit makeheap und meld(dem urspr�unglihen meld) in das Array A ein. Nehme beim Minimumdie Kinder der Wurzel. Laufzeit: O(n).3. Suhe Minimum in A und erzeuge doppelt verkettete zirkul�are Liste(O(logn)).Zeit im Worst-Case O(n).Idee: Diese Zeit bei den Wurzeln der B�aume speihern.Satz 1.6.1. Beginnen wir mit leerem binomialen Heap (mit "lazy\ meld), so habenwir deletemin insert minWorst-Case O(n) O(1) O(1)amortisiert O(logn) O(1) O(1)Beweis:Vorab ein Beispiel:nah 9 insert's:2 2 2 2 2 2: : :2/21/1 3/3 9/97/7 8/8Was geshieht jetzt bei deletemin(h)?



18 KAPITEL 1. BINOMIALE HEAPS1. A= 4 = blog2 9+ 1, O(logn) zum Aufbau von A2. 1A= 9/9 gebrauhte Zeit O(1), z�ahlen 03. A= 18/89/9 gebrauhte Zeit O(1), z�ahlen 0
4. A= 1 19/98/8 7/7 gebrauhte Zeit O(1), z�ahlen 0
5. A= 17/76/6

9/98/8 gebrauhte Zeit O(2), z�ahlen 0
...9.



1.6. BINOMIALER HEAP MIT "LAZY\ MELD(H ,H 0) 19A= 13/32/2
5/54/4 7/76/6

9/98/8 0 gez�ahlt f�ur den Aufbau des Heaps.
10. 23/32/2

5/54/4 7/76/6
9/98/8

z�ahlen jetzt 2damit z�ahlen wir insgesamt O(logn)Neues Minimum suhen ben�otigt O(logn)Also deletemin in O(logn) amortisiert.
Bemerkung:Formalisiert verbirgt sih dahinter folgender Beweis: Sei �1, �2, : : : , �m eine Folgevon Operationen auf den binomialen Heap. Seien h0, h1, : : : , hm die Heaps und t1,t2, : : : , tm die ehten Laufzeiten.h0 = 0 �1�!t1 h1 = 1 �2�!t2 h2 �3�!t3 � � � �m�!tm hm�(h) = 2 � Anzahl B�aume von h.ai = ti + (�i ��i�1) f�ur 1 � i � n.Jetzt k�onnen wir dir amortisierten Laufzeiten der Operationen beweisen:(a) �i = min(h) ai = O(1)(b) �i = insert(i; j; h) ai = O(1)() �i = deletemin(h) ai = O(logn)(a), (b) gilt.() Sei einmal das Minimum Wurzel eines gr�o�eren Baumes:



20 KAPITEL 1. BINOMIALE HEAPS
��������2Bi2
#min

Unser Beweis gilt, wenn an jeder Wurzel 2 Zeiteinheiten gespeihert sind.F�ur die Kinder des Minimums ist keine Zeit gespeihert, aber durh Z�ahlen weiterer2 � logn wird die Situation wieder hergestellt. Die amortisierte Zeit bleibt dabei beiO(logn).Also bei m1 deletemin, m2 insert und m3 delete gilt:nXi=1 ai = m1 �O(logn) +m2 � O(1) +m3 �O(1)= nXi=1 (ti +�i ��i�i)| {z }ai= nXi=1 ti + �n|{z}�� da �0 = 0) nXi=1 ti � nXi=1 aiZusammenfassungbinomialer Heap ("lazy\ meld) binomialer Heap ("eager\ meld)Worst-Case amortisiert Worst-Case amortisiertinsert O(1) O(1) O(logn) O(1)deletemin O(n) O(logn) O(logn) O(logn)min O(1) O(1) O(1) O(1)dereasekey O(logn) O(logn) O(logn) O(logn)Mit "lazy\ Meld hat Dijkstra's Algorithmus eine Laufzeit von O(jEj log jVj) wennjEj � jVj gilt.



Kapitel 2
Fibonai-Heaps
2.1 Einf�uhrungZiel: Modi�kation des binomialen Heaps, so da� dereasekey(i, j, h) amortisiertin O(1) l�auft.Beispiel 1:

9/57/2
dereasekey(9, 1, h)Idee: Herausshneiden und Einshmelzen (in O(1)) ergibt:21



22 KAPITEL 2. FIBONACCI-HEAPS
7/2 9/1

| {z }kein binomialer Baum | {z }B2
Problem: Es mu� sihergestellt werden, da� durh iteriertes Herausshneiden dieKinderzahl im Verh�altnis zu Elementanzahl niht zu gro� wird. Die B�aume d�urfenalso niht zu breit und ah werden.
Beispiel 2:Wie soll das gehen? Die Vermeidung gar zu breiter aher B�aume erfolgt, indempro (niht-Wurzel-) Knoten immer nur ein Kind abgeshnitten wird. Das geht so:

2/2
5/63/4 6/74/4 7/8

h =

dereasekey(6, 1, h)



2.2. DIE DATENSTRUKTUR DES FIBONACCI-HEAP 23
2/3

5/63/4 4/4 7/8
6/1
6/7 ?dereasekey(7, 1, h)

2/3
5/63/4 6/1 7/1 4/44/4 7/8

?
Casading-Cuts:Wurde vom Vater des abgeshnittenen Knotens bereits ein Sohnentfernt, so wird auh der Vater herausgeshnitten. Das wird solange fortgesetzt,bis ein Knoten erreiht ist, der selbst eine Wurzel ist oder bei dem noh kein Kindweggeshnitten wurde.2.2 Die Datenstruktur des Fibonai-HeapStruktur wie binomialer Heap mit "lazy\ meld.(a) insert(i, j, h)1. meld(h, makeheap(i, j)2. Minimum anpassenO(1)(b) min(h)Minimum �nden in O(1)() deletemin(h)Wie beim binomialen Heap mit "lazy\ meld. (1.6)Da es sih im allgemeinen niht mehr um binomiale B�aume handelt wird stattdem i-ten binomialen Baum der Baum, dessen Wurzel genau i Kinder hat ge-nommen.



24 KAPITEL 2. FIBONACCI-HEAPS=)
B�aume k�onnen nur dann vershmolzen werden, wenn ihre Wurzeln gleih vie-le Kinder (dirkete Nahfolger) haben. (Wir f�uhren die Kinderzahl bei jedemKnoten mit)(d) ut(x, h)Heraushneiden des Teilbaumes, dessen Wurzel der Knoten x ist.1. Shneide Teilbaum x und shmelze mit "lazy\ meld ein.Falls x markiert (siehe 2.) L�oshen der Markierung.2. Ist der Vater von x niht die Wurzel und niht markiert, dann markiere ihnmit ? (markiert , 1 Kind fehlt).3. Sonst: Ist der Vater y von x bereits (von vorher) markiert, dann ut(y, h).(e) dereasekey(x, j, h)j � alter Shl�ussel von x.1. Gehe zum Knoten x, der i enth�alt.2. Setze Shl�uessel von i auf j.3. Ist die Heapeigenshaft verletzt, so f�uhre ut(x, hx) aus.Beispieldeletemin iii ikdereasekey iii ik

4 mal insertiii i i i i iminNah deletemin:ii i ii iiBeahte: kombiniert werden B�aume nur, wenn die gleihe Anzahl Kinder an derWurzel h�angt.



2.2. DIE DATENSTRUKTUR DES FIBONACCI-HEAP 25Ziel: dereasekey amortisiert in Zeit O(1) (d. h. iteriertes Herausshneiden mu�ohne Zeitaufwand zu z�ahlen sein) und deletemin amortisiert in Zeit O(logn) (An-zahl der Kinder an der Wurzel darf h�ohsten O(logn) sein).Satz 2.2.1. Ist r die Wurzel eines Teilbaumes im Fibonai-Heap, so gilt:jTj � s�Anzahl Kinder von rf�ur ein festes  (0 <  < 1).Im binomialen Baum ist =1Also: Anzahl Kinder � 1 (log T) = O(log T).Beweis:Vorab: Der Fibonai-Heap wird gem�a� unseren Operationen aus dem leeren Heapaufgebaut.Mittels Link(B, C) (beim Aufruf von deletemin) entstehen komplizier-tere B�aume.Link(B, C) wird ausgef�uhrt , Grad von B = Grad von C(Grad = Anzahl der Kinder der Wurzel)Seien h0, h1, h2, h3 : : : , hm mit jh0j = 0 eine Folge von Fibonai-Heaps, diemit den Operationen insert, delete und min auseinander hervorgehen. Sei r einKnoten in hm:
y2 y3 yky1 : : :rhm (bei k = 0 gilt die Behauptung automatish)k � 0

Jedes yi ist durh ein geeignetes link an r geh�angt worden.Sei o.B. d.A. y1 = das Kind, das am l�angsten an r h�angty2 = das zweite...yk = das Kind, das am k�urzesten an r h�angtZeitverlauf: r r r rhxh0 � � � y1 y1� � � y2 hm yky1 : : :r kann noh weitere Kinder gehabt haben, die aber zwishendurh wieder gel�oshtwurden.Nun gilt die Shl�usselaussage:Satz 2.2.2. In hm ist der Grad von yi � i� 2 f�ur alle i.



26 KAPITEL 2. FIBONACCI-HEAPSBeweis (der Shl�usselaussage):Wenn yi an r kommt, hat r mindestens die Kinder y1, : : : , yi�1. Wegen link hatyi dann auh � i� 1 Kinder. Bis zum Ende kann yi wegen ut maximal ein Kindverlieren. Somit hat yi am Ende mindestens i� 2 Kinder.Also haben die B�aume in etwa die folgende Struktur:

Derartige B�aume sind ausgeshlossen:

Die Frage ist: Wieviel B�aume k�onnen nur auftreten?Sei n � 0 und sei Fn ein kleinster Baum, dessen Wurzel genau n Kinder hat undf�ur jeden Knoten r von Fn gilt unsere Bedingung von oben.Die kleinsten Fn haben folgendes Aussehen:F0 F1 F2 F3 F4

F5 = F3F4



2.3. LAUFZEITEN 27Fn = Fn�2Fn�1Sei fn = jFnj (die Anzahl der Knoten in Fn). Dann ist:f0 = 1; f1 = 2; f2 = f0 + f1 = 3fn = fn�1 + fn�2 f�ur n > 2 (= n-te Fibonai-Zahl)Es gilt fn � 'n wobei ' = 1+p52 � 1; 618 der Goldene Shnitt ist.(Goldener Shnitt: Eine Streke der L�ange x wird in zwei Teile mit den L�angen aund b (a � b) geteilt, so da� xa = ab ) gilt. Man berehnet leiht, da� dies f�ur a = x'gilt.)2.3 LaufzeitenSatz 2.3.1. Bei anf�anglih leerem Heap ben�otigt der Fibonai-Heap folgende Zei-ten:Operation Binomialheap ("eager\) Binomialheap ("lazy\) Fibonai-HeapWorst-Case amortisiert Worst-Case amortisiert Worst-Case amortisiertinsert O(logn) O(1) O(1) O(1) O(1) O(1)deletemin O(logn) O(logn) O(n) O(logn) O(n) O(logn)min O(1) O(1) O(1) O(1) O(1) O(1)dereasekey O(logn) O(logn) O(logn) O(logn) O(n) O(1)ut - - - - O(n) O(1)Beweis: Im Worst-Case ist keine Verbesserung m�oglih. (siehe �Ubung)F�ur die amortisierten Zeiten de�nieren wir die Potentialfunktion:�(h) = Anzahl B�aume von h + 2 � Anzahl markierte Knoten:Dann analog zu Satz 1.6.1Folgerung: Mit V nS im Fibonai-Heap l�auft Dijkstras Algorithmus in ZeitO(jV j � log jV j+ jEj ) (jV j mal deletemin, jEj mal dereasekey).



28 KAPITEL 2. FIBONACCI-HEAPS



Kapitel 3Union-Find-Strukturen3.1 Einf�uhrungSei G ein ungerihteter, gewihteter Graph mit G = (V;E; ) mit  : E ! R. EinTeilgraph H = (V; F; ) mit F � E ist ein Spannbaum von G genau dann, wenn Hein zusammenh�angender Graph ist und und H nah dem Entfernen einer beliebigenKante niht mehr zusammenh�angend ist.Beahte: Es mu� jF j = jV j � 1 gelten.Gesuht ist ein Spannbaum mit minimaler Kostensumme der Kanten.Der Kruskal-Algorithmus �ndet einen minimalen Spannbaum durh shrittweisenAufbau von Kanten in den anf�anglih leeren Graphen, d. h. ohne Kanten.Bemerkung: Ein Spannbaum kann nur gefunden werden, wenn der Graph Gzusammenh�angend ist. Dies kann in Linearzeit mittels der Tiefen- oder Breitensu-he festgestellt werden (siehe Vorlesung Theoretishe Informatik I). Es sei also imWeiteren G ein zusammenh�angender Graph.Kruskal-Algorithmus:1. Kanten nah ihrem Gewiht  ordnen.2. Kanten der Reihe nah untersuhen.(a) Sind die beiden Knoten der Kante in vershiedenen Teilen? (dazuOperation find)(b) Wenn ja, dann vereinige die beiden Teile und f�uge die Kante demSpannbaum hinzu. (dazu Operation union)) Man mu� eine Partition der Knotenmenge mitf�uhren.Am Anfang: (fv1g; fv2g; fv3g; : : : ; fvng)Kante (v2, v5) in den (zuk�unftigen) Spannbaum einf�ugen:(fv1g; fv2; v5g; : : : )Eine erste M�oglihkeit eine Partition P darzustellen besteht darin, ein Feld A zuverwenden. Dabei bedeutet A[i℄ = x das der Knoten i in der Menge x liegt.Beispiel: P = (f1; 2g; f3; 4; 5g; f6; 7g)29



30 KAPITEL 3. UNION-FIND-STRUKTURENArray A[1℄ = A[2℄ = 1A[3℄ = A[4℄ = A[5℄ = 2 1 1 2 2 2 3 3A[6℄ = A[7℄ = 3) find: O(1) union: (n)Kruskal mit der Partition als Array ben�otigt Laufzeit:O(jEj � log jEj| {z }O(log jV j+ jEj|{z}2�jEj � find+ jV j2|{z}jV j � union)Das ist O(jEj � log jV j+ jV j2).Ist jEj � O� jV j2log jV j�, dann O(jV j2) (gilt nur niht f�ur sehr dihte Graphen).Ziel: Es soll eine Datenstruktur gefunden werden, so da� n union und m findm�oglihst shnell sind. Die untere Shranke f�ur jede Union-Find-Struktur ist o�en-sihtlih 
(n+m). Diese untere Shranke wird amortisiert "fast\ erreiht.3.2 Partition als Menge von B�aumenBeim Einsatz von B�aumen anstelle von Listen in Datenstrukturen kann oft eineLaufzeitverbesserung erreiht werden. Die Partition P wird nun als eine Menge vonB�aumen dargestellt.Beispiel: P = (f1; 2; 3; 4g; f5; 6g)
4321 65 oder2 56

43
21 6531 4

union(i, j) (i, j sind die Namen der Wurzeln) in O(1)find(i) in O(Tiefe(i))Wie tief kann ein Knoten i liegen?Die Partition P wird geshikt durh ein Vorg�angerarray gespeihert:A 1 2 3 4 5 6551111Dabei enth�alt A[i℄ den Vater des Knotens i im Baum. Gilt A[i℄ = i, so ist der Knoteni die Wurzel eines Baumes in der Partition P.Beahte: Es kann passieren, da� find(v) Zeit 
(n) dauert.Diese shlehte Laufzeit des find kann durh die Heuristik Union-By-Size verbessertwerden:Bei jeder Wurzel wird die Anzahl der Elemente mitgef�uhrt. Bei der Operation unionwird dann immer der kleinere unter den gr�o�eren Baum geh�angt.



3.3. ALGORITHMUS UNION-BY-SIZE MIT WEGKOMPRESSION 31Folgerung: Bei Union-By-Size gilt f�ur jeden Baum T, da� Tiefe(T) � log2 jT jist. Damit wird die Laufzeit eines find durh O(log2 jT j) beshr�ankt.Anmerkung: Mit Union-By-Size ist der Baum mit dem ung�unstigstem Verh�altnisvon Kinderzahl zu Tiefe (gro�e Tiefe bei wenigen Elementen) ein binomialer Baum.Laufzeit von Kruskal mit Union-By-Size:O(jEj � log jV j| {z }sortieren + jEj � log jV j| {z }find + jV j|{z}union) = O(jEj � log jV j):Bei vorsortierten Kanten bleibt es bei O(jEj � log jV j), die Hauptzeit f�allt dann inden find-Operationen an.3.3 Algorithmus Union-By-Size mit Wegkompres-sionW�ahrend eines find(i) werden alle Knoten von i zur Wurzel durhlaufen. Damithat man aber f�ur diese Knoten ebenfalls die Wurzel gefunden. Diese zus�atzlihgewonnenen Informationen werden in der Heuristik Wegkompression ausgenutzt:(a) union(v, w) mit Heuristik Union-By-Size:if Anz[v℄ � Anz[w℄ thenP[v℄:= wAnz[w℄ := Anz[w℄ + Anz[v℄elseP[w℄ := vAnz[v℄ := Anz[v℄ + Anz[w℄Zeit: O(1)(b) find(v) mit Heuristik Wegkompression:Speihere v auf Kellerwhile P[v℄ 6= v dov := P[v℄Speihere v auf KellerGebe v ausfor eah w auf dem Keller do P[w℄ := vAlternativ mit rekursivem Aufruf:if P[v℄ 6= v then // P[v℄ ist keine WurzelP[v℄ := find(P[v℄)return P[v℄Zeit: Worst-Case O(logn)Satz 3.3.1. Mit Union-By-Size und Wegkompression ben�otigt man f�ur � find und� union-Operationen bei der anf�anglihen Partition P=(f1g; f2g; : : : ; fng) die ZeitO(�+ (n+ �) � log� n). Dabei ist log� de�niert durh:log� = Minfs j log(s) n � 1gmit log(s) n = (log Æ log Æ log Æ � � � Æ log)n= log(log(: : : (log(n)) : : : )):



32 KAPITEL 3. UNION-FIND-STRUKTURENlog� n ist fast O(1). Beispiel: log� 216 = log� 65 536 = 5.Beahte: Die o�ensihtlihe untere Shranke ist 
(�+ �), die obere Shrankeist O(�+ � � logn). Ein einzelnes find kann jedoh 
(logn) dauern.Bei linear vielen find-Operationen ist die mittlere (und auh die amortisierte) Zeitf�ur ein find O(log� n).Was hei�t "eine lineare Anzahl von find-Operationen\?Das bedeutet: Es gibt ein , so da� � �  �n ist. Ferner werden maximal n Elementeeingef�ugt. Damit ist � � n.Dann ist: O(n � log� n| {z }=��n + �|{z}��n � log� n) = O((1 + ) � n � log� n)Damit ist die mittlere Zeit f�ur ein find 1�n � O((1 + ) � n � log� n), das ist O(( 1 +1) � log� n), also O(log� n).Beweis:Der Beweis des Satzes Satz 3.3.1 (Union-By-Size mit Wegkompression) erfolgt durhdie folgenden De�nitionen und Lemmata.Sei S0 = ����1/1 ����2/1 ����3/1 : : : ����n/1 die anf�anglihe Union-Find-Struktur.Sei � = �1, �2, �3, : : : , �m eine Folge von union- und find-Operationen.Sei � = Anzahl find, � = Anzahl union und m = �+ �.Es seien die Strukturen S0, : : : , Sm gegeben durh:S0 �1�! S1 �2�! S2 �3�! S3 � � � Sm�1 �m�! Sm:D. h. Si ist die Union-Find-Struktur die nah der Abarbeitung der Operation �i mitWegkompression entstanden ist. S0 ist dabei die anf�anglih leere Struktur.Die Idee liegt in der zus�atzlihen Betrahtung der StrukturenS00; S01; : : : ; S0m mit S0 = S00:S0i entsteht, indem �1, : : : , �i ohne Wegkompression auf S00 ausgef�uhrt werden. Siund S0i stellen die selbe Partition dar. Die Wurzeln der einzelnen B�aume in Si undS0i sind ebenfalls gleih.De�nition 3.3.2. F�ur ein Element a mit 1 � a � n ist:Level(a) = Tiefe des Teilbaumes mit Wurzel a in der Struktur S0m, also in derStruktur ohne Wegkompression nah Abarbeitung der letzten Operation �m.Lemma 3.3.3.(a) Hat S0i mit 1 � i � m folgende Struktur:a bb ist Nahfolger von a in S0i, a kann, mu� aber niht, die Wurzel sein, so gilt:Level(a) 	 Level(b).



3.3. ALGORITHMUS UNION-BY-SIZE MIT WEGKOMPRESSION 33(b) Hat Si die selbe Struktur (b ist Nahfolger von a in Si) wie im Fall (a), so giltebenfalls: Level(a) 	 Level(b).Beweis:(a) Ist a niht die Wurzel, dann kann sih unter a nihts mehr �andern und dieBehauptung gilt.Ist a die Wurzel, so kann der Level(a) h�ohstens noh gr�o�er werden.(b) Sei also in Si die Situation:ab (b ist Sohn von a)1. Fall: Die Kante a  b ist durh �t = union(a, b) mit t � i entstanden.Dann ist in St�i die Anzahl der Elemente �uber b � der Anzahl derElemente �uber a. Da St�1 und S0t�1 die selben Partitionen darstellengilt das auh in S0t�1. Also gilt in S0t auh: a und b sind Wurzeln und esgilt die Elementbeziehung. Also ist die ist die Kante a  b auh in S0ientstanden.Wegen (a) folgt dann die Behauptung.2. Fall: Die Kante a b ist durh Wegkompression aus St�1 mit �t = find()entstanden.ia ib iSt�1 Mindestens1 Element 6= b=b m�oglih find()) Stia ib i : : :Dann ist auh b in S0t�1 in jedem Fall unter a, damit ist (mit (a))Level(a) 	 Level(b).In Abh�angigkeit von Level(a) wird der Wert Niveau(a) de�niert. Dazu w�ahlt manein k mit 0 � k � blogn und k + 2 nat�urlihe Zahlen A0, A1, A2, : : : , Ak , Ak+1mit: A0 = 0 � A1 � A2 � � � � � Ak � blogn � Ak+1;Die Tiefe der B�aume in S0i ist logarithmish beshr�ankt. Man kann somit Knotensuhen, die mindestens eine Tiefe Al und maximal die Tiefe Al+1 haben. DieseKnoten werden sp�ater zu Niveaus zusammengefa�t.An Hand der Ai-Werte kann sp�ater die amortisierte Laufzeit berehnet werden. DieWahl der Ai hat Einu� auf eine m�oglihst geringe Laufzeitabsh�atzung.Beispiel:(a) k = 0, t0 = 0, A1 = blog2 n+ 1(b) k = blog2 n, dann A0 = 0, A1 = 1, : : : , Ak = blog2 n, Ak+1 = Ak + 1



34 KAPITEL 3. UNION-FIND-STRUKTUREN() S0m:
blog2 25 = 4w�ahle k = 2 und A0 = 0, A1 = 1, A2 = 4, A3 = 5S0m: Niveau 1Niveau 0

Niveau 2
(d) S0m wie bei ()w�ahle k = 3 und A0 = 0, A1 = 2, A2 = 3, A3 = 4, A4 = 5S0m:

Niveau 0
Niveau 3Niveau 1Niveau 2

De�nition 3.3.4. F�ur 0 � i � k istNiveau(a) = i () Ai � Level(a) � Ai+1 Intervall [Ai; Ai+1)Bemerkung: Es ist jedes Element von genau einem Niveau, da 0 � Level(a) �blog2 n gilt.Ist Level(a) = 0, dann gilt Niveau(a) = 0Ist Level(a) = blog2 n, dann ergibt sih Niveau(a) = k.Wieviel Elemente existieren auf einem Niveau?Lemma 3.3.5.(a) Sei l 2 N , dann gilt: jfa j Level(a) = lgj � n2l(b) jfa j Niveau(a) = igj � 2 � n2Ai



3.3. ALGORITHMUS UNION-BY-SIZE MIT WEGKOMPRESSION 35Beweis:(a) Es seien a1, a2, : : : , ai alle Elemente vom Level l. Somit ist jfa j Level(a) =lgj = i. Die Struktur S0m enth�alt nun folgende (Teil-) B�aume:a1T1 a2T2 apTp = l: : :Ferner gilt Tiefe(T1) = Tiefe(T2) = � � � = Tiefe(Tp) = l.Aufgrund der gleihen Tiefe sowie der untershiedlihenWurzeln sind alle B�aumeTi disjunkt. Wegen der Heuristik Union-By-Size ist jTij � 2l (, l � log2 jTij).Also gilt: n � pXi=1 jTij � p � 2l und damit p � n2l :(b) jfa j Niveau(a) = igj = jfa j Level(a) = Aigj + jfa j Level(a) = Ai + 1gj+ jfa j Level(a) = Ai + 2gj + : : :+ jfa j Level(a) = Ai+1 � 1gj� n � 12Ai + 12Ai+1 + 12Ai+2 + � � � + 12Ai+1�1� n � 12Ai � (1 + 12 + 14 + : : : )= n2Ai 1Xi=0 12i geometrishe Reihe= n2Ai � 2= 2 � n2AiLemma 3.3.6. Eine Folge � = �1, �2, : : : , �n von � union- und � find-Operationenben�otigt eine Zeit von maximal � �� � (k + 1) + �+ kXi=0 2 � n2Ai ( Ai+1 �Ai � 1| {z }Anzahl Level�uberg�ange im Niveau i)�:Beispiel:Sei n = 2000 und damit blog2 n = 10. Es wird k=2 gew�ahlt. Ferner w�ahlt manz. B. folgende (k + 2) Zahlen: A0 = 0, A1 = 5, A2 = 10 A3 = 11Baum in S0m: Niveau 1 = Level 5, : : : , Level 9Niveau 0 = Level 0, : : : , Level 4



36 KAPITEL 3. UNION-FIND-STRUKTURENDie Anzahl der Level�uberg�ange im Niveau 0 ist 4 = 5 - 0 - 1 = A1 �A0 � 1Beweis: Die Operationsfolge � = �1; : : : ; �m sei fest. Die verwendete Zeitwird nun wie folgt verteilt:�i = union(a,b) ben�otigt Zeit O(1). Diese Zeit wird f�ur �i als eine Zeiteinheitgez�ahlt, d. h. es wird keine Zeit gespeihert.�i = find(a): ben�otigt Zeit O(1 + Anzahl Kanten von a bis zur Wurzel b).Nun betrahtet man die Datenstruktur Si�1, bevor also die Operation �i = findausgef�uhrt wird. Zwishen der Wurzel b und dem Knoten a liegen v � 0 Knoten 1,: : : , v: Æ��bk�k2k1kaNah Lemma 3.3.3 gilt f�ur die Level:Level(b) 	 Level(v) 	 Level(v�1) 	 � � � 	 Level(1) 	 Level(a)also auh:Niveau(b) � Nivea(v) � Niveau(v�1) � � � � � Niveau(1) � Niveau(a):F�ur jede Kante l auf dem Weg gilt eine der beiden M�oglihkeiten:(a) l verbindet 2 Knoten des selben Niveaus, oder(b) niht des selben Niveaus.Zur Verteilung der Zeit von find(a):(a) F�ur Kanten innerhalb eines festen Niveaus wird die Zeit O(1) bei dem unterenKnoten der Kante gespeihert, sofern der obere Knoten der Kante niht dieWurzel ist.(b) Die Zeit f�ur Kanten mit Niveau�ubergang und f�ur die Kanten zur Wurzel wirdals Zeit von �i = find(a) verrehnet (� Anzahl Niveau�uberg�ange + 1 = k +1)Daraus ergibt sih folgende Zusammensetzung:Zeit von �1; : : : ; �m � O(�)| {z }f�ur union+ O(� � (k + 1))| {z }direkt bei find gez�ahlt (b)+ gespeiherte Zeit| {z }(a)Wieviel Zeit wird bei (a) gespeihert?



3.3. ALGORITHMUS UNION-BY-SIZE MIT WEGKOMPRESSION 37Behauptung: Es wird in (a) maximal die ZeitkXi=0 2 � n2Ai (Ai+1 �Ai � 1)gespeihert.Beweis: Sei Niveau() = i, so ist am Ende bei  die Zeit Ai+1 �Ai� 1 gespei-hert. Jedes Mal, wenn bei  ein O(1) gespeihert wird, liegt folgende Situation vor( und der Vater von  sind keine Wurzel):
find():

hg fd hg f d 
Nah Lemma 3.3.3 ist Level(f) � Level(d) + 1 (f existiert, da d keine Wurzel ist).Also gilt: Wenn in  gespeihert wird, bekommt  einen neuen Vater. Das Level desneuen Vaters ist mindestens um 1 gr�o�er als das des alten Vaters. Ist irgendwanndas Level des Vaters von  � Ai+1, dann ist das Niveau des Vaters von  � i+ 1.Dann ist die Kante von  zu seinem Vater ein Niveau�ubergang und wird niht mehrbei  gez�ahlt.Daraus folgt: Bei  wird maximal die Anzahl der Level�uberg�ange im Niveau von ,[Ai; Ai+1) gez�ahlt. Das ist gerade Ai+1 � Ai � 1.Die Anzahl der Elemente im Niveau i ist � 2�n2Ai . Damit ist die maximal gespeiherteZeit: kXi=0 2 � n2Ai (Ai+1 �Ai � 1):Ziel: Wahl der Ai so, da� die Zeit nah Lemma 3.3.6 m�oglihst klein wird.Beispiel:(a) Es sei k = 0, A0 = 0, A1 = blog2 n + 1. Daraus ergibt sih eine maximaleLaufzeit �  � (� � (k + 1) + �+ 2 � n � (A1 �A0 � 1))=  � (�+ �+ 2 � n � log2 n)= O(n � logn):(b) Es sei k = blog2 n, A0 = 0, A1 = 1, A2 = 2, : : : , Ak = blog2 n, Ak+1 = Ak+1.Es ergibt sih ebenfalls f�ur die Laufzeit O(n � logn+ �) = O(n � logn).



38 KAPITEL 3. UNION-FIND-STRUKTURENDie Laufzeiten in (a) und (b) sind noh niht optimal.Folgerung 3.3.7. Die Ai werden f�ur ein m�oglihst shnelles Wahstum wie folgtrekursiv de�niert: A0 = 0, A1 = 1 und Ai+1 = 2Ai . Damit ist A0 = 0, A1 = 1,A2 = 2A1 = 2, A3 = 2A2 = 4, A4 = 2A3 = 16, A5 = 2A4 = 216 : : : , d. h. k ist so zuw�ahlen, so da� Ak � blog2 n < Ak+1 gilt, es ist also k = log� n.Dann betr�agt die Laufzeit f�ur die Operationsfolge� = O(� � log� n+ �+ 2 � n � log� n):Beweis: Was ist k = k(n)? Es gilt k(n) = log� n.Es ist (vgl. Lemma 3.3.6):k(n)Xi=0 2 � n2Ai (Ai+1 �Ai � 1) � k(n)Xi=0 2 � n2Ai Ai+1= 2n � � A12A0|{z}=1 + A22A1|{z}=1 + � � � + Ak+12Ak| {z }=1 �| {z }log� n= O(n � log� n)) Es gilt Satz 3.3.1.



Kapitel 4Selbstorganisierende ListenSelbstorganisierende Listen k�onnen zur Realisierung der Datenstruktur W�orter-buh ("Ditionary\) verwendet werden. Zu den typishen W�orterbuhoperationengeh�oren die drei Operationen Einf�ugen, L�oshen und Finden:find(x) Liefert einen Zeiger auf x, falls x enthalen ist.insert(x) Einf�ugen von x, falls x niht enthalten ist.delete(x) L�oshen von x, falls x enthalten ist.Wenn die Shl�ussel aus einer sehr gro�en Menge (etwa alle Namen) gew�ahlt werdenist keine direkte Adressierung m�oglih.Eine L�osung ist das Benutzen von:(a) Ausgeglihenen B�aumen (z. B. AVL-B�aume, B-B�aume). Die Laufzeit f�ur jedeOperation ist dann im Worst-Case O(logn).(b) Listen (z. B. �Uberlauisten beim im Hash). Jede Operation brauht dann imWorst-Case die Zeit 
(n). Listen sind dennoh sinnvoll, wenn extrem wenigSpeiherplatz zur Verf�ugung steht.4.1 DatenstrukturDe�nition 4.1.1. (Selbstorganisierende Liste): Die Liste hat folgende Gestalt! x1 ! x2 ! x3 ! � � � ! xnDies kann z. B. �uber folgende Array-Darstellung realisiert werden:2 3 4 51 53 4 2 0start = 5 x1 x4 x2 x3 x5Folgende Arten der Implementierung sind zul�assig:(a) find(x)1. Suhen vom Anfang bis x.2. Eine Menge von Transpositionen.(b) insert(x)1. Suhen nah x (bzw. siherstellen, da� x noh niht vorhanden ist).2. Einf�ugen von x am Ende der Liste.3. Transpositionen. 39



40 KAPITEL 4. SELBSTORGANISIERENDE LISTEN() delete(x)1. Suhen vom Anfang nah x (bzw. siherstellen, da� x vorhanden ist).2. L�oshen von x.3. Transpositionen.Unter einer Transposition versteht man das Vertaushen zweier benahbarter Li-stenelemente.Beispiel f�ur eine Transposition:3! 2! 5! 7 ) 3! 5! 2| {z }( eineTransposition)! 7Bemerkung: In den folgenden Abshnitten werden vershiedene Heuristikenvorgestellt bzw. miteinander verglihen. Deshalb ist es notwendig, die zul�assigen Im-plementierungen zu beshr�anken. Beahtet man, da� durhaus doppelt verketteteListen mit Verweisen auf den Listenanfang bzw. das Listenende verwendet werdenk�onnen und es bei Transposition im Prinzip egal ist, ob sie am Anfang oder amEnde durhgef�uhrt werden, stellen obige Implementierungen keine wirklihe Ein-shr�ankung dar.4.2 HeuristikenDe�nition 4.2.1. (Drei Heuristiken f�ur Transposition)1. Heuristik B: keinerlei Transposition.2. Heuristik MF (move to front): bei find(x) und insert(x) kommt x durhTranspositionen an die Spitze. delete(x) ohne Transposition.3. Heuristik TR (transpose): In find(x) und insert(x) gelangt x wenn m�ogliheins nah links (also in Rihtung Listenanfang).4. Heuristik FC (frequeny ounter): Merken im Z�ahler(x), wie oft x nah demEinf�ugen gesuht wurde. Die Liste wird nah Z�ahler geordnet.Beispiel: � = insert(1), insert(2), insert(3), insert(4),find(1), find(4), find(3), find(4), find(2), find(4)Operation HeuristikB MF TR FC() () () ()insert(1) 1 1 1 11insert(2) 1 2 2 1 2 1 11 21insert(3) 1 2 3 3 2 1 2 3 1 11 21 31insert(4) 1 2 3 4 4 3 2 1 2 3 4 1 11 21 31 41find(1) 1 2 3 4 1 4 3 2 2 3 1 4 12 21 31 41find(4) 1 2 3 4 4 1 3 2 2 3 4 1 12 42 21 31find(3) 1 2 3 4 3 4 1 2 3 2 4 1 12 42 32 21find(4) 1 2 3 4 4 3 1 2 3 4 2 1 43 12 32 21find(2) 1 2 3 4 2 4 3 1 3 2 4 1 43 12 32 22find(4) 1 2 3 4 4 2 3 1 3 4 2 1 44 12 32 22



4.3. KOSTEN 414.3 KostenDe�nition 4.3.1. Ist A irgendeine Heuristik (d. h. irgendeine Vorshrift die Trans-positionen zu setzen), dann ist:Kosten(findA(x)) = Position von x in der Liste+ Anzahl Transpositionen, wo x niht nah links geht.Kosten(insertA(x)) = Anzahl Elemente in Liste + 1+ Anzahl Transpositionen, wo x niht nah links geht.Kosten(deleteA(x)) = Position von x in der Liste+ Anzahl Transpositionen.Bemerkung: Die Kosten der Transpositionen von x nah links bei find(x) undinsert(x) sind bereits in den Kosten zum AuÆnden von x enthalten und werdendaher niht angerehnet.Satz 4.3.2. Optimalit�at von MFF�ur jede Folge � von Operationen auf eine leere Liste gilt:Kosten(�) unter MF � 2 �Kosten(�) unter A,wobei A eine beliebige Heuristik (nah De�nition 4.2.1, De�nition 4.3.1) ist.Beweis:Sei � = �1; �2 ; : : : ; �m eine Folge von Operationen. Wir betrahten die (beliebige)Heuristik A und MF. Es ergeben sih folgende Listen:MF: S0 = () �1�! S1 �2�! S2 �3�! � � � �m��! SmA: S00 = () �1�! S01 �2�! S02 �3�! � � � �m��! S0mIn Si und S0i sind dieselben Elemente, h�ohstens in vershiedener Reihenfolge.Hauptidee ist es, die Inversionen bez�uglih Si und S0i zu betrahten.De�nition 4.3.3. Sind S und T zwei Listen mit gleihen Elementen. F�ur x; y 2 S(auh x; y 2 T ) und x 6= y sagt man:x; y stellt eine Inversion von S, T dar () ((x vor y in S) und (x nah y in T )oder (x nah y in S) und (x vor y in T ))Beispiel:S = 1 ! 2 ! � � � ! nT = n ! n� 1 ! � � � ! 1hat genau �n2� = n(n�1)2 Inversionen.Zum Vergleih der Kosten betrahtet man das Potential �(S; T ) = Anzahl Inver-sionen von S und T .Sei ti die Kosten(�i) unter MF und t0i die Kosten(�i) unter A.MF: S0 = () �1�!t1 S1 �2�!t2 S2 �3�!t3 � � � �m��!tm SmA: S00 = () �1�!t01 S01 �2�!t02 S02 �3�!t03 � � � �m��!t0m S0m



42 KAPITEL 4. SELBSTORGANISIERENDE LISTEN�i = �(Si; S0i)ai = ti + (�i ��i�1) f�ur 1 � i � nEs ist:(niht amortisierte) Kosten(�) unter MF:mXi=1 tiamortisierte Kosten(�) unter MF:mXi=1 ai = mXi=1(ti + (�i ��i�1))= t1 + (�1 � �0|{z}=0 ) + t2 + (�2 ��1) + � � � + tm + (�m ��m�1)= mXi=1 ti + �m|{z}�0) mXi=1 ti � mXi=1 ai:Bemerkung: Die amortisierten Gesamtkosten stellen immer eine obere Shran-ke der tats�ahlihen Kosten dar, solange f�ur alle i �i � 0 gilt.Es gen�ugt nun zu zeigen: F�ur alle i ist ai � 2 � t0i. Daraus folgt sofortX ti �X ai � 2 �X t0i:F�ur die Idee der Potentialfunktion kann man zun�ahst folgenden Spezialfall betrah-ten:Wenn ti lang ist und t0i kurz, z. B. �i = find(x), Si�1 = � � �x und S0i�1 = x � � � ,dann vershwinden viele Inversionen bei der Operation �i. Damit ai � 2 � t0i gilt,mu� ti + (�i ��i�1)| {z }ai � 2 � t0i gelten.Es ist �i�1 � n� 1 allein wegen der Position von x. Durh das Setzen von x nahvorn bei der Heuristik MF vershwinden n� 1 Inversionen. Damit wird ai klein.ImWeiteren werden die m�oglihen Operationen betrahtet (Falluntersheidung nah�i):1. Fall: �i = find(x) MF: Si�1 �i�! SiA: S0i�1 �i�! S0iEs seien k, j � 1 gegeben durh:Si�1 = � � �|{z}k-1 Elemente! x|{z}k-te Stelle ! � � �S0i�1 = � � �|{z}j-1 Elemente ! x|{z}j-te Stelle! � � �



4.3. KOSTEN 43Dann ist ti = k, t0i = j + Anzahl Transpositionen, wo x niht nah linksgeht.Zur Ermittlung von ai wird der �Ubergang Si�1 ! Si, S0i�1 ! S0i aufgeteiltin: MF: Si�1 ��!ai;1 Si ��!ai;2 SiA: S0i�1 ��!ai;1 S0i�1 ��!ai;2 S0i1. Finden von x in beiden Listen2. x in S nah vorn shieben3. Transpositionen der Heuristik A in S0 durhf�uhrenEs sei ai;1 = t1 +�0 ��i�1. Dann ist �0 ��i�1 die Potential�anderung, diedurh Vershieben von x in Si nah vorn bewirkt wird.Es sei nun ai;2 = 0 + �i ��0 (ai = ai;1 + ai;2).Es wird zuerst das Verhieben von x mittels der Heuristik MF (Laufzeitai;1) betrahtet:MF: Si�1 = � � � y � � �| {z }k�1 ! x! � � � z � � � Si = x! � � � y � � � z � � �A: S0i�1 = � � � z � � �| {z }j�1 ! x! � � � y � � � S0i�1 = � � � z � � �| {z }j�1 ! x! � � � y � � �Wann vershwindet ein Inversion? Die Inversion fx, yg vershwindet genaudann, wenn y vor x in Si�1 und y nah x in S0i�1 ist.p = jfy j y vor x in Si�1; y nah x in S0i�1gjWann kommt eine Inversion hinzu? Die Inversion fx, zg kommt genau dannhinzu, wenn z vor x in Si�1 und S0i�1 steht.r = jfz j z vor x in Si�1; z nah x in S0i�1gjMan kann r ausrehnen:r = k � 1� p oder auh r + p = k � 1Damit ist ai;1 = ti + r � p. Au�erdem gilt k � 1 � p = r � j � 1, alsok � p � j. Daraus folgt: ai;1 � 2 � j � 1 � 2 � t0i � 1denn ai;1 = t1 + r � p= k + r � p� j + r� 2 � j � 1 (� 2 � t0i � 1):Jetzt betrahtet man den zweiten Teil, die Transpositionen von A in S0(Laufzeit Ai;2):MF: Si = x! � � � Si = x! � � �A: S0i�1 = � � �|{z}j�1 ! x! � � � S0i = � � � ! x! � � �



44 KAPITEL 4. SELBSTORGANISIERENDE LISTENai;2 = 0 + �i ��0� Anzahl Transpositionen, wo x niht beteiligt�Anzahl Transpositionen, wo x nah links geht+ Anzahl Transpositionen, wo x nah rehts geht� t0i � (j � 1)Beahte: x kann � (j � 1) mal eht nah links gehen.Insgesamt ist nun ai = ai;1 + ai;2� 2j � 1| {z }=ai;1 + t0i � (j � 1)| {z }=ai;2= t0i + j� 2 � t0i , da j � t0i2. Fall: �i = insert(x) MF: Si�1 �i�! SiA: S0i�1 �i�! S0iEs erfolgt wieder die Aufteilung in:MF: Si�1 �! (Si ! x) �! Si = (x! Si�1)A: S0i�1 �! (S0i ! x) �! S0ik =L�ange der Liste�0 = �(Si�1; S0i�1)ai;1 = ti +�0 ��i�1ai;2 = 0 + �i ��0(damit gilt wieder ai = ai;1 + ai;2)zu ai;1:Es ist ai;1 = ti + ( =�0z }| {�i�1��i�1)| {z }=0 = k � t0i.zu ai;2: MF: Si�1 = � � �|{z}Si�1 ! x Si = x! � � �|{z}Si�1A: S0i�1 = � � �|{z}S0i�1 ! x S0i = � � �|{z}j�1 ! x|{z}j-te Stelle! � � �j = Position von x in S0iai;2 = 0 + �i ��0� (j � 1) + Transpositionen von A, wo x niht ber�uhrt wird= (j � 1) + (t0i � k)� t0i , da (j � 1) � kAlso ai = ai;1 + ai;2 � 2 � t0i.



4.3. KOSTEN 453. Fall: �i = delete(x) (siehe �Ubung)Satz 4.3.4. Es gibt keine Konstante  > 0, so da� f�ur jede Heuristik A und jedeOperationsfolge � gilt:Kosten(�) der Heuristik B �  �Kosten(�) der Heuristik A,Kosten(�) der Heuristik FC �  �Kosten(�) der Heuristik A oderKosten(�) der Heuristik TR �  �Kosten(�) der Heuristik A.Beweis:Der Satz soll f�ur jede Heuristik A gelten. Es gen�ugt also f�ur eine spezielle Heuristik,z. B. MF, ein Beispiel zu �nden, wo die Laufzeiten asymptotish vershieden sind.zu B:� = insert(1), insert(2), insert(3), : : : , insert(n), find(n); : : : ; find(n)| {z }m-malKosten(�) in B = 1 + 2 + 3 + � � � + (n� 1) + n+ n �m= n(n+ 1)2 + n �mKosten(�) in MF = n(n+ 1)2 +mMit m = n2 folgt: Kosten(�) in B = n(n+ 1)2 + n3Kosten(�) in MF = n(n+ 1)2 + n2 � 2 � n2zu FC: � = insert(1); find(1); : : : ; find(1)| {z }(n�1)-mal ;insert(2); find(2); : : : ; find(2)| {z }(n�2)-mal ;insert(3); find(3); : : : ; find(3)| {z }(n�3)-mal ;...insert(n� 1); find(n� 1);insert(n)Kosten(�) in FC = 1 + 1 � (n� 1) + 2 + 2 � (n� 2) + 3 + 3 � (n� 3) + � � �+ (n� 1) + (n� 1) � 1 + n+ n � 0= nXi=1 i+ nXi=1 i � n� nXi=1 i2= n(n+ 1)2 + n � n(n+ 1)2 � 16n(n+ 1)(n+ 2)= 
(n3)



46 KAPITEL 4. SELBSTORGANISIERENDE LISTENKosten(�) in MF = 1 + (n� 1) + 2 + (n� 2) + 3 + (n� 3) + � � � +(n� 1) + 1 + n+ 0� n � (n� 1)= O(n2)zu TR: siehe �Ubung.



Kapitel 5Selbstorganisierende B�aumeDie Operationen der Datenstruktur W�orterbuh ("Ditionary\ siehe Kapitel 4)ben�otigen bei einer Implementation mit AVL- oder B-B�aumen nur die Zeit O(logn).Der AVL-Baum benutzt dazu an den Knoten gespeiherte Zusatzinformationen,z. B. Balanewerte. Der B-Baum verbrauht mehr Platz als n�otig, er kann bis zurH�alfte leer sein. Ziel ist es nun einen bin�aren Baum ohne Zusatzinformationen zusha�en, der die W�orterbuh Operationen amortisiert auh in O(logn) ausf�uhrtund das Zugri�sverhalten irgendwie lernt (�ahnlih der MF-Heuristik). Analog zurTransposition bei Listen kann man die Rotation bei B�aumen verwenden.Problem: Gibt es eine analog zu der Heuristik MF implementierte Operationfind(y), mit amortisierter Zeit O(logn)?5.1 Algorithmus f�ur geshiktes Rotieren, Splay-ingIst p ein Knoten im Suhbaum SB, der niht die Wurzel ist. Sei q = vater(p).splaying(p):q := vater(p)if q ist Wurzel thenrotate(p, q)elser := vater(q)if (p, q sind linke S�ohne) oder (p, q sind rehte S�ohne) thenrotate(q, r) // "zig-zig\ Fallrotate(p, q)elserotate(p, q) // "zig-zag\ Fallrotate(p, r)F�alle von splaying(b)Sei q = vater(p) und r = vater(q)1. (a) q ist Wurzel, p ist linker Sohn von q47



48 KAPITEL 5. SELBSTORGANISIERENDE B�AUMECA Bp A B Cqpq rotate(p;q)�������!
(b) q ist Wurzel, p ist rehter Sohn von q

B C A Bq pA p q Crotate(p;q)�������!
2. q ist niht die Wurzel(a) "zig-zig\ nah links pA B rC D C D

q pA qB rDCA B
rqp rotate(q;r)�������! rotate(p;q)�������!

(b) "zig-zig\ nah rehts pA B rC Drotate(q;r)�������! rotate(p;q)�������!qrA qB pC D DCA B
qqrq ist niht die Wurzel(a) "zig-zag\ links-rehts

B Cp Drq rotate(p;q)�������! rotate(p;r)�������!A A B DCrpq pqA B rC D(b) "zig-zag\ rehts-linls



5.2. DATENSTRUKTUR SPLAYBAUM 49
C D

pA qB r pA B rC Dqrotate(q;r)�������! rotate(p;q)�������!rA qpC D B
5.2 Datenstruktur SplaybaumDie Struktur ist ein einfaher bin�arer Suhbaum.(a) splay(x) (dabei ist x ein m�ogliher Shl�ussel, der gespeihert sein kann)Suhe x im Baum.if x kommt vor then // Dann ist x ein Knoten im Baump := xelsep := Vater des Blattes, wo die bin�are Suhe nah x geendet hatwhile x niht die Wurzel dosplaying(x)(b) find(x)splay(x)if x ist Wurzel thenreturn xelsereturn "niht vorhanden\Der Baum wird auh durh splay(x) umstrukturiert, wenn x niht gefundenwurde.() delete(x)splay(x)if x ist Wurzel then // , x ist im Baum enthaltenT := linker Teilbaumif T niht leer thensplayT(+1)H�ange rehten Teilbaum unter Wurzel des linken Teilbaumes.Dabei wird durh splayT(+1) der symmetrishe Vorg�anger y von x zum lin-ken Sohn von x. (Da die Shl�ussel eindeutig sind hatte splayT(x) dieselbeWirkung.) Der Knoten y hat keinen rehten Sohn, da y das gr�o�te Element imlinken Teilbaum ist. �!splayT (+1)��������!x x yy S T 0 ST 0T S



50 KAPITEL 5. SELBSTORGANISIERENDE B�AUME(d) insert(x)splay(x)if x ist die Wurzel thenreturn "x vorhanden\elsey := Shl�ussel der Wurzel // x 6= yT := rehter TeilbaumS := linker Teilbaumif x 	 y thenBilde den Baum: xyS Telse // x � yBilde den Baum: x y TSF�ur eine der obigen Operationen � auf den Baum S istKS(�) = Anzahl der Aufrufe von splaying:Beahte: Ein splaying in Zeit O(1).Beispiel: Kann bei Start mit dem leeren Baum folgender Baum entstehen?
� � � insert(n)������!insert(1)������! insert(2)������! insert(3)������!21 1 321 1 n

find(1) ben�otigt Zeit O(n), aber die vorherigen n Einf�ugungen nur O(1). Eineamortisierte Zeit von O(logn) ist also m�oglih.Ziel: m Ditionary-Operationen auf einen anfangs leeren Baum sollen in Zeit O(m �logn) abgearbeitet werden, wobei n (	 1) die Maximalzahl der Elemente im Baumist.5.3 De�nitionenSei S ein bin�arer Suhbaum. Im folgenden werden die Begri�e Einzelgewiht, totalesGewiht und Rang eines Knotens sowie das Potential eines Suhbaums de�niert.



5.3. DEFINITIONEN 51De�nition 5.3.1. (Einzelgewiht)Das Einzelgewiht eines Knotens (oder Blattes) p von S ist eine gegebene reelleZahl IwS(p) 	 0 (individual weight).Beahte: IwS(p) ist am Knoten �xiert, d. h. insbesondere:IwS(p) = b IwT (p) = brotate(p, q))| {z }S | {z }T
����y=q����x=pA B ����x=p����y=qA BDe�nition 5.3.2. (Totales Gewiht)Sei p Knoten eines Suhbaumes S mit Einzelgewihten. Das totale Gewiht von pist: TwS(p) =Xq IwS(q) (q ist Knoten im Teilbaum mit der Wurzel p):Beispiel: mpm5qm4r m7s3 2 1 1 TwS(q) = 5 + 4 + 7 + 3 + 2 + 1 + 1 = 23

De�nition 5.3.3. (Rang)Sei S ein mit Einzelgewihten versehener Baum, dann ist der Rang eines Knotensp in S gegeben durh RS(p) = blog2(TwS(p)) 2 N :Beispiel: mpm1qm4r m1s3 1 1 1 TwS(q) = 12 RS(q) = 3TwS(r) = 8 RS(r) = 3TwS(s) = 3 RS(s) = 1
De�nition 5.3.4. (Potential)Das Potential eines mit Individualgewihten versehenen Suhbaumes S ist gegebendurh �(S) =Xp RS(p) =Xp blog2 TwS(p):(p ist ein Knoten von S)



52 KAPITEL 5. SELBSTORGANISIERENDE B�AUMEDie amortisierte Zeit einer Operation �i ��i = splayS(x), findS(x), insertS(x),deleteS(x)� ist gegeben durh:aS(�i) = KS(�i) + �(S0)��(S) mit S �i�! S0:S0 ist also der Baum, der durh �i ausgef�uhrt auf S entsteht.5.4 Shl�ussellemmaLemma 5.4.1. (Shl�ussellemma)Sei S ein bin�arer Suhbaum mit der Wurzel k und sei S0 de�niert durh S splayS(x)������!S0. Sei l die Wurzel von S0 (kommt x niht vor, dann ist l 6= r). Dann gilt:aS(splayS(x)) � 1 + 3 � �RS(k)�RS(l)�:Beahte: aS(splayS(x)) = KS(splayS(x)) + �(S0)��(S)RS(k)�RS(l) � 0Beispiel: Im folgenden Beispiel sind die tats�ahlihen Kosten hoh, die amor-tisierten Kosten von 3 � (RS(k)�RS(l)) jedoh klein.S: 111
1 1 1 1 1

1
111100 100100

k
lRS(k) = blog2(300 + 12) = 8RS(l) = blog2 300 = 8dann ist RS(k)�RS(l) = 0.Sei x der Shl�usselwert von l. splayS(x) f�uhrt zu:
1 11
111 1 1 1 11100100 1100

splaying(l)�������! k
l

1 1 11100100 1 11
1 1100 11 1splaying(l)�������! l k



5.4. SCHL�USSELLEMMA 53100100 1 11 1100 111 11 111splaying(l)�������! l k
Es ist KS(splayS(x)) = 3. Es mu� aS(splayS(x)) � 1 gelten, also ist �(S0) ��(S) � 2. �(S) =Xp RS(p)= blog2 100+ blog2 100+ 6 � blog2 1| {z }Bl�atter von S+ blog2 300+ blog2 302+ � � � + blog2 312| {z }alle inneren Knoten= 6+ 6+ 0 + 7 � 8= 68�(S0) = 2 � blog2 100+ 6 � blog2 1| {z }Bl�atter+ 3 � blog2 3+ blog2 104+ blog2 108+ blog2 112+ blog2 312| {z }alle inneren Knoten= 2 � 6 + 0 + 3 + 18 + 8= 41Also ist a(splayS(x)) = 3 + 41|{z}�(S0)� 68|{z}�(S) � 1.Satz 5.4.2. (Eigenshaften des Ranges)Ist q Vater von p im Baum T mit Individualgewihten und r Bruder von p, also:qp r oder qr p , dann gilt:� Eigenshaft 1 des Ranges:(i) RT (q) � RT (p), RT (q) � RT (r)(ii) RT (q) 	 RT (p) ,Es gibt ein n � 0, so da� TwT (p) � 2n und TwT (q) � 2n.� Eigenshaft 2:Ist RT (p) � RT (r), dann ist RT (q) � 1 +RT (r).Beweis:Eigenshaft 1 (i) und (ii) gelten o�ensihtlih.Eigenshaft 2:Dann ist TwT (p) � TwT (r)



54 KAPITEL 5. SELBSTORGANISIERENDE B�AUMEDann TwT (q) = IwT (q)| {z }�0 +TwT (p) + TwT (r) � 2 � TwT (r).) log2 TwT (q) � log2 2 � TwT (r) = 1 + log2TwT (r):) RT (q) = blog2 TwT (q)� b1 + log2 TwT (r)= 1 + blog2 TwT (r)= 1 +RT (r)Nun kann der eigentlihe Beweis von a(splayS(x)) � 1 + 3 � (RS(k) � RS(l)) be-trahtet werden: ��������kx/l| {z }S ��������x0/lk| {z }S0x0 = x oder x0 = ein n�ahster Shl�ussel zu x in SZun�ahst untersuht man den Sonderfall k = l, d. h. es hat sih nihts ge�andert,dann ist �(S0) = �(S).K(splayS(x)) = 1, dann a(SplayS(x)) = 1 = 1 + 3 � (RS(k)�RS(l)| {z }=0; da k=l .Sei ab jetzt k 6= l, dann ist splayS(x) eine Folge vonm (� 1) splaying-Operationen.Seien die B�aume S0(= S), S1, : : : , Sm gegeben durh:S0 1. splaying(l)��������! S1 2. splaying(l)��������! S2 3. splaying(l)��������! � � � m. splaying(l)���������! Sma(splayS(x)) wird jetzt auf die einzelnen splaying-Operationen aufgeteilt:a(splayS(x)) = mXi=1 ai= mXi=1�1 + �(Si)��(Si�1)�Jetzt ist zu zeigen:ai � 3 � (RSi(l)�RSi�1(l)) f�ur alle i mit 1 � i � m� 1am � 3 � (RSm(l)�RSm�1(l));denn daraus folgt die Behauptung.a(splay(x)) = mXi=1 ai� 3 � (RS1(l)�RS0(l)) + � � � + 3 � (RSm�1(l)�RSm�2(l))+ 1 + 3 � (RSm(l)�RSm�1(l))= 1 + 3 � (RSm(l)�RS0(l))= 1 + 3 � (RS(l)�RS(l))



5.4. SCHL�USSELLEMMA 55Sei also i mit 1 � i � m fest. Wir betrahten also das i-te splaying(l). FolgendeF�alle in Si�1 sind zu untersheiden:1. Fall: iqil2. Fall: iriqil oder ir iq il3. Fall: iriq il oder ir iqilBeweis:Sei ab jetzt:q = Vater von lr = Grossvater von l (falls ein Gro�vater von l existiert).einige R�ange: Rl = RSi�1(l) R0l = RSi(l)Rq = RSi�1(q) R0q = RSi(q)Rr = RSi�1(r)| {z }alte R�ange R0r = RSi(r)| {z }neue R�ange1. Fall: Hier ist i = m (r niht de�niert). Was geshieht?iq CilA B| {z }Si�1 ! ilA iqB C| {z }Si=Sm=S0Es ist:R0l = Rq�(Sm�1) = Rq +Rl+ seine R�ange in A B C�(Sm) = R0l +R0q+ seine R�ange in A B C



56 KAPITEL 5. SELBSTORGANISIERENDE B�AUMEWeiter folgt:ai = am= 1 + �(Sm)��(Sm�1)= 1 +R0l +R0q �Rl �Rq innere Teilb�aume �andern sih niht= 1 +R0q �Rl da R0l = Rq� 1 +R0l �Rl da R0l � R0q� 1 + 3 � (R0l �Rl)| {z }>0 mit R0l � Rl, da R0l = R0q � Rl2. Fall: iriqilA B C D| {z }Si�1
rotate(q, r) ! rotate(l, q) !iqil irA B C D| {z }Til iq irA B C D| {z }SiRT (l) = RlRT (q) = Rr = R0lRT (r) = R0rai = 1 + �(Si)��(Si�1)= 1 +R0l +R0q +R0r �Rl �Rq �Rr= 1 +R0q +R0r �Rl �Rq R0l = Rr(a) R0l = Rr 	 RlDann folgt:ai = 1 +R0q +R0r �Rl �Rq siehe oben� 1 +R0l +R0l �Rl �Rl da R0q � R0l, R0r � R0l und Rl � Rq= 1 + 2 � (R0l �Rl)� 3 � (R0l �Rl)Denn es ist nah Annahme R0l 	 Rl, also R0l � Rl + 1 da R�ange ganzeZahlen sind.(b) R0l = Rr = Rl (Fall 2: R0l � Rl kann niht sein)Zun�ahst gilt nah Eigenshaft (i): Rl � Rq � Rr = R0l, also ist Rl =Rq = Rr = R0l nah Annahme.Nun gilt R0r � Rl, denn wenn R0r � Rl gelten w�urde, dann w�are R0l =RT (q) 	 Rl. Wegen Eigenshaft (ii) ist das aber niht m�oglih.



5.4. SCHL�USSELLEMMA 57Dann folgt:ai = 1 +R0q +R0r �Rl �Rq= 1 + (R0q �Rq)| {z }�0 +(R0r �Rl) da R0q � R0l = Rl = Rq ist R0q �Rq � 0� 1 + 0 + (R0r �Rl)| {z }��1 da R0r � Rl ist R0r �Rl � 0, also � �1� 1 + 0� 1 = 0= 3 � (R0l �Rl)Der Beweis f�ur den Baum in andere Rihtung erfolgt analog.3. Fall: iriq ilA B CD| {z }Si�1
rotate(l, q) ! rotate(l, r) !iriliqA B C D| {z }Tiliq irA B C D| {z }Si(a) R0l = Rr 	 RlDann ist ai = 1 +R0q +R0r �Rq �Rl� R0l +R0l �Rl �Rl= 1 + 2 (R0l �Rl)| {z }�1� 3 � (R0l �Rl):(b) R0l = Rr = Rl Dann gilt: R0l = Rl � Rq � Rr = R0l also R0l = Rl =Rq = Rr.Dann folgt: R0q � Rq oder R0r � RrAuf jeden Fall gilt R0q � Rq und R0r � Rr.W�urde R0q � Rq oder R0r � Rr niht gelten, dann w�are R0q =Rq oder R0r = Rr. Aus R0q = Rq oder R0r = Rr folgt aberR0r = R0q , da R0l = Rq = Rr = Rl. Nah Eigenshaft (ii) istjetzt R0l 	 R0r = Rr = Rl. Das ist ein Widerspruh zu R0l = Rl.



58 KAPITEL 5. SELBSTORGANISIERENDE B�AUMEAlso gilt R0q � Rq oder R0r � Rr.ai = 1 +R0q +R0r �Rq �Rl= 1 + (R0q � Rq) + (R0r � Rl)= 1 + (R0q �Rq)| {z }�0 +(R0r �Rr)| {z }�0| {z }�1, da R0q�Rq oder R0r�Rr= 3 � (R0l �Rl):Satz 5.4.3.(a) Sei � = �1, �2, : : : , �m eine Folge von m Operationen delete, insert undfind. � wird auf S0, den anfangs leeren Baum ausgef�uhrt. Sei n die maximaleAnzahl von Elementen im Baum, dann gilt:Kosten(�) = O(m � logn) (= Summe der Einzelkosten):(b) Ist S0 shon mit n Elementen ausgestattet, so ist:Kosten(�) = O((m + n) � logn) (= O(m � logn), falls m � n):Beweis:(a) Wir w�ahlen als individuelles Gewiht immer 1. Es ist also Iw(p) = 1 f�ur alleKnoten p. Dann gilt f�ur jeden Suhbaum S mit � n Elementen und p Knotenvon S, da� TwS(p) � 2n+ 1 (n innere Knoten und n+ 1 Bl�atter).Beispiel mit n = 5: i1i1 i1i1 i1 i1 i1i1 i1 i1 i1Also 5 innere Knoten und 6 Bl�atter.Deshalb gilt: RS(p) = blog2(Tw(p))� log2(2n+ 1)� log2(2n) + 1� log2(n) + 2:Nah Lemma 5.4.1 ista(splayS(x)) � 1 + 3 � (RS(k)�RS(l)| {z }�1 )� 1 + 3 � (RS(k)� 1)� 1 + 3 � (log(n) + 1)= 4 + 3 � logn:



5.4. SCHL�USSELLEMMA 59Also: a(findS(x)) � 1 + 3 � (log(n) + 1)nah De�nition von find(x).insertS(x)
S0S Tsplay(x)�����! x einf�ugen������!A A BBx0 x0x

Also a(insertS(x)) = Kosten(insertS(x)) + �(S0)��(S)= Kosten(splayS(x)) + �(T )��(S)| {z }a(splayS(x) +�(S0)��(T )� 4 + 3 � logn+�(S0)��(T )� 4 + 3 � logn+RS0(x) nah De�nition 5.3.4� 6 + 4 � logn:deleteS(x) �!S T1 T2 S0splayA(+1)��������!x x ysplayS(x)������! A B y B A0 BA0Also a(deleteS(x)) = Kosten(deleteS(x)) + �(S0)��(S)= Kosten(splayS(x)) + �(T1)��(S)+ Kosten(splayA(+1)) + �(T2)��(T1)+ �(S0)��(T2)| {z }�0� 4 + 3 � log2(n) + 4 + 3 � log2(n)= 8 + 3 � log2 n:



60 KAPITEL 5. SELBSTORGANISIERENDE B�AUMEAlso insgesamtKosten(�) = mXi=1 Kosten(�i)= Kosten(�1) + �(S1)��(S0) + Kosten(�2) + �(S2)��(S1) + � � �+Kosten(�m) + �(Sm)��(Sm�1)= mXi=1(a(�i))��(Sm) + �(S0)� mXi=1(a(�i))� m � (8 + 6 � logn)� 7m � logn f�ur m, n gro� genug:(b) siehe �Ubung.Satz 5.4.4. (Lernf�ahigkeit der Splay-B�aume, vgl. optimale Suhb�aume)Seien S, S0 zwei beliebige bin�are Suhb�aume f�ur dieselbe Menge von n Elementen.Sei � eine Folge von find-Operationen (wobei die gesuhten Elemente im Baum ent-halten sind). St-KostenS(�) sind die Kosten der Ausf�uhrung der find-Operationenim normalen (statishen) Suhbaum S (etwa auh der optimale).Dann gilt: (splay-)KostenS0(�) = O(St-KostenS(�) + h � n|{z}"Lernbarkeit\);wobei h die H�ohe von S0 ist. (Falls � sehr lang ist, dann ist h �m � St-KostenS(�)und man erh�alt O(St-KostenS(�)).



Kapitel 6Diskrete FourierTransformationKomlexe Zahlen: z 2 C ,z = x|{z}Realteil+ i � y|{z}Imagin�arteil , wobei x,y2 RDarstellung:im karthesishen Koordinatensystem (Ebene der komplexen Zahlen)als PolarkoordinatenPolarkoordinaten nah karthesishe Koordinaten:z = x+ i � y = r � (os'+ i � sin')Man fordert z = 0, ' : 0 � ' � 360 (oder im Bogenma� 0 � ' � 2�)Man nennt ' = arg z; r = jzj der Betrag von zIn R gilt f�ur ex (x 2 R)(e1 = 1 + 11! + 12! + 13! + 14! + :::)ex = 1 + x11! + x22! + x33! + x44! + :::also stellt x da� Bogenma� eines Winkels dar, so ist:sinx = x� x33! + x55! � x77! + x99! � ::: =Xi�0 (�1)i � x2i+1(2i+ 1)!osx = 1� x22! + x44! � x66! + x88! � ::: =Xi�0 (�1)i � x2i(2i)! :Shematishe �Ubertragung auf komplexe Zahlen:ez =Pj�0 zjj!sin z =Pj�0 (�1)j �x2j+1(2j+1)!os z =Pj�0 (�1)j �x2j(2j)! 61



62 KAPITEL 6. DISKRETE FOURIER TRANSFORMATIONBetrahten einmal f�ur z 2 C :ei�z = os z + i � sin zEs ist immer z0 = i � z0i|{z}=zz.B.: z 2 R , (also i � z = 0 + i � z)ei�z = 1 + i � z1! � z22! � i � z33! + z44! + i � z55! � :::os z = 1� z22! + z44! � z66! + z88! � :::i � sin z = i � (z � z33! + z55! � z77! + z99! � :::)= i � z � i � z33! + i � z55! � i � z77! + i � z99! � :::)Also ei�z = os z + i � sin z gilt f�ur z 2 R aber auh z 2 CDann folge: os z = 12(ei�z + e�i�z)sin z = 12 � i (ei�z � e�i�z)f�ur alle z 2 C .Zusammenhang Polar- und karthesishe Koordinatenz = x+ i � y = r � ei�Bogenma�z}|{' = r � (os'+ i � sin')' = arg z ; r = jzj =px2 + y2Multiplikation: z � z0 = (x+ i � y) � (x0 + i � y0) = (r � ei�') � (r0 � ei� ) = r � r0 � ei�('+ )Es ergeben sih die Additionetheoreme f�ur sin und os:ei�' � ei� = ei�('+ ), dann folgt:(os'+ i � sin') � (os + i � sin ) = os('+  ) + i sin('+  ))Dann folgt:os' � os � sin � sin' = os('+  )Dann folgt:os' � os +os' � sin'+ i � sin � os � sin' � sin = os('+ )+ i � sin('+ )Betrahten wir weiter: F�ur z 2 Cez+2�i = ez + e2�i=ez = os 2�| {z }=1 + i � sin 2�| {z }=0(weil die e-Funktion periodish ist, wenn wir in die imagin�are Rihtung gehen).Die Shnelle Fourier-Transformation:3 Arten der Darstellung von komplexen Zahlen



631. z = x+ i � y karthesishe Darstellungx; y 2 R2. z = r � (os'+ i � sin') Polarkoordinatenz 6= 0; 0 � ' � 2�; r = jzj; ' = arg z3. z = r � ei�'r = jzj ' = arg zWenn wir haben ei�' = os'+ i � sin'zur e-Funktion im Komplexen: z ! ez wobei z 2 CIst z = x+ i � y, dann istez = ex+i�y = ex � ei�y= ex � (os y + i � sin y)= ex � os y + ex � i � sin y) (Beahte: ez+2�i = ex+i(y+2�))= ex � os y + ex � i � sin y = ezda sin und os periodish
ez = ex+i�y = ex(os y + i � sin y)
De�nition (n-te Einheitswurzel) Ein z 2 C ist eine n-te Einheitswurzel, zn =1.Bsp: (Einheitskreis in der Ebene der komplexen Zahlen)1-te Einheitswurzel 11 = 12-te Einheitswurzeln 12 = 1 ; (�1)2 = 14-te Einheitswurzeln i4 = i2 � i2 = (�1) � (�1) = 1weitere 4-te Einheitswurzeln (�1)4 = 1 ; 14 = 1 ; � i4 = (�1)4 � i4.Erinnerung: Multiplikation bei Exponentialdarstellungei�' � ei� = ei�('+psi)i = ei��2 = os �2 + i � sin �2�1 = ei�� = os�| {z }=�1 +i � sin�|{z}=0Multiplikation von Zahlen mit Betrag gleih 1 f�uhrt zur Addition der Winkel.Satz:f�ur jedes n 2 N gibt es genau n viele n-te Einheitswurzeln. Diese sind:e0; ei 2�n ; ei 2�2�n = (ei 2�n )2; :::; ein�1�2�n .Das sind n-te Einheitswurzeln, denn (ei k�2�n )n = ei�k�2� = 1.!n = ei 2�n ist die primitive n-te Einheitswurzel (alle anderen lassen sih durhPotenzierung gewinnen). Das sind alle Einheitswurzeln, denn Einheitswurzeln undNullstellen von P (z) = zn � 1 welhes genau n Nullstellen hat.Satz: Komplexe n-te Einheitswurzeln (n fest) bilden eine Gruppe unter Multiplika-



64 KAPITEL 6. DISKRETE FOURIER TRANSFORMATIONtion dar.Beweis:Multiplikation ist so de�niert:!jn � !kn = !j+kn = !(j+k)mod nn .Damit Abgeshlossenheit der n-ten Einheitswurzeln unter Multiplikation.Einselement 1!�1n = !n�1n =Dann ist !n � !n�1n = !nn = 1(!kn)�1 = (!�1n )k = (!n�1n )kalso !kn � (!kn)�1 = !kn � (!n�1n )k = !(1+n�1)�kn = 1Lemma: (Canellation Lemma) F�ur alle ganzen Zahlen n � 0; k � 0; d <6= 0 ist(!dd�n)k = !d�kd�n = !'nBsp: d = 2!dkdn = !knBeweis: Es ist !d�n = ei 2�d�n also:!d�kd�n = e(i 2��d�kd�n ) = e(i 2��kn ) = !knKorollar: Ist n > 0 gerade Zahl, so ! n2n = !2 = �1Beweis: ! n2n = (e 2�in )n2 = e�i = e 2�i2 = !2Bemerkung: Bei n gerade ist -1 eine n-te Einheitswurzel.(Beahte bei 3 haben wir: !1 = e 0�2�3 = e 3�2�3 ; !2 = e 1�2�3 ; !3 = e 2�2�3 ; ).Lemma: (Halbierungslemma)Ist n > 0 , n gerade, dann sind die Quadrate der n'ten Einheitswurzeln gerade dien2 vielen n2 -ten Einheitswurzeln. Jede dann genau 2 mal:Beweis: (mit Canelation Lemma)Es ist (!kn)2 = (!2kn ) = (!2k2n2 ) = (!kn2 )f�ur k � 0: Es ist (!k+n2n )2 = (!kn)2 (d.h. sie haben das gleihe Quadrat).Lemma: (Summationslemma)F�ur jedes n � 1; k � 0; k niht Vielfahes von n (k 6= n; k 6= 2n; k 6= 3n; :::) gilt:Pn�1j=0 (!kn)j = 0.h = 1) Summe aller Einheitswurzeln ist 0.Bsp: n=2, k=1, 1�1=0 ; n=2, k=2, ! ; n=2, k=3, 1�1=0 ; n=4, i�1�i+1=0Beweis: (geometrishe Reihe)Pmn=0 xn = xm+1�1x�1 = 1�xm+11�x (f�ur alle x 6= 1)Pn�1j=0 (!kn)j = (!kn)n�1!kn�1 = 1�1!kn�1 = 0 (!kn 6= 1 da k niht Vielfahes von n)De�nition: (Diskrete Fourier Transformation { DFT)Die Diskrete Fourier Transformationist eine lineare Abbildung mit0BBBBB� z1z2z3...zn
1CCCCCA| {z }2Cn =) A0BBBBB� z1z2z3...zn

1CCCCCA| {z }2Cnwobei A eine (n� n) Matrix �uber C ist mit:



65A = 0BBBBB� 1 1 1 1 : : : 11 !n !2n !3n : : : !n�1n1 !2n !4n !6n : : : !2(n�1)n... ... ... ... ...1 !n�1n !2(n�1)n !3(n�1)n : : : !(n�1)(n�1)n
1CCCCCAd.h. A = (ai;j) mit 0 � i � n� 1; 0 � j � n� 1 (i=Zeile, j=Spalte)ai;j = !i�jn .Berehnung von Az in Zeit O(n2).De�nition: inverse DFTA�1 = 1n 0BBBBBB� 1 1 1 1 : : : 11 1!n 1!2n 1!3n : : : 1!n�1n1 1!2n 1!4n 1!6n : : : 1!2(n�1)n... ... ... ... ...1 1!n�1n 1!2(n�1)n 1!3(n�1)n : : : 1!(n�1)(n�1)n
1CCCCCCAEintrag 1,1 von A �A�1 = 1Eintrag 2,2 von A �A�1 = 1, d.h Diagonale 1Eintrag 1,2 = 1nPn�1j=0 1 � 1!jn = 1nPn�1j=0 (!jn)�1 = 0.



66 KAPITEL 6. DISKRETE FOURIER TRANSFORMATION



Kapitel 7Die shnelle FourierTransformation (FFT)Ziel: Berehnung der DFT und DFT�1 in Zeit O(n logn)Annahme: n ZweierpotenzEÆziente Berehnung der DFT von a = 0B� a0...an�1 1CA durh Divide and Conquer:
Zerlegen von a in : a(0) = 0BBBBB� a0a2a4...an�2

1CCCCCA a(1) = 0BBBBB� a1a3a5...an�1
1CCCCCA a = 0BBBBBBB� a0a1a2...an�2an�1

1CCCCCCCAWir wenden DFT mit !n2 auf a(0) an und dann auf a(1). Wir bekommen dann:y(0) = 0BBBB� y(0)0y(0)1...y(0)n2�1
1CCCCA f�ur a(0) y(1) = 0BBBB� y(1)0y(1)1...y(1)n2�1

1CCCCA f�ur a(1), die in rekursiverForm weiter aufgeteilt werden.Wir k�onnen y = 0B� y0...yn�1 1CA, die DFT (mit !n) in Zeit O(n) (Linearzeit!) aus y(0)y(1) gewinnen.F�ur 0 � k � n2 � 1 gilt:yk =Pn�1j=0 !kj � aj=Pn2�1j=0 !k�2jn| {z }gerade Spalten� a2j|{z}gerade Komponenten+Pn2�1j=0 !k�(2j+1)n � a2j+1=Pn2�1j=0 !k�2jn � a2j + !knPn2�1j=0 !k�2jn � a2j+1=Pn2�1j=0 !k�jn2 � a2j + !knPn2�1j=0 !k�jn2 � a2j+1= y(0)k + !kny(1)k 67



68 KAPITEL 7. DIE SCHNELLE FOURIER TRANSFORMATION (FFT)(f�ur 0 � k � (n2 � 1) so haben wir eine Fouriertransformation mit n2 ).F�ur die anderen k; n2 � k � (n�1), haben wir: Sei k = n2 +k0 , wobei 0 � k0 � n2 �1yk =Pn2�1j=0 !k2jn � a2j + !knPn2�1j=0 !k2jn � a2j+1=Pn2�1j=0 !kjn2 � a2j + !knPn2�1j=0 !kjn2 � a2j+1 (!kjn2 = !(n2+k0 )jn2 = !k0 jn2 )=Pn2�1j=0 !k0 jn2 � a2j + !knPn2�1j=0 !k0 jn2 � a2j+1(! n2+k0n = ! n2n � !k0n = �!k0n )= y(0)k0 � !k0n � y(1)k0 .Laufzeit: O(logn)Anwendung der shnellen Fourier Transformation: Polynommultiplikation in ZeitO(n logn),Polynom in x ist eine Funktion t(x) : C ! C mit t(x) = Pn�1j=0 aj � xj undan�1 6= 0, so ist (n-1) der Grad von t(x) (aj 2 C oder aj 2 R).Darstellung in KoeÆzientendarstellung t durh 0B� a0...an�1 1CA.Auswertung von t linear nah Hornershema:t(x) = a0 + x � (a1 + x � (a2 + x � (a3 + :::x � (an�2 + x � (an�1)):::)))Addition zweier Polynome linearMultiplikation A = Pn�1j=0 aj � xi; B = Pj=0 n� 1bi � xj , dann A � B = P j � xj ,j =Pjk=0 ak � bj�k (2n�2 = an�1 � bn�1, 2n�3 = an�1 � bn�2 + an�2 � bn�1)0B� 0...n�1 1CA ist Faltung von 0B� a0...an�1 1CA 0B� b0...bn�1 1CAZeit: O(n2)Darstellung: Punkt-Wert DarstellungPunkt-Wert Darstellung ist Darstellung von t(x) durh n Punkt-Wert-Paaref(x0; y0); :::; (xn�1; yn�1)g, wobei yk = t(xk) und xk vershieden.Annahme: Hier sei xk = !kn.Satz: Eindeutigkeit der Punkt-Wert-Darstellung.Beweis: hat t(x) die KoeÆzienten 0B� a0...an�1 1CA, dann ist0B� y0...yn�1 1CA = 0BBBBB� 1 1 1 1 : : : 11 !n !2n !3n : : : !n�1n1 !2n !4n !6n : : : !2(n�1)n... ... ... ... ...1 !n�1n !2(n�1)n !3(n�1)n : : : !(n�1)(n�1)n
1CCCCCA �0B� a0...an�1 1CAwobei f(1; y0); (!1n; y1); ::: ; (!n�1n ; yn�1)g Punkt-Wert-Darstellung. Wegen inver-tierbarkeit der Fourier-Transformation sind y0; :::; yk�1 eindeutig.Addition: O(n) , Multiplikation O(n) (f�ur Werte)Falls in KoeÆzientendarstellung, Multiplikation in Zeit O(n logn)



Kapitel 8Grundlagen derWahrsheinlihkeitslehre8.1 Einf�uhrungBeispiel: 10 M�unzw�urfe, Ergebnissen folgen aus der Menge
 = �(a1; a2; ::: ; a10) ; ai 2 fK;Zg 	 
 = Menge der Elementarereignisse.Wahrsheinlihkeit von (K;K;K;K; ::: K;K) = ( 12 )10 = 11024 .Wahrsheinlihkeit von (K;Z;Z;K; ::: Z; Z) = ( 12 )10 = 11024 .Alle Elementarereignisse gleihwahrsheinlih:Laplae Verteilung: (uniform) F�ur ! 2 
 istProb(!) = 1j
j (Prob { Probability = Wahrsheinlihkeit)Dann Fortsetzung auf P(!) mitProb P(
)! R�0Prob (A) = jAj � 1j
j jA [ Bj = jAj+ jBjDann gilt:Prob(?) = 0Prob(
) = 1Prob(A [B)) = Prob(A) + Prob(B), falls A \ B = ?De�nition: Ein W-Baum P besteht aus 3 Komponenten:
 = Menge der Elementarereignisse (bei uns endlih)a = P(
) = Menge der beobahtbaren EreignisseProb A! R�0 mit(a) 0 � Prob(A) � 1(b) P!2
 Prob(!) = 1() Prob(A) =P!2A Prob(!).Beispiel: Eingaben von Sortieralgorithmus als W-Raum
 = 
n = �(a1; :::; an) j (a1; :::; an) Permutation von f1; ::; ng	Worst ase Zeit:Tw : N! NTw(n) : Maxf Zeit auf ! j ! < 
ngMittlere Zeit:Tav : N! NTav(n) : mittlere Zeit �uber 
n 69



70 KAPITEL 8. GRUNDLAGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSLEHREWas ist Prob�(a1; :::; an)� ?Prob�(a1; :::; an)� = 1n!Tav(n) =P!2
n( Laufzeit auf !) � 1n!Dann ist Tav(n) � Tw(n) , dennTav(n) =P!2
n( Laufzeit auf !) � 1n!�P!2
 Tw(n) � 1n!= Tw(n).Folgerung: P = (
; A; Prob) sei ein W-Raum. Dann gelten die �ublihen Gesetze:(a) Prob(?) = 0(b) Prob(
) = 0() Prob(
 nA) = 1� Prob(A)(d) B � A; dann Prob(A nB) = Prob(A) � Prob(B)(e) Prob(A [ B) = Prob(A) + Prob(B) � Prob(A \ B).Beweis:(a) Prob(?) =P!2?Prob(!) = 0 (Def. der Wahrsheinlihkeit).(b) Prob(
) =P!2
 Prob(!) = 1.() Es ist A [ (
 nA) = 
1 = Prob(
) =P!2A Prob(!) +P!2
nA Prob(!)= Prob(A) + Prob(
 nA)) Prob(
 nA) = 1� Prob(A).(d) B � A; dann A = B [ A nB)Also Prob(A) = Prob(B) + Prob(A nB).(e) Es ist A [ B = A n (A \B) [ B n (A \B) [ (A \ B)Dann gilt: Prob(A[B) = Prob(An (A\B))+Prob(B n (A\B))+Prob(A\B)= Prob(A)� Prob(A \ B) + Prob(B)� Prob(A \ B) + Prob(A \ B).Beispiel: 
n = Permutation auf (1; :::; n), Laplae Verteilung.Probf! 2 
n; a1 = 1; !ng Laplae-Fall= 1n! jf! 2 
n(a1)g = 1n! � (n� 1)! = 1n (Ebenso Probf! 2 
 j a1 = ig)Haben Zerlegung von 
n in 
n = 
(1) [ 
(2) [ : : : [ 
(n), (alle 
(i) sind dis-junkt) wobei 
(i) b= a1 = i.Welhe W-R�aume induzieren 
n auf 
(i)?
n b= ziehe n Zahlen aus f1; :::; ng hintereinander, ohne Zur�uklegen
(i) b= ziehe n Zahlen aus f1; :::; ng hintereinander, ohne Zur�uklegen und ber�uk-sihtige nur die F�alle mit a1 = iProb
(i)(i; a2; :::; an) = 1(n�1)! = 1j
(i)jProb
(i)(i; a2; :::; an) = nn! = 1n!1n = Prob
n(i; a2; ::: ; an)Prob
n(
(i))Relative W-keit auf 
(i)De�nition:P = (
; P(
)| {z }A ; Prob), A � 
; Prob(A) >6= 0, dann ProbA : A! R2



8.1. EINF�UHRUNG 71mit ProbA(B) = Prob
B \ AProb
AFolgerung:Ist P = (
; P(
); Prob) ein W-Raum, dann auh PA = (A; P(A); ProbA).Beweis: bei B � A ist ProbA(B) = Prob
(B)Prob
(A)0 � ProbA(B) � 1, da B � A � Prob
(A) =P!2A Prob
(!) �ProbA(A) = 1ProbA(B) =P!2B ProbA(!) ergibt sih auh direktBsp: 
 mit Laplae Verteilung, Prob(A) = jAjj
j , dann ProbA(B) = jB\AjjAjF�ur B � A ProbA(B) = jBjjAj (Bedingte R�aume wieder Laplae).Beispiel: 
 = �(a1; ::: ; an) j ai 2 f1:::ng alle vershiden	Sortieralgorithmus, Eingabe zuf�allig gem�a� W-keit aus 
.Laufzeit ist Funktion T : 
! NMan interessiert sih f�ur Prob f!jT (!) = 1000| {z }=T�1(1000) = [T=1000℄g Prob[T = 1000℄Prob[T � 100℄ analog T ist ZufallsvariableDe�nition:Eine Zufallsvariable X von einem endlihen W-RaumP = (
; P(
); P rob) ist eine Funktion X : 
! RBeispiel: Sei A � 
, dann IA : 
) NIA(!) = � 1 falls ! 2 A0 sonst �Prob[Ia = 1℄ = Probf! j IA(!) = 1g = Prob(A).De�nition:X eine Zufallsvariable, 
 endlihX(
) = fx1; ::: ; xng, alle xi vershiedende�nieren:PX = �X(
); P�X(
)�; Probx� mitProbX(xi) = Prob[X = xi℄ = Prob�! 2 
 j X(!) = xi	Man bekommt dann wirklih W-Raum auf f(x1; ::: ; xn)g. Die Wahrsheinlihkeiten(ProbX(x1); ProbX(x2); ::: ;Prob)X(xn) sind die Verteilung von X.Beispiel:(a) P sei W-Raum f�ur M�unzwurf. Prob(K) = p; Prob(Z) = q = 1� pP = �fK,Zg; P�fK,Zg�;Prob� (Bernoulli Experiment)Zufallsvariable X : fK,Zg ) R ; X(K) = 1; X(Z) = 0Prob[X = x℄ = px � q1�x (x 2 f0; 1g; x = 0; dann q ; x = 1; dann p )(Bernoulli ZV)(b) n M�unzw�urfe hintereinander, so 
 = �(a1; ::: ; an)jai 2 fK,Zg	Prob(a1; ::: ; an) = pAnzahl Kopf in (a1; :::an)qAnzahl Zahl in (a1; :::an)q = 1� p p = q = 12 , dann � 12�n Laplae VerteilungDie De�nition von Prob gibt W-Raum:P!2
 Prob(!) =Pnk=0 �nk� � pk � qn�k = (p+ q)n = 1 ( Binomial Satz )Eine Zufallsvariable X : 
! R , X(!) = Anzahl Kopf in !Prob[X = 0℄ = p0 � qnProb[X = 1℄ = n � p1 � qn�1 Prob(A) =P!2AProb(!)Prob[X = 2℄ = p2 � qn�2pi = Prob[X = i℄ dann (p1; ::: ; pn) Binomial-Verteilung.



72 KAPITEL 8. GRUNDLAGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSLEHREDe�nition(Erwartungswert)X : 
! N Zufallsvariable, so EX =P!2
 Prob(!) �X(!)Bsp:(a) 
 = f(a1; ::: an) j ai 2 f1:::ngg alle vershieden, Laplae VerteilungT : 
! N Laufzeit eines Sortieralgorithmus, dannET =P!2
 T (!) � Prob(!) = 1n! �PT (!)(b) X Zufallsvariable mit Binomialverteilung mit n,p , dann:EX =Pni=0 Prob[X = i℄ � i =P!2
X(!) � Prob(!)=Pni=0 i � �ni� � pi � qn�1=Pni=0 i � n!i!�(n�i)! � pi � qn�1=Pni=1 n!(i�1)!�(n�i)! � pi � qn�1=Pni=1 n!(i�1)!��(n�1)�(i�1)�! � pi � qn�1= n � p �Pni=1 n!(i�1)!��(n�1)�(i�1)�! � pi�1 � q(n�1)�(i�1)= n � p �Pni=0 (n�1)!i!��(n�1)�i�! � pi � q(n�1)�i= n � p �Pni=0 �n�1i � � pi � q(n�1)�i = n � p � (p+ q)| {z }=1 n�1( n = 3 ; p = 12 dann EX=1,5 )



Kapitel 9Untere Shranke f�ur diemittlere Laufzeit beimSortierenSortieren (nur mit Vergleihen) worst ase untere Shranke: 
(n logn)Zeigen jetzt Erwartungswert ist 
(n logn)Beispiel: Entsheidungsbaum, Algorithmus nur mit VergleihenEingabe ist: (a1; a2; a3)m�oglihe Ausgabe: (a1; a2; a3); (a1; a3; a2); ::: ; (a3; a2; a1)a1 < a2ja . & nein(a1; a2; a3) (a2; a1; a3)(a3; a1; a2) (a3; a2; a1)(a1; a3; a2) (a2; a3; a1)� n! Bl�atter , Tiefe � 14n logn.Satz:Wir betrahten jetzt Pn = (
n; P(
n); Probn)Pn = Permutationen auff1:::ngProb(!) = 1n!Sei T ein fester Entsheidungsbaum zum Sortieren, dann Zufallsvariable X : 
! Nmit X(!) = Tiefe der Bl�atter zu denen T mit ! geht. Es gilt: EX = 
(n logn)!( Die Behauptung bedeutet etwa: viele Bl�atter liegen in Tiefe �  � n � logn. Esk�onnte so sein :s s s s s s s� n logn� n logn n! Bl�atterHier ist EX = 1n!(1 + 2 + 3 + :::+ n) = 1n! � n!�(n!+1)2 = n!+12 � n logn).Beweis: Zun�ahst Annahme: Jedes Blatt des Baumes wird genau einmal erreiht.Also Anzahl Bl�atter = n! 73



74KAPITEL 9. UNTERE SCHRANKE F�UR DIEMITTLERE LAUFZEIT BEIM SORTIERENEX =P!2
 Prob(!)X(!)= 1n!P!2
X(!)= 1n!Pb Tiefe(b) ( b = Blatt von T)PbTiefe(b) = externe Wegl�ange von TSuhen untere Shranke an externer Wegl�ange bei n! Bl�atter.Bezeihnung: Ein bin�arer Baum mit N Bl�atter ist maximal ausgeglihen , AlleBl�atter in Tiefe blogN oder blogN+ 1.Beispiel:N = 4 N = 5s ss s sssZeigen: Minimale externe Wegl�ange wird bei maximaler Ausgeglihenheit erreiht.Sei N Bl�aterzahl, sei blog2N = kSei T irgend ein Baum mit genau N Bl�attern, dann Tiefe(T) � kElimination der Bl�atter in Tiefe � k + 2s ss s sDa blogN = k gibt es ein Blatt in Tiefe k ohne Kinder, dann einfah umh�angen:s ss ssWenden das auf den Entsheidungsbaum T an, so:Maximale Wegl�ange � n!|{z}AnzahlBl�atter � (logn!)| {z }TiefeAlso ist EX � log(n!) � 1n � logn� logn � (n� 1) � ::: � �n2 �� log �n2 �n2 = n2 log n2Es bleibt noh die Annahme: Keine niht erreihbaren hinzustellen.1. Markiere niht erreihbare Bl�atter (*)2. Transformationak � alai � aj� � ak � al�(Dabei werden �uber�ussige Vergleihe beseitigt, d.h. Bl�atter rausshneiden, wennsie keine neuen Informationen liefern).



Kapitel 10Erwartungswert vonQuiksortFunktion von Quiksort:3|{z}A[1℄ 1 4 5 9 2 6 5 3|{z}A[9℄A[1℄ ist Pivotelement (Splitter)3 1 4 5 9 2 6 5 33 1 3 5 9 2 6 5 43 1 3 2 9 5 6 5 42 1 3 3| {z }linkes Teilarray 9 5 6 5 4| {z }rehtes TeilarrayDas linke und rehte Teilarray werden rekursiv weiter sortiert.worst-ase von Quiksort: (Eingabe shon sortiert)1; 2; 3; 4; 5; ::: ; n1; 2; 3; 4; 5; ::: ; n...Die Anzahl der Vergleihe ist: n+ (n� 1) + (n� 2) + ::: +3+ 2+ 1 = n �(n+1)2 .Also ist die untere Shranke 
(n2).Satz �uber die totale WahrsheinlihkeitSeien die Wahrsheinlihkeitsr�aume Wi = (
i; Ai; P
i) (1 � i � n) (P = Prob)und W = (
; A
; P
) mit 
 = 
1 [ 
2 [ ::: [ 
n wobei alle 
i paarweisedisjunkt sind (
i \ 
k = ? f�ur i 6= k)Betrahten Ereignis A 2 
A = A \
A = A \ (
1 [ 
2 [ ::: [ 
n)A = (A \ 
1) [ (A \
2) [ ::: [ (A \ 
n)P(A) = p(A \ 
1) + p(A \ 
2) + ::: + p(A \ 
n)P(A) =Pni=1[P
(
i) � P
(A=
i)℄P(A) =Pni=1 p(
i) � p
i(A) 75



76 KAPITEL 10. ERWARTUNGSWERT VON QUICKSORTBerehnung von bedingten Erwartungswerten:W1 = (
i; Ai; p
i)W = (
; A; p)Zufallsvariable: X : 
! NXi : 
i ! NX(!) = Xi(!) f�ur alle ! 2 
i � 
EX = P!2
 p(!) �X(!)= Pni=1P!2
i p(! \ 
i) �X(!)= Pni=1P!2
i P(!=
i) � P(
i) �X(!)= Pni=1 P(
i) �P!2
i P
i(!) �Xi(!)EX = Pni=1 P(
i) � EXiEXi = Pni=1 E(X j
i)
10.1 Algorithmus Quiksort� divide and onquer -Strategie� Eingabe: Feld A[1 ... n℄, (1 � l; r � n)� Ausgabe: Sortierung vom A[l..r℄Quiksort(A,l,r)1.) q:=Parition(A,l,r)� x=A[1℄ ,,Pivot Element"x wird rihtig einsortiert, d.h. steht an Position q� Umsortierung von AA[i℄ � x f�ur i � qA[k℄ � x f�ur k � q2.) if l < q � 1 then Quiksort(A, l, q-1)3.) if q + 1 > r then Quiksort(A, q+1, r)(Bemerkung: If-Anweisung in Zeile 2 und 3 stellt siher, da� Felder der Gr�o�e �2sortiert werden )Partition(A,l,r)1.) x:=A[l℄2.) j:=r+13.) i:=l4.) while true do5.) repeat j:=j-1 until (A[j℄ � x or j = l)6.) repeat i:=i+1 until (A[i℄ � x or i = r)7.) if i < l then vertaushe A[i℄ und A[j℄8.) else vertaushe A[j℄ und A[l℄9.) return



10.2. BEISPIEL 7710.2 BeispielA = ( 3 7 6 2 1 5 4 )i! " "  ji jA = ( 3 1 6 2 7 5 4 )" "A = ( 3 1 2 6 7 5 4 )A = ( 2 1 3|{z}x 6 7 5 4 )10.3 Bemerkung zur Laufzeit(a) Laufzeit von Partition = Anzahl der Vergleihe (A[k℄ � x)Laufzeit von Quiksort= Anzahl der Vergleihe in den Partitionen(b) worst-ase Laufzeit von Quiksort = �(n2)best-ase Laufzeit von Quiksort= �(n2)() Anzahl Vergleihe in Partition: Vergleihe in Zeile 5, 6Lauftzeit von Partition(A,l,r) 2 f r-l+1,r-l+2 g (eines der beiden Ereignisse)10.4 Satz: Erwartungswert von Quiksort� ben�otigen Wkt.-Raum� Sortierung eines Feldes von n Elementen� Gleihverteilung (Laplae) aller Felder mit n Elementenp(A[1; 2℄) = p(A[2; 1℄) = 12A=(a1; a2; :::; an)
n = �(a1:::an) j Permutationen von f1; 2; :::; ng	 (ai 6= ak f�ur i 6= k)j
nj = n!A = p(
)pn(!) = 1n! und ! 2 
Wn = (
n; An);Pn)� Zufallsvariable Xn zum Messen der LaufzeitXn : 
! NXn(A) = Anzahl der Vergleihe in Quiksort zum Sortieren des Feldes A=(a1; ::: ; an)Satz: Quiksort hat im Mittel die Laufzeit �(n logn).Beweis: 1) EXn = 
(n logn)2) EXn = O(n logn)EXn =PA2
n 1n! �Xn(A)Bsp: Elemente (1,2,3,4)A=[1; :::℄A=[2; :::℄A=[3; :::℄A=[4; :::℄



78 KAPITEL 10. ERWARTUNGSWERT VON QUICKSORTDe�nieren Ek f�ur beliebiges, festes n. Ek: Feld A beginnt mit A[1℄=k(Bsp: E3 $ A[3,...℄ ) Ei \ Ei = 0 f�ur i 6= k
P(Ek) = �n1�n!= 1(n� 1)!EXn = E(X=E1) + E(X=E2) + :::+E(X=En)1.Fall : n = 2EX2 = E(X= E1|{z}a ) + E(X= E2|{z}b )(f�ur (a) A[1,2℄ und (b) A[2,1℄ jeweils 3 Vergleihe)EX2 = 12 � 3 + 12 � 3EX2 = 3Satz: E-Wert von Quiksort O(n logn)Beweis: 
n = �(a1:::an) j (a1; :::; an) Permutationen auf f1; :::; ng	Prob(a1; :::; an) = 1n!Xn : 
 : n! NX1(a1; :::; an) = Anzahl der Vergleihe der aiSuhen EXn =PA2
n Prob(A) �Xn(A) =P 1n! �Xn(A)Zwei wihtige Formeln:� Formel von der totalen Wkt:Ist 
 = 
1 [ 
2 [ ::: [ 
n, dann ist A � 
 .Prob
(A) = Prob
(
A) � Prob(A=
1) + ::: +Prob
(
A) � Prob(A=
n)wobei Prob
i) > 0� Formel der Berehnung von Erwartungswerten durh Bedingung:EX = Prob
(
1) � E[X j
1℄ + ::: +Prob
(
n) � E[X j
n℄Zu Quiksort: 
n und Wahrsheinlihkeitsr�aume1. Ziehe zuf�allig 1 Element aus f1, ... ,ng2. Ziehe zuf�allig 1 Element aus dem Rest3. ...Sei n � 2 fest. F�ur k mit 1 � k � nEk = fA 2 
ng A[1℄ = kdann 
n = E1 [ E2 [ ::: [ Endann auf jeden Fall (Bedingung)EXn =Pnk=1 Prob(Ek)| {z }= 1n �E[XnjEk℄ = 1n �Pnk=1 E[XnjEk℄Was ist E[XnjEk℄ ?



10.4. SATZ: ERWARTUNGSWERT VON QUICKSORT 79n = 2 : E[X2j E1|{z}(1;2)℄ = 3E[X2j E2|{z}(2;1)℄ = 3n = 3 : E[XnjE2℄ = 4 E2 = (2; 3; 1)und(2; 1; 3)n � 3 : E[XnjE1℄ =PA2E1 Prob(AjE1) �Xn(A)=PA2E1 1(n�1)! �Xn(A)=P 1(n�1)! � �n+ 1 + Xn�1(A[2℄; :::; A[n℄)�A = �A[1℄; :::; A[n℄�= �PA2E1 1(n�1)!�Xn�1(A[2℄:::A[n℄)��+ n+ 1=PB2
n�1 1(n�1)! Xn�1(B) + n+ 1= EXn�1 + n+ 1Man sieht (bei E1), da� die uniforme Verteilung auf 
n die uniforme Verteilung auf
n�1 ergibt. Analog ist E[XnjEn℄ = EXn�1 + n+ 1Ist n � 4 dann:E[XnjE2℄ =PA2E2 1(n�1)! (XnjA)=PA2E2 1(n�1)!�n+ 1 +Xn�2(rehtes Teilarray)�nah Partition(1,2,rehtes Teilarray)=PA2E2 1(n�1)!�Xn�2(rehtes Teilarray)� + n+ 1Wie oft tritt rehtes Teilarray (3, ... , n) auf ?2 1 3 ... n2 3 1 ... n2 4 3 1 ... n2 5 3 4 1 ... n(3, ... , n) wird genau (n-1)-mal getro�enDamit ist PA2E2 1(n�1)! Xn�2(rehtes Teilarray)=PB2
n�2 1(n�1)! (n� 1) �Xn�2(B)=PB2
n�2 1(n�2)!Xn�2(B) = EXn�2Man beahte da� f�ur rehtes Teilarray (a1; ::: ; an�2) gilt: Es wird getro�en von:2 1 a1 :::an�22 a1 1 :::an�22 a2 a3 1 :::an�2Ebenso E[XnjEn�1℄ = EXn�2 + n+ 1Jetzt der Fall zwweier rekursiver Aufrufe, d.h. n � 5 mit 3 � k � n� 2. Dann giltE(XnjEk) = EXk�1 +EXn�k + n+ 1es ist E[XnjEk℄=PA2Ek 1(n�1)!�Xk�1(linkes Teilarray von A)+Xn�k(rehtes Teilarray von A) +n+ 1�=PA2Ek 1(n�1)!�Xk�1(linkes Teilarray von A)+Xn�k(rehtes Teilarray von A)� +n+ 1Situation ist: A = (k;A[2℄; ::: ; A[n℄)A0 = (A0 [1℄; A0 [2℄; ::: ; A0 [k � 1℄| {z }2
k�1 ; b; A0 [k + 1℄; ::: ; A0 [n℄| {z }2
n�k )Wie oft wird (a1; ::: ; ak) als linkes Teilarray getro�en ?von (k; a2; :::; ak�1; a1| {z }<k ; A[k + 2℄; :::; A[n℄| {z }alle M�oglihkeiten hier)



80 KAPITEL 10. ERWARTUNGSWERT VON QUICKSORTvon (k; a2; :::; ak�1; A[k + 1℄; a1; A[k + 3℄; :::; A[n℄)f�urA[k + 1℄; A[k + 3℄:::A[n℄ alle M�oglihkeitenEbenfalls von (k;A[2℄; A[3℄; :::; A[n� k℄; a1; ak; ak�1; :::; a3; a2) beik < n� kf�urA[2℄:::A[n� k℄ alle (n� k)! M�oglihkeitenSei jetzt (a1; :::; ak�1) fest. Permutation von f1; :::; kg. Wie alle A 2 Ek die (a1; ::: ; ak�1)als linkes Teilarray haben ?1. W�ahlen die Positionen in A, wo fa1; ::: ; ak�1g stehen �n�1k�1�.2. Ordne 1, ... , k-1 so auf Positionen an, da� hinterher (a1; ::: ; ak�1) rauskommt.3. Bestimme Anordnung des Restes: (n� k)! M�oglihkeiten.Insgesamt �n�1k�1� � (n� k)! M�oglihkeitenPA2Ek Xk�1( linkes Teilarray von A ) =PA2
k�1 Xn�k(B) � �n�1k�1� � (n� k)!PA2Ek Xn�k( rehtes Teilarray von A ) =PA2
n�k Xn�k(B) � �n�1n�k� � (k � 1)!Also ist PA2E 1(n�1)!Xk�1( linkes Teilarray von A)=PB2
k�1 1(n�1)!�n�1k�1� � (n� k)! Xk�1(B)=PB2
k�1 1(k�1)! Xk�1(B)= EXk�1E[XnjEk℄ = E[Xk�1℄ + E[Xn�k℄ + n+ 1EXn = 1n�EXn�1 +EXn�1 + (EX2 +EXn�3) + (EX3 +EXn�4) + :::+(EXn�3 +EX2) + EXn�2 + EXn�1� + n+ 1= 2n�Pn�1k=2 EXk� + n+ 1Sie n � 2 fest, dann(1) EXn = 2n�Pn�1k=2 EXk� + n+ 1(2) EXn+1 = 2n+1�Pnk=2 EXk� + n+ 2(3) (1) � n : n � EX = 2�Pn�1k=2 EXk� + n2 + n(4) (2) � (n+ 1) : (n+ 1)EXn+1 = 2�Pnk=2 EXk� + n2 + 3n+ 2(5) (4)� (3) : (n+ 1) � EXn+1 = (n+ 2) � EXn + 2(n+ 1)(6) (5) � 1n+1 : EXn+1 = n+2n+1 � EXn + 2(6) gilt f�ur alle n � 2Also EX2 = 3; EXn+1 = n+ 2n+ 1| {z }n+1 �EXn + 2|{z}bn+1Es gilt (siehe �Ubungsaufgabe)EX2 = 3 ; EXn+1 =Pn+1i=2 �Qn+1j=i+1 j� � biProdukt bei  = 3 ist 1 i = 2 ist 3EX3 = 3 � EX2 + b3=P3i=2 �Q3j=i+1 j� � bi= 3 � b2 + b3Jetzt Q j = i+ 1n+1 � j =Qn+1j=i+1 j+1j= i+2i+1 � i+3i+2 � ::: � n+2n+1= n+2i+1Also EXn+1 =Pn+1i=2 n+2i+1 � bi (bi 2 f2; 3g)� 3 �Pn+1i=2 n+2i+1= 3(n+ 2) �Pn+1i=2 1i+1= 3(n+ 2) � �Pn+1i=1 1i+1 � 12�= 3(n+ 2) � �Pn+2i=2 1i � 12�= 3(n+ 2) � �Pn+2i=2 1i � 1� 12�



10.4. SATZ: ERWARTUNGSWERT VON QUICKSORT 81� 3(n+ 2) � � kXi=1 1i| {z }=Hk � = 3(n+ 2)Hn (n-te Harmonishe Zahl)= 3(n+ 2)O(lnn) = O(n logn) !EXn = O(n logn) im Mittel optimalRekursionsgleihung:EXn =Pnk=1 Prob(Ek) �E[XnjEk℄. Berehnung von Erwartungswerten durh Be-dingungE[XnjEk℄ = EXk +En�k + n+ 1| {z }max Anz. von VergleihenBeahte uniforme Verteilung auf Ek � 
n wird transformiert durh Partition inuniforme Verteilung auf 
k�1 (linkes Teilarray) und 
n�k (rehtes Teilarray).
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Kapitel 11Randomisiertes QuiksortVermeidung des worst-ase von Quiksort durh Randomisieren11.1 Algorithmus Randpartition RandquiksortRandpartition(A; l; r)1. i:=Random(l; r)2. Vertaushe A[l℄ und A[i℄3. Partition(A; l; r)Random(l; r) liefert eine Zahl aus fl; l+ 1; l+ 2; :::; rgdabei ist Random(l; r): 
 ! fl; :::; rg eine Zufallsverteilung mit uniformer Vertei-lung, d.h. Prob[Random(l; r)=i℄= 1l�r+1 f�ur jedes iRandquiksort - Quiksort mit RandpartitionBemerkung:(1) Was ist ein Randomisierter Algorithmus ? F�ur jede feste Eingabe bekommenwir einen Wahrsheinlihkeitsraum von Berehnungen, dargestellt als Wahrshein-lihkeitsbaum(2) Wahrsheinlihkeit einer Berehnung = Produkt der Wahrsheinlihkeiten anden Kanten(3) Eine RAM (Randon-Aess-Mahine) die Randquiksort implementiert mahtein Zufallsexperiment in dem BaumRandom(l; r) hat Zeit O(1)(4) Laufzeit ? F�ur feste Eingabe A haben wir eine ZufallsverteilungXA Raum der Berehnungen mit A! NXA(Berehnung)= Anzahl der Vergleihe von Array-Elementen, die in der Bereh-nung gemaht werdenInteressant w�are: EXA f�ur jedes A, auh MaxfEXAj A EingabegHier Prob[XA �  � n � logn℄ f�ur geeigntes ProbfBerehnungenvertXA(Berehnungen)�  � n � logn g11.2 De�nition (Berehnungsbaum von A)Sei A = (a1; :::; an) Permutationen auf f1...ngDer Wahrsheinlihkeitsbaum T der Berehnungen von A ist de�niert durh Knotenvon T : 1; ::; n auf den Pl�atzen von A mit einigen Elementen �xiertAlso z.B. (1; 2; 3; :::n2 + 1; :::an)die anderen liegen rihtig zwishen den Fixierten83



84 KAPITEL 11. RANDOMISIERTES QUICKSORTEin Knoten K bestimmt folgendes Experiment: Suhe das am weitesten links ste-hende Teilarray, niht sortiert, der L�ange k � 2F�alle:(a) i ; ::: ;(b) ::: ; i() ::: ; i ; ::: (shon sortiert)Dann bekommt K im Baum k Kinder gem�a�::: ; i ; :::: ik ; jj � ik+1Die Wahrsheinlihkeit, da� Partition mit einem Element zwishen i und j ausge-fuehrt wird ist 1kHat K kein niht �nites St�uk, der L�ange k � 2, so ist K Blatt von TWurzel ist A(a1; :::; an)Jeder Knoten K bestimmt Wahrsheinlihkeitsraum Pk = (
k; p(
k);Probk) mit
k = Menge der Wege von K zu einem BlattProbk(K0|{z}=K ;K1; :::;Km) = Produkt der �Ubergangsm�oglihkeiten(Probk(A) =P!2A ProbK(!))Das ist Wahrsheinlihkeitsraum, zeigen dazu P!2
k ProbK(!) = 1Induktion �uber die l�angste Berehnung von K aus (=Maximale Wegl�ange bis zueinem Blatt)Sei maximale wegl�ange =1, dann SituationKK11k ::: 1kKkProbk(K;Ki) = 1k f�ur 1 � i � kBehauptung gilt. Sei maximale Weglange 	 1KK1 ::: KkDann
k = fK0|{z}=K K1 !11 ; :::;K0 K1 !1l1 ;K0;K2 !21 ; :::;K0 K2 !2l2 ; :::;K0;Kk !k1 ; :::;K0 Kk !klk gK0 = K Rehnungen der L�ange� 0 Dann ist ProbK(K0;K1; !1;1)+:::+ProbK(K0;K1; !k;lk )+= 1k�ProbK1(K1; !1;1) + :::+ProbK1(K1; !1;l1)�+ :::+ 1k�ProbKk(Kk; !k;1) + :::+ProbKk(Kk; !k;lk)�= k 1k = 111.3 SatzSei A = (a1:::an) fest, beliebig, dann gibt es ein festes  mit:Prob[XA �  � n � logn℄ = O( 1n6 )(XA ist O(n � logn) mit Wahrsheinlihkeit ! 1)Beweis: Sei A = (a1:::an) fest gew�ahlt ! M�ussen Xa irgendwie verfolgen. Idee ist so:verfolgen dieAnzahl von Vergleihen, an denen a1 als Niht-Pivot-Element teilhat = Y1(Y1 = Zufallsverteilung auf Raum von A)Anzahl von Vergleihen, an denen a2 als Niht-Pivot-Element teilhat = Y2Haben also Y1; Y2; ::::; Yn : Berehnungen! N



11.3. SATZ 85F�ur alle Berehnungen von A;! gilt:XA(!) = Y1(!) + :::+ Yn(!)Die Idee ist jetzt weiterhin so: Sei also a = ai fest. Wenn Yi einen Vergleih mit aiz�ahlt, sind wir in einem �Ubergang K = :::j:::a:::l:::Im \Normalfall" wird, wenn Yi einen Vergleih mit a = ai z�ahlt, das Teilarray vona um einen linearen Faktor kleiner (etwa halbiert).Nehmen wir den g�unstigsten Fallan, da� wir eine Rehnung ! vorliegen haben, wo das Teilarray von a jedesmal hal-biert wird. Dann ist Yi(!) = log(n)Wir nehmen jetzt folgendes an: F�ur geeignetes , konstant, ist Prob[Yi �  � logn℄!0Dann bekommen wirProb[XA �  � n � logn℄Bem: XA(!) = Y1(!) + :::+ Yn(!)= Probf! 2 
AjY1(!) + Y2(!) + :::+ Yn(!) �  � logng(d.h.: mindestens ein Yi(!) �  � logn)� Probf! 2 
AjY1(!) �  � logn oder Y2(!) �  � logn oder...oder Yn(!) �  � logng= Prob(f! 2 
AjY1(!) � �logng[f! 2 
AjY2(!) � �logng[:::f! 2 
AjYn(!) � � logng)Prob(A [B) � Prob(A) + Prob(B)� Prob[Y1 �  � logn℄| {z }! 0 nah Annahme+:::+Prob[Yn �  � logn℄Wissen wir nur, da� f�ur alle i Prob[Yi �  � logn℄ � 1n , dann wissen wir nurProb[XA �  � n � logn℄ � n � 1n = 1Ist aber Prob[Yi �  � logn℄ � 1n2 , so bekommen wir:Prob[XA �  � n � logn℄ � n � 1n2 = 1n ! 0Sei a = ai irgendwie fest aus A (A ist auh fest) Sei Y = Yi Y (!) = 0 auf denRehnungen, wo a direkt Pivot-Element istWie ist Y (!) am g�unstigsten (wenn a bis zum Ende dabei bleibt)a 1 Verleih mit aa 1 Verleih mit aa a Insgesamt logn Vergleihe mit aWir betrahten folgende Situation: Irgendwo (im Baum)Rehnung:K = ( fertigz }| {. . . . . niht sortiertz }| {ai:::a:::aj1l 1l 1lK1 K2 ::: KlEs nimmt also a entweder als Niht-Pivot-Element an einem Vergleih teil, oder eswird PivotWir sagen der �UbergangK�Kj ist gut, das Teilarray von a wird in 2 Teile geteilt,



86 KAPITEL 11. RANDOMISIERTES QUICKSORTso da� jedes von diesen � 78 � l Elemente hat (l = Anzahl Elemente im Teilarray)Bsp:(1 . . . . . . . . . . . a=50 . . . . . . 100)(1 . . . 29 30 . . . . a=50. . . . . . 100) ist gut, da 70 � 78 � 100, niht gut dagegen ist:(1 . . . . . . . . . . . a=50 . . . . . . 100)(1 . . . 9 10 . . . . . . . . . . . . . 100) denn 91 � 78 � 100.Ist k wie oben, dann ist in Wahrsheinlihkeitsraum der (Einzel-)�uberg�angeProbfK �Kj jK �Kj ist niht gutg � 18 + 18 = 14Betrahten wieder ganze Rehnung ( A0|{z}=A A1 : : : Am|{z}sortiert)Wo ist die Anzahl guter �Uberg�ange mit a � log 87 n (Haben also feste Grenze an dieAnzahl guter �Uberg�ange wo a daran teilhat) Was ist nun Prob[Y � 20 � log 78 n℄?Ist ! so, da� Y (!) � 20�log 78 n ist, so nimmt a an 20 log 87 n Aufteilungen, also niht-Pivot, teil. Also mu� a an mindestens 19 � log 87 n shlehten �Uberg�angen teilnehmen.(Wahrsheinlihkeit f�ur shlehten �Ubergang � 14 ; 19 � log 87 n mal Wahrsheinlih-keit � 14 ist sehr unwahrsheinlih)Problem zum Berehnen der Wahrsheinlihkeit, wissen zun�ahst niht, an welhen�Uberg�angen das a teilhat. Gehen davon aus, da� unsere Rehnungen so sind:( A0|{z}=A ; A1; A2; : : : ; Am| {z }a niht mehra a| {z }�20�log 87 nNun ist, wenn alle Vergleihe mit a vorne sind (etwa wenn a = 1)Prob[Ya � 20 � log 87 n℄�Pj�19�log 87 n �20�log 87 nj � � ( 14 )j � ( 34 )20�log 87 n�j�P�20�log 87 nj � � ( 14 )j�P�20�(log 87 n)�ej � � ( 14 )j�Pj�::: � 20 logn�e19 logn �j � ( 14 )j�P19�log 87 n � 5�e19 �j � ( 14 )j � O( 1n7 ) wegen der geometrishen ReiheWie behandeln wir die Situation, wo die Vergleihe von a niht vorne stehen? Mitder Formel von der totalen Wahrsheinlihkeit�ProbB = Prob(
1) � Prob(Bj
1) + Prob(
2) � Prob(Bj
2)�(wobei Zerlegung 
 = 
1 [ 
2 )Wir nehmen die Zerlegung des Raumes der Rehnungen
1 = Alte Vergleihe mit a ganz vorne
2 = M�oglihkeit 2 der Vergleihe mit a
3 = M�oglihkeit 3 der Vergleihe mit a::: ...DannPProb(
i) = 1 und die relative H�au�gkeit ist jedesmal gleih abzush�atzen.


