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Fakultät für Informatik

Technische Universität Chemnitz
09107 Chemnitz, Germany

ruenger@informatik.tu–chemnitz.de

ABSTRACT
����������	 
����
� 	�� �����	� 
����
� ��� ��� �����
���� �� �����
� �� ��
��	�� 
��������	� ���	����� 	�
 	��
�����
�
 �� 
	�� ��������� ����	����� ��� ������
	��� ��
����������	 
����
� 
��� ��� ���� 
����
 �� ��� �������
	�����	���� ������
 �� �� �����
 ��� 	��� �� ��� ��	�	�����
������ �� ��� �	���� 
	������ ��� ���������� ���� 
�
��� ���
��	����� ��� ���	���� �� 
	�	 ����������� �	����� �	� 	 �	���
�
�	�� �� ��� �Æ������ �� 	 �����	
�  � ���� �	���� ��

������� �����	
 ��	�����
	����� ��� ����������	 
����
�
� ��������� �� �����	
� ���� �
�����
 ���	���� ���	�����
��� ��	�����
	����� 	�� �	��
 �� ���������� �� ��� ��������

����
 ��� 	�� ��
����
��� ���
 ��� ������� 	�����	����
������
 �� ��� ������� �	���� 
	������ �� ��	� ��� �������
��� �
���
���	���� �� ����	��� 	� ����	�� ��������� !� ����
��	� ��� ���	���� �
�����
��� ��	
� �� ������
	��� �	���
�� 
������� �	���� 
	������� !� 	��� 
�
�����	�� ��� ���
���	���� �� 
�
��� ���������� �	� �� ������� �����	��
 ��
�"�������� ��� 
����
���� ��������� �� ��� ����� �	�
 ��
�
�������� �� ������� ��
��	�� 
��������	� ���	������

1. INTRODUCTION
��� ��
����	� ������	���� �� �����	� �	��� ������
� # $%�&

�� ��
��	�� 
��������	� ���	����� #'()�& ��	�� 	� �
����	��
���� �� ��� 	��	 �� ��������� ��
������� *	��� �����
� ��
'()� 	����� ����� ���� 
�������+��� ��
� 
����
��� �	���	�

��������	� ���	����� #%()�& �� ��� ��	��	� 
�
	�� �����
��� 
����
 �� ������ ���� ������� �� 	�  $% �� ��
� ����
��� '() ��� �	�� �� ��� ��	��	� 
�������+	���� ������� ���
	
�	��	�� �� ���� 	����	�� �� ��	� ��� ��� �������� ��  $%��
	 �	��	��� ������+� �	� �� ���
 �� 	
	�� ��� ������+� �� ��	�
	 ����� 	����	�� �	� �� ��	�	����
� ���������� ��� ��
���
�� 
�������+	���� ������ �� ��� ��
� 
�
	�� �� ���	��� �����
�
	�� ��
�	��
 �� 	 ����	� 
�������+	���� ��	� 
�������+��
��� ��
� 
�
	�� ���� 	 �"�
 ������+� ��������� �� 	 #����	�
�� ��������	�& ���	���� �����
�

����������	 #��& 
����
� ���� �
��

�
 ��������� ���
������+� ������� 	�� ��� �� ��� 
��� �����	� 
����
� ��� ���
��
����	� ������	���� �� ��������  $%� ���	��� ���� ��
�
���� ��� �"������� ��
�� ���� ���
 ��
����	� �����������

Permission to make digital or hard copies of all or part of this work for
personal or classroom use is granted without fee provided that copies are
not made or distributed for profit or commercial advantage and that copies
bear this notice and the full citation on the first page. To copy otherwise, to
republish, to post on servers or to redistribute to lists, requires prior specific
permission and/or a fee.
Proc. of ICS2001, pp. 123-132, June 2001, Sorrento, Italy
Copyright 2001 ACM X-XXXXX-XX-X/XX/XX ...,5.00.

��� �
�	 �� ����� 
����
� �� �� ��
���� ��� 	����"�
	�����
�� 
������� ����������� ��
�� ���� ��� �	
� ��	��	����� ��
��� ����� �	�
 ��
� �������� �� ��� '() �����
 	�
 �� ���
���
 ��� ������+� ������� -./0� )"	
���� 	�� ��� 
����
�
�� �������� -10 	�
 (��
	�
2%����� -.30� $	��	��� �� �����

����
� 	�� ���
 �� 
	�� �����	�� ����	���� ��4� ($)�� ��
��56 �) -70�

 � 
	�� ��������� 	�����	������ ��� ���� ��� 	����
����
����	����� ��
�� ��� ������
	��� �� 	 ������� ��
����� ���
	��� ��� 
���
��� �� 
	�	 ������� ���������� �	���� �� 
���
������ ������� 
	�� 
�
���� 	�
 ����������� 
�
���� ��
	������ ���� ������
	���� �����	
� �	�� �� �� ����
 ��

	4� �Æ����� ��� �� ��� 
�
��� ����	���� �� ��� �	���� 
	�
������ ������ �	� ��
���
�� �� ������
�
 �� 	 ��
�����
����� ���	���� ����
�+��� ��	�����
	����� ��4� ���� �������
����4���� �� ������� ��� -..� .80 ��� 	� ��������� '���
�+���
��	�����
	����� �	�� ���� ����� �� �
����� ��� �Æ������
��� 
	���" ��
���	������ 	�������
� ���
 
���� ����	� 	����
��	� 	�
 ���
��	��
 ��
���	����� �� ��
����� ��� ��
���
�� �	��� 
������ 9	��� ����
�+	����� 	�� 
��� 
�Æ���� ��
	������ ��� ����	���� 
����
� ��	� ������
 �����	� ����	�
������ ���� 
	�	 ���������� �� �� ��
����
 �� ��
	��
 ��
����� ����	���� ����� ��� �	��� ������
 ��+��� ���	��������
����� 
	�	 �� �	�� ����	���� ���� �	� ��	
 �� 	 ���� �	���
�"�����	���� 
�� �� �	�	���� 
������ ��� ����� �	��� ��� ����
��� �� ����� 
��� �� �	�
 ����� ������ ��	��	���
���� �� ���
��
���	����� 	�� ������	��� ����� 	�� 
�Æ���� �� 
����� 	��
��
	���	���� 9	��� ����
�+	����� ��� ����	���� 
����
� ��
��� �����"� �� ���
��	��
 ��
���	����� �	�� ���� ��������
�	��
� ��� ���� -.:0 	�
 ��� ���������� �������� ��� ����� 	��
���� 	 ��� 	����	���� ��� 	���
	��� ����
�+	����� -.;0�

 � ���� 	������� �� �����
�� ��� �������� ��� ��� ��
���	�
����� ������
�
 �� 	 �����	� '() ������ �	� �� ��	��	���

���� ��	� ��� ���	���� �� ��� 
�
��� ���������� �� �����	��
�
'() ������ 	�� ����	���� 
����
� ��	� ������
 �����������
��
� ����� ����� ��� ��
��� �� ����� 
����
� �� ��� ����
��+� ������� 
���	���
 	�
 ��� ��
� ������	� �� ����� ���
'() �	� �� �� ������	��
� <��	��� �� ����� ��	����	� ����
��	���� �� �����
�� �"������ �� 
����
� ���� �
��

�

��������� ��� �����
� �� '()�� ����� 
����
� ������
 	
�������� �� ����������� ��
� ������  � �	�� ��
� ���� 	 ���
	����"�
	���� ������ �� 
����
���
 ��������� ��� ��
���	�
���� �� �����	� ����
�
������	� ������� 	�
 ��� ��	��	����
�� �������� � ��� 
������� 	���
��� �������� ����� � �� ���
����� �	�
 ��
� �������� �� ��� '() �����
 �� �� ������	��
�
= ���	���� �� �
����� ��
���	� ���	���� �� ��� 
�
��� ����
������� �� �� ��	��	��� ����� �������� ��	��	����� ���� ��	�
	���� ��� ��
���	���� �� ��� ��
������ �� � ��� ������
�� ���
 	� ����� 	� �������� ������� ������
��� 	

�����	�
	����
���� ����	����� �� �������� ��� ��	� �� �� 	������
	 �����	
 ��������� ���� 	 ���
 ��
���	� ���	���� ���	��



��� �� ��� 
	�	 ����������� �	����� �� ��� ��������� �����	

������� 
��������� ��	��	� ���	���� ����������� !� 
	4� ��
	���
������ 	���� ��� ������� ��	�	���������� �� ��� �	���

�
��� ��4� �	��� ��+�� �	��� ���� ��+�� �	��� 	�����	�������
�� �	��� ����	��
��� ���	����� =� ����� ����� 	�� �� 	���
��
����� 	���� ��� ������� 	�����	���� ������
� ���� ��� �������
���
 �� ��� ����� �	�
 ��
� �������� � 
����
����� ��� '()
�����
 �� �� ������	��
� ����� �� �����
	���� 	���� ���
������� 	����� 	�
 
����
���� ��������� �� � �	� �� ���

��� ��� ��	�����
	����� �� �� 	�����
 �� ��� �����	� '()
������� 5� ��� 
�Æ������� ���� ��	��	���
���� �� ��������
��	��	����� ��� �� ��� �	�� ��	� ��	�4���" '()�������� 	��

������
 �� ���4 ���� 	�����	�� ����� �	�
 ��
� ���������
� �� ��	� ��� ������� 
	�	 
����
������ 	�� ��4���� 	�
�
����� 
	�� ��

�� ���� ������������� 
����
� �	���� ��
	�����
�

��� ��	����� ����� �� ��� ��������	���� �� 	� �� �
����

���	���� �� ��� ���
 �� �������� 	� ���� 	�� ���
 �� 
	��
��������� ����	���� ��4� ��56 �)� !� ������� 	 
�
���	�
���� �� ��� ������	� ��
���	���� ����
� ����� ��	���� ���
	��	���
���� �� ��� �������� ��	��	����� ������� 	�������
��� ��
����	� ���������� �� ��� 
����
� !� 
�
�����	��
��	� ��� ��������� �����	
 �	� �� ���	���
 ���
 ��� �����
��	� ��
���	���� ����
� �� 	 ������ �� ���������� �����	

��	�����
	����� 	�
 �������������� ��� 
�
���	���� �� ���
������	� ��
���	���� ����
� �� 
����	��
 ���� �� ��� �����
����� �����	
 ���������� 5�� ������� ���
���� �� ���
�
 ��
���� ��	� ��� ��	�����
	����� ������ �� 
��� �Æ����� �	����
�����	
�� �����
� ����� �� 
������� �����
� 
�
�����	��
��	� ��� �"������� ��
� �	� ����� �� ��
���
 �����
��	����

��� ���� �� ��� �	��� �� ���	��+�
 	� �������� 5������ ; 
��
������� ��� ��
���	����	� ��������� �� �"������ �� 
����
�
	�
 
�������� 	����	���� ��� �����	���� ��� ���	����� 5���
���� 3 
�������� �����	
 ��	�����
	����� ��� �����	���� ���
���	���� �� ��� 
�
��� ����������� 5������ 7 �������� ����
��
� �"����
����� 5������ > 
�������� ��� ��� ���	���� �	�
�� ������� �
�����
 �� ��� 	����� ��������� �� � �� ����� ���
��� �"	
��� �� ��� <������	��� ���	����� 5������ : 
��������
���	��
 ���4 	�
 5������ ? ������
���

2. COMPUTATIONAL STRUCTURE OF
RK METHODS

!� �����
�� ��� �������� ��  $%� �� ���� ��
�� '() ����
��
�

�
�#�& @ �#���#�&& ���� �#��& @ �� #.&

��� 	 ����� �����	� ������ �� 	� ��	�� ��
� �� 	�
 �����

��+� � � .� ��� ��4���� �������� �������� � A �� � �� �

�� 	����"�
	��
 ��
����	���� ��� ����� �	�
 ��
� ��������
� A �� � �� � � �� � �� ���	��� 	 �������	� �������� 
���������
��� ��������� �� ��� '() �����
�

��� �������� '() �����
� �� ��� ���
 #.&� �"������ ��

����
� ���� 	� ����� ������� 	�
 ������+� ��������� 
���	�
���
 	�� ������ 	�
 �Æ����� -./0 	�
 ��	�	���� ��	� ��� ���
�	���
 
������� 	����"�
	���� �� � �� ���������� ���� 	 ����

����
 ����� �����	��� -./� ?0�  � �	�� ��
� ����� ����� 
����
�
� ��
���� 	 
������� 	����"�
	���� ������ ���� � �� � ���
��� �������� �������� �#����& 	� �������� ���� ����� ���
�������� 	����"�
	���� ������ ��� �� 
� ����� 	� ����	��
�� 
����
 ��
����� � ��	�� ������� ��� 	 	 	 ��� � �� � 	�

���� ���
 �� ��
���� ����� ��� ��������� ��
���	�����

	�� ������
�
A

�� @ �#��� ��&�

�� @ �#�� B 
���� �� B �������&� #;&

���

�� @ �#�� B 
���� �� B ��

����
���

�����&	

��� ��	�� ������� 	�� ���
 �� ��
���� ��� 	����"�
	����
������ ���� 	�
 	� 	

�����	� 	����"�
	���� ������ C����
��� ����� �������A

���� @ �� B �� �

��
���


���� #3&

C���� @ �� B �� �
��

���

C
���	

��� ���Æ������ 
 @ #
�� 	 	 	 � 
�&� C
 @ #C
�� 	 	 	 �C
�& 	�
 
 @
#
�� 	 	 	 � 
�& 	�� �D
�
������	� �������� 	�
 � @ #���& �� 	�
��� 
	���" ���������� ��� �	������	� �� 
����
 ��
�� ����
��
��	����� ��� ��
�� � �� 	����"�
	���� ���� 	�
 ��� ��
��
C� �� 	����"�
	���� C���� ���	��� 
���� �� .� ����� � @ C� B .�
��� 
�������� ������� ��� ��� 	����"�
	����� ���� 	�

C���� ����� 	� 	��
������ ����
	�� �� ��� ���	� ����� �� ���
����� ��
�� 	����"�
	���� 	�
 �� ���
 ��� ������+� �������
-?0� ��� 	����"�
	���� �� ��� ������� ���� �� 	������
� �� 	
����	��� �������
 ���
 �� ��� ���	� ����� ����
	�� ���� ������
	 ���
����
 �����	��� ������ =������� ��� ����
	�� �� ���
���	� ����� �� �� ��� ����� ��
�� 	����"�
	����� ��� 
���
	����	�� 	����"�
	���� �� ���	��� ���
 �� 	
�	��� ��� �����
��	���� #���	� �"��	���	����&� 5����	� �
��

�
 �� 
����
�
� �	�� ���� 
�����
 �����
��� ��� 
����
� �� (��
	�

2 %����� #����� ('%� > �� ��
�� >#7& �� ('%� 1 �� ��
��
1#?&& �� $�����E� 
����
� ($)�� �� ��
�� :#>& -./0�

��� ��
��� �� �������� ��	��	����� �� ��� ��
� ���� �� 	�
�� 
����
 ��	� 	�� ������	�� �� ���	�� 	� 	����"�
	����
�� ��
�� � �����	��� �	���� ��	� ��� ��
�� �������  � �	� ��
����� ��	� ��� 
����
� �� ��
�� >� :� �� 1� 	� ��	�� ?� 1�
�� .3 �������� ��	��	������ ������������� 	�� ������	�� -./0�
�� 
����	�� ��� �����
� �� �� 
����
�� �	�	���� �
���
���
�	����� �	�� ���� �������
 -.>� .7� >0�  � ���� �	���� ��
��������	�� �����
� �
�����
���� ��� ��������	� �
���
���
�	����� �� ���������� ���� 	 
�
��� ����	�����

�����
� �
�����
���� 
	� �� 	������
 �� ����	� ��	��
�	���
��� �� 
	�	 	������� ��� ����� 
	�	 
����
������ �	��
�� �� �	4�� ���� 	������ �� ��
�� �� �������� ������������
��� ��
���	���� ����
� #;& 	�
 #3& ��������� ��� ������
��	� ��	��	���� ��
�� 
�� �� 
	�	 
����
������ ������� ���
������� ��� 	 	 	 ���� 	�
 ���� �� ��� ��������� �	�� =�� ��	��
������� �	�� �� �� ��
����
 ������ ��� ��
���	���� �� ����
	�
 C���� ��	���� <��	��� �� ��� 	���
��� ������� �� � �� #;&�
��� ��
���	���� �� �� 
����
� �� ��� 	 	 	 ������ �� ��	� ���
��	�� ������� �	�� �� �� ��
����
 ��� 	���� 	������� ���
	 �����	� '() ������� ��� 
����
���� ��������� �� � �� ���
4���� �� 	
�	���� !� ��������� �	�� �� 
	4� ��� �������
�	���� 	���
����� ��	� ����� ��
������ �� � 
����
� �� 	��
������ ��
������� �� ��� 	���
��� ������� ����� ��� ��
���	�
���� �� ��� ��
������ �� �� �������� ��	� 	�� ��
������� ��
��� 	 	 	 ����� 	�� 	���	
� 
����
���
� ��� ������ 
����
����
��������� �� �������	��
 �� ������ . ��� ��� �	�� � @ 7�

=� 
�������
� ��� ��
���	���� �� ��� 	���
��� ������ �� �
�� ��� �	����	���� �� �� #��� ���
��	 #;& & �������� �� 	�����
	�� ��
������� �� ��� 	 	 	 ������ �� ��	� � ������� �� ��+� �
�	�� �� �� ���� ��� �	��� ��
���	������� �� 	���
 �	�	����



f(η

v

η +ha v

v

η +ha v

+ha v

v

η +ha v

+ha v

+ha v

v

η

η

f(z)

f(z)

)

f(z)

2

k

1

21 1k

2

31k

32

k 41 1

42 2

43 3

4

k+1

1

3

k

�����	 
� ���������� ��	
��
	� �� 
� �������� �� ������ ����
� � � ��
�� �����	� ��� ��� ��� �� 
������ �� 
 ������ �� ���� ����
��������� � � �� ��� ��	���� ������ �����	 �������� �� �� ����
�
���� �
�� ��	�����
� 	�� �� ��	���� 	��	������ ��� �����	� �� ���
���� ��� �
�� �� ��� �����	 �� ��� ��		��������� 	�� �� ������ ���
��!�	��� 
	�
���� �����	� �� � ��

����
��� ����� � � �� �� � �� 	 
	�


��	���
��� �� �� ��� ����
�
���� �� � �� �������� �� ��� 	���

���� ��� 	�� �� ��� ��		��������� 	���� ��� 
		��� ������ ������
�������� ��� 
		��� 
���� 	��� ���� ��� �������
� ���������� ��
�
�� ��������� �� 	��� �� 
�� ���������� �� ��


������ ��� 
	"�
�
 ��+� � �� �� ��� ���4��� ��� �� ��	���

���� ��
������ ���  � ��� ���������� �� ��� �� ��
��� ���
��+� �� ��� ���4��� ��� 	�
 �� �����	�� ��� ���	���� �� 
�
���
���������� �� ����	��� �����	
 ��	�����
	������

3. TRANSFORMATION OF THE
RK PROGRAM
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3.2 Separation of argument vectors
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