4 Roboterkinematik

Roboterarm und Gelenke



4.1 Grundlegende Begriffe



Mechanismus

besteht aus einer Anzahl von starren Korpern (Glieder)
diese sind durch Gelenke verbunden
Ein Gelenk verbindet genau zwei Glieder.

Die Gelenke erlauben den Gliedern eine eingeschrankte
Bewegung relativ zueinander.

Ein Glied kann mehrere Gelenke haben.

Zwei Glieder konnen durch mehrere Gelenke verbunden
sein.

Gelenke werden nicht als eigenstandige materielle
Korper angesehen, vielmehr werden die Gelenkhalften
als Bestandteile der dadurch verbundenen Glieder
betrachtet.



Kinematik

Untersuchung der Bewegungsmoglichkeiten
der Glieder eines gegebenen Mechanismus
relativ zueinander

Auftretende Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen bei Bewegung der
Gelenke

keine Betrachtung von Kraften

Es wird abstrahiert, ob ein Gelenk motorisch
angetrieben oder passiv bewegt wird.




Dynamik

» Betrachtung von Kraften, die auf den
Mechanismus einwirken

* Tragheitskraft
o Schwerkraft



Analyse und Synthese

' Analyse

— mathematische Erfassung der
Zwangsbewegungen eines gegebenen
Mechanismus

— Zusammenhang zwischen den
Gelenkeinstellungen und der Lage (Position und
Orientierung) der Glieder zueinander

* Synthese

— Konstruktion eines Mechanismus, der eine
vorgeschriebene Bewegung realisiert



Kinematische Kette

e Jedes Glied hat maximal zwel Gelenke.

» Besitzt jedes Glied genau zwel Gelenke,
so wird die kinematische Kette als
geschlossen bezeichnet

e andernfalls als offen




Offene kinematische Kette

* ein Ende ist der Effektor (Hand)
» das andere Ende ist die (Roboter)basis

GliedA Gelenk

Basis ’_é\aF




4.2 Gelenke



Gelenkarten

* Rotationsgelenk (Drehgelenk) — das eine Glied
dreht sich relativ zum anderen um eine feste
Achse

— Torsionsgelenk
— Revolvergelenk

* Translationsgelenk (Lineargelenk) — das eine
Glied gleitet relativ zum anderen entlang einer
festen Achse

 Weitere Arten konnen durch Kombination dieser
beiden dargestellt werden.
— Kugelgelenk
— ebenes Gelenk



Rotationsgelenk

o
++++++++++ -

Torsionsgelenk

Revolvergelenk



Translationsgelenk




Gelenkparameter

Rotationsgelenk — Drehwinkel —

Translationsgelenk —> Vorschublange —




Weitere Begriffe

* Ideale Gelenke — keine Begrenzungen
der Bewegungen

« Gelenkkonfiguration (Konfiguration) —
Menge von Gelenkeinstellungen
(Gelenkparameter)

« Konfigurationsraum — Menge aller
Gelenkkonfigurationen



4.3 Kinematische
Grundprobleme



2 Aufgabenstellungen

* Direktes kinematisches Problem (DKP)

— Welche Position und Orientierung nimmt der Effektor
bezogen auf die Roboterbasis fur eine gegebene
Gelenkkonfiguration ein?

— Losung: direkte kinematische Transformation oder
Vorwartstransformation

* Inverses kinematisches Problem (IKP)

— Welche Gelenkkonfiguration fuhrt auf die
vorgegebene Lage des Effektors?

— Losung: inverse kinematische Transformation oder
Ruckwartstransformation



Beispiel

Gelenk2 (Rotatipn) ds

Gelenk3 (Translation)
/ Effektor

L 92 /

P:(Rr-Py!PZ]

Gelenkl (Translation) %o

Basis



DKP

Gegeben: dl’ d3, (92
Gelenk2 (Rotatipn) ds
\ Gelenk3 (Translation)
\ / Effektor GeSUCht PX ) Py 1 PZ
o ’ P—(P,.P,,P.)

Gelenk] (Translation) Yo

P, =d,-cosé,

P,=d;-siné,

P, =d,

z




IKP

20
Gegeben: PX , Py , Pz
Gelenk2 (Rotatipn) dy
\ Gelenk3 (Translation)
A / Effektor Gesucht: dl y d3 y 92
b ' P=(F.P,P)
Gelenkl (Translation) Yo
P, p—
] dl I:)z
2 2
d, = /P?+P;

Py
¢, = arctan| —
P

X




Bemerkungen

« DKP lasst sich explizit, analytisch losen
 fur IKP ist dies i. a. nicht moglich
 aber IKP ist fur die Robotik wichtiger



4.4 Stellungsbesschreibung
und Stellungstransformation



Koordinatensysteme

Koordinatensystem K
Basisvektoren X Yir g
Ursprung OK
( 3\
Kal
Ks =| K, Ki =K, X +K, -V +K, -Z
\K%/
Kp )
PeR’ Ke =Ks = Ky,
K
Ortsvektor / \ i )




Koordinatensysteme

Objekt-KS XS : yS : ZS
OS
Bezugs-KS XB’ B ZB

O «
Wy



Position, Orientierung und Stellung

Bo Position von S in bezug auf B

5 R, = (Ba B. B, ) Orientierung von S in bezug auf B

(B R, BOS ) Stellung von S in bezug auf B




Orientierung

BXS Xg + X
BY(S = BxS = VB ')_(S
BXS Zg - Xs
/
2% v %z
Xg"Xs  Xg-Ys Xg-Zg
B — — — — — —
Rs = BT(S Bys st ): YsXs YegY¥Ys Ys'is
\ZB'XS ZgYs ZB’ZS)




Stellungstransformation

B,="R; - S, + By, T =(°R,, B, )

S entsteht aus B durch Translation und Rotation



Rotation um die x-Achse
S 0 0

| :} ) {cosgosoa a)} ) [:); Z }

-Zs 0 0

: S} = [cos(90° +a)} = [sin a}

N <] X|
W m W

Xl X} Xl

o O -

vs)

Nl < X|
W
< << <

v 9]

w
Ny

|

Nl < X|
w

o
N N

B, =
Op = Og




Rotation um y bzw. z-Achse

Yp

—sing 0 cosp

cosg 0 sing
"Re=R, =| 0 1 0

cosy —siny O
"Ry =R, =|siny cosy 0

0 0 1




Zwischen-KS Z

T, =R, Boz):(Rz p,)
T, = (°Rs.Bo. )= (R, p,)
To=T,-T, T5(Sp) =T,(Ty(Sp)) = T,(Z,) = By

Hintereinanderausfuhrung von T, und T,
Ps =Ry P+ P,




Bewels

15(Sp) = Bp = 15(T1(Sp))
= Ry -T1(Sp) + ps
= Ro(Ri-Sp+p1)+po
= (Ry- Ry)-Sp+ (Ry-p1+ p2)
= HR3-Sp+p3

Dies gilt fiir alle P € R®. Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung.

R,-Sp+p;=(R,-R)-S, +(R, - p,+ p,)

0 1 0 0
S, [OJ — P,y = R2 P+ P, S, [o S, H S, [OJ
0 0 0 1

\

R,=R,-R,




Bemerkung

* Folgen von Stellungstransformationen
liefern bei der Berechnung komplizierte,
schwer handhabbare Ausdrucke

T4 :T3 ’Tz 'T1
Tz 'T1 — (Rz ' Rl’ Rz Pt pz)

T4:(R3'R2'R1’R3'(R2' P+ pz)"’ ps)



Eigenschaften

T=(R,p)

R — orthogonale Matrix R_l — RT > ‘d@t(R)‘ =1

(ARB)_l:BRA




Beispiel — Rotation x-Achse

1 0 0 1 0 0
R, =|0 cosa -sina N (R, )'=|0 cosa sina
Xy 0 j X

Sinad COS« 0 —-siha COSa

N 1

1 1 0 0
0 cosa -sina —_—> (R.) =|0 cosa sina
0

Sinad COSa 0 —-sina COS«x



Gruppe der
Stellungstransformationen

ST ={T:T=(R.p), R*=R"|

bildet eine Gruppe bezuglich der Hintereinanderausfuhrung

Einselement: E = (l ,6)

Inverses Element: T'!= (RT ,_RT : p)




Bewels

Ty - Ty = (Re - Ry, Ry - p1 + p2) € ST,
wegen
(Ry-Ry)™ = R Ry' = RT . RT — (Ry- R,)T.

T-E=(R-I,R-0+p)=(R,p)=T

E-T=-RI-p+0)=(Rp =T

7' 7T=(R' R R -p+(—RV .p)=(1,0)=E

T-T7'=(R-R'R-(—R' -p)+p)=(1,0)=F



4.5 Homogene Koordinaten und
homogene
Transformationsmatrizen



Homogene Koordinaten

P=(xy,2) eR® P, =(hxhy,hzh)", heR, h=0

In der Kinematik ist h=1 wichtig

Unter einer homogenen Transformationsmatrix D verstehen wir eine 4 x
4 - Matrix mit folgenden Aufbau:

+ R-3x 3— Matrix D R T
« T-3x1-Vektor o
 P-1x3-Vektor

e S-—Zahl P S

R kann fur die Rotation und Skalierung benutzt werden.
T beschreibt die Translation, P die Perspektivtrans-
formation und S ebenfalls eine Skalierung



Beispiel 1

* Die Translation um den Vektor (T,, T, T,) wird folgendermaf3en
beschrieben:

1 00 T,)\(x) (X+T,
OlOTy.y:quTy
0 01T ||z| |z+T,
000 1)1 1



Beispiel 2

- Eine Skalierung mit den Faktoren [ 0 0 0}(X} [Sx

S, S,, S, ist gegeben durch: 05, 0 01y |5y

0 0 S, 0|z S,z

0 0 0 1/)\1 1
+ Sollen alle drei Achsen um den 100 0)/xy (X
gleichen Faktor S skaliert werden, 0 0|yl |Y
dann kann diese Gesamtskalierung 1 0(,]7]z
auch durch folgende Matrixmulti- o ! . 1
plikation beschrieben werden: S S

 Die Division durch die vierte Koordinate 1 liefert die ublichen
kartesischen Koordinaten. S



Beispiel 3

 Die Rotation um die x-Achse mit Winkel ¢, ist folgendermalen
moglich: 1 0 0

0) (x X
0 cos@,) —sing,) O||y| |ycose)-zsing,)
0 sin@) cosg) O||z| |ysing)+zcosg,)
0 0 0 1)/\1 1
. Analo_g beSChreibt man die cosg,) 0 sing,) 0)(x) ( xcosg,)+zsing,)
Rotation um die y-Achse 0o 1 0 o0|ly y
mit Winkel ¢, und die Rotation | _sing) 0 cose,) 0|z | |-xsing,)+zcosg,)
um die z-Achse mit Winkel ¢, o o o 11 1
cos@,) -sing,) 0 0)(x) (xcosg,)-ysing,)
sing,) cosg,) O Of|y| |ycosg,)+xsing,)
0 0 10|z z
0 0 0 1)1 1




Beispiel 4

Die Zentralprojektion auf die Parallele zur (x, y) -Ebene im Abstand f
mit Projektionszentrum im Koordinatenursprung ist gegeben durch:

1000 X

_ N < X

01
00
00

|,k O
o O o
|
—h|NN<

Zur Berechnung der kartesischen projizierten Koordinaten muss
durch die vierte homogene Koordinate dividiert werden.

X f y z
Z z z zZ 4
f f

—h‘N|><



Stellungstransformation

R
SH,={M:M= Pl iR
0 001 )
Einselement; 1 000
0100
E—
0010
0001

P(M)=M=

0

0

011

Gruppe bezuglich

der Matrizenmultiplikation

Inverses Element:

M™ =

_RT.p




Bewels

. R
A IR L I VA B
0O 0 0]1 0 0 0] 1
Ri-Ry |Ri-po+t
M,y - My = L L
0 0 1

Rﬂ;’bgen (Rl . RQJ_I = (Rl . RQ}T f__’,llt Jufrl . :'lirg < 5H4



Eigenschaft

Die Gruppen ST und SH, sind isomorph

VT, T,eST: Y(,-T,)=Y(T,) - ¥(T,)

Beweis: T1 = (Rl, pl) T2 = (Rz, IOZ) T1’T2 — (Rl ) R2’ Rl' P, + pl)
lP(Tl): M1: " &
O 0 O 1
|:> ¥ (T, -T,) = R R Pt Py =M,;-M, =¥ (T,) ¥Y(T,)
0 0 0 1




Eigenschaft

T =(R, p)

P,QeR’ T(P)=0Q

SV

Beweis:

0 0 0I1

wm=m= P
00 01
Qy=M-P,




Bemerkungen

* Die Gruppen ST und SH, sind nicht kommutativ

« Das Resultat von Stellungstransformationen
kann mit homogenen Koordinaten berechnet

werden
* Die Hintereinanderausfuhrung von

Stellungstransformationen kann auf die
Multiplikation von Matrizen zuruckgefuhrt

werden



4.6 Beschreibung der
Roboterkinematik nach
Denavit-Hartenberg



Satz

Gegeben: KS B

gerichtete Gerade (Achse) A

—— > 99 (Koordinatensystem)

O, €A Z - Achse von S ist gleichgerichtet mit A

T=(R,,B, ) ——> 36,d,a,acR

Y(T)=M =Rot,(8) -Trans,(d)-Trans (a)-Rot, («)




Transformationen

1 0 0
0 cos(a) -sin(x)
0 sin(a) cos(x)
0 0 0

Rot, (&) = Trans, (a) =

R O O O
o O O -

cos(d) —sin(0)

0
Rot. (6) = sin(d) cos(0) (1) Trans, (d) =
0

0 0
0 0

L O O O
o o O Bk

o » O O

o o —» O
b O O Y

o O O
R O O O

o o +— O



Koordinatensystem S

Zwischen-KS

Normale

Z. "A=0
Z, nicht parallel A

T, =(*Rs.Zo. )
T, =Trans (a)-Rot, ()

T, =(°R;.Bo, )
T, =Rot,(0)-Trans,(d)

T=T1,-T,
T5(Sp) =T,(T,(Sp)) =T,(Z5) =B,




DH — Parameter (Quadrupel)

Q
O




Z. "A#D

z, parallel A

Zo "A#D
z, parallel A

Spezialfalle

—> a=0

—> | d belieblg, a=0va=r

—>

d,f belieblg, a =0va=x, a=0




Anwendung auf Roboter

offene kinematische Kette
n Gelenke

beliebiges festes KS B=S,, bezuglich
dessen die Roboterbasis unbeweglich ist

im Effektor sei ein KS E=S_,, gegeben

die Gelenkachsen seien von der
Roboterbasis beginnend, von A, bis A
durchnumeriert



Anwendung des Satzes

B—S, ‘ S, (O €A) ‘ S, (O, €A)
A—> A (6s, 0o, 84, ) (6,,d,,a,,,)

Bei einer Bewegung des Gelenkes 1 andert sich im Quadrupel

(6,d;,8;, )
entweder 91 Rotationsgelenk

oder d1 Translationsgelenk



2 benachbarte Gelenke

N

A, und der gesamte restliche
Roboterarm dreht sich um die
Achse A, (Rotationsgelenk)

Die drei Grolen,
d,a,a

die sich nicht verandern (bei
Bewegung von Gelenk 1)
spezifizieren das Glied, welches
A, und A, verbindet.



Anwendung des Satzes

: S, (052 e A)

B—S, ‘ S, (O €A)
A— A (6,,d,,2,,a,)
S; (O € A)
(61 din80a1)] 1<j<n-1
S (Osn e A)
(en—l’dn—l’an—l’an—l) I=n

(6,d,,8, ;)

Si+1 (OSi+1 = Ai+1)
(6.d;,a;, )

Sn+1 (OSn+1 < ZE)
(en’dn’an’an)




Transformationen

2 - Achse von F
Sn.+1
Gelenkachsen / /Transformation S, >E=S,.,,
| (Org1, dng1,0,0)
\
%’ Spia Effektor
DH — Quadrupel — _

—_ s, Gelenk — KS

(Ql.dl. (il.(ll)

Eine Bewegung des Gliedes
zwischen A,und A,,, verandert

i+1

alle KS S;mit j< j<n+2

(90- do, ag, 060) /
/ Sl




Offene Kinematische Kette
B>A—->A—>--->A —>A —>E

SN

(HO’dO’aO’aO) (911d11a11a1) e (en’dn’an’an) ( n+1? n+1 O)

(6.,d.,a,a) 1<i<n

e\

Ein Parameter reprasentiert die Gelenkbewegung 3 Parameter sind konstant
(Gelenkvariable)



2 Gelenke

Gelenk 1+1




DKP — Kinematische
Grundgleichung

u-| e B

0O 0 01

n+1

M :(mIJ )I o = | | Rot, (6,)-Trans, (d;)-Trans, (a,) - Rot, (¢;)

\C

\

12 nichttriviale skalare Elementgleichungen




Bemerkungen

» konnen die DH — Parameter beliebig
gewahlt werden, so setzt man sie I. a.
gleich O

» die Gelenkubergange werden einheitlich
beschrieben

* die Bewegung des Gelenkes wird nur
durch einen Parameter modifiziert



Zusammenfassung

M:(m)

Ij—

n+1

HRot (8))-Trans,(d,)-Trans (a )-Rot, ()

M=]]M,
i=0

n+1

n+1

=0

=] [ Rot,(6,)-Trans, (d,)-Trans, (a,) - Rot, ()

0
0

Cos 6,
sin 6,

—siné

Cos 6,
0
0

o O O

R O O O

o O O -

o o +— O

o — O O

L Q2 o o

o o O Bk

o o +— O

o O O

QD

— O O

o O O k-

0

cosq,
sin ¢

0

0

coSc,
0

R O O O




Zusammenfassung

cos#h -sing 0 0)(1 0 0 0)(1 0 0 a)(1 O 0
sing. coséd O 0|0 1 O 0|0 1 O O||0 cose, -sing
0 0 1 0[[0 01 d|[|00 1 0[[0 singg cose,
0 o o0 1)looo 1/looo 1)lo o 0
(cosd, —cosa,sind,  sina, sind  a cosd,)
M sinf, cosg,coséd.  —sing;cosd,  a. sino,
! 0 sin cosa, d
L0 0 0 1

b, O O O




Beispiel — Zwelarmmanipulator

A, und A, stehen senkrecht
auf der Bildebene

DH - Parameter

1 7 i [ i oy

0l 0o 0 0 0
116, 0 1y 0
200, 0 I, 0
310 0 0 0




Beispiel — Zwelarmmanipulator

M=M,-M,-M,M,=M,-M, M,=M, =1

¢, —-s 0 Ilg c, —s, 0 g, s, =sin 6,
s, ¢ O Is S C 0 Ls
M1: 1 1 1*~1 M2= 2 2 2%2 CiZCOSHi
O 0 1 0 O 0 1 o0
0 0 0 1 0 0 0 1 s; =sin(g, +0;)
C; =cos(6, +06;)
C12 _ S12 0 |2C12 + I1(:1
M _ S12 C12 O IZSl2 + Ilsl
0 0 1 0
0 0O O 1




Beispiel mit PUMA 560




Gelenk i | 6, d; Gelenk-Bereich
-160 zu 160
-225 zu 45
-45 zu 225
-110 zu 170
-100 zu 100

56.25 mm -260 zu 266
-Koordinaten-Parameter von PUMA 560

=

\

o]

431.8 mm
-20.32 mm

149.09 mm

433.07 mm

(Gelenk i} 0; Joi | ai [ di | Gelenk-Bereich
L JooJo] o | 0 | -160zu160
2 JO0]O ]4318mm J149.09mm| -2252u45
3 J9o0Joo]-2032mmf 0 | -45zu225
4 JOoJ-90] 0 [43307mm] -1102u170
S5 JogJoo] o [ 0 | -100zu100
6 JoJo] 0 ]5625mm | -266zu266

>

Gelen



Puma 560

'T, — fll }lg 4-43

1 Cy —S1 C1Soy ayCCy + asC1Coq — dy Sy
S1C5 S1593  @2.51C5 + a351Cas + da(Cy
—S523 0 23 —ag.59 — (323

0 0 0 1

und

T" = A A5 A



Puma 560

C,CsCh — SyuSs —CyCsSs — S,Cl
S,CsCls + OS5 —S4C5Ss + C4Cy
~ S S S
0 0

wobei C;; = cos(0; +6,;) und S;; = sin(0, +06;).




Puma 560

! 21 S T ”I j)l

My Sy Gy Dy
n, s, a, p.

Tb — .TI.TH —

wobei

ne = C|Co3(CyC5Cs — S4Se) — S2355C| — S1(54C5Cs + CySg)



4.7 Inverse Kinematische
Transformation (IKP)



Inverse kinematische
Transformation (IKP)

Gegeben: Lage zwischen Effektor und Roboterbasis

n+1

M =(mij)i“’j:1=]i:0[|\/|i

Gesucht: Gelenkparameter

6 bzw. d. 1<i<n




Probleme

* Die Losungen sind oft nicht eindeutig. Es
gibt also mehrere Gelenkstellungen, die
zur gleichen Effektorstellung fuhren.

Armstellung 1

Armstellung 2




Probleme

Die gefundene mathematische Losung kann
eine unzulassige Stellung ergeben.

— ein Winkel ist aufgrund mechanischer Begrenzungen
nicht einstellbar

— Glieder des Armes kollidieren mit Hindernissen
unzulassige Zwischenstellung bei einer

Bewegung von der Ist-Stellung zur neuen Soll-
Stellung

fur die Ruckwartsberechnung existiert kein
allgemeines Verfahren

schnelle Berechnung notwendig (wahrend der
Bewegung des Roboters)



Berechnungsmoglichkeiten

« analytische Verfahren

— expliziter Zusammenhang zwischen den
Gelenkparametern und den Elementen der Matrix M

(einfache Gelenkanordnung)

* roboterspezifische Vorgehensweise

— Formeln fur die Ruckwartsrechnung lassen sich
geschlossen angeben

— keine Rechnung uber die Transformationsmatrizen
erforderlich

« Naherungsverfahren



Ansatz von Paul zur Losung des
IKP

Aufstellung der kinematischen Grundgleichung: M=M 0" M 1°°" M n+1

Umformung: M()_l M = Ml |\/In+1
Ml_lMo_lM :Mg'”Mn+1

Elementweises Gleichsetzen
liefert 12 nichtriviale

M*--M3*-M =M Gleichungen fiir jede dieser
" 0 n+l Matrixgleichungen

Auswertung dieser Gleichungen



Planarer Zweiarmmanipulator

Gegeben:
cosa -Sina 0 X
sinae cosa 0 vy
M =
0 0 1 0
0 0 0 1

kinematische Grundgleichung:

C, —Sp 0 1, +lc
M = S, Cp, 0 Lsy,+ls

0 0 1 0

0 0 O 1




Planarer Zweiarmmanipulator

cosa —-Siha 0 X

sinae cosa 0 vy
M =

0 0 1 O

0 0 0 1

cos(fy + 02) = cos(a)
sin(#y + #2) = sin(a)
r = lycos(6; + 0y) + [ cos(6y)
y = lysin(fy + O2) + 1 sin(6,)

c, —S, 0 Lc,+lc s, =siné,
S12 C, 0 |2512 + |151 C, =COS (9i
0 0 1 0 _
0 0 0 1 s; =sin(6, + ;)

C; =cos(f, +06,)

6, + 0y = atan2(sin(a), cos(a)) = a

y — lasin(a) = — ls cos(av)

)

¢y = atan?2 (

l4 [
a— 64 —mT<a—0; <
92: (1-91+?T Q—QIS—?T

a—60;—m a—0; >7
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