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Kapitel 1

Mehrdimensionale Integralrechnung

1.1 Flachenintegrale

Es seien B = [a,b] X [c,d] ein Rechteck und f: B — [0, 00) eine stetige Funktion. Wie grof§ ist
das Volumen unter dem Graphen {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € B} der Funktion f, d.h. das Volumen
V des Korpers K = {(z,y,2) € R*: (z,y) € B,0< 2 < f(2,9)} ?

Erste Antwort: Der Flicheninhalt einer Schnittfliche durch K parallel zur zz-Ebene ist

gleich a(y / f(x,y)dx, so dass das gesuchte Volumen gleich

v:/cda(y)dy=/cd (Lbf(x7y)dw> dy

sein miisste. Analog wiirde man durch Vertauschen der Rollen von z und y die Formel

:/ab (/cdf(w,y)dy> di

Beispiel 1.1 Fir B = [3,4] x [1,2] und f : B — R, (x,y) — (22 +y)~2 berechnen wir mittels

der in der ersten Antwort vorgestellten Methode V = %ln %

erhalten.

Zweite Antwort: Zwei Zerlegungen
Zy =A{zo,x1,...,2n} € Z[a,b] und Zs ={y0,Y1,---,Ym} € Z|c,d]

der Intervalle [a, b] und [c, d] erzeugen eine Zerlegung von B in Teilrechtecke Bjj = [xj_1,%;] X
[Yk—1, k] . Wir definieren

my, = inf {f(z,y) : (z,y) € Bjx} und My, =sup{f(z,y): (z,y) € Bjx} .

Dann gilt bestimmt

n m n m

(f Zl X ZQ = ZZkaA]k < V< ZZM]kAJk = SO(f;Zl X ZQ),

Jj=1k=1 Jj=1k=1

wobel Aji = (xj —2j—1)(Yx — Yk—1) =: | Bji| den Flicheninhalt des Teilrechtecks Bjj, bezeichnet.
Su(f; Z1 x Zs) bzw. So(f; Z1 X Z3) nennt man Darboux’sche Unter- bzw. Obersumme der
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8 KAPITEL 1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRALRECHNUNG

Funktion f bzgl. der Zerlegung Z; x Zy (vgl. [1, Beweis von Satz 7.2] oder [7, Abschnitt 5.5]).
Wir definieren nun unteres und oberes Darboux’sches Integral als

Ju(f) =sup{Su(f; Z1 X Z3) : Z1 € Z[a,b], Z3 € Z|c,d]}

und
Jo(f) =t {So(f; Z1 X Z3) : Z1 € Z[a,b], Zy € Z|c,d]}

Definition 1.2 Es seien B = [a,b] X [¢,d] ein Rechteck und f : B — R eine beschrinkte
Funktion. Man nennt f auf B Riemann-integrierbar, falls J,(f) = Jo(f) gilt, und bezeichnet

diese Zahl mit
/ f(z,y)d(z,y).
B

Es ergibt sich natiirlich die Frage, ob erste und zweite Antwort auf das gleiche Resultat fiihren.
Der folgende Satz 1.3 liefert die Antwort “Ja”.

Satz 1.3 (Fubini) Essei f: B — R auf dem Rechteck B = [a, b] X [c, d] Riemann-integrierbar.
Ezistieren die Riemann-Integrale

d
=/ fla,y)dy Yz elal,

J[ s i = [ swas

Bemerkung 1.4 Unter den Voraussetzungen der Definition 1.2 ist f genau dann Riemann-
integrierbar auf B , wenn eine Zahl I existiert, so dass es fiir jedes € > 0 eine Zerlequng Z1 X Zy
des Rechteckes B gibt mit

so gilt

n

m
I— Zf fg,ﬁk |Bjk;| <e V(fj,ﬁk) S B]k
=1 k=1

Definition 1.5 Es seien B C R? eine beschrinkte Menge und f : B — R eine beschrinkte
Funktion. Ferner seien B® = [a,b] x [c,d] ein Rechteck mit B C BY sowie

5 f=y) s (zy) e B,
f(x’y)'_{ 0 : (z,y)eB°\B.

Wir sagen, dass f auf B Riemann-integrierbar ist, falls f auf B Riemann-integrierbar ist,

und setzen in diesem Fall
/ f(z,y)d(z,y) = / fla,y)d(@,y).
B BO

Diese Definition ist korrekt, d.h. unabhingig von der Wahl des Rechtecks B?. Mit yp : R> — R
bezeichnen wir die Indikatorfunktion der Menge B C R?, d.h.

N (x,y) € B,
xa(®y) = 0 : (z,y)¢B.
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Definition 1.6 Eine beschrinkte Menge B C R? heifit Jordan-messbar, wenn die Indikator-
funktion xp auf B Riemann-integrierbar ist. Man nennt dann

Bl = /[ xate.n .y

das Jordan-Maf} von B. Eine Menge B C R? mit |B| = 0 wird Menge vom (Jordan-)Maf3
Null oder kurz Nullmenge genannt.

Offenbar gilt fir B € BY = [a,b] x [c, d] folgende Aquivalenzkette:
|IB| =0 < Jo(xB) =0 < Ve >03Z, € Zla,b|, Zy € Z[c,d] : So(xB; Z1 X Z2) < €

Dabei gilt S,(xB; 21X Z2) = Z |B?k| . Damit sieht man schnell ein, dass aus |B1| = |Ba| =0
B, NB#0

folgt |By U Bg| = 0 und dass aus |By| = 0 sowie By C Bj folgt |By| = 0. Fiir ein € > 0 und

einen Punkt (z,y) € R? bezeichnen wir mit U.((x,y)) die (offene) e-Umgebung um den Punkt

(x,y), d.h,

Uel(@,y) = {('.y) € R /o =) + (f )’ <&} .
Satz 1.7 FEine beschrinkte Menge B C R? ist genau dann Jordan-messbar, wenn ihr Rand
OB = {(z,y) € R?: Uc((z,y)) N B # 0 und U-((z,y)) N (R*\ B) #0 Ve > 0}
eine Menge vom Maf$ Null ist.
Sind ¢1,p2 : [a,b] — R zwei stetige Funktionen mit ¢1(z) < p2(z) Ya € [a,b], so nennen
wir B = {(z,y) € R* :a <2 < b, ¢1(z) <y < p2(x)} einen Normalbereich. Der Graph Gy =

{(z, f(z)) : a <z < b} einer stetigen Funktion f : [a,b] — R ist eine Menge vom Maf} Null.

Folgerung 1.8 Jeder Normalbereich ist Jordan-messbar.

Satz 1.9 Sind f : B — R stetig und B C R? Jordan-messbar und kompakt, so ist f auf B
Riemann-integrierbar.

Folgerung 1.10 Sind f: B — R stetig und
B={(z,y) eR*:a <z <b, p1(x) <y < po(2)}

ein Normalbereich, so gilt

/[ r@aen - | b / (()) f(z,y) dydz.

Beispiel 1.11 Fir B = {(z,y) e R*:0< 2 <1,2° <y <z} und f : B — R, (z,y) —

2 +y erhalten wir
1 Nz 33
J[@snian = [ |7 v payde= 5.
B 0 2 140
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Beispiel 1.12 Wir berechnen das Volumen V eines FEllipsoiden mit den Halbachsen a,b,c €
(0,00), d.h. des Kirpers

2 2 2

x Yy z
E = R3: 2+ 2 12 <14,
{(m,y,z) € atptas }

Wir erhalten

a by/1-%3 2 2 Arab
V:8c// 1—x——y—dydm: rave.
0o Jo

a? b2 3

Bemerkung 1.13 Sind [ auf [a,b] und g auf [c,d] Riemann-integrierbar, so ist die Funktion
f(z)g(y) auf B := [a,b] X [¢,d] Riemann-integrierbar, wobei

/ /B F(@)g(y) d(z,y) = / flayde / "ot dy.

Bemerkung 1.14 Es sei B C R? eine kompakte Menge.

(a) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar und o, € R, so ist auch af + fg auf B
Riemann-integrierbar, wobei

//B[ozf(:c,y) + Bg(z,y)| d(z,y) = oz//B f(z,y)d(z,y) +5//B g(z,y) d(z, y)

gilt. D.h., die Menge der tiber B Riemann-integrierbaren Funktionen ist ein linearer Raum
und das Riemann-Integral ein lineares Funktional auf diesem Raum.

(b) Ist |B| =0, so gilt // f(z,y)d(xz,y) =0 fiir jede beschrinkte Funktion f: B — R.
B

(¢) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar und f(x,y) < g(z,y) fir alle (z,y) € B mit
evtl. Ausnahme einer Menge vom Maf Null, so gilt

//B f(@y)da,y) < / /B 9(e.y) d(z,y).

(d) Sind f und g auf B Riemann-integrierbar, so auch |f|, max{f,g} , min{f,g} und fg.

Dabei gilt
]t < [[ 1@y,

(e) Sind f auf By und By Riemann-integrierbar sowie |B1 N Bo| = 0, so ist f auf By U Bo
Riemann-integrierbar, wobei

//BIUBQf(:c,y) d(z,y) Z/B1 f(z,y)d(z,y) +/32 Flz,y)d(z,y) .

(f) Sind f: B — [a,b] auf B Riemann-integrierbar und g : [a,b] — R stetig, so ist go f :
B — R auf B Riemann-integrierbar.

Bemerkung 1.15 (Mittelwertsatz) Sind B C R? Jordan-messbar, f : B — R Riemann-
integrierbar und m < f(x,y) < M fir alle (x,y) € B mit evtl. Ausnahme einer Menge vom Maj3
Null, so gilt

m|B| < / /B f(z.y)d(z,y) < M|B|.
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1.2 Variablensubstitution in Flichenintegralen

. 9 u gt (u,v) . L .
Es sei g : @ — R~ v = g(u,v) = P (u,v) eine injektive, stetig differenzierbare
Abbildung auf der offenen Menge © C R?. Sind R = [uy,up] X [v1,v2] C Q ein “kleines”
Rechteck und R = g(R) dessen Bild beziiglich der Abbildung g, also i. Allg. ein “krummlinig

berandetes Parallelogramm”, so gilt

gu(ur,v1)  gy(ur,vr)

gu(ula Ul) gv(u17 Ul)

det

‘-IRI-

Satz 1.16 Die Abbildung g : Q@ — R? sei auf der offenen _Menge Q0 C R? injektiv und stetig
differenzierbar mit det g'(u,v) # 0 fir alle (u v) € Q. Sind B C Q kompakt und Jordan-messbar
sowie f g(B) — R stetig, so ist B = g(B) kompakt und Jordan-messbar, und es gilt

/f:cy (z,y) //f u,v))| det g’ (u, v)| d(u, ).

J(u,v) := det ¢’(u,v) nennt man auch die Funktionaldeterminante der Transformation g .

Beispiel 1.17 (Polarkoordinaten) Wir betrachten g : [0,00) x [0,27] — RZ%, (r,¢)
(rcosp,rsing). Auf Q = (0,00) x (0,27) sind die Voraussetzungen von Satz 1.16 erfillt, denn
dort gilt

cosp —rsinp
det ¢ (r, p) = det [ ] =r.

sinp  rcose

Durch geeignete Grenziiberginge kann man aber zeigen, dass z.B. fiir den Kreis
B = {(x,y) e R?: 22 4+ 2 §7°(2]} , 10>0,

und eine stetige Funktion f: B — R gilt

/ fla,y) diz,y) = / F(rcos o, rsin @) d(r, o)
B R
mit R = [0,ro] x [0,27].

Beispiel 1.18 (verallgemeinerte Polarkoordinaten) Wir berechnen den Flicheninhalt |B|

der Ellipse
2 2

T
B:{(x,y)eR2 —+b—2§1} a>0,b>0,
und verwenden dazu die Substitution
g(r,p) = (arcosp,brsing), (r,p) € [0,1] x [0,27].

Es folgt J(r, ) = abr und A = wab.

Beispiel 1.19 Wir berechnen

o0 2 R 2
I:/ e ¥ dr= lim e ¥ dx

fo%) R—o0 -R

unter Verwendung von

R 2 2 R 2 R 2 2 2
(/ o dx) ~[ e [ ay= [[ ey, Qn= R RE,
—R —R —R R

und erhalten I = /7.
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Beispiel 1.20 Wir berechnen den Flicheninhalt der Menge B C R? | die von den Kurven y? =
pr,y? =qr (0 < p<q) und 2> = ay, 2% = by (0 < a < b) berandet wird. Unter Verwendung
der Substitution

ur, 2*=vy, p<u<qa<v<b,

(b—=a)(g=p)

=
ol

y* =
d.h., v = (w?)3 und y = (u*v)? | erhalten wir J(u,v) = —% und |B| =

1.3 Verallgemeinerung auf den m-dimensionalen Fall

Séamtliche Begriffe aus Abschnitt 1.1 lassen sich problemlos auf Funktionen f : B — R iiber
kompakten Bereichen B C R™ iibertragen, indem man zuerst das Riemann-Integral iiber einem
m-dimensionalen Quader [aj,b1] X -+ X [am, by] definiert und dann zu kompakten Bereichen
B C R™ iibergeht. Der Satz von Fubini kann induktiv verallgemeinert werden. Bem. 1.4, Satz
1.7, Satz 1.9, Bem. 1.13-1.15 und Satz 1.16 gelten analog.

Einen Punkt x € R™ schreiben wir sowohl in der Form = = (z1,...,,,) als auch in der Form
T
x = : . Aulerdem verwenden wir die Bezeichnungen
Tm

(z,y) Z TEYk

fiir den Betrag (Euklidische Norm) und das innere Produkt, wobei z = (z1,...,2m), y =
(y17"'7ym) eRm

Beispiel 1.21 (Zylinder- und Kugelkoordinaten) Fir die Substitution
g(r,p,z) = (rcosp,rsingp, z)
gilt det ¢’ (r,p,2) =71, (1,0, 2) € [0,00) X [0,27] x R (Zylinderkoordinaten). Fiir
g(r,p, ) = (rcos ¥ cos p, rcos ¥ sin ¢, 7 sin )

erhalten wir det ¢ (r, ¢, ) = r?cos ¥, (r,¢,9) € [0, oo) [0 2n] x [-Z,
Das Volumen der Kugel B = {(m,y, YER3 22+ 942+ 22 < R2} >

2w R 3 3
R 4T R

/// d(z,y, 2) / / / r2cosVdrdddp =2r -2 — = i
B z Jo 3 3

Beispiel 1.22 (verallgemeinerte Kugelkoordinaten) Wir berechnen das Volumen des El-
lipsoiden E mit den Halbachsen a,b,c (vgl. Bsp. 1.12) unter Verwendung der Transformation

(Kugelkoordinaten).

3] (
0, ergibt sich damit zu

g(r,o,9) = (ar cos ¥ cos @, br cos¥sin p, crsind),  (r,p,9) € [0,1] x [0, 27] x [—g, g} .

Wir erhalten J(r,,9) = aber? cosd und das Volumen

2 z 1 4
/// d(x,y,Z):abc/ /2 / r2 cos ¥ dr di dp = 7Tabc.
o 0 J-3J0 3
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Beispiel 1.23 Wir nehmen an, dass sich der Bereich B C R? unter Verwendung der Polarko-
ordinaten in der Form

B={(rcosp,rsing) : 0 <r < p(p), p1 < ¢ < pa}

mit einer stetigen Funktion p: [¢1,p2] — [0,00) schreiben lisst. Es folgt

\B!=//Bd(ﬂc,y):/:2 /OP(W)V"dew:%LTQ[p(w)]de- (1.1)

Bemerkung zu verallgemeinerten Riemannschen Integralsummen:

Es seien Z = {Bj,..., By} eine (verallg.) Zerlegung des messbaren Kompaktums B C R™ in
zusammenhéngende messbare Kompakta Bj, so dass |[Bj N By| =0 fir j # k,und f: B— R
eine stetige Funktion. Mit d(Z) = max {d(B;) : j = 1,..., N} bezeichnen wir den Durchmesser
der Zerlegung Z, wobei d(B;) = sup{|z’ —2"|:x ,x” € Bj} . Wir betrachten Summen der

Gestalt
N

> f@)Bj|, ' eB.

j=1
Gibt man sich nun ein € > 0 vor und wéhlt den Durchmesser der Zerlegung so klein, dass

£
|B| +1

F@) — Fa")] < Voo € By j=1,...,N

gilt (gleichméBige Stetigkeit von f auf B !), so folgt aus Bem. 1.15

/ f(x)dz = £(¢)|By]
B;

fiir ein &/ € B; und unter Verwendung von Bem. 1.14(f)

N

[ r@de =37 1B = 3 (1€ - 1) 1Byl| < 1B <

Jj=1

Also: Haben wir eine Folge verallgemeinerter Zerlegungen von B und eine beliebige zugehorige
Folge verallgemeinerter Riemannscher Integralsummen, wobei die Durchmesser der Zerlegungs-
folge gegen Null konvergieren, so konvergiert die Folge der verallgemeinerten Riemannschen
Integralsummen gegen das Integral der stetigen Funktion f .

1.4 Beweis der Substitutionsregel

Die Verallgemeinerung von Satz 1.16 auf den m-dimensionalen Fall lautet:

Die Abbildung g : @ — R™ sei auf der offenen Menge 0 C R™ injektiv und stetig differenzierbar
mit det g'(u) # 0 fir alle w € Q. Sind B C Q kompakt und Jordan-messbar sowie f : g(B) — R
stetig, so ist auch B = g(B ) kompakt und Jordan-messbar, und es gilt

/f dm—/f D)l det g/ (u)] d .

Wir erinnern an den Satz iiber die Umkehrabbildung (vgl. [1, Satz 5.29]):
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Sind f: Q — R™ auf der offenen Menge Q C R™ stetig differenzierbar, z° € Q, det f'(2°) # 0
und y° = f(z%), so existieren offene Mengen U C Q und V C R™ mit 2° € U und y° € V', so
dass f : U — V bijektiv und f~1 : V — U stetig differenzierbar sind. Dabei gilt

Y W= w)] vyev.
Zum Beweis der Substitutionsregel verwenden wir wesentlich die folgenden Satze 1.24-1.27.
Satz 1.24 (Zerlegungssatz) Es seien m =2,3,..., Q CR™ eine offene Menge,
g:Q—R" u— (g1(u),...,gmw))

stetig differenzierbar und det ¢'(u) # 0 fir alle w € Q. Dann existieren fiir jedes u® € Q eine
offene Umgebung W C Q von u® und Funktionen

v W —R" w:¢p(W)—R™
mit folgenden Figenschaften:
(a) Das Bild (W) ist offen
(b) Die Funktionen v und w sind injektiv und stetig differenzierbar.

(¢c) Bei geeigneter Numerierung der uy, ..., Uy, gilt

Y(u) = (Pr(u), ..., Ym-1(w),um) YueW

und

w) = (v1,...,vpm—1,wm(v)) Yo epW).
(d) Es gilt g(u) = w((u)) fir alle uw e W

Satz 1.25 FEs seien  C R™ eine offene Menge und g : 0 — RP stetig differenzierbar, m < p.
Ist N C Q eine kompakte Menge vom Jordan-Maf Null, so ist auch g(N) eine solche Menge.

Satz 1.26 Ist f : K — R™ auf der kompakten Menge K C R™ stetig, so ist auch das Bild
f(K) kompakt.

Satz 1.27 FEs seien Q C R™ eine offene Menge, g : Q@ — R™ injektiv und stetig differenzierbar
sowie ¢'(x) € GR™ ™ fiir alle x € Q. Ist B C Q kompakt und Jordan-messbar, so gilt dg(B) =
g(0B) , und g(B) ist Jordan-messbar.

Folgerung 1.28 Unter den Voraussetzungen des Satzes zur Substitutionsregel ist B = g(é)
kompakt und Jordan-messbar, so dass wegen der Stetigkeit von f und g sowie g’ nach Satz 1.9
die Integrale

/ f@)de und [f<g<u>>|detg’<u>|du
B B

existieren.
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Beweis der Substitutionsregel:

(A)

Wir nehmen an, dass die Substitutionsregel fiir jeden Quader Q) C B gilt,
fa dm—/ F(g(w)| det g/ (u)| du,
9(Q)

und betrachten die allgemeine Situation: Es sei F = {Q1,...,Q;} eine Uberdeckung von
B durch Wiirfel Q;, wobei [Q; N Q| = 0 fir j # k gelte. Wir definieren

Mlzz{je{l, T} QjﬂﬁB#@} {]6{1 T}:QJ-CE},]:Z-:UQJ.
JEM;

Aus dem Beweis von Satz 1.25 wissen wir, dass die @); so klein gewihlt werden koénnen,
so dass eine Konstante cg € R existiert mit |g(Q;)| < ¢o|@j|, j=1,...,7. Ist nune > 0
beliebig vorgegeben, so kinnen die @); auch so klein gewihlt werden, dass |F;| < € gilt.
Aus E\]:g C F folgt | B\ Fa| < e, so dass |g(F1)| < coe und wegen g(B)\ g(F2) C g(F1)
auch |g(B) \ g(F2)| < cpe gilt. Ferner bemerken wir, dass eine Konstante ¢; € R existiert,
so dass | f(z)| < ¢1 und |f(g(w))| - |det ¢'(u)] < ¢ fiir alle z € g(B) und alle u € B gilt.
Aus der gemachten Voraussetzung folgt nun

/ f@yde = [ f(gu)|det g (u)|du.
9(F2) P

Das impliziert

/ f(zx dx—/f ) | det ¢’ (u)] du

/  f@)de - / F(g(w)) | det ¢/ (u)| du
9(B)\g(F2) B\F>

S/ \dx—i—/ |f(g(u)] - |det g’ (u)] du < c1(co+ 1)e.

g B)\g (F2) B\F»

Es seien B = [a1,b1]X. .. X [am, bm] und g(u) von der Gestalt g(u) = (1, . . ., Um—1, gm(u)).
Wir verwenden die Bezeichnungen v’ = (uy,...,up,—1) und 2’ = (x1,...,2;—1), haben

also g(u) = g, um) = (v, gm(u)).
1. Fall: det¢'(u) >0 Vue B

Offenbar gilt det ¢’ (u) = agam(u) . Es folgt
Um
B —g {x ER™:a; <z <bj,j=1,....m—1, gn(@, an) <zn Sg(x/,bm)}

und somit

b1 bm—-1  pbm Agm (u
[ £ () 2 it -
al Am—1 am m

b1 m—1  fgm(u bm)
= / / / (', Zm) Ay Aty 1 -+ - duy
gm (W ,am)
= / f(x)dx
B

/f )) | det g (1) du
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2. Fall: det ¢/(u) < 0 Vu € B, analog.

Damit folgt unter Verwendung von (A), dass die Substitutionsregel fiir alle g : B-—B
der Gestalt g(u) = (u1,. .., Un—1, gm(uw)) gilt.

(C) B wie in (B), aber keine weitere Einschrinkung an ¢g. Fiir m = 1 gilt bekanntlich die
Substitutionsregel. Wir nehmen an, sie gilt fiir m = k — 1 > 1 und zeigen, dass sie dann
auch fir m = k gilt:

Nach Satz 1.24 existiert fiir jedes u’ € Q eine offene Menge U(u’) C Q mit u° €
U(u®) und g(u) = w(®¥(u)) Yu € U(u’), wobei w und 1) Satz 1.24,(a)-(c) mit W =
U(u®) geniigen. Da < U(u) : u € B} eine offene Uberdeckung von B ist, existieren

s
ul,...,u" € Bmit B C U U(uw’). Wir zerlegen B in Teilquader Q, ..., Qs, so dass
j=1

B={JQ;,1Q;NQ| =0 fiir j # k und
j=1
Vie{l,...,sy Jke{l,....,r}:Q; CcUW").

Auf Q; gilt dann g = w 0 1)’ entsprechend Satz 1.24.

Wir haben nur noch zu zeigen, dass
[ s@de= [ fotu)ldeg@ldu, j=1...s,
9(Qj) (oF

gilt. Betrachten also g : Q — R¥, g = wo, Q = [a1,b1] x ... X [ag, bp], w(v) =
(W wr (), ¥(u) = (Y1(u), ..., Yp_1(u),ur), wobei g = wo1) auf einer offenen Menge
U D Q erklirt ist und w : ¢¥(U) — RF sowie 1) : U — R¥ injektiv sind.

Wir definieren Qo = [a1,b1] x ... X [ag_1,bp—1] , U}, = {u e REL: (W uy) € U} und
hay, 1 UL, — Rl e (gr (W ug), - g (0 ug) -

Dann sind U{Lk C R¥=1 offen, Qo c U/, hu, stetig differenzierbar und injektiv, wobei

k )

hy, (u') = [ Og; (W', u) ]kl
o du; ji=1

und g; (v, up) = wi((v',ug)) = ;W ux), j=1,...,k—1, also

Og; (v, u) _ Oy, up)
(3ul- auz ’

so dass
det hy,, (u') = det ¢’ (u',ug) # 0, (det)

weil nach der Kettenregel ¢'(u) = w'(¥(u))¥’(u) gilt. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt also fiir eine stetige Funktion f : hy, (Qo) — R

/ Fayda! = | Flhu (u)) | det b, ()] dud . (1v)
huk(QO) Qo
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o Aus
g(u) :w(zb(u)) - w(wl(u)r"?wk*l(u)?uk)
= (Y1(u), ..., Yp_1(u),wrp(Wr(w),. .., Yve_1(u),ug))
= (g1(u)s- -, gk—1(u), wi(g1(u),. .., ge—1(u), ux))
folgt

gu) =w(gr1(u),...,gx—1(u),ux) und P(u) = (g1(v),...,gk_1(u),ug).

Die Abbildung v' — w(v',uy) ist also fiir alle v € hy, (Qo) und jedes uy € [ay, by
definiert. Wir setzen

FO' ug) == flw®,ug)) | det ' (v, ug)|

und erhalten aus (IV) und (det)

/ FO' up)dv' = / F(hy, (u'), uy,) | det h;k (u)| du
huy (Qo) Qo

= /F(gl(u',uk),...,gk_l(u',uk),uk)|det1//(u',uk)|du'

- /g Fb(ads u)) | det of (o )| dud

Es folgt

by
/ FO' up)d(v ju,) = / / FO' ug) dv' duy,
¥(Q) ar huy (Qo)
by
= / /F(i/}(u/,uk))\detw’(u/,uk)]du'duk
0

:/F kmwym_/f )| det g'(u)] du
wegen

F(tp(u)) |det ¢/ (u)| = f(w(t(u)) |detw'((w))] - |det 9’ (u)] = f(g(u)) | det g'(u)].

AuBerdem folgt aus (B) unter Beachtung von w(v) = (v1,...,vp_1,wi(v)), dass

/ Fwwwmm>=/’fwmwmwwwwwwm>
P(Q)

B /w(Q dx_/ e
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1.5 Ubungsaufgaben

1. Man schreibe das Integral // f(x,y)d(z,y) als iteriertes Integral:
B

(a) B sei das Dreieck mit den Eckpunkten in A = (0,0),
(b) B sei das Dreieck mit den Eckpunkten in A = (0,0),
(c) B werde begrenzt durch x =0, y =1 und y?> = z.

(1,1) und C = (1,0).

B 1
B=(2,1) und C =(1,1).

2. Man berechne

(a) //B:cd(l“,y),wobeiBZ{(ﬂ:,y)6R2:x2+(y_1)2§1’y§2_x},

(b) //B <§>2 d(x,y), wobei B von y =z, x = 2 und xy = 1 begrenzt wird,
(c) / /B yd(z,y), wobei B der Bereich zwischen einem Zykloidenbogen
{(a(t —sint),a(l —cost)) : 0 <t <27}
und der z-Achse ist.

3. Man bestimme mit Hilfe eines Bereichsintegrals das Volumen des Koérpers, der durch das
elliptische Paraboloid z = 222 + y? + 1, die Ebene z + y = 1 und die Koordinatenebenen
begrenzt wird.

4. Stellen Sie das Raumintegral zur Berechnung des Volumens des in der Abbildung gezeigten
Prismas auf.

5. Man berechne mittels eines Raumintegrals das Volumen des Korpers, der durch die Flachen
22 + 9% = a® und 22 + 22 = a® begrenzt wird.
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10.

. Man bestimme die Masse und den Schwerpunkt der Kugel 22 + y? + 2z

. Nutzen Sie Polarkoordinaten fiir die Berechnung von

a) / V1—22—y?d(z,y), B - Einheitskreisscheibe,
/ / xQ—i—y)dydx, fEC[O,Q\/i].

Man berechne das Volumen des Korpers, der von der Kugel 22 + y? + 22 = R? aus dem
2

R
Zylinder z? 4 % < T herausgeschnitten wird.

/// (2 + 4+ 22) (., 2)

fiir Bereich B, der von x_ + ZQ =— und z = ¢ mit a, b, c > 0 berandet wird.
c

. Man berechne

2 < 2az, wenn

die Dichte in den Kugelpunkten dem Abstand dieser Punkte vom Koordinatenursprung
umgekehrt proportional ist.

Berechnen Sie das Massentrigheitsmoment fiir einen Hohlzylinder und einen Kegelstumpf,
wenn beide um ihre Symmetrieachse rotieren und jeweils homogene Massenverteilung ha-
ben (Dichte konstant).
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Kapitel 2

Kurvenintegrale

2.1 Wege, Kurven und ihre Lingen

Unter einem Weg v in R™ verstehen wir eine stetige Abbildung v : [a,b] — R™ eines Intervalls
[a,b] C R. Die von diesem Weg erzeugte Kurve I' =T, ist das Bild dieser Abbildung,
F'={~(t):telab]}.
Wir verwenden die Bezeichnungen
71(t)
10 = (1WA ®) = [0 o w® ) = | = [0 )
Y (t)

Ist Z = {to, t1,...,tn} € Zla,b] eine Zerlegung des Intervalls [a, b] , so bezeichnen wir mit L(v, Z)
die Linge des Polygonzuges [v(to),y(t1),-..,v(tn)], d.h.

L(7,Z) =Y [v(te) = (tr-1)l -
k=1

Man nennt nun den Weg v rektifizierbar, wenn L(vy) :=sup{L(vy,Z) : Z € Z[a,b]} eine endli-
che Zahl ist. In diesem Fall heifit L(v) die Lénge des Weges ~.

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit von beschrinkter Variation, wenn

n
sup {Z |f(te) = f(te—1)] : Z = {to, t1, ..., tn} € Zla, b]} < o0
k=1
gilt. Der Weg v = (y1,...,7m) : [a,b] — R™ ist genau dann rektifizierbar ist, wenn jede
Funktion v; : [a,b] — R, j =1,...,m, von beschrénkter Variation ist.
Beispiel 2.1 Die stetige Funktion

tsinZ : 0<t<1,

f:00,1] —m R, t—
0.1] 0 : t=0,

1st micht von beschrinkter Variation, so dass der Weg

7:[0,1] — R?, t t
o ’ f(t)

nicht rektifizierbar ist.

21
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Sind v! : [a,b] — R™ und 42 : [b,c] — R™ zwei Wege mit y!(b) = +2(b), so verstehen wir
unter der Summe v = v' @ 4? den Weg

Yt) : a<t<b,

v:la, ] — R™, t—
Y(t) - b<t<e.

Offenbar ist der Weg ~ genau dann rektifizierbar, wenn die Wege 4! und 2 rektifizierbar sind,
wobei L(y) = L(y') + L(7?) gilt.

Sei 7y : [a,b] — R™ ein Weg. Fiir a < t; <ty < b bezeichnen wir mit s(¢1,t2) die Linge des
Weges v|j, 1,] - Insbesondere sei s(t) = s(a,t), a <t < b, die sogenannte Wegléngenfunktion.
Man nennt v : [a,b] — R™ einen Jordanweg, wenn 7 : [a,b) — R™ injektiv ist. Eine Kurve
I" heit Jordankurve, wenn sie von einem Jordanweg erzeugt wird.

Satz 2.2 FEs seien I' eine Jordankurve und +7 : laj,b;] — R™, j = 1,2, zwei I erzeugende
Jordanwege mit v (a1) = v%*(az) und ' (b1) = ¥2(ba). Dann existiert eine stetige Bijektion
@ [ag,ba] — [a1,b1], so dass

72(t) = Wl(sp(t)) ) te [a2, b2] )
also v? =~ o, gilt.

Wir bemerken, dass umgekehrt 72 = v! o ¢ : [ag,by] — R™ ein Jordanweg ist, wenn ! :
[a1,b1] — R™ ein Jordanweg und ¢ : [ag, bo] — [a1, b1] eine stetige Bijektion sind.

Satz 2.3 Es seien ' : [a1,b1] — R™ ein Weg, ¢ : |ag,ba] —> [a1,b1] eine stetige Bijektion
und v? = v o . Dann sind v* und +* gleichzeitiq rektifizierbar oder nicht rektifizierbar, wobei
L(y") = L(v*) gilt.

Die Sétze 2.2 und 2.3 erlauben die folgende Definition der Lénge einer Jordankurve: Ist v ein
die Kurve I" erzeugender Jordanweg, so ist die Ldnge von I' gleich L(7).

Fiir den Beweis des Satzes 2.5 benétigen wir den folgenden Satz. Ist f = (f1,...,fm) :
[a,b] — R™ mit Riemann-integrierbaren Funktionen f; : [a,b] — R, j = 1,...,m, gegeben,
so vereinbaren wir die Bezeichnung

/abf(t)dt: [ /abfj(t)dt L:.

Satz 2.4 Ist f : [a,b] — R™ stetig, so gilt

/abf(t)dt‘ < [l

Satz 2.5 Ist v : [a,b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg, so gilt s'(t) = |¥/'(t)|, t € [a, ],
und somit

b b
L(vy) = s(a,b) = s(b) — s(a) = / s'(t)dt = / |y (t)] dt .

Beispiel 2.6 Wir berechnen den Umfang eines Kreises mit dem Radius r,

{(rcost,rsint) : t € [0, 27|} .
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Beispiel 2.7 Die Linge einer Volldrehung der Schraubenlinie mit dem Radius r und der Gang-

hohe h,
{(romtrne ) cose<or)
rcost,rsint, — | : 0 <t < 2w
2w

ist gleich \/(27r)? + h2.

X = cos(t), y = sin(t), z = /it

Zwet Volldrehungen der Schraubenlinie mit dem Radius 1 und der Ganghdhe 2

Beispiel 2.8 Die Linge der Kurve, die durch den Graphen einer stetig differenzierbaren Funk-
tion f : [a,b] — R beschrieben wird, ist gleich

b
/ VI ORdt.
a
Man nennt einen Weg ~ : [a,b] — R™ glatt, wenn er stetig differenzierbar ist und ~/(t) # ©

(d.h., [/(¢)| #0) Vi € [a,b] gilt.

3
Beispiel 2.9 Der Weg v : [-1,1] — R?, t > [ ; } ist ein Beispiel fiir einen stetig differen-

zierbaren, aber nicht glatten Weg. Die zugehirige Kurve nennt man Neil’sche Parabel.

18

16

14F

12f

0.8

0.6

0.4

0.2

0 L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Die Neil’sche Parabel
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Sind nun v ein glatter Weg und I' = I'y, so ist die Bogenlénge s(t) = s(a,t) gegeben durch
¢
s(t) = / |'(7)| d7 und (streng) monoton wachsend auf [a, b] , wobei s'(t) = |¥/(t)| > 0Vt € [a, ]

gilt. Es “sei ¢ : [0,L] — Ja,b] die differenzierbare Umkehrfunktion von s : [a,b] — [0, L],
L = L(y) = L(T"). Dann ist (vgl. Satz 2.2) d(s) = v(p(s)), s € [0,L], ebenfalls ein glatter
Jordanweg mit I' = T'y. Man nennt §(s) die Parametrisierung der Jordankurve I' nach
der Bogenlédnge. Dabei gilt

0'(s) =7 ((s))¢'(s) und ¢(s) = S(e(s) (e

also |8'(s)| =1, s€0,L].

Ausgehend von der Formel (1.1) kann man zeigen, dass das Integral

b
% /a [V1(E)75 (1) — 71 (E)2(t)] dt

den orientierten Ficheninhalt angibt, den der Strahl vom Koordinatenursprung zum Punkt
(71(t),72(t)) entlang des stetig differenzierbaren Weges 7 : [a, b] — R? iiberstreicht.

2.2 Wegintegrale

Wir erinnern an den Begriff des Riemann-Stieltjes-Integrals (vgl. [1, Abschnitt 7.5] oder [7,
Abschnitt 5.6]): Fiir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R, eine monoton nicht fallende
Funktion p : [a,b] — R und eine Zerlegung Z = {tg,t1,...,t,} € Z[a,b] definieren wir die
Darboux’schen Unter- und Obersummen

Su(fiZ ) : kafZ tr) = pte],  So(f; 2, p) ZMku tr) — pltr—al,

wobei
mi(f; Z) =inf {f(t) : tpy <t <t} , Mp(f;Z) =sup{f(t) :tp—1 <t <t} .
Das Darboux’sche untere bzw. obere Integral ist dann gegeben durch
Ju(fip) =sup{Su(f; Z,p) : Z € Z[a, b} baw. Jo(f;p) =inf{Su(f;Z,p) : Z € Z[a,b]} .

Sind beide Integrale gleich, so nennt man f bzgl. © Riemann-Stieltjes-integrierbar und
schreibt

b b
/ fp = / ) dp(t) = Tu(f2p) = Tolf11).

Ist f : [a,b] — R stetig, so existiert / fdup, denn zu jedem ¢ > 0 existiert eine Zerlegung
a
Z = {to,tl, . ,tn} € Z[a, b] mit

My (f; Z2) —mi(f; Z) <

woraus S,(f; Z, ) — Su(f; Z, 1) < e folgt.

Ist o : [@,b] — R eine Funktion beschrinkter Variation, so ist die Funktion

g (t) = Vg (1) := sup {Z lu(te) = p(te—1l : {to, t1, ..., tn} € Z[a,t]}
k=1



2.2. WEGINTEGRALE 25

monoton nicht fallend auf [a,b]. Fiir die Funktion po(t) = p1(t) — p(t) und a < t; < t2 < b gilt
dann

pa(t2) = pa(t) = V2 () = [u(t2) — p(t)] = V2 (1) = |u(t2) — p(t1)] > 0.

Also ist p(t) = p1(t) — pa(t) die Differenz zweier monoton nicht fallender Funktionen. Somit ldsst
sich die Definition des Riemann-Stieltjes-Integrals leicht auf Belegungsfunktionen p beschrénkter
Variation ausdehnen, z.B. durch @ = pq — ps und

b b b
/sodu:/ sodm—/ @dps .

Dabei ist das so definierte Integral unabhéngig von der Darstellung p = pq — po = fip — jio der
Belegungsfunktion als Differenz zweier monoton nicht fallender Funktionen.

Wir nennen g : [a,b] — R stiickweise stetig, wenn eine Zerlegung {to,t1,...,t,} € Z|a, b
existiert, so dass die Funktionen

g(t) ot <t <tp,
gk(t) = g(tk — O) . t =1 s
g(te-1+0) = t=tp1,

auf [tp_1,tk], K = 1,...,n, stetig sind, g(a) = g(a + 0) und g(b) = g(b — 0) gilt und g(tx) mit
einem der einseitigen Grenzwerte von ¢ in ¢j iibereinstimmt, k = 1,...,n. Sind f : [a,0] — R
stetig und p : [a,b] — R stiickweise stetig differenzierbar, so gilt (vgl. [1, Satz 7.12] oder [7,

Satz 5.42])
/ £(t) du(t) / 0

Sind nun v : [a,b] — R™ ein rektifizierbarer Weg, I' = I'y, und ¢ : I' — R eine stetige
Funktion, so ist s(t) = s(a,t) auf [a,b] monoton nicht fallend, und somit existiert das Riemann-
Stieltjes-Integral

b
/ () ds(t),

/go(:v) ds oder kurz /gpds
g g

bezeichnen und Wegintegral 1. Art der Funktion ¢ entlang des Weges v nennen. Ist v stiick-
weise stetig differenzierbar, so gilt also

/ ods = / nae - | " ol (®) W ()] dt.

Seien nun 7 : [a,b] — R™ wieder ein rektifizierbarer Weg und f = (f1,..., fm) : I' — R™
eine stetige Funktion. Dann sind die Funktionen ~; : [a,b] — R, j = 1,...,m, sémtich von
beschréankter Variation und somit die Integrale

b
/ fidv;

wohldefiniert. Das Wegintegral 2. Art des Vektorfeldes f entlang des Weges v ist definiert als

/ dw—z fjd%‘-

j=1"¢

welches wir mit
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Im Fall eines stiickweise stetig differenzierbaren Weges ~ gilt also
m b b
[ @ =3 [ ro@riod= [ (fow).7/0) .
vy _]:1 a a

Beispiel 2.10 IstI' =1, C R3 eine mit Masse belegte Jordankurve mit der stetigen Dichtefunk-
tion p(z), x € ', und dem rektifizierbaren Jordanweg v : [a,b] — R3 | so ist die Gesamtmasse

der Kurve I" gleich
/ pds.
gl

Beispiel 2.11 Wird ein Massepunkt entlang des rektifizierbaren Weges «y : [a,b] — R durch
die Kraft F(z) = (Fi(z), Fa(z), F3(z)) : T, — R3 bewegt, so ist die dabei geleistete Arbeit

gleich
3 b
[F@de=3" [ B,
Y j=174¢

Bemerkung 2.12 Ist v : [a,b] — R"™ ein Weg, so bezeichnen wir mit v~ : [a,b] — R™, ¢t —
v(a+b—t) den entgegengesetzten Weg. Ist vy rektifizierbar, so gilt dann fiir stetiges ¢ : I'y — R

L_ﬂ@d&:ﬁ@@ﬁh

und fir stetiges f : 'y, — R™

Aus der Definition der Wegintegrale folgt aufSerdem, dass

/ <pds:/ cpds—i—/ pds
71@72 ,\/1 ,\/2

/716972 f(x)dx:/ylf(x)dwr/% () da

und

gilt.

Beispiel 2.13 Sind v : [a,b] — R3\ {©} ein stetig differenzierbarer Weg und F : R3\ {8} —

1
R3, x> — so gilt F(z) =V f(x) mz’tf(x):ﬂ.Esfolgt
x

W )
b
[ F@de= [ Fewn ©d = f60) - fol).

Der Wert des Integrals hingt also nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges ~v ab.

Beispiel 2.14 Fiir v : [0,27] — R?, t + (Rcost, Rsint), R > 0, und f : R?\ {0} — R?,

T > <—|x—|22, |x—|12> erhalten wir
z|?7 |x

2m
/f(x) dx = RQ/ [(—Rsint)(—Rsint) + Rcost Rcost] dt =27
¥ 0
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2.3 Wegunabhingigkeit

Unter einem Gebiet 2 C R™ verstehen wir eine offene und zusammenhingende Menge. Zu
folgendem Satz vergleiche man Beispiel 2.13.

Satz 2.15 FEs seien 2 C R™ ein Gebiet, ¢ : Q@ — R ein stetig differenzierbares Skalarfeld
und 7y : [a,b] — R ein stickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt

/ Vo(z) dz = p((b)) — ((a)) .

Wir nennen f : 2 — R™ ein Vektorfeld mit wegunabhingigem Integral {iber dem Gebiet
), wenn fiir beliebige, fest gewidhlte Punkte A, B € ) und einen beliebigen stiickweise stetig
differenzierbaren Weg v : [a,b] — Q mit v(a) = A und (b) = B das Integral f,yf(:v) dx
den gleichen Wert annimmt, also lediglich eine Funktion von A und B, aber nicht von -~ ist.
Unter Beachtung von Bemerkung 2.12 ist leicht einzusehen, dass das Integral fﬁ{ f(x)dx genau
dann vom Weg unabhéngig ist, wenn f,y f(x)dxz = 0 fiir jeden geschlossenen, stiickweise stetig
differenzierbaren Weg ~ : [a,b] —  gilt.

Satz 2.16 Ist f : Q — R™ ein stetiges Vektorfeld mit wegunabhdingigem Integral iber dem
Gebiet Q1 so existiert ein Skalarfeld ¢ : Q@ — R mit Vo(z) = f(x) fir alle x € Q.

Die letzten beiden Sitze besagen also, dass ein stetiges Vektorfeld f : @ — R™ genau dann ein
Vektorfeld mit wegunabhéngigem Integral iiber dem Gebiet 2 ist, wenn es ein Gradientenfeld
ist. Sind ¢ : @ — R zweimal stetig differenzierbar und f(z) = Vp(x), z € Q, so folgt (vgl.
Satz 6.18, Analysis I/1I)

Ofi(x) _ Pp(x) _ 0Pp(x) _ Ofy(x)

a - = Q, jk=1,....,m.
Oz, Oxpdxy  OxjOxy ox; ' e, ], N ()

Die Matrix f/(x) € R™*™ ist in diesem Fall also symmetrisch.

Eine Menge 2 C R™ heifit sternférmig, wenn ein A € Q) existiert, so dass die Strecke
[Ayz] ={A+t(x—A):0<t <1}
fiir jedes x € ) ganz in ( liegt.

Satz 2.17 FEin stetig differenzierbares Vektorfeld V : @ — R™ auf einer sternformigen offenen
Menge 2 C R™ ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn
Ofj(x) _ Ofp(x)

= N Q, Vik=1,... 2.1
aﬂ?k 85[7] ) T e ) Js ) , 1, ( )

qilt.
Zum Beweis dieses Satzes verwenden wir die folgende Aussage.

Satz 2.18 Die Funktion f : [a,b] X (¢,d) — R, (t,x) — f(t,z) sei nebst ihrer partiellen
Ableitung ? : [a,b] x (¢,d) — R stetig. Dann ist
x
b
F:(c,d) — R, xH/ ft,x)dt

differenzierbar, und es gilt

b T
F'(:U):/a %Z)dt, x € (¢,d).
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Beweis von Satz 2.17. Es bleibt nur noch die Hinlédnglichkeit der Integrabilititsbedingung
(2.1) zu zeigen. Dazu seien A = | A; ]]21 €  ein Sternmittelpunkt des Gebietes 2, x € Q

beliebig und ~,(t) = [ Va,i () ]ZZI =A+tx—A),0<t<1,dh, y(t) =x +t(x; — A).
Wir setzen

1 1 m
p(x) == /%f(y)dyz/o <f(%(t)),7;(t)>dt=/0 ;fj(%(t))(wj—flj)dt-

Wir schreiben f; als Funktion von y € R™ , also f;(y), und erhalten aus der (verallgemeinerten)
Kettenregel

i [fj('Y:v(t))(CUj — A])] — Z af](’ym(t)) (9’7171'@)

(x5 — Aj) + fi(72(t)) djx

dxy, = O oz
— Mt(xj —Aj) +fj(%c(t))5jk
Oyx
(2':1) M t(l'j — Aj) + fj('Ya:(t)) 5jk :
8yj

Aus Satz 2.18 folgt

T ! -
0ﬂ>::AE%;ZMWMMw—&>ﬂ

oxy,

J=1

& 0 (1)
__A ;_7E—4@—mwnmm>w

1

- /01 % [tfk(A—i—t(x -~ A))]dt = [tfk(A +i(x = A)| = fil@),

womit der Satz bewiesen ist. O

Unter einer Deformation eines stiickweise stetig differenzierbaren Weges v : [a,b] — R™
verstehen wir eine stetige Abbildung § : [a,b] x [0,1] — R™ | (¢t,0) — d(t,0), fiir die 6(¢,0) =
v(t), t € [a,b], gilt und fiir die 6, : [a,b] — R™, t — §(t,0) fiir jedes o € [0,1] ein stiickweise
stetig differenzierbarer Weg ist. Ein geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer Weg ~ :
[a,b] — Q heifit in Q@ C R™ auf einen Punkt zusammenziehbar, wenn eine Deformation 0 :
[a,b] x [0,1] — € von 7 existiert, so dass d(a,0) = 0(b,o) fir alle o € [0,1) gilt und 6(¢,1)
konstant ist.

Beispiel 2.19 Die Abbildung 6 : [0,27] x [0,1] — R?, (t,0) — (a(l — o) cost,b(l — o)sint)
ist eine Deformation, die die FEllipse mit den Halbachsen a > 0 und b > 0 auf den Koordina-
tenursprung zusammenzieht. Auch

2 1 2b 1
§:[0,2n] x [0,1] — R%, (t,0) — oot —o cost,— (2—0 — sint
) 2—o0 3 2—o0
ist eine Deformation dieser Ellipse, wobei hier 61(t) = (%,0) gilt, d.h., T's, ist gleich dem
Intervall [—%, %] und das offene Intervall (—%, %) wird dabei zweimal durchlaufen.

Das Gebiet 2 C R™ nennen wir einfach zusammenhéngend, wenn jeder geschlossene, stiick-
weise stetig differenzierbare Weg v : [a,b] — Q in  auf einen Punkt zusammenziehbar ist.
Satz 2.17 lédsst sich nun wie folgt verallgemeinern.
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Satz 2.20 Fin stetig differenzierbares Vektorfeld f :  — R™ auf einem einfach zusam-
menhdngenden Gebiet Q C R™ ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn die Integrabilitéits-
bedingung (2.1) erfillt ist.

Beweis. Es seien 7 : [a,b] — € ein beliebiger geschlossener, stiickweise stetig differenzierba-
rer Weg und 0 : [a,b] x [0,1] — € eine Deformation, die diesen Weg in 2 auf einen Punkt
zusammenzieht. Ferner seien 7y = {to,t1,...,t,} € Z[a,b] und Zy = {0¢,01,...,0,.} € Z[0,1]
Zerlegungen derart, dass fiir jedes Indexpaar (j,k) € {1,...,n} x {1,...,r} ein j;, > 0 und ein
Punkt z;; € ) existieren, so dass I'jy C Uz, (z)x) C Q gilt, wobei I'j; das Bild des Weges
VF =Yk © Ok © Vo1 B 05y
ist. Hierbei sind
’)/jk(t):é(t,dk), t]’,1 Stﬁtj, 5]‘ (t):(S(tj,O'), Ok_—1 SO‘SO‘]C.

Nach Satz 2.17 gilt
/ flz)de =0 VY (j5,k) €{l,...,n} x{1,...,7}.
vk

Damit folgt aus Bemerkung 2.12
m T
0= ZZ/ f(x)dx:/f(x)dx.
j=1k=177" v
O

Beispiel 2.21 Fir das Vektorfeld f : R? — R?, (x1,22) — (2123 + 229, 22323 — 28) ist die
Integrabilititsbedingung (2.1) erfiillt. Wir erhalten f(z) = Vo(z) Vo € R? mit

2.4 6 7
Tl z T
gp(ml,xg):%—l—gl—%%—d

und einer beliebigen Konstanten d € R.

Essei Q = {(z,y) e R?*:a <2 <b, p1(z) <y < po(x)} ein Normalbereich mit stetigen Funk-

tionen ¢; : [a,b] — R beschrénkter Variation. Der Rand I' = 02 von ) setzt sich aus den Kur-

ven I'y1,, T51, T'(y2)- und 52y~ zusammen, wobei ¥ (t) = (¢, ¢k (1)), a S(;PS b, 7'(t) = (1),

01(b) <t < a(b), und 2(t) = (a,t), ¢1(a) <t < @3(a). Es seien nun P, v Q — R stetige
Y

Funktionen. Dann gilt

OP(x,y) /b /“’2(:”) OP(z,y)
Y a(z,y) = Y gy da
/\/Q ay ( y) a Joi(z) 8y Y

b
_ / [P(x, a(x)) — P, p1(x))] da

_ //QP(x,y)dx—//lP(x,y)dx:—/FP(x,y)dx.

Analog erhélt man fiir einen Normalbereich Q = {(z,y) e R? : ¢ <y < d, ¥1(y) <z < ha(y)}
mit stetigen Funktionen 1); : [¢,d] — R beschriankter Variation und mit dem Rand I' = 052

0
und fiir stetige Funktionen @, o ) — R die Formel
x

//g%d(x’y) :/FQ(%y)dy-
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Der folgende Gaufl’sche Integralsatz der Ebene ergibt sich als Spezialfall des entsprechenden
Satzes in Kapitel 3.

Satz 2.22 Der Rand I = 0Q des einfach zusammenhingenden Gebietes Q C R? sei eine stiick-
or 0Q

oy’ O
// [BQ T,y) 8Pg;7 y)] d(z,y) = /F[P(x,y) dz + Q(z,y) dy] .

weise glatte, geschlossene Jordankurve. Ferner seien P, Q, — : Q0 — R stetige Funktionen.

Dann gilt

2.4 Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie fiir a > 0 den Umfang und die eingeschlossene Fliche

(a) der Astroide {(acos®t,asin®t):0<t <2},
(b) der Kardioide {r(¢) cos p,r(¢)sing) : 0 < ¢ < 27} mit 7(¢) = a(1 + cos ).

2. Berechnen Sie folgende Wegintegrale:
@ [ +9)ds, 90 = (1), a <t <b,
gl
(b) /yds, I',: Parabelbogen y? = 2pz von (0,0) bis (1,/2p) (p > 0),
g
2

/xyds (gcy)eR2 o + %—2:1,3620,3120}.
”

3. Skizzieren Sie die ebenen Vektorfelder:

(a) flz,y)=(1+z,0)

(b) flz,y) = (z,y),

(c) flz,y) = (—y,z)

(d) f(z.y) = mp(@y),  (x,y) # (0,0).

4. Berechnen Sie folgende Wegintegrale zweiter Art:

2

(a) /(x +y)de+ (x—y)dy, 'y = {(m,y) eR?: L + %—3 = 1} positiv orientiert,
g

(b) /(—y dx + x dy), I'y - Streckenzug von (0,0) iiber (1,0) nach (1,1).
v

5. Gegeben sei das Vektorfeld f : R? — R? mit
(z,y,2) — (2zyz + 3siny, 2%z + 3z cosy — 5e*, 2%y — 10ye*?).

Uberpriifen Sie, ob es sich um ein Gradientenfeld handelt. Bestimmen Sie gegebenenfalls
das dazugehorige Potential.

6. Berechnen Sie
/(w2+y) da + (z — %) dy,
¥

wobei vy der positiv orientierte Rand des Quadrates [1,2] x [1, 2] ist.
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7. In welchen Gebieten Q C R? ist f:  — R? mit

224y 22 42

(Sﬂ,y)H< z -

ein Gradientenfeld.

)
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Kapitel 3

Oberflichenintegrale und
Integralsitze

3.1 Definition der Oberflichenintegrale

Wir bewegen uns jetzt im dreidimensionalen Euklidischen Raum R?. Jedem Punkt

€1
= (z1,29,3) = | x5 | €R3
xs3
. . 3 .
ordnen wir den Vektor 7 = 5616_1> + :I32€_2> + $36_3> € R3 mit ej = [ 0 ]k:l zu. D.h., wir

identifizieren  und 7’ in diesem Sinne. Neben dem Skalarprodukt

3
(@, 7) = (o) = > o = [ 217 cos 27, F)
k=1

mit | 7| = |z| = \/(7, @) verwenden wir auch das Kreuzprodukt

et e e
T x Y =,det| 1 xo x3 | = (T2yz — z3ya)el + (v3y1 — 21y3)€s + (T1y2 — Toy3) €l
Y Y2 Y3

zweier Vektoren. Offenbar gilt
KI) Z@xP=—(7x7T),TxT=6,
(K2) A\ xY =MNTxY)=7x(AY), NeR,
K3) Zx(J+2)=xyY+7x7,

Tr1 T2 I3
(K4) (Z, ¥ xZ)=det | y1 1 s

Z1 k2 Z3
Aus (K4) folgt insbesondere, dass der Vektor 7 x 7 auf 7 und auf 7 senkrecht steht.

33
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Das Kreuzprodukt zweier Vektoren 7 und 7 kann auch koordinatenfrei definiert werden: Der
Vektor 7 x 7 ist genau der Vektor, dessen Betrag gleich dem Flacheninhalt des durch 7 und
7 aufgespannten Parallelogramms ist, der senkrecht auf der durch 7 und 7 aufgespannten
Ebene steht und der mit Z und 7 in der Reihenfolge 7, 7, 7 x 7 ein Rechtssystem bildet.

Fiir f,g: (a,b) — R? definieren wir
ey (Txd)0:=Tw0x70.
Es folgt, falls f und g differenzierbar sind,
®2) (Fx7) =7 xd+Fx7"
Sind G C R? eine offene Menge und f : G — R? eine gegebene Abbildung mit

?(Ul, up) = fi(u1,u9)et + folur, uz)es + fz(ug,uz)es,

so definieren wir

0f  Ofs
a—uj ;a—ujeka =12,
und
of s
Uty) g | Bur e
O(u1, uz) i)
3U1 8UQ
Es folgt
(P3) ﬁ » ﬁ _ (/a2 fs) a4 I fs, f1) a4 I f1, f2) .

8U1 8UQ 8(11,1, UQ) 8(11,1, UQ) 3(U1, UQ)

Definition 3.1 Sind f : G — R? eine stetig differenzierbare Abbildung auf der offenen Menge
G C R? und K C G eine kompakte, Jordan-messbare Menge, K # 0, so nennt man die Abbildung
f: K — R3 cine Fliche mit dem Parameterbereich K und F := f(K) ein Flichenstiick mit
der Parameterdarstellung x = f(u) bzw. (z1,29,23) = f(u1,u2) oder auch

7 =T = Ae + fu)e + fw)e .

Beispiel 3.2 Sind ¢ : G — R eine stetig differenzierbare Abbildung und

7(u) = uje] + upes + p(u)es

so ist f(K) der Graph der Funktion ¢ : K — R. Dabei gilt

0F (W) _ >, D)
8u]‘ J 3Uj s

und somit

Of () oFfw) _ pw) , dplw) .
= — 1 — €2+ 3.
ouy Ous ouq Oua
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Beispiel 3.3 Mit K = [0, 27] x [—%, %] erhalten wir fiir ein festes r > 0 und

?(u) = 7 COS U COS Uy €] + 7 Sinuy cos uy €5 + 7 sin us €3

als Flichenstick f(K) die Kugeloberfliche mit dem Radius r > 0 und dem Mittelpunkt © . Dabei

qgilt
8?(u ? = T COS U 7(u)

6u1 6u2

Sind f : K — R3 eine Fliche und 2° = f(u’) € F = f(K) ein fester Punkt auf dem
Flichenstiick F', u® € K, so verstehen wir unter der Tangentialebene von f im Punkt 2°

die Ebene
{ af (O a?
1

2
au1 A9 (3u2 : ()\1, )\2) eR }

und unter der Tangentenebene von f im Punkt 2" die Ebene

{x0+)\187(u 7 ()\1,)\2) S RQ}

3U1 3UQ
07 ()

falls die zwei Vektoren 5 , j = 1,2, linear unabhingig sind. (Solche Punkte 2 € F nennen
s

wir regulire Punkte der Fliche f.) Ist nimlich v : [a,b] — K ein glatter Weg mit y(to) = u,

to € (a,b), so ist f o~y : [a,b] — F ein differenzierbarer Weg durch den Punkt 2. Dabei gilt

UO ’LLO
(F 07 (10) = F'(2(t0))7 (10) = (1) 2L 4 1) 2L

Der Vektor (f o) (to) liegt also in der Tangentialebene von f im Punkt z°. Der Vektor

) oF () of

8U1 3UQ

steht senkrecht auf der Tangentenebene von f im Punkt 2¥, weshalb wir diesen Vektor einen
Normalenvektor der Fliche f im Punkt 20 = f(u") nennen.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, den Flicheninhalt |F'| des Fléchenstiicks F' = f(K) zu
berechnen. Der Flicheninhalt von f([u?,u + Auy] x [ud,u) + Aug]) ist fiir kleine Au; > 0

ungefihr gleich
oF () 9 (W)
3UQ

8u1 Aul AUQ .

Das fithrt zu der Formel

() (U) —>
|F| = //‘ o 6u2 d(uy,uz) / 77 (u)] du.

Beispiel 3.4 Der Flicheninhalt der Oberfliche einer Kugel vom Radius r ist gleich (vgl. Beispiel

3.3)
2m
/ / T COS Uo |?(u)| dus duy = 4mr? .
g
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Definition 3.5 Sind f : K — R? eine Fliche, ¢ : f(K) — R ein stetiges Skalarfeld und
v: f(K) — R3 ein stetiges Vektorfeld, so verstehen wir unter dem Oberflichenintegral
erster Art von ¢ diber F' = f(K) das Integral

[fosar =[] ot [ 2200 2210

und unter dem Oberflaichenintegral zweiter Art von v tber F das Integral

//Fﬁd? = //K (V(f(w), 7 (u)) du = //K (w(f(w)), n(w)) du.

Wir nennen zwei Parametrisierungen f : K — R und g : M — R3 des Flichenstiicks F =
f(K) &quivalent, wenn ein Diffeomorphismus (d.h. eine bijektive und in beiden Richtungen
stetig differenzierbare Abbildung) h : Gy — G einer offenen Menge Gy C R? mit M C Gy
in eine offene Menge G C R? mit K C G existiert, so dass deth’'(w) > 0 fiir alle w € Gy,
h(M) = K und g(w) = f(h(w)) fir alle w € M gilt. Es ist dann offenbar g(M) = f(K) = F

und auflerdem

d(ur, uz) = / /K o () [ 72 (u)] du

0gw) _ogw) (07 (hw) 9F (h(w) ,
311)1 ~ 311)2 :< 8U1 x 3UQ deth(w)’

woraus z.B.

J[ o) a =[] (@), n)) e ) d
K M

~ [ @t 7w o

folgt. Die Definition 3.5 ist also im Sinne der Verwendung &quivalenter Parametrisierungen
unabhéngig von der Parametrisierung des Fliachenstiicks F'. Lésst man in obigen Betrachtun-
gen auch det b/ (w) < 0 fiir alle w € Gy zu, so dndert sich in diesem Fall das Vorzeichen des
Oberflichenintegrals zweiter Art. Jede Aquivalenzklasse von #quivalenten Parametrisierungen
definiert also eine Orientierung des Fléchenstiicks. So ist z.B. f(wj, —w2) ein Reprisentant der
zu f(u1,uz2) entgegengesetzten Orientierung.

Wir werden im Weiteren eine Fliche f : K — R3 und das Flichenstiick F' = f(K) eigentlich
nennen, wenn K gleich der AbschlieBung eines beschrinkten Gebietes Q # () des R? ist, die
Abbildung f : @ — R? injektiv ist und Rang f'(u) = 2 fiir alle u € Q gilt.

Beispiel 3.6 Mit

U1 — U2 w1 + w2
_ _ 2
flu)=| w1 +u und h(w) = W — 1wy
u? — u3 2

erhalten wir

1
, d.h. det b (w) = 3> 0,

=

—~

g

N—

Il
N~ N~
N~ N~
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und die Parameterdarstellung

einer Sattelfliche.

Unter einem zusammengesetzten Flichenstiick verstehen wir die Vereinigung endlich vie-
ler Fliachenstiicke, die nur Randpunkte gemeinsam haben. Das Oberflichenintegral iiber ein
zusammengesetztes Fliachenstiick ist dann gleich der Summe der Integrale iiber die einzelnen
Flachenstiicke.

3.2 Integralsitze

Es seien nun 2 C R3 ein Gebiet und v : @ — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld (z.B.
das Geschwindigkeitsfeld einer stationiren Stromung).

(a) Die Differenz zwischen dem aus dem Quader 2 = @ herausflieBenden Volumen pro Zeit-
einheit und dem in den Quader hineinflieBenden Volumen pro Zeiteinheit ist gleich

//F T (z)dF (3.1)

wobei die Oberfliche F' = 9Q des Quaders @ (ein zusammengesetztes Fliachenstiick) so
orientiert ist, dass die Flichennormale nach aulen (also in R?\ @ hinein) zeigt. Man nennt
das Integral (3.1) den Fluss von ¢ durch die Oberfléiche F .

(b) Bezeichnen wir mit |@| das Volumen von @, so ist offenbar

Ubersch
mittlere Ergiebigkeit bzgl. Q = V? erschuss Q |Q| / ﬁd?
olumen von

(¢) Die Divergenz (Ergiebigkeit) des Vektorfeldes ¥ im Punkt z ist gleich dem Grenzwert
der mittleren Ergiebigkeit, wenn man @Q auf den Punkt 2% zusammenzieht:

div ¥ (z°) == /ﬁd?

lim
d(Q)—0,09€Q,F=0Q !Q\

wobei d(Q) := max {|x — y| : z,y € Q} den Durchmesser von @ bezeichnet. Gilt im Punkt
2 die Ungleichung div 7(360) > 0, so nennt man z° eine Quelle des Vektorfeldes 7, ist
div ¥/ (2°) < 0, so Senke.

(d) Wir erhalten / / T dF = / / / [321901 322(2) 829253)} dz .

(e) Der Grenziibergang in (c) liefert somit unter Verwendung von (c)

vy (z9) N vy (2) N vz (z) .
o0x1 0rs Ox3

div ¥ (z°) =

Man nennt das Vektorfeld v :  — R? quellenfrei, wenn div 7/ (z) = 0 Yz € Q gilt.
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Unter (d) steht die “elementare” Form des Gauf’schen Integralsatzes im R3. Fiir dessen allge-
meine Formulierung benétigen wir folgende Definition.

Definition 3.7 Eine kompakte Menge B C R? heifit Bereich mit stiickweise glattem Rand,
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(B1) B ist die Abschlieffung einer nichtleeren offenen Menge Q C R3.

(B2) Der Rand OB von B ist die Vereinigung endlich vieler eigentlicher Flichenstiicke fi(),
kE=1,...,n0 (U C R? nichtleer und offen), die nur Randpunkte gemeinsam haben, wobei
Rang f}(u) = 2 Vu € Qi gilt und der Rand von Q. stiickweise glatt ist.

(B3) Die Normalenvektoren auf 0B weisen nach aufen.

Satz 3.8 (Gauf’scher Integralsatz) Es seien B C R? eine Bereich mit stiickweise glattem
Rand F = 0B und v : B — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

J 7 = [[[ av @

Interpretation: Die durch die Oberfliche von B flielende Fliissigkeitsmenge ist gleich der
Menge, die die Quellen in B produzieren.

Folgerung 3.9 Es seien ¢ : B — R ein stetig differenzierbares Skalarfeld auf dem Bereich
B C R? mit stickweise glattem Rand F = 0B und d € R3 ein beliebiger, aber fest gewdhlter
Vektor. Wir betrachten das Vektorfeld W (z) = p(x) @ , € B. Aus dem Gaup’schen Integralsatz
3.8 folgt dann

//sz?: <//ng(az)d?,7> :///Bdivﬁ(x)dx: (//BVgp(az)d:c,7>.

Da diese Beziehung fiir alle d e R? gilt erhalten wir den Gauflschen Integralsatz fiir Ska-

larfelder
//me)d?:///medx,

wobei die Integrale komponentenweise zu bilden sind.

Beispiel 3.10 Ein Korper B schwimme in einer Flissigkeit mit dem spezifischen Gewicht p.
Mit B* bezeichnen wir den Teil von B, der sich unter der Fliissigkeitsoberfliche befindet. Die
Gesamthiohe des Flissigkeitsstandes sei h > 0. Dann ist die Druckverteilung durch

Po w3 =>h,
p(z) =
po+ph—xz3) : 0<z3<h,

gegeben, wobei pg der Luftdruck iiber der Flissigkeitsoberfliche ist. Der Auftrieb Z ist definiert
als die Kraft, die durch den Druck erzeugt wird. Dabei ist zu beachten, dass der Druck der nach
auflen gerichteten Flichennormalen entgegenwirkt. Mit F = OB, F* = 0B* und F, = 0(B\ B*)
ergibt sich aus Folgerung 3.9

A —//Fp(m)d?:—//*p(x)d?*—//*p(x)d?*
[l won [ e[ & J s
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Das ist genau das Archimedes’sche Auftriebsgesetz: Die Auftriebskraft ist dem Betrag nach gleich
dem Gewicht der verdringten Flissigkeit.

Folgerung 3.11 Es sei v : D — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, wobei D C R?

durch die stiickweise glatte und geschlossene Jordankurve T' = {~(t) : t € [a,b]} berandet werde.
Wir definieren
B=Dx[0,1] = {xeRg (xl,mg)eﬁ,ngggl}

und
v1 (1, 22)

W:B—R? z— vo(x1,2)
0
Mit F* = 0B und F =T x [0,1] erhalten wir aus Satz 3.8

// (gii g—zz> (x1,22) /// d1v70 xl,xQ,x3):/Foﬁod?OZ/Fﬁod?,

wobei F' die Parameterdarstellung

71(t) 0 Yo(t)
T(tz)=| %) | x| 0| =] —%®
0 1 0

gestattet. Also gilt dF = T (t,2)d(t, z) und

1 b b
JL 0 = [ [ (#0100, 7 2) etz = [ [0 0050 - @) d.
F 0 a a

so dass ) ]
U1 V2 B B
// <ax1 8,132) d(xlaxQ) - /I;('Uldﬂt2 ’(}Qdajl) X

Das ist der GaufS’sche Integralsatz in der Ebene (vgl. Satz 2.22).

Unter der Zirkulation eines Vektorfeldes v :  — R? liings einer geschlossenen rektifizierbaren
Jordankurve I' = 'y, C €2 verstehen wir das Wegintegral zweiter Art

/yv(w) dx .

Definition 3.12 Ein Flichenstick F = {f(u) : u € D} C R® nennt man einfach, wenn fol-
gende Bedingungen erfillt sind:

1. D ist offen, nichtleer und einfach zusammenhdngend mit stiickweise glattem Rand.

2. Der Rand von D ist positiv orientiert, d.h. D liegt links von 0D .
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Die Abbildung f : D — Ifg ist ingektiv und zweimal stetig differenzierbar, und es gilt
Rang f'(u) = 2 fiir alle w € D.

Es seien v : @ — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und F C € ein einfaches
Flichenstiick mit dem Rand OF , Q C R? offen. Die mittlere Wirbelstéirke von v bzgl. F
ist dann gleich

1
] o U

und die Wirbelstirke im Punkt 2° € Q bzgl. der Richtung w gleich

1

W= (22) = li —
(@) d(F)alf)r,lmoeF |F| Jor

v(x)de,

wobei der Grenzwert iiber ebene Fléchenstiicke F' mit der Normalenrichtung 7 zu nehmen
ist. Es sei z.B.

oF = {7(75) = (71(t),72(t)a$g) ra<t< b} )

also 0D = {(71(t),72(t)) : @ <t < b} . Dann folgt unter Verwendung von Folgerung 3.11

b b
/ o(e)dr = / (o ()7 (1)) dt = / o1 ()7 (E) + oo (7 (D) 1b(0)]
oF a a

= /E)D [v1(x) dzy + va(2) dao] = //D (g—z - %) d(z1,32),

also
Ova(z%) vy (20) 0
W (20) = - fir W=|0
31‘1 31‘2 1
Allgemein gilt W4 (2°) = (rot o (29), ﬁ> mit
[ Ovg(x?) B Ovg(x0) T
63:2 63:3
0 0 3
rot 7(a0) = | 20D Ovs@’) | _ [ 9 ] « T =V x T ().
63:3 63:1 8-%'14: k=1
vy () B vy ()
L 83:1 63:2 J

(g) Es seien v: Q — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld und F' = {f(u) :u € D} C Q

ein einfaches Fliachenstiick und 9D = {y(t) = (71(t),72(t)) : a <t < b} stiickweise glatt,
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so dass OF = {f(y(t)) : a <t < b} . Dann gilt

b
/ o(r)dr = / (D). I ) (1)) dt
oF a

b 1(t)
_ / v(f(wt)))T[ afélit)) afézit)) ] P(t) ] :
g Y2

b
= [ [weon 22O+ wownt X ) d

= o™ 2 du o 2

Folg 3.1 //D aim (v(f( )T agz(u)) 6iu2 (v(f( Nt agil)ﬂ du

- (U ) aéfil))T@gf:) - <v (f () ag;))T@gﬁ)] d“

= [ o) - v 5

Fiir einen konstanten Vektor a = [ a1 as ag ]T € R3 gilt

/ / & av(x) ov (x) ’
[v(az)—v(;c)T]a:[k1< (;xk - al;j >ak] = rot ¥ (z) x @ .

j=1
Also ist

[ vtovae= [ (oo, 22 ) [ o aF.

Satz 3.13 (Stokes’scher Integralsatz) Sind v:Q — R3 ein stetig differenzierbares Vektor-
feld und F C Q ein einfaches Flichenstiick, so gilt

/aFv(x)dm://Frot?d?.

Interpretation: Die Zirkulation entlang einer Kurve ist gleich dem Integral {iber alle Wir-
belstiarken auf einem Fliachenstiick, welches von dieser Kurve berandet wird, also gleich dem
Wirbelfluss durch dieses Flichenstiick.

Folgerung 3.14 Es seien v : Q — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und B C Q ein
Bereich mit stiickweise glattem Rand F = 0B, der sich als Vereinigung endlich vieler einfacher
Fldchenstiicke darstellen ldsst, die nur Randpunkte gemeinsam haben. Dann gilt

//Frotﬁdﬁzo,

d.h. der Wirbelfluss durch eine geschlossene Oberfiiche ist gleich Null.
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Folgerung 3.15 Wir betrachten den ebenen Fall. Seien also v : Q — R? stetig differenzierbar,
D C Q C R? und D ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 0D .
Dann folgt

(ordat + vodes) = | v(@)de = [[ rot T dD = Oy 0NN iy ).
aD oD D p \0x; Oxs

In der Ebene sind also Stokes’scher und Gauf$scher Integralsatz identisch.

3.3 Folgerungen aus den Integralsitzen

T
e Mit der Bezeichnung V = [ 2 2 0 } (Nabla — Operator) haben wir fiir ¢ :
Q—R

o dp o 1T
=/ - — — = d
VLP [ 8.%'1 31‘2 31‘3 :| grace

(Gradient von ¢) und fiir v : Q — R3

. 8?}1 8?}2 31)3 o diV7

V‘/U:<v,’l)>—a—x1 8—.%-2 3—1.3_

(Divergenz von ¥') sowie
V x v =rot ¥

(Rotation von ¥/).

Fir o, : Q — R, v,w:Q — R3 und \, u € R gilt
V(Ap + up) AV + uVip,
V(Ao + pw) = AVv) + p(Vw),

VxM+pw) = MV xv)+pu(Vxw).

Fiir a € R? schreiben wir

Ferner ist fiir ¢ : Q@ — R

821)1 822}2 622}3
. — = A
(V- Ve (9:6% 63:% 6m§ 14

(A - Laplace-Operator).

Varianten des Gauf3’schen Integralsatzes (F' = 0B):

1. Satz 3.8: //Fﬁdﬁz///Bdivﬁ(x)dx
2. Folg. 3.9: //Fgo(x)d?:///BV@(x)dx
3. /L?xd?:—///grotﬁdx
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e Varianten des Stokes’schen Integralsatzes:

1. Satz 3.13: AFU(x)dx:/Arotﬁd?
2. /ang(x)dx:—//wad?

F?xdaz:—//p<d?xv>x7

e Formeln der partiellen Integration: Es seien ¢, : Q@ — R zweimal stetig differenzier-
bar und B C 2 C R? ein Bereich mit stiickweise glattem Rand F = 9B . Dann gelten die
erste und zweite Green’sche Formel

/// *”Awdx—//@ﬁdF //B<w,w> da, (3.2)
//F<¢gj;i_¢§j,i>dF:///B(SDAZD—T,Z)Agp)dm. (3.3)

Dabei bezeichnet 77, die normierte duBere Normale. Aus der ersten Green’schen Formel

folgt (fiir p = 1)
I 2 ae— [[f svar o

3.4 Wirbel- und quellfreie Felder

Es seien Q C R? ein einfach zusammenhiingendes Gebiet und ¢ : Q — R, v : Q@ — R3 zweimal
stetig differenzierbar.

(a) Aus divrot ¥ =V - (V x ¥) = (V x V,7) = 0 folgt:

| Jedes Wirbelfeld ist quellfrei. |

(b) Aus rot (Vy) =V x (Vg) = © folgt:

‘Jedes Potentialfeld (Gradientenfeld) ist wirbelfrei.

Das ist uns schon aus den Uberlegungen in Abschnitt 2.3 bekannt. Mehr noch: Nach Satz
2.20 ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : @ — R? auf einem einfach zusam-
menhingenden Gebiet 2 C R3 genau dann ein Gradientenfeld, wenn es wirbelfrei ist.

(¢) Sind also rot ¥ = © und div ¥/ = 0 in Q, so existieren ein Potential ¢ : © — R mit
¥ =Vep. Es folgt 0 = div T = Ay auf Q. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
¥ 12
¢ : @ — R heifit harmonisch, wenn Ap(z) = 0 fiir alle x € Q gilt.

(d) Fiir y € R? betrachten wir die Funktion s, : R?\ {y} — R, z — —1In|z — y|. Es folgt

Vsy(x) = _’j__yyp .Im Fall y € R3 setzen wir s, : R®\ {y} — R, 2 — P und
erhalten Vs, (z) = —% , also
r—=y
Vsy(z) = ———2 zeRIN\{y}, d=23.

|z —yld’
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Es folgt
Asy(z) =0 Yz eR\ {y}.

Hinweis: Sind I' C R? eine von einem rektifizierbaren Jordanweg erzeugte Kurve oder ein
Flachenstiick, ¢ : I' — R eine stetige Funktion und

O(z) = /Fgo(y)sy(x) ary, ze¢ R? \T

(Integration bzgl. v, Kurven- bzw. Flichenintegral erster Art), so ist ® : R4\ T — R
harmonisch.

Im Weiteren seien B C R? ein Bereich mit stiickweise glattem Rand und Q = int(B) sowie
F = 0B der Rand von B (und ).

(e)

Dirichlet-Problem: Gegeben ist eine stetige Funktion g : F' — R, gesucht eine in
harmonische und auf B stetige Funktion ¢ : B — R mit ¢(z) = g(x) Vo € F.

Wie viele Losungen kann dieses Problem haben? Sind @1, p2 : B — R zwei auf B zwei-
mal stetig differenzierbare (d.h. in einer B umfassenden offenen Menge zweimal stetig
differenzierbare) Losungen, so 16st ¢ = ¢1 — ¢ das homogene Problem

Ap=0 in 2, =0 auf F.

Aus der ersten Green’schen Formel (3.2) folgt dann

//B (Vo,V) de =

also Vo = 0 auf B. Damit ist ¢ auf B konstant und somit, wegen ¢ = 0 auf F', identisch
Null. Es kann also nur eine auf B zweimal stetig differenzierbare Losung geben.

Neumann-Problem: Gegeben ist eine stetige Funktion g : F© — R, gesucht eine in ()

0
harmonische und auf B stetig differenzierbare Funktion ¢ : B — R, die % =g auf F

(genauer: in allen Punkten von F', in denen die dufiere Normale 7 wohldefiniert ist) erfiillt.
Hier folgt aus der ersten Green’ Schen Formel (3.2), dass sich zwei auf B zweimal stetig
differenzierbare Losungen dieses Problems nur durch eine additive Konstante unterscheiden
konnen.

Gemischtes Randwertproblem: Gegeben sind die stetigen Funktionen ¢g,h : FF —

R mit A~ > 0 und h # 0 auf F', gesucht ist eine in 2 harmonische und auf B stetig
0

differenzierbare Funktion ¢ : B — R, die der Bedingung % + hy = g auf F' geniigt.

Fiir die Differenz ¢ = 1 — 9 zweier zweimal auf B stetig differenzierbarer Losungen folgt
aus der ersten Green’schen Formel (3.2)

// !Wzdm—// L dF = — //htp dF <0.

Hieraus ergibt sich wieder Vo = 0 und somit ¢ = ¢y = const auf B. Also ist hcy =

0
—aji =0, d.h. ¢g = 0. Es gibt somit hochstens eine auf B zweimal stetig differenzierbare

Losung.
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(h)

()

Poisson-Problem: Gegeben sind die stetigen Funktionen f: 2 — Rund g: FF — R,
gesucht ist eine auf 2 zweimal stetig differenzierbare und auf B stetige Funktion ¢ : B —

R, die
Ap=f in Q, =g auf F

geniigt. Dieses Problem kann in zwei Teilprobleme zerlegt werden: Man sucht ¢ = 1 + @2
mit
Apr=f in Q, ¢=0 auf F

und
Aps =0 in Q, @o=g auf F.
Sind ¢ : B — R eine zweimal stetig differenzierbare Losung des Problems
Ap=f in Q, ¢=0 auf F

und ¢ : B — R eine beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktion mit ¢ = 0 auf F',
so folgt aus der ersten Green’schen Formel (3.2) (man vertausche die Rollen von ¢ und )

—///ngp,vw dx://B¢fdx.

Diese Tatsache kann fiir einen schwéicheren Losungsbegriff verwendet werden, indem man
p: B — R, ¢ =0 auf I eine schwache Losung nennt, wenn die letzte Gleichung fiir alle
Funktionen v : B — R aus einem geeigneten Funktionenraum gilt. Auch fiir homogene
Neumann-Randbedingungen, d.h. fiir das Problem

Ap=f in Q, %:0 auf F,

kann man dies aufschreiben, wobei hier keine Randbedingungen an ¢ zu stellen sind.

Ein Vektorfeld @ = rot ¥ : © — R3 nennt man also ein Wirbelfeld (vgl. Punkt (a))
und 7 ein dazugehoriges Vektorpotential. Aus (a) folgt, dass die Bedingung div wW=0
in  notwendig dafiir ist, dass W ein Wirbelfeld ist. Seien nun diese Bedingung erfiillt,
2¥ € Q und Q sternférmig bzgl. 20 sowie

1
7(90):/0 (W (2% + t(z — 2°)) x (z —20)]dt, 2€Q.

Unter Verwendung der Formel

- =
rot {? X 7} :E)div?—ﬁdivﬁ—i—a'b—b'a

kann man zeigen, dass dann rot v = ' in  gilt.
Sind W@ = rot ¥ ein Wirbelfeld und V¢ ein Gradientenfeld, so folgt aus (b)
W =rot (T 4 V) ,

d.h., auch ¥ + Vi ist ein Vektorpotential fiir w . Umgekehrt folgt aus W = rot v =

rot 7, also aus rot (7 — 7) = 0O, nach Satz 2.20, falls Q) einfach zusammenhéngend ist,
v - = V.

Wir suchen zu einem quellfreien Wirbelfeld W =rot ¥ ein quellfreies Vektorpotential, also
nach (k) ein Skalarfeld ¢, so dass div (7 4+ V) = 0 gilt. Man erhélt also die Gleichung

Ap=—divT.
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(m) Es seien ¥ : @ — R3 ein gegebenes Vektorfeld und die Gleichung Ag = div ¥’ auf dem
sternférmigen Gebiet  losbar. Es folgt div (7 — Vi) = 0. Nach (j) existiert also ein
Vektorfeld w : © — R3 mit o — Vi = rot W . Also ist ¥ = rot w + Vi als Summe eines
quellfreien und eines wirbelfreien Vektorfeldes darstellbar.

Wir wenden jetzt die zweite Greensche Formel (3.3) auf die Funktion p(z) = sy(z) = ‘
Y
(d =3), y € int(B) und B. = B\ Uc(y), F. = 0B; an, um eine Darstellungsformel fiir

harmonische Funktionen zu gewinnen.

e Zuvor einige Betrachtungen zu Integralen mit Singularitdten: Es seien B C R™ Jordan-
messbar und f: B\ {:UO} — R gegeben. Fiir jede Jordan-messbare Umgebung U von 2.°
(d.h., fiir jede Jordan-messbare Menge U C R? | fiir die 2° innerer Punkt ist) existiere das
Integral fm f(x)dxz . Wir sagen, dass das uneigentliche Integral

/B f(z)dx (3.5)

existiert, falls fiir eine beliebige Folge (U,,), >, von Umgebungen von 20| die sich fiir n —
oo auf 2° zusammenziehen (d.h., es existieren ¢, > 0 mit U,, C U, (2°) und li_>m en =0),
n o

der Grenzwert

lim f(z)dx

existiert. Dieser Grenzwert ist dann unabhéngig von der Wahl der Folge (U,),=; und
definiert den Wert des Integrals (3.5).

Beispiel 3.16 Es seien R > 0, A € R und m = 2 oder m = 3. Das Integral fKR(e) |z| = dx

mit Kp(2®) = {z € R™ : |z — 2% < R} existiert genau dann als uneigentliches Integrals, wenn
A < m gilt.

Folgerung 3.17 Es seien B C R™ Jordan-messbar und f : B\ {xo} — R gegeben. Fiir ein
R >0 gelte Kr(2°) C B und

I < o—mxs # € K\ {a}

|z —

mit Konstanten ¢ > 0 und A\ < m € {2,3} . Ferner sei f auf B\ U fir jede Jordan-messbare

Umgebung U von z integrierbar. Dann existiert das uneigentliche Integral | f(x)dz.
B

e Man erhélt fiir eine auf dem Bereich B mit stiickweise glattem Rand F' zweimal stetig
differenzierbare Funktion 1) : B — R die Formel

477// \x—y\j_ _//w !w—yl?’ F__/// !w—y\

y € int(B) =: Q, wobei das letzte Integral im uneigentlichen Sinne existiert. Ist ¢ har-
monisch in 2, so ergibt sich die Darstellungsformel

47T// Iﬂci |Td _// |;__yy|3'7(96)de, yeQ. (3.6)
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e Sei ¢ :  — R auf der offenen Menge €2 harmonisch. Wendet man die Darstellungsformel
(3.6) auf B = K,(y) C Qund F = F, = 0K, (y) an, so erhilt man die Mittelwerteigen-
schaft harmonischer Funktionen

v0) = s [ i

Aus der Mittelwerteigenschaft erhélt man das Maximumprinzip.

Satz 3.18 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) Ist ¢ : Q@ — R auf dem
Gebiet  C R? harmonisch und nicht konstant, so kann v in Q kein Maximum besitzen.

3.5 Felder in krummlinigen orthogonalen Koordinaten

Definition 3.19 Unter einer orthogonalen Koordinatentransformation verstehen wir ei-
ne stetig differenzierbare Abbildung

T:D—R3 wu—z=T(wu), DCR3,

mit det T'(u) > 0 Vu € D und

OT(w) OTW)N _ k=123 j#k ueD.
aUk 6uj

Fiir jedes u® € int(D) existiert ein ¢ > 0, so dass die Wege 7* : (—¢,6) — R? mit v!(¢) =
T + t,ul,ul), ¥2(t) = T(ud,ud + t,ud) und ¥3(t) = T(u?,uy,ud + t) wohldefiniert sind.
Die zugehorigen, maximal fortgesetzten Kurven I'* nennen wir Koordinatenlinien durch den

T (u°
Punkt 20 = T'(u"). Wegen (v*)(0) = OT(w)
rechtwinklig. Die Vektoren

schneiden sich diese Kurven in z0 paarweise

- 1 0T(u) i u) — oT (u)
k() = gr(u) Oug 6 gr(w) ‘ Ouy,
bilden wegen
((u), & (u)) =6, und det [gl(u)|52(u)|€3(u)} - (u)g;u)gg o det T'(u) = 1

ein orthogonales Rechtssystem, das sogenannte Rechtsdreibein entlang der Koordinatenlinien.

Beispiel 3.20 (Zylinderkoordinaten) Die Transformation T : D — R3 mit

U1 COS U2
T(u) = | wuysinug und D = (0,00) x [0,27] x R
us
ist eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T'(u) = w1, g1(u) = 1, go2(u) = uy,
g3(u) =1 und
COS U9 — sin uy 0
ei(u) = | sinug |, ea(u)=| cosusg , es3(u)y=10

0 0 1
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Zylinderkoordinaten: Koordinatenlinien

Beispiel 3.21 (Kugelkoordinaten) Die Transformation T : D — R3 mit

U1 COS Uz COS U3 o
T(u) = 41 Sin ug COS U3 und D = (0700) X [0,271] X <_§’ 5)
u3 sin ug

ist eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T'(u) = u? cosuz und

g1(u) =1, go(u) =ujcosus, gs(u)=u;

sowie
COS U9 COS U3 — sin ug — COS U9 Sin ug
€1(u) = | sinugcosus |, ex(u)=| cosuy |, e3(u)=| sinugsinug
sin ug 0 COoS U3

Kugelkoordinaten: Koordinatenlinien
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Beispiel 3.22 (Toruskoordinaten) Fliir a > 0 ist die Transformation T : D — R3 mit
(a + uq cosug) cos ug
T(u) = | (a-+ ujcosus)sinug und D = (0,a) x [0,2n]?
U1 Sin ug

eine orthogonale Koordinatentransformation, wobei T'(u) = uj(a + uq cosus) ,

g(u) =1, go(u)=a+wujcosus, gs(u)=mu

und
COS U2 COS U3 — sinug — cos ug sin ug
ei(u) = | sinugcosus |, e2(u)= | cosusy , e3(u) = sin ug sin ug
sin usg 0 COS U3

Toruskoordinaten: Koordinatenlinien

Sind v : G — R? ein gegebenes Vektorfeld und 7 : D — G eine orthogonale Koordinaten-
transformation sowie v(u) = v(T'(u)), so folgt

3
5(w) = 358 (W),

wobei v;(u) = (v(u),e;(u)) die Koordinaten von v entlang der Koordinatenlinien bezeichnen.
Wir erhalten

_ 3 o~ e
Ov(u) _ 3 [(%j(u) ei(u) +vj(u) 8ej(u)} , k=1,23.

Buk

Beispiel 3.23 Auf v(z) = (2%,0,0) wenden wir T(u) aus Beispiel 3.20 an. Es folgt v(u) =
(u3,0,0) und 1 (u) = u3 cosug , Va2(u) = —u3 sinuy sowie v3(u) = 0.

Man beachte fiir das Weitere, dass die Differentialoperatoren grad , div , rot und A sich stets
auf die z-Koordinaten beziehen.
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Es seien nun ¢ : G — R ein gegebenes Skalarfeld, T': D — G’ eine orthogonale Koordina-
tentransformation und ¥ (u) = (T (u)) . Es folgt

3
grad p(u) = 3 (grad v(T()). & (u) & (u)

j=1
mit
o 1 " . 0T (u)
<grad¢(T(u)),e]( ) = gj(U) <g d9(T(u)), Ou; >
1 G 0u(T(w) 0Tk _ 1 9d(w)
also

3 -
) &
grad ¥ (u jzl (@ 8% €j(u). (3.7)

Beispiel 3.24 (Gradient in Zylinderkoordinaten) Fir die Zylinderkoordinaten aus Bei-
spiel 3.20 ergibt sich aus (3.7) die Formel
1 O (u)

ai(u) _
aul (75} 6u2 62(U)+ 8U3

e1(u)

grad ¥(u) =

bzw. mit uw = (r,p, z) kurz

O 100 0
gradi/)— o T+T&pe¢—|—8zez.

Fiir ¢ : G — R und v : G — R? folgt aus

0[1!)(:(;36?(90)] _ 0(;#;2) on(z) + () &gﬁ)
die Formel
div () = (grad <, ) + ¢ div Y . (3.8)

Unter der Voraussetzung, dass 7' : D — G bijektiv ist, wenden wir die Formel (3.7) auf
P(x) = [T_l(x)]k , d.h. ¥(u) = (T (u)) = ug, an und erhalten

grad uy, = P er(u) (3.9)

und somit
e1(u) = ex(u) x es(u) = ga(u)gs(u)[grad ug x grad ug] .
Es folgt aus (3.8) und div (@ x ?) = <?,r0t 7) - (7,1?0‘5 ?)

div (vie1) = div[g2g3v1(grad ug x grad ug)]
= gog3v1 div (grad ug x grad ug) + (grad (g3gsv1), grad ug x grad ug)

1 ~\ ~ (37 1 0 D
= —— (grad (g2g301),¢€1) @D (929301)
9293 919293  Oug
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und analog

1 V- 1 v:

div (355) = A(g19372) | div (338) = 0(919203)
919293 Ouz 919293 Oug
3 3
Wir schlussfolgern aus divvo = div Z vje; = Z div (vj€;) die Formel
j=1 j=1
1 - - -
dive = {3(929301) 1 9(919302) 1 9(g19203) (3.10)

919293 OJuy Ous dus

Beispiel 3.25 (Divergenz in Zylinderkoordinaten) Formel (3.10) liefert fiir die Koordi-
natentransformation aus Beispiel 3.20

divy =

1 |:3(U161) + @ + 3(U163)

u_1 8U1 3UQ 8U3

i 3(U161) 1 862 + (7173 % 8(7/177,) + 1 % 862

(75} aul (75} 6u2 6—2L3 - 67’ T a@ aZ '

Unter Verwendung der Formeln (3.9), rot (¢ @) = ¢ rot W + (grad ¢) x @ und (3.7) erhalten wir

3 3
rotv = rot Z’ﬁj'éj = Zrot (vje5) = Zrot (vjgigrad u;)

J=1 Jj=1 Jj=1

j=1

_ 233233(1 a<5j9j>~>x<1~>

= _ —e]
S \gk Ou 9i

1 8(52.92) ~ 1 ({9(6393) ~
—— =l - —— G
9192  Ouy g193  Oup

1 Jv - 1 O(v -
_ (V191) & + (U393) &
9291 Oua 9293 Ous

1 0(g) ~ 1 0(v292) ~
€2 — €1,
g3g1  Ous g3g2  Ous

so dass
gie1 G262 g3e3
0 0 0

det | — — — . 3.11
919293 Oup  Ouy Ous (3:11)

rotv =
g1U1  GaV2  g3U3
Wiederum unter Beriicksichtigung von (3.7) ergibt sich

3
~ 1
Ay = divgrad ¢ = div E — ——¢; =:div W
i .



52 KAPITEL 3. OBERFLACHENINTEGRALE UND INTEGRALSATZE

_ 1
mit w; = — 9 ,7=1,2,3. Aus (3.10) folgt somit
gj Ou;

5 _
~ 1 0 [ 919293 OV

Ay = —_— — . 3.12
(0 G19293 ]Z:; Ou; < gjz. Ou; ( )

Beispiel 3.26 (Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten) Mit der Koordinatentransfor-
mation aus Beispiel 3.20 nimmt Formel (3.12) die Form

~ 1|0 o o (1 oy ) o
Ay = — | Z (22 )+ 2 (=2 ) 2 (o 22
TIZ) (5] laul <U1 3U1> + 3UQ <U1 8UQ> + 8U3 <U1 3U3>]
_ 1o (00 18 0%
ror \ or r20p? 022
v 109 104 0%

a2 o teap o

an.

Beispiel 3.27 (Laplace-Operator in Kugelkoordinaten) Fir die Koordinatentransforma-
tion aus Beispiel 3.21 liefert die Formel (3.12)

~ 1 ) o ) 1 oy ) o
AYy = —— | —[u? — — — — —
v u? cos ug [am <u1 cos s ouq ) * Ous (cos ug Ouo ) + Ous <COS s Ous ) ]
10 [ Lo0 1 0% 19 oY
2 0r (T 67’) + r2 cos? ¥ 0p? * r2cosv 09 cos ¥ o]

3.6 Zur Wiarmeleitungsgleichung

Wir betrachten ein kleines Volumenelement AB und eine kleine Zeitspanne At > 0. Mit u(x,t)

bezeichnen wir die Temperatur am Ort € R? zum Zeitpunkt ¢. Die Anderung Au der Tempe-

ou(z°, o)
ot

2 € AB. Da die spezifische Wirmekapazitit ¢ angibt, welche Wirmemenge Q einem Kilo-

gramm des betreffenden Materials zugefithrt werden muss, um seine Temperatur um ein Kelvin

zu erhohen, gilt in unserem Fall

ratur in AB wihrend des Zeitintervalls [to, to + At] ist ungefiihr gleich At mit einem

0
MAHAM,
ot

wobei p die Dichte des (homogenen) Materials sei. Zerlegen wir also einen Bereich B mit stiick-
weise glattem Rand in Teilbereiche und verfeinern die Zerlegung, so erhalten wir in der Grenze

5B =ep [ 20 451

Setzen wir voraus, dass B keine inneren Wérmequellen und -senken hat, so muss diese Wérme-
menge AQ(B) dem Korper B iiber die Oberfliche F' = 0B zugefiihrt bzw. entzogen werden.
Also gilt

AQ(AB) =~ cp

AQ(B) = //F Agrad u(., to) dF At
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(Warmefluss durch die Oberfliche F'), wobei A die Wiarmeleitfahigkeit des Materials angibt. Mit
dem Gaufy’schen Integralsatz folgt

= /// div (A\grad u) dx At = )\// Au(z,ty) dx At
B B

wobei wir wiederum homogenes Material voraussetzen (A héngt nicht von z ab). Somit ist

/// [au ,to) QQAu(x,to)] dz = 0. (3.13)
2

A

wobei a® = — die Temperaturleitfihigkeit des betrachteten Materials ist. Da die Gleichung
cp

(3.13) auch fiir jeden Teilbereich By C B gilt, folgt die Differentialgleichung der Wérmeleitung

ou

i a’Au=0. (3.14)

Wirmeleitung in einem endlichen Stab. Als Beispiel betrachten wir die (eindimensionale)
Wiérmeleitung in einem Stab der Linge ¢, d.h., das Problem (3.13) fiir (x,t) € (0,¢) x (0,00)
mit entsprechenden Rand- und Anfangsbedingungen:

ou(z,t) 5 0%u(x,t)

e =0, O<zxz<?,t>0, (3.15)
u(0,t) =u(l,t) =0, ¢t>0, (3.16)
u(z,0) = f(z), 0<ax</L. (3.17)

Wir suchen eine stetige Funktion w : [0,¢] x [0,00) — R, die die Differentialgleichung (3.15),
die Randbedingungen (3.16) und die Anfangsbedingung (3.17) erfiillt. Ein Separationsansatz
u(z,t) = v(x)w(t) fiir die Losung fithrt auf die gewohnlichen Differentialgleichungen

V" (x) + po(xr) =0 und  w”(t) + pa’w(t) =0

mit den Randbedingungen v(0) = v(¢) = 0 und einem unbekannten Parameter ;4 € R. Nur fiir

po=pZ,n=12.., mitp, = I existieren nichttriviale Lésungen v,(z) = sin(unx) und

wn(t) = e®*#nt . Die Losung des Problems (3.15), (3.16), (3.17) suchen wir nun in der Form
Z’yn —a* it gin (nz) . (3.18)
Die Anfangsbedingung (3.17) liefert
oo
x) = Z’yn sin(pnpx), 0<z </, (3.19)
so dass, unter der Voraussetzung, dass f(x) integrierbar ist,

) ¢
—%/Of(:v)sin(w—zx)dx, n=12...

e Kann man in (3.18) gliedweise differenzieren, was garantiert, dass u(x,t) die Differential-
gleichung (3.15) erfiillt?
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Ist f:[0,¢] — R eine beschréinkte Riemann-integrierbare Funktion, so konvergieren die
gliedweise differenzierten Reihen

[ee]
2,2 .

gleichméBig auf [0, ¢] x [t, 00) fur jedes g > 0. Das impliziert, dass u(x,t) aus (3.18) die
Differentialgleichung (3.15) erfiillt.
Gilt lim wu(z,t) = f(x) fir u(z,t) aus (3.18)7

t—+0

Wir setzen voraus, dass f : [0,/] — R stetig ist, eine beschréinkte Riemann-integrierbare
zweite Ableitung besitzt und f(0) = f(¢) = 0 erfiillt. Dann gilt

7TTL£E 202 7Tnx
/f cos< 7 dr = 7T3n2/ " (z sm >dm

, n € N, mit einer Konstanten ¢y € (0,00). Ist nun £ > 0 beliebig, so

also |y,| < con™2

1 € 0 22 €
existieren ein ng € N mit ¢ E — < — und ein § > 0 mit ¢ g <1 —e @ “"t> < — fir
" ’ no+1 n2 2 ’ n=1 2
o —

alle t € (0,9). Es folgt fiir (x,t) € [0,4] x (0,0)

no oo
1
Y@< 003 (1) L
u(z, t) f(ﬂC)\_COnZ:1 e teo Y — <¢

n=nog+1

3.7 Zum Beweis des Gauf3’schen Integralsatzes

Wir verwenden folgende Formeln bzw. Aussagen:

ar az ag ar b

(a) <7,7x7):det by by by | =det | as by e :det[a‘b‘c]

(b)

()

c1 C2 C3 as bg C3

det[a‘b‘c]:det(A_l[Aa‘Ab‘Ac]):(detA_l)(det[Aa‘Ab‘AcD

_ -1 _ b ‘ ]
det[ (detA )Aa ‘ Ab ‘ Ac] det[ detAAa Ab | Ac
AL [ Ay )

det A L TR djk=1

wobei A = [ @k ] kel € Cr ™ Ajy, = (—1)7* det Aji, und Aj; entsteht aus A durch

Streichen der j—ten Zeile und k-ten Spalte

(@) Fir  A(t) = [ am(t) ], silt

%detA() = det [ a|(t) | az(t) | as(t) |

+det [ ai(t) | ah(t) | as(t) ]

+det [ ay(t) | az(t) | a(t) | .

(e) Wir schreiben A € C"™"inder Form A= [ ay | -+ | a,, | mita, € C". Ist ¢ : C™*" — C

ein Funktional mit den Eigenschaften
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€0 o] o |3 | o )
=¢([a] - |an ])+re([ar |-+ [axr|be]ari |- [an ])
fir b e C", A € C,
(2) ([ o fac|--])=-o([ar | [an]),
(€3) () =1,
so gilt p(A) = det A fiir alle A € C™*™.
(f)EsseienA:[al‘---‘an],B:[bjk]j’:ﬂ:[bl‘---‘bn]eC”X”undvorerst

8= Z bj; # 0. Wir definieren

j=1
1 n
A):BZdet[al‘--- ‘ak,l‘Bak‘akH‘--- ‘an].
Es folgt
o (Lot |-+ [anct | am+em [amsn |+ [ an ]
1 n
LS et an] e ot | B | an ]
k=1k#m
+)\det[a1‘--- ‘cm‘ ‘Bak‘--- ‘an ])
L@etTar] | am | Bam | amer |+ |an ]
+)\det[a1‘--- ‘am,l‘ch‘aerl‘--- ‘an])
=)+ ([ar ] [am | em|amer |- [an ]),
so dass (el) erfiillt ist. Ebenso gilt (e2) und wegen
1 1
:—Zdet[el‘---‘ek,l‘bk‘ekﬂ‘---‘en]:— b =1
B Bia
auch (e3), und wir erhalten aus (e)
n n
Zdet[al‘--- ‘ak,l‘Bak‘akH‘--- ‘an (det A) Zb
_ 7j=1

Durch Grenziibergang zeigt man, dass diese Formel auch im Fall Z bjj = 0 gilt.
j=1

e Es seien f: K — R3 eine Fliche, F' = f(K) C Q1, Q1,02 C R3 offen, S : Q) — Qs ein
Diffeomorphismus (d.h., bijektiv, und S, S~! sind stetig differenzierbar), v : F — R3 ein
stetiges Vektorfeld und G := S(F'), d.h.,, G = g(K) mit g = S o f. Es folgt

[l = (o 2 Eh )

/ /K det [v(f(u))'aafzi?) 855;)] du.

=
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e Nun gilt ¢'(u) = S'(f(u))f (u), d.h. 3892(:) = S’(f(u))aaf—iz) , und somit
_ ’ 1] o dg(u) | 9g(u)
J[#dF = [[ aet (150 | s | 2 | 24 1)
<. det[dtsmf( S e | F | G |

N //< ) 8u1 ai)
_ //Gﬁda

wlo() = gogrrea S (57 e0w) e (5™ en)w) |

also
1

w(zr) = m S’ (Sil(az)) v (Sil(:c)) .

e Verwenden wir die Bezeichnung T := S~! | so gilt S(T'(x)) = = und somit S"(T'(z))T"(z) =
I . Damit erhalten wir

w(z) = (det T’(x)) [T’(x)]fl v(T(x)),

und folgender Satz ist bewiesen.

Satz 1 Es seien f : K — R3 eine Fliche und F = f(K) das zugehorige Flichenstiick, S :
Q1 — Q9 und G := S(F) wie oben sowie v: F — R ein stetiges Vektorfeld. Dann gilt

//F?d?://cﬁdﬁ,

1
det (S~ 1(z))

bzw. (mit T = S~ : Qy — Q)

wobei

w(z) = S'(STHa)w(STHx), wed,
w(z) = [det T'(2)] [T'(z)] " o(T(x)), =€G.

e Aus (c) folgt

[det T"(z)] [T,(Cﬂ)}_l = [ Ayj(z) ]j,::l ’

wobei Aji(z) = (—1)77* det [T"(2)] ), - Damit ist

3
= Apj(@)vr(T(x))
k=1
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e Andererseits ist z.B.

det [ o(T()) ‘ ‘fg)

|

[ (7)) SR T

— det | v2(T(x)) 3?1(;) 32“1(;)

w(T() T B

(31‘3

= v1(T(2)) A1 (z) + v2(T(2)) A21 (2) + v3(T'(2)) A1 () ,

so dass

8T1 (1‘) 8T1 (1‘) 1

[ det | o(T(2) "ﬁgj) "ﬁﬁj) _
B oT (x) oT (x)
w(z) = | det o v(T(x)) o
[ oT(z) | 0T (x)
I det o s (T (z))

e Aus (d) folgt

Dy (2) B det[ ov(T(z)) ‘ oT'(z) | T (x) }
orq Oxq I Oz

_ 27 (1 z) |
+ det _ v(T'(x)) gﬁ;xi agx(g) J
_ 2 2T (z) |
+ det _ v(T(x)) 85952) gxlT;x;)), |

0o = det { 012011 o(T(x) ‘ Oz3 }
T (x) | Bu(T(z)) | OT(x)

+det[ Dy Oz ‘ Ox3

T () 0T (x)

+det[ oz, | V@) dz9023

o7
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dws ()
3%3

T (z)
3%38%1

2w |

= det[

. [ 0T (x) | 0°T(x)
%_d t_ 8%1 ‘ 8%33%2 U(wa))]

[ OT(x) | T (x) | Ov(T(x))
%_det_ axl axg axg ]'

Setzen wir voraus, dass T'(x) zweimal stetig differenzierbar ist, so erhalten wir

ov(T(x)) | 0T (z) 8T(m)]
8$1 8$2 8$3

div(z) = det [

[ 0T (z) | Ov(T(x)) | OT(x) |
+_det_ 8%1 8%2 ‘ 3%3
+det [ OT(x) | 0T (x) ‘ ov(T(z)) |

L 8%1 3%2 8%3

= det | V'(T(x))

oT(x) | 0T (z) 8T(m)]
axl axg 8$3

[ oT(x) | , OT(x) | 0T (z) |
+ det  on, v'(T(x)) s ‘ o
[ OT(x) | T (x) | oT (x)
+ det o, g v (T(x)) O3
D (et T'(2)] 3 %ﬁ:x)) = [det T'(2)] div T (T'(x)).
k=1

Satz 2 Sind v : Qo — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf der offenen Menge Qo C
R3, T :Qy — Qo ein C%-Diffeomorphismus und w : 3 — R3 gegeben durch

w(z) = [det T'(z)] [T'(z)] " o(T(x)),

so gilt
div W (2) = [det T'(x)] div ¥ (T(x)), =€ Q.

Bezeichnungen:

o B = {B C R?: B — Bereich mit stiickweise glattem Rand}

e Bg ={B € B: Auf B gilt der Gau’sche Integralsatz.} - Menge der Gaufl’schen Bereiche
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Satz 3 Ist By € Bg und ist T : By — By ein C%-Diffeomorphismus mit detT'(x) > 0
Vx € By, soist By € Bg.

Beweis. Seien £}, = 0B} . Dann gilt

/F27d?2 Satz 1 //Flﬁdﬁlz///&divﬁ(x)dx
Stz 2 ///31 divﬁ(T(x))detT'(x)dx:///32 div 7 (y) dy.

Zeigen die Normalenvektoren auf F; ins AuBere von By, so gilt dies auch fiir die Normalenvek-
toren auf F5 beziiglich By, denn:

Fir F; = f;(K), dh. fo = To f1,y € int(Ba), y° € Fy gilt y = T(z), y° = T(2") mit
r €int(By), 2° = f1(u’) € Fy, und es folgt (fiir x nahe bei z)

UO UO 1’0 .7]0
<y—y0, BJ;Q?(“ ) X 8%22 )> = <T(:r:) —T(ﬂco),T'(:cO)ng(cl ) X T’(:::O)ng(@ )>

~ det [ T (z%)(z — 2°)

® (det T"(z?)) <:E — a0, 8];19(50) X aJ;le)> <0.

0 0 0 0

Weitere Schritte im Beweis des Gauf3’schen Integralsatzes

(1) Es seien Q = [a1,b1] X [ag, ba] X [a3,bs] ein Quader und g : [a1, b1] X [ag, ba] — (0, 1] eine
zweimal stetig differenzierbare Abbildung. Wir definieren T : Q — R3 durch

T(x) = (x1,x2,a3 + (3 — a3)g(z1,z2)) .

Nach Satz 3 gilt T'(Q) € Bg .

y—— ===

(2) Durch Approximation kann man 7'(Q)) € B¢ auch fiir einmal stetig differenzierbare Abbil-
dungen g : [a1,b1] X [ag, ba] — (0,1] (vgl. (1)) zeigen.
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(3) Zerlegt ein Fliachenstiick F', welches Graph einer Funktion g(xi,z9) ist, einen achsen-
parallelen Quader in zwei Teilbereiche By und Bs, so gehort jeder dieser Teilbereiche zu

Be .

/

Begriindung: Man zerlege () in achsenparallele Teilquader (), und entferne die Teilquader
Q mit 0QENF # (). Fiir die iibrigen Quader Q. , die mit B; einen nichtleeren Durchschnitt
mit positivem Jordanmafl haben, gilt B; N Qr C B; oder By N Qy ist von der in (1)
betrachteten Form. Durch Verfeinerung der Zerlegung kann man unter Verwendung der
folgenden Aussage zeigen, dass By zu Bg gehort.

(4) Sind B € B und (By,) eine Folge GauB’scher Bereiche mit B, C B, |B \ B,| — 0 und
|0(B\ Bp)| — 0, so ist auch B ein Gauf3’scher Bereich.

(5) Sei B € B. Wir legen B in einen achsenparallelen Quader @) und zerlegen () in achsen-
parallele Teilquader @, aus denen wir die entfernen, die Kanten von B enthalten. Die
Zerlegung konnen wir so fein wéhlen, dass die restlichen Quader ganz zu B oder ganz zu
@ \ B gehoren oder durch 0B in zwei Teile wie in (3) zerlegt werden. Es bleibt dann wieder
(4) anzuwenden.

3.8 Ubungsaufgaben

1. Uberpriifen Sie, ob folgende Koordinatentransformationen orthogonal sind, und geben Sie
in diesem Fall das Rechtsdreibein entlang der Koordinatenlinien an:

a) (parabolische Zylinderkoordinaten)
ui —uj

2 )
mit (u1,us,u3) € R?\ {(0,0,s) : s € R}

b) (rotationsparabolische Koordinaten)

€Tl = T2 = U2, T3 =1U3,

1 = Uijug cosug, T9 = UTUY SiHU3 s Tr3 =

mit (u1, ug,us) € (0,00)% x [0, 27].

2. Stellen Sie das Vektorfeld v(z) = (z2,—z3,1) im orthogonalen Dreibein beziiglich der
Zylinderkoordinaten und der parabolischen Zylinderkoordinaten dar.
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. Schreiben Sie den Gradienten folgender Skalarfelder in Kugelkoordinaten:

a) 1/1(95) = ‘.%" b) ¢(7"7797 90) =71-singp.

. Schreiben Sie den Laplace-Operator folgender Skalarfelder in Zylinderkoordinaten:

~ sin

a) 1/)($) = <a’x>’ a#0 b) ¢(Ta ©, Z) =

, > 0.

. Schreiben Sie die Divergenz folgenden Vektorfeldes in Zylinderkoordinaten:

3 2
T 1T
vie) = (2”“ T@ea it T)
1 2 1 2

. Die Vektorfelder A, B : R®> — R? und das Skalarfeld ¢ : R3 — R seien differenzierbar.

Zeigen Sie folgende Formeln

(a) V-(p4) =A-Vo+¢(V-A),
(b) VX (AxB)=A(V-B)—B(V-A)+(B-V)A—(A-V)B.

. Sei G C R? das Gebiet, welches durch die Funktionen y = 2? und y = 4 begrenzt wird.

Verwenden Sie den Gaufy’schen Integralsatz der Ebene zur Berechnung

(a) des Integrals / (" —y)dx + (siny + x) dy
oG

(b) des Flicheninhaltes von G.

. Berechne Sie den Inhalt des Teils der Fliche 2z = 22, der von den Ebenen y = z/2,

y = 2z und = = 2v/2 begrenzt wird.

. Berechnen Sie fiir das Vektorfeld v(z) = (z1€"2, 1", z3¢"!) den Fluss durch die Fliche

F={zeR¥:0<z <1,23+ 23 =a’}, a >0, wobei der Normalenvektor nach aufien
zeige.

Berechnen Sie fiir das Vektorfeld v(z) = (z1,22,7273) den Fluf durch die Oberfléiche
eines achsenparallelen Wiirfels mit Mittelpunkt im Ursprung und Kantenldnge 2 unter
Verwendung des Gauf3’schen Integralsatzes. Die Normale zeige dabei nach auflen.

Berechnen Sie mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes das Integral
/[w(z —y)dz +y(x — 2)dy + 2(y — x)dz],
r

wobei I' das Dreieck mit den Eckpunkten A(a,0,0), B(0,a,0), C(0,0,a) (durchlaufen von
A iiber B nach C zuriick nach A, a > 0) ist.
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