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Kapitel 1

Das Lebesgue’sche Integral

Bezeichnungen:

e N:={1,2,...} - Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Null

Np :={0,1,2,...} - Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null
e 7Z:={0,+£1,£2,...} - Menge der ganzen Zahlen

e Q - Menge der rationalen Zahlen

e R - Menge der reellen Zahlen

e C - Menge der komplexen Zahlen

Wir erinnern an den Begriff der Riemann-integrierbaren Funktion und bezeichnen mit Rla, b] die
Menge der iiber dem Infervall [a, b] mit —oo < a < b < oo (reellwertigen) Riemann-integrierbaren
Funktionen (vgl. auch 2, Abschnitt 5.6]).

e Mit f,g € Rla,b] und o, 8 € R gehéren auch af + g und fg zu Rla,b]. Insbesondere
sind RJa,b] ein linearer Raum und das Riemann-Integral auf diesem Raum ein lineares
Funktional.

b
e Ist f € Rla,b] mit f(z) >0V € [a,b], so gilt / f(z)dx > 0.

< [r@lar

e Die charakteristische Funktion x g der rationalen Zahlen, auch Dirichlet-Funktion genannt,
gehort nicht zu Rla, b].

e Aus f € Rla,b] folgt auch |f| € Rla,b] und

x)dx

e Konvergiert eine Folge (f,),~; von Funktionen f, € Rla,b] gleichméBig auf [a,b] gegen
die Funktion f : [a,b] — R, so folgt f € Rla,b] und

lim fn d:c_/f

n— o0

Wir erinnern auch an die Definition uneigentlicher Integrale, z.B.

0 1
/ d_;v oder / Inzdx.
1 0
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8 KAPITEL 1. DAS LEBESGUE’SCHE INTEGRAL
1.1 Der erweiterte Zahlenbereich. Numerische Funktionen

Definition 1.1 Die Menge R¢ = [—00,00] := RU {—00,00} heifit erweiterter Bereich der
reellen Zahlen. Durch die Relationen —oo < x < oo Va € R wird die Ordnungsrelation von
R auf R® fortgesetzt. Fiir alle x € R gelten bzgl. Addition und Multiplikation folgende Regeln:

(8) @+ 00 =00+ =00+00=00, 2+ (~00) = (~00) + & = (~00) + (~00) = ~00,
co x>0

(b) z-c0o=00-2=4 0 : 2=0 §,
—o00 : <0

(€) 00+ 00 = (~00) - (~00) = 00, 00 - (~00) = (~00) - 00 = ~o0,

(d) ~(=00) = 00, 7+ (~00) = (~00) -z = ~(z - 00),

(€) & — 00 := &+ (~00) und 00| = | — 00| = oo.

Damit ist die Multiplikation auf R¢ uneingeschriankt ausfithrbar, die Addition bis auf = + y

mit £ = —y = oo und x = —y = —oo. Im Weiteren sei X eine beliebige nichtleere Menge.
Funktionen f : X — R® nennen wir numerische Funktionen. Wir definieren die Funktion
|f| durch |f|(x) := |f(z)] und, fiir zwei numerische Funktionen f, g,

(fUg)(x) := max{f(x),g(x)} und (fNg)(x):=min{f(z)g(x)} .
Der positive Teil f™ und der negative Teil f~ von f sind dann gegeben durch f* := f U0 und

f~i=—=(fN0) = (—=f)u0. Offenbar gilt f = f*— f~ und |f| = fT+ f~ . Wir schreiben f >0,
wenn f = f*,und f <g, wenn g — f > 0 gilt.

1.2 Der Begriff des Integrals

Definition 1.2 FEine Menge X reellwertiger Funktionen f : X — R heifst Vektorverband,
wenn aus f,g € X und o € R folgt oof, f +g,|f| € X.

Folgerung 1.3 Ist X ein Vektorverband, so gilt mit f,g € X auch fUg, fNg, fT,f~ € X.

Beispiel 1.4 Die Menge X1 := Co(R) der stetigen Funktionen f : R — R mit kompaktem
Triger bilden einen Vektorverband. (Man sagt, dass f : R — R einen kompakten Trdiger hat,
wenn 1 = x1(f) < xo = x2(f) ewistieren, so dass f(x) =0Vx € R\ [z1,x9] gilt.)

Beispiel 1.5 Die Menge Ro(R) der Riemann-integrierbaren Funktionen mit kompakten Trdger
st ein Vektorverband.

Definition 1.6 FEin auf einem Vektorverband X definiertes lineares Funktional J : X — R
nennen wir Integral auf X, wenn folgende Axiome erfillt sind:

(I1) feX, f>0= J(f) >0 (Positivitit von J),

(12) fofn € X, fut f = T(fn) T T(f) (Stetigkeit von unten).



bsp.Integral

satz.SATZ1

defi.DEF4

1.3. FORTSETZUNG EINES INTEGRALS AUF DIE ISOTONE HULLE 9
Dabei bedeutet f, T f, dass fr, < fnt1 Vn (isotone Folge) und lim f,(z) = f(z) V2 € X gilt.

Wegen der Linearitdt von J ist die Stetigkeit von unten dquivalent zur Stetigkeit von oben, ja
sogar zur Nullstetigkeit von oben (d.h., f, | 0 = J(f,) {0).

.BEISP1
Beispiel 1.7 Als Funktional 7O : XV — R (vgl. (éﬁ)' ﬁ; waﬁlel;z wir das Riemann-Integral.

Dann ist dieses Funktional ein Integral gemdfl Def.
Die im Folgenden zu betrachtenden Grenzwerte konnen aus R¢ sein.

Satz 1.8 Es seien J : X — R ein Integral, f,g € X und (f), =1, (9n),—y isotone Folgen von
Funktionen aus X . Dann gilt

a) f<g=J(f) <JT(g) (Isotonie des Integrals),
ITDI<TD Ve,

)

b)

¢) lim f, >0 = lim J(f,) >0,
)
)

(
(
(
(d) lim f,, < limg, = lim J(f,) < lim J(gn),

(e) lim f, =limg, = im J(f,) = lim J(g,) .
Beweis.

(@) f<g=g—f>20= T@-TJ(f)=T@—-f)=0
(b) £f <I|fl = +IJ(f) =T (Ef) <IT(fI)

(c) limf, 20 = (foN0)10 = J(f»N0) 710

Ja= [0 = J(fu) 2T (fun0) = limJ(fn) >0
(d) lim f, <limg, = fx <limg, VkeN = nh_{glo(gn_fk)zo
& 0< lim J(gn = fr) =limT(gn) = T(fx) = T(fr) <limT(gn) VE €N
= lim J(f,) < lim J(gn)

(e) Folgt aus (d).

1.3 Fortsetzung eines Integrals auf die isotone Hiille

Definition 1.9 Man nennt
X7 ={F:X—R°:3(fn), = CX mit f, T F}

die isotone Hiille des Vektorverbandes X .

Beachte: X7 ist i. Allg. kein Vektorverband.



satz.SATZ2
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bsp.BEISP2
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10 KAPITEL 1. DAS LEBESGUE’SCHE INTEGRAL
Satz 1.10 Aus (F},),~, C X7 und F, T F folgt F € X7 .

Definition 1.11 Fir F € X7, f, € X und f, T F nennen wir J*(F) := lim J(f,,) verallge-
meinertes Integral von F'. Die Funktionen der Menge X§ = {F € X : J*(F') < oo} nennt
man Levi-Funktionen.

satz.SATZ1
Nach Satz [L.3,[c] 187 * unabhanglg von der Wahl der Folge (f,),~; mit f, T F. Ferner
gilt nach Def. 1.6 aucﬁ j * = J(f) Vf € X. AuBlerdem hat das verallgemeinerte Integral

folgende Eigenschaften:

(V1) J*(aF) = aJ*(F),a €R, a >0, F € X°
(V2) JT*(F+G)=J*(F)+J*(GQ), F, G € X°
(V3) J*(F+g)=T*(F)+J*(g), FEX?, g X
(V4) F<G = J(f) < T*(G)

Satz 1.12 J* ist auf X stetig von unten.

Beweis. Sei (F,) C X7, F, n existiert eine Folge (f,) C & mit f, < F,, < F und

' ;r £ SB%
fn T F (vgl. Beweis von Satz Tl (z)i Es Tolgt
(V4)

und somit J*(F) = lim J*(F},) . O
Beispiel 1.13 Wir wihlen X = Ny und

X ={f:Ng—R:[{fneNo: f(n) #0} < oo}, JTO(f):= fjf(n)
Dann gilt

X7 = {F:Ny — RU{oo0}: Ing mit F(n) >0V¥n>0}, T Zf

1.4 Das Lebesgue-Integral

Definition 1.14 Das Integral J : X — R heifit Lebesgue-Integral (kurz L-Integral) ,
wenn
{G: X —RINAy CX

gilt. Man nennt dann das Tripel (X, X,J) einen Integrationsraum. Bezeichnen wir mit M 7
folgende Menge von Funktionen

Mg ={p: X — R:3IF € A mit p(x) # F(z) <= F(z) =00},

so nennen wir J ein vollstindiges L-Integral, wenn M s C X erfillt ist.



satz.THEOREM

lemma . LEMMA1

lemma . LEMMA2
lemma . LEMMA3

lemma . LEMMA4

lemma . LEMMAS

lemma . LEMMAG

1.4. DAS LEBESGUE-INTEGRAL 11

Fragestellung: Kann ein Integral J zu einem L-Integral bzw. zu einem vollstdndigen L-Integral
J auf einen Vektorverband X D X fortgesetzt werden?

Theorem 1.15 Jedes Integral besitzt genau eine minimale Fortsetzung zu einem vollstandigen
L-Integral.

[Lemmall EEMMALEMMAG
Zum Beweis dieses Theorems bendtigen wir die folgenden Lemmata [T.T6-1.2T.

Lemma 1.16 Ist 7 : X — R eine vollstindige Fortsetzung des Integrals J : X — R, so gilt

L(T)={p: X —R:IF,Ge X mit p+G=F}CX.
1 .LEMMA1
Lemma 1.17 Die in Lemma .16 6aZleﬁmerte Menge L(J) ist ein Vektorverband.

Lemma 1.18 Es existiert hochstens eine Fortsetzung J von J zu einem Integral auf einen
Vektorverband X C L(J) .

lemma.LEMMA3
Ausgehend von Lemma I8 tnd dessen Beweis definieren wir fiir peL(J)
JLlp) == T (F) = T*(G),

wobei ¢ + G = F und F,G € A .

Lemma 1.19 Die Definition von Jr(p) ist korrekt, d.h. unabhingig von der Wahl der F,G €
A mit o+ G =F.

Lemma 1.20 Fir jedes ¢ € L(J) und jedes € > 0 ezistieren F,G € X§ mit o+ G=F,G >0
und J*(G) < €.

Lemma 1.21 Es sei (¢n),~ C L(J) eine isotone Folge. Dann existieren fiir jedes € > 0 solche
F,Ge X7, so dass G >0, J*(G) < € sowie

(oo +G) = F und  lim Ji(pn) = T°(F) - 7°(G)
qgilt.

[bsp.BEISREp. Integral
Wir betrachten die Beispiele T.4 und 1.7 und bezeichnen fiir a € R und b > 0 mit g, : R — R

die Funktion aus X(1) | die auf [a — b,a] und [a,a + b] linear ist und fiir die gg(a) = 1 sowie
gar(z) =0Vz € R\ [a—b,a+ b gilt. Ist (ay),~; eine beliebige Folge paarweise verschiedener
reeller Zahlen, so setzen wir

n n
Jn = Zzgabg—j—k , neN.

j=1k=1

Die Folge (fn), =, ist isoton, so dass F' = lim f,, wohldefiniert ist. Dabei gilt

W%FZZﬁkZWZ“
7j=1

j=1k=1
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Also gilt F € Xo(l)a . Auflerdem haben wir fiir n > m
n
jﬁ(anﬂ Eijgz]»::na
j=1

so dass F(am) = oo ¥m € N. Die Funktionen aus M ;1) kénnen in den Punkten a,, also
beliebige Werte annehmen.

sp.BEISP2
Wir betrachten Beispiel [-13. Offonbar ist

Xéz)gz{fiNoﬁRizf(n)<OOa f(n)ZOVnZno(f)}-

n=0

Man kann zeigen, dass

L(T®) = {f :Ng— R: Z lf(n)| < oo} und jL(Q)(f) = Zf(n)
n=0

n=0

gilt.

1.5 Grenzwertsitze. Mengen vom Mafle Null

Im Weiteren sei (X, X, J) ein Integrationsraum.

Satz 1.22 (Beppo Levi) Seien (¢n), =1 C X, o, T ¢ oder ¢n | ¢ und ¢ : X — R. Ferner
sei (I (¢n)) ey beschrinkt. Dann gilt ¢ € X und lim J (p,) = T ().

Beweis. Aus ¢ : X — R, p € X7 und J*(¢) = lim J (py,) < oo folgt p € {f : X — R}NAY C
X und somit J*(p) = T (¢) . O

Definition 1.23 Unter dem System der X-messbaren Funktionen versteht man das kleinste
Funktionensystem M(X) numerischer Funktionen ¢ : X — R® | welches folgenden Bedingun-
gen geniigt:

(ml) X € M(X),

(m2) p,p € M(X), A€ R = Ap € M(X) und, falls definiert, ¢ + 1 € M(X),

(m3) (¢n),op C M(X) = U on :=sup{y, :n € Ng} € M(X).
n=0

Das System M (X') der messbaren Funktionen hat folgende Eigenschaften:

(M1) p € M(X) = o=, |p| € M(X),

(M2) ¢, € M(X) = N, pUY € M(X),
(M3) (pn) =g C M(X) = ﬂ op = 1nf {¢y, : n € Ng}, liminf ¢, limsup ¢, € M(X),
n=0

n=0

(M) M(X) ={¢p: X — R°:3(p,) C X mit ¢, — ¢} .



lemma . LEMMA7

defi.DEF8

lemma . LEMMA8
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Lemma 1.24 Fiir jedes p € M(X) mit ¢ > 0 existiert eine Folge (p,) C X mit ¢, > 0 und
on T

Beweis. Nach (M4) existiert eine Folge (p,) C X mit ¢, — ¢, so dass wegen ¢ > 0 folgt
o — ¢ . Wir setzen

oo m
s o +
o= (ol = lim () of.
k=n k=n

satz.SATZ4 . - > ~ .. ~
Aus Satz T.22 folgt ¢, € X und lim ¢,, = ngn:hmlnfgo::go,also on T . O

n=0
1 .LEMMA7
Nach (M1) sind mit ¢ auch ¢* Elemente von M (X) und nach Lemma I?mezj[agﬂf o€ X,
so dass J* (%) erklirt sind und wir folgende Definition geben kénnen.

Definition 1.25 Wir sagen, dass das Integral von ¢ € M(X) existiert bzw. dass ¢ inte-
grierbar ist, wenn wenigstens eines der verallgemeinerten Integrale J*(p™) endlich ist, und
schreiben dann

Bemerkung Ist ¢ € X7, so ist ¢ integrierbar, und es gilt

[e@ s =),
Lemma 1.26 Aus o € M(X), p: X — R und/|g0(a:)|dm < oo folgt p € X .

Satz 1.27 (Lemma von Fatou) Sind (¢,) C X und ¢, > 0, so gilt

/lim inf p, () de < lim inf/gpn(az) dz .

[ee]
Beweis. Wir setzen ¢ := liminf ¢, und ¢, = ﬂ vy - Es folgt ¢, € X und @, T ¢, also

k=n
p € X9 . Folglich ist

/ap(x) dx = T (¢) =lim J(¢y,) < lim J (pr) = liminf J(p,) .

O

Der folgende Satz ist bekannt unter dem Namen Satz von Lebesgue iiber die majori-
sierte Konvergenz.

Satz 1.28 Es scien (p,) C X, on —> @, lpn| <Y undp € X Dann gilt ¢ € X und
J(p) = 1lim J (¢n) -

Beweis. Aus on o2 ¢ folgt ¢ € M(X) und [p] € M(X)N X7, also T*(|¢l) < Jrb) = T (¥) .
1 NAITTE ’ .SAT
Lemma [T:26 Tioter v € X. Offenbar gilt ¢ + ¢,, > 0 und somit nach Satz ‘tz

TJW)=T(p) = TW—¢)=Tlim( - p,)) <liminf T (¢ — ¢,) = liminf [T () — T (¢n)]
= J (@) —limsup J ()
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und analog
T@W) + T () < T () + liminf T (en) .
Es folgt limsup J (¢,) < J(¢) < liminf J(p,) . -
Fiir eine Teilmenge A C X bezeichnen wir mit x4 : X — R die charakteristische
Funktion (erster Art)
(2) 1 : T €A,
Alx) =
X 0 : zeX\A4,
der Menge A . Dagegen wird
(@) oo rEA,
wa(x) =
0 @ zeX\A4,

die charakteristische Funktion zweiter Art der Menge A genannt.

Definition 1.29 FEine Teilmenge A C X heifit vom (X—)MafBle Null, wenn wy € M(X) und
Jwa(z)dx =0 gilt. Das System der Mengen vom Mafe Null bezeichnen wir mit N'(J) . Ist eine
Aussage P(z) fir x € X\ A mit A € N(J) wahr, so sagt man ,P(z) gilt fast iberall (f.i.) auf
X

Lemma 1.30 Aus ¢ € M(X), ¢ >0 und [ p(z)dx =0 folgt p =0 f.i.
Lemma 1.31 Fiir ¢ € M(X) mit | [ () dz| < oo gilt |¢| < oo f.ii.
Im Weiteren besitze der Integrationsraum (X, X, J) die folgende Eigenschaft:
(E) Fiir alle A C X folgt aus wq € M(X) auch x4 € M(X).
In diesem Fall ist A € N(7) dquivalent dazu, dass x4 € M(X) und J*(x4) = 0 gilt.

Satz 1.32 Es seien (p,) C X, on T oder o | ¢ fii., p € M(X), ¢ : X — R und (T (n))
beschrinkt. Dann folgt p € X und J(¢) = lim J () .

Satz 1.33 Sind ¢ € M(X), (¢n) C M(X), p,on : X — R, |@n| < ¥ fidi, v € X und
©n — @ foi., so gilt auch ¢ € X und J(p) =lim J (¢n)

1.6 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass X genau dann ein Vektorverband ist, wenn aus f,g € X und « € R folgt
af,f+g,fN0e X.

2. Man beweise, dass die Menge X®) der stetigen und stiickweise linearen Funktionen f :
R — R mit kompakten Tréger einen Vektorverband bilden.

3. Mit Z(R) bezeichnen wir die Menge der Zerlegungen der reellen Achse,
ZR) :={{zo,x1,...,2pn}: —c0 <z <21 <...<THp <00, nENp}.

Eine Zerlegung Z = {xg,x1,...,2,} € Z(R) nennen wir zuliissig fir f € X©®) | wenn
f(z) = 0 fiir alle € R\ [zg,2,] gilt und wenn f auf jedem Teilintervall [z;_1,z;],
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10.

11.
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j =1,...,n linear ist. Wir definieren auf X das Funktional .7® wie folgt. Sind f € X®)

und Z = {xg,x1,...,2,} zuldssig fiir f, so setzen wir
"1
TI(f) = 5 f(@g-1) + flaj)] (2 —z5-1) -
j=1

Man zeige, dass J®) : X(®) — R ein Integral ist.

. Man beweise:

(a) FGeX’,aeR,a>0=F+G,FUG,FNG,aF € X°
(b) FEXT, F>0=3(f), S, CX:fn>0, folF

n=1

defi.DEF5
. Man zeige, dass das verallgemeinerte Integral J* : X9 — R® (vgl. Def. [T ) die Eigen-

schaften (V1) — (V4) besitzt.

. Man beweise, dass fiir Fj, € X? mit Fj, > 0, k € Ny gilt

o o
5 (om) -3
k=0 k=0
tz.SATZ3
Hinweis: Man verwende Satz SI ?I 22.

Man zeige:

(a) p e M(X) = o, 07, [p] € M(X),
(b) v, € M(X) = pUY,pN1p € M(X),

(©) (n)nZy C M(X) = ) @n :=inf {, : n € No}, liminf @, limsup g, € M(X).
n=0

. Beweisen Sie, dass M(X) = {p: X — R°: 3 (p,) C X mit ¢, — ¢} gilt.

. Man zeige, dass eine Teilmenge A C X genau dann zu N(J) gehort, wenn ein F € X

mit A ={z € X: F(z) = oo} existiert.
Man zeige, dass N'(J) ein o-Ring ist.

Der Integrationsraum (X, X, J) besitze die Eigenschaft (E). Man zeige, aus A € N (J),
¢:X — Rund ¢ € M(X) folgt [@(x)xa(z)dr =0und pxa € X.
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Kapitel 2
Die Rdume LP(X, X, J)

Kapitel.Lp

2.1 Definitionen und einfachste Eigenschaften

Abschn.DefLp

Es sei im Weiteren (X, X, J) ein Integrationsraum mit der Eigenschaft (E) und der folgenden
Eigenschaft:

(p) Fiir p > 1 und ¢, € M(X) folgt pyp € M(X) und |p|P € M(X).

Auf M(X) definieren wir die Aquivalenzrelation

ot = {reX:p(r) £ ()} €NT). (2.1)

Ferner erkliren wir auf der Menge M (X) = {[¢]~ : ¢ € M(X)} der entsprechenden Aquivalenz-
klassen

lel~|” == [lelP]. s Alele i= Aol [~ - [W]n =[]~ und [p]e + [Y]~ = [0 + Y]~ (22)

falls Représentanten ¢ und 1 existieren, fiir die ¢ + 9 f.i. definiert ist. Ferner sei

Pl < Wl <= {2 €X:9() > v(@)} € N(T) (2.3)
und
[lerdsi= [ plwdo, (2.4)

falls dieses Integral existiert. Mit LP = LP(X, X, J), 1 < p < oo bezeichnen wir die Menge

v = {id e M) [|glPis <o
Wir beschréinken uns im Weiteren auf den Fall p = 2 und schreiben fiir [p].. € L? einfach ¢ € L?.
Satz 2.1 AufL? kann man das innere Produkt (auch Skalarprodukt genannt )
(.} i= [ el do
erkliren, d.h., es gilt fiir alle ¢,,¢ € L? und A € R
(51) {pp) =0 <= © =0,

17
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(S2) (g, ) = (¥, ),
(S3) (A, ¥) = X, ¥)
(S4) (p+9,0) = (p, () + (¥, () .

Folgerung 2.2 Der Raum (L?,]].||) mat

el = Vo) = / (@) 2 da

ist ein normierter Raum, d.h., folgende Azxiome sind erfillt:
(N1) [loll 20 Vo e L? und [lp| =0 <= ¢ =0,

(N2) |Ixgll = Aol Yo €L?, VAER,

(N3) [l + 9| < ll¢ll + ||l Y, € L2 (Dreiecksungleichung).

Auflerdem gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

o) < llellllwll - Veo,9 € L2 (2.5)

Bemerkung 2.3 Die Riume (Lp, HHp> mit

lell, = ( / W)wd;ﬂ);

sind fir 1 < p < oo normierte Rdume. Dabei gewinnt man die entsprechende Dreiecksunglei-
chung (N3) aus der Holder’schen Ungleichung

\ [ et < ([ W)wd;ﬂ)’l’ (/ |¢<w>|qu); , (2.

die fir alle p € LP und ¢ gSLq mit 1—1) + % = 1 gilt und die im Fall p = q = 2 die Cauchy-
Schwarz’sche Ungleichung (i‘Z_5) liefert.

2.2  Ubungsaufgaben

ER .
1. Zeigen Sie, dass durch (i‘Z—l) eine Aquivalenzrelation auf M(X') definiert wird.
D1 D2 D3
2. Zeigen Sie, dass die Definitionen (}'2_2), (E_B) und (bll) korrekt, d.h. unabhéngig von der

Wahl der Reprisentanten aus den Aquivalenzklassen, sind.
3. Beweisen Sie folgende Aussagen:
(a) Es seien ag, (k,n € Np) reelle Zahlen mit den Eigenschaften

sup arn| kK €Ngp <o und ag, Tb, (k—00) Vn eNy.
> lakn
n=0

Dann gilt

[e.e] [e.e] [ee]
Z|bn| <oo und lim Zakn:an.
n=0 R n=0 n=0
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(b) Es seien ag,, (k,n € Ny) reelle Zahlen mit den Eigenschaften

o0
lim ag, = b, Vn € No, |agn| < cp VE,n €Ny und ch<oo.
k—o0 "0

Dann gilt
Z |bp| < 0o und leH;OZakn = an.
n=0 n=0 n=0
4. Wir betrachten den Integrationsraum (X, X', 7) mit X = Ny,
x=1(7%) = {f :No —R: Y |f(n)] < oo} und  J(f) =77 () = f(n)
n=0 n=0

Abschn.LI
(vgl. Abschnitt I.ZISCi. Beschreiben Sie die zugehorigen Rdume LP, 1 <p < c0.
D. Esseien1<p,q<oound%+%:1.

(a) Zeigen Sie, dass fiir reelle Zahlen a, § € [0, 00) die Ungleichung

HU
gilt und leiten Sie daraus die Holder’sche Ungleichung (E_G) ab.
. . p . . . B%ﬂj-_fue
(b) Zeigen Sie, dass (L ,H.Hp> ein normierter Raum ist (vgl. Bem. 2.3).
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Kapitel 3

Das System der messbaren Mengen

Kapitel.MM

3.1 Definitionen und Eigenschaften

Es sei (X, X, J) ein Integrationsraum. Eine Menge A C X nennen wir Integrationsbereich,
wenn aus ¢ € X stets pxya € X folgt. Die Menge aller Integrationsbereiche in X bezeichnen wir
mit I(J) . Wegen pxa = ¢ x4 — ¢ xa ist A € I(J) offenbar fiquivalent dazu, dass aus ¢ € X
und ¢ > 0 folgt pxa € X . Fiir ¢ € X und A € I(J) schreiben wir

[ etariz = [ (ox) ) da.

Lemma 3.1 Aus A € I(J) und ¢ € M(X) folgt pxa € M(X).

Ein System R C P(X) von Teilmengen der Menge X heiit Ring, wenn die Axiome

(R1) D e R,

(R2) ABeR=AUB,A\B€eR
erfiillt sind. Der Ring R wird Algebra genannt, wenn zusétzlich
(A) XeR

gilt. Ein Ring (eine Algebra) R heifit o-Ring (0-Algebra), wenn

(R3) 4, eR,neN= |J4,eR

n=1

zutrifft.
Satz 3.2 Das System I(J) ist eine o-Algebra.

Beweis.

e AcI(J),p€X = pxx\a=¢ —pxa€X

21
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o
[ ] AnGI(j),L,OEX,A: ﬂAn’@n ::¢XA1XA2.”XA7L

n=1 satz.SATZ6
Satz I1.28

= OXANAsN..NAr = Pn € X, 0n — XA, lon] Sl e X 77" pxa e X

Im Weiteren schreiben wir z.B. fir {z € X : p(z) > ¥(z)} kurz {¢ > ¢} .

Satz 3.3 Aus p, ¢ € M(X) folgt {p >} € I(T).

Beweis.

e Seien vorerst ¢ > 0 und ¢ > 0 sowie ¢ € X. Dann ist A := {¢ > ¢} = {p—1¢ >0} =
{(p—9)T >0} . Sei w € X mit w> 0. Dann folgt ¢, := wn (n(p—v)") € XSA(%
(¢ —¥)* < ¢ und somit (p —¢)* € X) und ¢, T wxa € X (nach Satz %

T (pn) < T (W)).
e Sei jetzt auch ¢ € M(X'). Dann existiert eine Folge (¢,) C X mit ¢, > 0 und ¢, T ¢. Es

folgt {@ > ¢} = | {on > ¢} € 1(T).

n=1

e Sind nun ¢, ¥ € M(X) beliebig, so gilt
{e>yr={p" >y  u{p” <y} eX().
O

|satz.MM1 [satz.MM2
Folgerung 3.4 Unter Verwendung der Sitze 13.Z und 3.3 erhdlt man aus ¢, € M(X) auch

o {p>9}=X\{v>p}el(J),
o {p# Y} ={p>yYIuU{y >} e I(J),
o {p=v}=X\{p#¢} l(T).

Eine Menge A C X nennen wir Grenzwert der Folge (A4,),~; C P(X) (in Zeichen: A = lim A,,),
wenn

liminf A,, := G ﬁ A =limsup A, := ﬁ G A=A

n=1k=n n=1k=n
satz.MM1

gilt. Man beachte, dass aus (4,),~; C I(J) und A = lim A,, folgt A € I(J) (vgl. Satz l3.2i. Der
folgende Satz zeigt, dass das Integral stetig beziiglich des Integrationsbereiches ist.

Satz 3.5 Aus (4,),=; CI(J), imA, = A und ¢ € X folgt

/ p(r)dr =lim | @(x)dr.
A A

Satz 3.6 (o-Additivitit des Integrals) FEs seien A, € I(J), AnNAp =0 firn#k, A=
U A, und ¢ € M(X). Dann gilt

n=1

Agp(m)d:ﬂ:g/f‘ngo(x)dx.
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Abschn.GS
Im Weiteren gelte die Eigenschaft (E) aus Abschnitt B

Definition 3.7 Eine Menge A C X heifit (X-)messbar, wenn x4 € M(X) gilt. Die Menge
aller messbaren Mengen A C X bezeichnen wir mit M(J). Unter dem (J-)Maf3 einer Menge
A € M(J) verstehen wir die Zahl

p(4) = [ xatoydo.
Lemma 3.8 Es gilt N(J) C M(J) C I(J).
Satz 3.9 M(J) ist ein o-Ring.

Satz 3.10 (o-Additivitit des Mafles p) Sind A, € M(J) paarweise durchschnittsfremde

Mengen, so gilt
© (U An) - Z,U'(An)
n=1 n=1

Satz 3.11 (Tschebyscheff’sche Ungleichung) FEs seien A€ M(J), ¢ € M(X), ¢ >0 und
€ > 0. Dann gilt

u({wze}mA>s§[4@<x>dx.

Definition 3.12 Es sei X € M(J). Eine Folge (¢n),~; C M(X) nennen wir konvergent
dem Mafle nach gegen ¢ € M(X), wenn

lim g ({lgn — 9| > £}) =0 Ve>0

gilt.

Folgerung 3.13 Es gelte X € M(J). Aus ¢, € L' und ||¢n|;, — 0 folgt dann unter Ver-
wendung der Tschebyscheff’schen Ungleichung die Konvergenz von @, gegen Null dem Mafse
nach.

Satz 3.14 (Egorov) FEs seien X € M(7J), pu(X) < o0, ¢, € M(X), |on| < oo fii. und
on —> 0 foii. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein Xo € M(J) mit

1(Xo) <e wnd  sup |pn(x)| — 0.
:L‘EX\X()

Bemerkungen

1. Sind ¢, € M(X) und A € M(J), so folgt

{o>yInA {o>¢InA {p#£¢YInA, {p=¢InAdeM(]),

folg.MM1 lemma . MM1
denn nach Folgerung iS‘.)ZI gilt {¢ > v} € I(J), so dasg,pach Lemma b?mml ;{cpzw}ﬁA =

5 Mfe=vt € ./\f/logX }ﬂfglgt. DES% tsziﬁ 8in Definition iB.IZ.sowie in den Beweisen von Satz
%i , Fo

lgerung .13 und Satz B.14 verwendet.
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2. Im Fall X € M(J) ist die Bedingung (E) erfiillt, denp x4 = wa N xx . AuBerdem gilt

M(J) = 1I(J), denn aus {gegmgﬂl‘&g folgt mit Lemma B.T x4 = xx - x4 € M(&X). Man

beachte zusitzlich Lemma B.8.

. Im Fall X € M(J) ist also jede Menge {¢ > a} messbar, falls ¢ € M(X) und a € R. In

diesem Fall gilt fiir eine Funktion ¢ : X — R® sogar Folgendes:
peEMX) = {p>ateM(J)VaeR

Beweis. Wir haben nur noch die Hinlénglichkeit der Bedingung zu zeigen. Seien also fiir
eine Funktion ¢ : X — R¢ alle Mengen {¢ > a} , a € R messbar. Wir setzen vorerst
voraus, dass ¢ > 0 gilt, und definieren die Funktionen

mZ’”k_l
SOm:mXAm‘i‘ZQ—mXAma m € No,
k=1

wobei die Mengen
k—1 k k—1 k
Apm = —— < — (= —_— — k=1...,m2™
km {2m <30_2m} {30> o }\{s0>2m}, ,m2"™,

Ap = {p >m}

fiir festes m € Ny paarweise disjunkt und nach Voraussetzung messbar S.cﬂa?i ]ﬂ:@it gilt
©m € M(X). Wir zeigen ¢, T ¢ (m — o00), so dass nach Definition ,(m3) auch

v € M(X) gilt (man kann auch Aufgabe 7(c), Abschnitt 1.6 verwenden und auf den
Nachweis der Isotonie der Folge () verzichten).

und

Ist () = 0 oder p(x) = 0o, so gilt p,,(x) =0 bzw. @, (x) = m fir alle m € Ny, also
©m(x) T o(z) in beiden Féllen.

Sei nun x € Ay, fiir ein m € N und ein k € {1,...,m2™} . Es folgt

k—1 1
om () = m < p(z) < om T om ()
und © € Ao imi1 U Aot also @pmp1(x) > op(x) und o € Aj g fiir ein j €
{1,...,(m+1)2"*1} . Somit ergibt sich induktiv

1
Omre < p(z) < gt T Omie(z) VEEN

sowie ©m1e41(x) > @mye(x), € € No. Das impliziert ¢, () — p(z) .

Ist nun € A, \ A4 fiir ein m € Ny, also po(z) = ... = opm_1(z) =0und m + 1 >
¢(x) > m, so folgt pm(z) = mund z € Ay i1 fiireink € {m2™ +1,... (m+1)2mH1 ],
Dies bedeutet ., 11 > m = ¢, (x), und wir sind im vorhergehenden Fall mit m + 1 statt
m , womit die Konvergenz von (¢,,) gezeigt ist.

Verzichten wir jetzt auf die Voraussetzung ¢ > 0, so kénnen wir aus der Voraussetzung
{¢ >a} € M(J) Va € R schlielen, dass

p>a : a>0
X o a<0

{ap+>a}:{ }eM(j) VaeR
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3.2

D.

und

~ 1
{7 >a} = X\p1{<p>—a—ﬁ} c ezl eM(J) VaceR.

X :a<0
Nach den vorhergehenden Uberlegungen gilt ¢* € M(X) und damit ¢ = ¢t — ¢~ €
M(X). O
Ubungsaufgaben

. Zeigen Sie, dass ein Ring beziiglich des Durchschnitts endlich vieler Mengen und ein o-Ring

beziiglich des Durchschnitts abzéhlbar vieler Mengen abgeschlossen sind.

. Es seien X eine unendliche Menge und R die Familie aller endlichen Teilmengen von X.

Man beschreibe den kleinsten o-Ring R, der Ry umfasst.

. Es sei {Ry : k € I} eine Familie von o-Ringen Ry C P(X). Man zeige:

(a) ﬂ Ry ist ein o-Ring.
kel
(b) Rg, URy, ist i.Allg. kein Ring,.

o0
(¢) Sind I =Nund R,, C Ry41, n € N, so ist U Ry ein Ring, aber i.Allg. kein o-Ring.
k=1

. Es seien A,,, B, , ... Teilmengen einer Menge X . Man beweise:

(a) liminf A,, C limsup B,
(b) A, C Apy1, Bpy1 CBp,neN =
(bl) 3A=1lim A, , B = lim B,
(b2) Cop—1:=A,,Cop:=B,,neN =
(b21) liminfC,, = ANB
(b22) 3 limC,, <= A=1B

giin%ll\/[r%]lgenfunktion i R — [0, 00] nennt man Maf3 (genauer Pramaf, vgl. Abschnitt

SC .

er Vorlesung) auf dem Ring R € P(X), wenn () = 0 und wenn fiir paarweise
[e.e]

disjunkte Mengen A, € R, n € N mit U A, € R gilt

n=1

© (U An) = ZM(ATL)
n=1 n=1
gilt.

(a) Man zeige, das fiir ein Mal p: R — [0, 00| gilt:

ApeR,neN, A=JA4,eR = wA) <)) u(4)

n=1 n=1
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(b) Wird durch

- 0 : A=10,
l )_{oo L AeP(X)\ {0},

ein Mafl auf P(X) definiert?

(c) Es sei F C P(X) die Familie aller Mengen, die hochstens abzéhlbar oder deren
Komplemente hochstens abzahlbar sind. Wir definieren

0 : A endlich,
n(A) =

a : A unendlich.
Fiir welche a € [0,00] ist u : F — [0, 00| ein Maf3?
6. Es seien R C P(X) ein Ring und p: R — [0, 00) eine additive Mengenfunktion, d.h.,
pw(AUB) = u(A)+u(B) VA BER:ANB=10.

Man zeige, dass p : R — [0,00) genau dann ein Maf ist, wenn aus A,, € A und A,, D
Apt1, n € Nmit lim A, = () folgt lim u(A,) =0.

(Z) Unter den Voraussetzungen von Aufgabe 6 zeige man, dass folgende Aussagen dquivalent
sind:
(a) p: R —[0,00) ist ein MaB.
(b) A, eR, A, CApt1, A:i=1limA, € R = limu(A,) = u(A) (Stet. von unten)
(c) Ap e R, Ap D Apt1, A:=1limA, e R = limpu(A,) = p(A) (Stet. von oben)



Kapitel 4

Das Lebesgue-Integral im R"

4.1 Erster Zugang

pep. BEISPL
Wir gehen von Beispiel Xmit demn Vektorverband X(1) = Co(R) und dem Riemann-Integral

JD x5 R aus und erweitern dieses Integral zu degn ﬁ/ol%%tandigen Lebesgue-Integral
schn.

M L(R) — R, wobei L(R) := L (J1) (vgl. Abschnitt 13} FiT ¢ € L(R) schreiben wir

/Lp(m)dx statt jL(l)(ap).
R

Diese Schreibweise verwenden wir auch fiir integrierbare Funktionen ¢ € M(L(R)) . Im Weiteren
betrachten wir also den Integrationsraum (R, L(R), fR) .

satz.SATZ1Rn| Satz 4.1 Jedes Intervall der reellen Achse ist messbar, und das Maf$ eines Intervalls ist gleich
dessen Linge, z.B. u([a,b)) =b—a, —co <a <b<oo.

satz.SATZ2Rn| Satz 4.2 Fir —oco < a < b < oo und jede stetige Funktion f : [a,b] — R gilt

b
R) / f(z) do = /R F (@)X () do

wobei (R) ff das Riemann-Integral bezeichnet.
Mit Cy(R™) bezeichnen wir die Menge der stetigen Funktionen f : R”™ — R mit kompak-

n
sei mit |z| = Z 1|2 seine Buklidische Norm
k=1

ten Trager. Fiir einen Vektor x = [ &k ]kn:l

bezeichnet.
satz.SATZ3Rn| Satz 4.3 Sind f € Co(R"!) und
g:R" — R, x»—>/Rf(t,m)dt
so folgt g € Co(R™).
Die Aussage des Satzes E%%c%ir iterieren und erhalten, dass fiir f € C(R") das Funktional

/ /fgl,...,gn déy ... de, (4.1)

wohldefiniert ist. Das Funktional j : Co(R™) — R erweist sich als Integral.

27
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Definition 4.4 Das von J™ : Co(R") — R rzepgte wollstimdige L-Integral nennen wir Le-
besgue’sches Integral diber R (vgl. Abschnitt(T.7). Den zugehérigen Vektorverband bezeichnen,

wir mit L(R™) und das Integral mit [g, . Fir ¢ € L(R™) schreiben wir

| oerie= [ w6 i ).

Diese Schreibweise verwenden wir auch fir integrierbare Funktionen ¢ € M(L(R™)).

Damit ist uns also der Integrationsraum (R”, L(R™), fRn) gegeben.
satz.SATZ4Rn| Satz 4.5 Seien ¢ € L(R™), v € L(R™) und p(z,y) = ¢(x)¢¥(y). Dann gilt p € L(R"*™) und

/ ol ) d(z, y) = / o@)de [ (y)dy.
Rn+m n Rm

Fiir die bzgl. [, messbaren Mengen verwenden wir statt M ( [p,) die Bezeichnung M(R").
folg.FOLG1Rn| Folgerung 4.6 Mit A € M(R"™) und B € M(R™) folgt A x B € M(R"*™).

tz.SATZ1Rn
Diese Folgerung zeigt zusammen mit Satz lzlsél,zaass jedes Parallelepiped [aq,b1] X ... X [ay, by]
messbar und sein Maf gleicb (b1 —ay) - ... (by — ay) ist. Da jede F)ffene Menge als Vereinic |
gung hochstens abzihlbar vieler abgeschlossener Wiirfel darstellbar ist, folgt aus Satz i3.2 die
Messbarkeit jeder offenen und auch jeder abgeschlossenen Teilmenge des R™ .

folg.FOLG2Rn gé)]ﬁg{%g 4.7 Es gilt R € M(R"™), so dass nach den Bemerkungen am Ende von Kapitel
er Integrationsraum (R"™, L(R™), [o.) die Eigenschaft (E) besitzt. Auferdem ist M(R") =

I(R") := I(f]Rn)7 und eine Funktion ¢ : R™ — R€ ist genau dann messbar, wenn jede Menge
{¢ > a} , a € R messbar ist.

satz.SATZ5Rn| Satz 4.8 Fine Menge A C R™ gehort genau dann zu M(R™), wenn fir jedes € > 0 eine offene
Menge Ag C R™ und eine abgeschlossene Menge A. C R™ existieren, so dass A. C A C A, und
w(Ap \ Ae) < € gilt.

Kapitel.Lp
Der folgende Satz zeigt, dass in der vorliegenden Situation die Voraussetzung (p) aus Kapitel S
erfiillt ist.

satz.SATZ6Rn| Satz 4.9 Aus ¢, € M(L(R™)) und 1 < p < oo folgt oip € M(L(R™)) und |p|P € M(L(R™)).

4.2 Zweiter Zugang

Ausgehend von den Ergebnissen des vorhergehenden Abschnittes beschreiben wir hier einen
anderen Zugang zur Maf}- und Integrationstheorie iiber dem R™ im Lebesgue’schen Sinne:

(a) Fiir ein n-dimensionales “Intervall” I = I' x ... x I wobei I’ ein beliebiges Intervall
(offen, abgeschlossen oder halboffen) der reellen Achse R ist, setzen wir

u(D) = (b1 — a1) - (b — an).
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(b) Ist A C R™ eine offene Menge, so lésst sich diese als Vereinigung hochstens abzihlbar vieler

[e.9] [e.9]
paarweise disjunkter Intervalle A = U I;, darstellen. Wir definieren p(A) := Z p(Iy) -
k=1 k=1

Dabei ist p1(A) unabhiingig von der gewéhlten Darstellung.

(¢) Wir nennen eine Menge A C R™ messbar, wenn fiir jedes € > 0 eine offene Menge Ay C R"
und eine abgeschlossene Menge A, C R existieren, so dass A. C A C A, und p(4,\ 4,) <
e gilt, und setzen pu(A) :=inf {u(A4,) : A C A, C R™, A,-offen} .

(d) Eine Funktion ¢ : R™ — R® nennen wir messbar, wenn die Menge {p > a} fiir jedes
a € R messbar ist.

(e) Wir ver\ﬁlgniclcgrll gléle Bezeichnungen aus dem Beweis der letzten Bemerkung am Ende von
Kapitel B: Ist ¢ : R” — R messbar, wobei ¢ > 0, so definieren wir

m—0o0

. k-1
/n o(x)de:= lim |m-u(Ay,) + Z o w(Agm | -
k=1

(f) Sind ¢ : R" — R® messbar und eines der Integrale / ©"(x)dx oder / ¢ (x)dx

n n

/nap(w) dx = /ntp+(x)dﬂc — / ¢ () dax .

4.3 Iterierte Integrale

endlich, so setzen wir

mma.LEMMA1Rn| Lemma 4.10 Es sei (X, X, J) ein Integrationsraum. Das Integral J : X — R ist genau dann
vollstindig, wenn aus ¢ : X — R, |¢| <9 und [¢(z)dz =0 folgt p € X .

folg.FOLG3Rn| Folgerung 4.11 Ist (X, X, J) ein Integrationsraum mit vollstindigem Integral, so folgt aus
BcCcAeN(J) stets BeE N(J).

Ist also A C R eine nicht Lebesgue-messbare Menge, so ist aber B = A x {0} C R? eine Menge
vom (R?)-Lebesgue-Mafl Null. Man kann aber nicht einfach

u(B) = [ o) = [ xa@xiom e = [ xo) [ xale) dady

X . X X . . . satz.SATZ7Rn
schreiben, weil das innere Integral nicht erklart ist. Wir formulieren dazu den Satz B.12 un
machen folgende Annahmen:

1. Es seien (X1, X1, J1) und (Xg, Ao, Jo) zwei Integraionsrdume mit vollstéindigem Integral.

2. Es existiere ein Vektorverband X von Funktionen ¢ : X; x X9 — R, fiir die

T(p) = /X2 </)(1 ap(ml,mg)dm) dzs € R

existiert, wobeil / Y(xg) dag == Jp(¢). Dann ist J : X — R ein Integral, welches zu
Xk

einem vollstédndigen L-Integral 77, auf dem Vektorverband L(J) fortgesetzt werden kann.
Also ist (X1 x Xo, L(J), J1,) ein Integrationsraum mit vollstindigem Integral, welches wir
in der Form [ ¢(x1,22) d(z1,22) schreiben.
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satz.SATZ7Rn| Satz 4.12 Sei o € M(L(J)), und es existiere [ o(z1,x2) d(z1,22). Dann gilt:

(a) Fiir Ja-fast alle xo € Xo existiert ¢*(x3) := / o(x1,m9) dry .
X1

(b) Man kann ¢* zu einer messbaren Funktion ¢* : Xo — R® fortsetzen, d.h., p* € M(A>).
(c) Es ist
/gp(ml,xg)d(xl,:cg) :/ / o(z1, 22) day dzo ::/ 0" (x9) dxs
X2 X1 X2

unabhdngig von der gewdhlten Fortsetzung.

4.4 Ubungsaufgaben

J
1. Zeigen Sie, dass Cy(R"™) ein Vektorverband ist und durch (hlll) ein Integral definiert wird.

2. Zeigen Sie, dass jede offene Teilmenge des R? als Vereinigung hochstens abzihlbar vieler
abgeschlossener Quadrate darstellbar ist.

3. Zeigen Sie, dass das in Abschnitt 4.3, Punkt 2 mit 7 bezeichnete Funktional ein Integral
auf X ist.



Kapitel 5

Maf3iraume

5.1 Mafle und Pramafle

Definition 5.1 Es seien X eine beliebige nichtleere Menge und R C P(X) ein o-Ring. Fine
nichtnegative o-additive Mengenfunktion p : R — R® heifst Ma3 und (X, R, p) wird Maf3-
raum genannt. Den o-Ring R nennt man dann das System der u-messbaren Mengen.
Man sagt, dass der Mafiraum (X, R, u) ein messbarer Raum ist, wenn X € R gilt.

Kapitel.MM
Im Kapitel iB haben wir gesehen, dass man mittels eines Integrationsraumes (X, X', 7) einen
Mafiraum (X, M(J), ) erzeugen kann. Im Weiteren lernen wir die Moglichkeit kennen, aus
einem sogenannten Pramaf} eine Mafl zu konstruieren.

Definition 5.2 Fine nichtnegative Mengenfunktion p @ Rg — R® auf einem Ring Rgo heifit
o0
Pramaf, wenn u(0) = 0 gilt und wenn aus A, A,, € Ry, AyNAg =0 fiirn #k und A = U A,

n=1

die Gleichung u(A) = Z w(Ay) folgt (bedingte o-Additivitdt).
n=1

Ist p: Ry — R¢ ein Pramaf, so definieren wir fiir alle A C X mittels

. inf w(An) : Ay € Ro, A C A,
p(A) = {;( ) ’ nL=J1 }

00, falls keine solche Uberdeckung von A existiert,

das sogenannte duflere Maf. Eigenschaften des dufleren Mafles:

(A1) 14*(A) = u(A) VA € Ry,
(A2) A€ | Aus Ay € X = wr(A) < 3 (A,
n=1 n=1

(A3) BC AC X = pu*(B) < u*(A).

nma.LEMMAIMR| Lemma 5.3 Fliir alle A € R gilt

pr(M) = (M N A)+p*(M\ A) YMcCX.

31
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Definition 5.4 FEine Menge A C X heifit p*-messbar (nach Caratheodory), wenn
W (M)=p (MNA) +p*"(M\A) YMCX

gilt. Das System aller p*-messbaren Mengen A C X bezeichnen wir mit R .
Lemma 5.5 Aus A C X und p*(A) =0 folgt A € Rj.
Satz 5.6 Die Mengenfunktion p: Ry — R, A u*(A) ist ein Mafs.

Definition 5.7 Sind (X, R, u) ein messbarer Raum und f : X — R® eine numerische Funkti-
on, so heifit dies Funktion p-messbar, wenn {f > a} € R fir alle a € R gilt. Das System aller
pu-messbaren Funktionen f: X — R® bezeichnen wir mit M(u) .

Satz 5.8 Flir einen messbaren Raum (X, R, u) gilt:

(a) Aus f € M(u) folgt [f| € M(u).
(b) Aus (fn),my C M(p) folgt sup fn, inf f,, limsup f,, liminf f,, € M(p).

(c) Sind F : R? — R stetig und f,g € M(u) mit f(z),g(x) € R fir alle x € X, so folgt
h € M(u), wobei h(z) = F(f(z),g(x)).

.SATZ2MR
Aus den Aussagen (a) und (c) des Satzes E%ngrgMCh, dass X :={f € M(p) : f(X) C R} ein
Vektorverband ist.

Definition 5.9 FEine Funktion f : X — R heifit einfache Funktion oder Treppenfunktion,
wenn f(X) endlich ist. Die Menge aller messbaren einfachen Funktionen f : X — R bezeichnen
wir mit Me(p) -

Offenbar lisst sich jede Funktion f € M, (u) auf eindeutige Weise in der Form
m
f@) = xe,(x)
k=1

schreiben, wobei m = m(f) € N, 4, € R, 4, # 5 fiir j # k und Ej;, € R mit E, N E; = () fiir

m
j # kund U Er = X. In diesem Fall definieren wir
k=1

/ fdu:=Y wmENE) VEER.
E k=1

Definition 5.10 Sind f € M(u), f >0 und E € R, so definieren wir

/fd,u::sup{/sd,u:sEMe(,u),Ogsgf}.
E E

Sind f € M(u) und eines der beiden Integrale / fEdu endlich, so setzen wir
E

/Efdu:/Eﬁdu—/Ef‘du-

Unter der Menge Lg(u) der beziiglich p auf E summierbaren Funktionen verstehen wir

Lo(p) = {f & M) : '/Efdﬂ < oo} .
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Eigenschaften dieses Integralbegriffes:

1) f,geM(u),0< f<g, FeR = [, fdu< [pgdu

Dabei geniigt es f(z) < g(z) fiir z € E vorauszusetzen!
(12) AEER, ACE, fe M), f>0 = [,fdu< f,fdp
(13) Fe M), m< @) < MVac E€R = mu(E)< [, fdu< M u(E)

(4) feM(p), f>0,EER

/Efduzo e W(EN{f>0}))=0

satz.SATZ3MR| Satz 5.11 Es sei f € M(p) mat f > 0. Fiie A € R definieren wir ®(A) := J4 fdp. Dann ist
®: R — R® ein Maf (vgl. auch Satz13.6).

tz.SATZ3MR
folg.FOLGIMR| Folgerung 5.12 Fir f € Lx(u) ist die in Satz 511 definierte Mengenfunktion ® : R — R
o-additiv.

5.2 Grenzwertsitze

satz.SATZAMR| Satz 5.13 FEs seien f, € M(u), 0< f1i < fo<..., f= lim f, und E € R. Dann gilt
n—o0

/fdu: lim/fndu.
E n—oo E
(I5) Fiir f,g e M(p) mit f >0,9g>0und a € R, E € R gilt

Jsodu= [ faus [ g wd [ @pau=a [ fan.

(I6) Aus f,g € Lp(n) mit f,g: X — R und « € R folgt
[E(erg)du:/Efdqu/Egdu und /E(af)du=oc/Efdu-
(I7) Aus f € Lg(n) folgt p(EN{|f]=oc}) =0.
uma.LEMMA3MR| Lemma 5.14 (Fatou) Sind E € R, f, € M(u) und f, >0, n €N, so gilt

/ liminf f,, dp < lim inf/ fndu.
E E

satz.SATZ5MR| Satz 5.15 (Lebesgue) Aus E € R, f,,f € M(n), f = lim f,, und aus der Existenz einer
Funktion g € Lp(p) mit |fn| < g Vn €N folgt fn, f € Lp(n) und

lim/Efndu:/Efdu.
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5.3 Zerlegung c-additiver Mengenfunktionen

Es seien wieder (X,R,u) ein messbarer Raum mit u(@) = 0 und v : R — R U {oo} eine
o-additive Mengenfunktion.

Definition 5.16 Man nennt v absolut stetig beziiglich u (in Zeichen: v < p), wenn aus
E € R und u(E) = 0 folgt v(E) = 0. Man sagt, dass v auf A € R konzentriert ist, wenn
v(E) = v(ANE) fir alle E € R gilt. Falls v : R — R, so ist dies dquivalent zu v(E) = 0
VE € R mit ANE = 0. Sind v1,vs : R — RU{oo} o-additiv, so nennen wir vy und vy
zueinander singulidr (in Zeichen: v1 L 15), wenn Mengen Ay, As € R existieren, so dass
A1 N Ay =0 gilt und 11 auf Ay sowie vy auf Ay konzentriert sind.

Folgerung 5.17 Fir o-additive Mengenfunktionen v,vi,vs : R — R U {0} gilt:

o
Wir nennen p ein o-endliches Mafl, wenn Mengen A, € R existieren, so dass X = U A, und

n=1

u(Ay) < oo, neN gilt.

Lemma 5.18 Ist das Maf$ u : R — R® g-endlich, so existiert eine Funktion w € Lx(u) mit
O<w(z)<l,zeX.

Satz 5.19 (Lebesgue-Radon-Nikodym) FEs seien das Mafi n : R — R® o-endlich und
v : R — R g-additiv. Dann ezistieren eindeutig bestimmte o-additive Mengenfunktionen v, :
R — R und vg : R — R mit

V=VUg+ Vs, Ve<p und vsl .
Es gibt eine p-f.i. eindeutig bestimmte Funktion h € Lx (), so dass

va(E) :/ hduy VE€ER
E
qilt.

Satz 5.20 Es seien R C P(X) eine o-Algebra und n: R — R® o-additiv mit n(0) = 0. Dann
151

nt:R—R°, Ewrssup{n(d):AcR, ACE}
ein Maf auf R. Gilt n(A) < oo fiir alle A € R, so gilt dies auch fiir n* .

Im Weiteren sei  : R — R o-additiv. Dann ist auch n~ : R — R, E — n™(E) — n(E) ein
MafB. Man nennt ™ und 1~ die positive bzw. negative Variation und n = n* — 7~ die
Jordan-Zerlegung von . Das Ma8 || : R — R, £+ 5" (E) + 1~ (E) heifit Totalvariation
von 1.

Satz 5.21 (Zerlegungssatz von Hahn) Es seien n : R — R o-additiv. Dann ezistieren
XteRmit XtNX =0, Xt UX =X und

nT(E)=nEnX"), n7(E)=nENX") VYVEcR.
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5.4 Ubungsaufgaben
folg.FOLG2MR
1. Beweisen Sie Folgerung S?I 8

2. Zeigen Sie, dass fiir o-additive Mengenfunktionen v, vy, 15 : R — R gilt:

(a) Ist v konzentriert auf A € R, so auch |v|.
(b) vy L= |I/1| 1 |I/2|
)r<pu=lv|<pu

3. Man zeige, dass v : R — R genau dann beziiglich p absolut stetig ist, wenn fiir jedes
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass |[V(F)| < ¢ fiir alle E € R mit u(E) < ¢ gilt.

4. Man zeige: Sind n: R — R und 11,72 : R — [0, 00) o-additiv mit n = n; — 72, so gilt
m >ntund gy >0

5.5 Produktmafle. Der Satz von Fubini

Auch ein geordnetes Paar (X,R) aus einer nichtleeren Menge X und einer o-Algebra R C
P(X) nennen wir messbaren Raum. Das entsprechende System der messbaren Funktionen
bezeichnen wir mit M(R), d.h.

MMR):={f: X—R:{f>a} e RVaeR}.

Es seien (X,R) und (Y,S) zwei messbare Ridume. Eine Menge A x B mit A € R und B € §
nennen wir Rechteck. Mit £ C P(X x Y) bezeichnen wir das System der Elementarmengen
= {U Ry, : Ri-Rechteck, Ry NR; =0(j # k), n € N} .

k=1

nma . LEMMASMR | Lemma 5.22 £ ist eine Algebra.

Eine Moglichkeit, ausgehend von zwei Mafien p und A auf R bzw. S ein Produktmafl zu konstru-

ieren, betseht nun darin, auf der Algebra & ein Primafl mittels n(A x B) = p(a)A(B) zu erklé N Deraim
und unters}i/ter\gg{)éiiﬂgg der n*-Messbarkeit nach Caratheodory fortzusetzen (vgl. Definition 54

und Satz %.6 ) Wir beschreiben im Folgenden ein anderes Vorgehen.

Definition 5.23 Unter R ® S wverstehen wir die kleinste o-Algebra, die das System R x § =
{AxB:AeR,BeS} umfasst. Fir E C X xY und z € X bzw. y € Y definieren wir den
x-Schnitt E, bzw. den y-Schnitt EY durch

E,={yeY:(x,y) € E} baw. EY:={zxeX:(r,y)€E}.
nma . LEMMA6MR| Lemma 5.24 Aus F € R® S folgt E, e SVere X und EY e RVyeY.

Sind f: X XY — R€ eine numerische Funktion und z € X bzw. y € Y , so bezeichnen wir mit
fz bzw. fY die Funktionen

fo: Y — R y— f(r,y) und fY: X —R" z— f(z,y).
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Lemma 5.25 Aus f € M(R® S) folgt

foeM(S) Ve eX und fYfe M(R) VyeY.

Definition 5.26 Eine Mengensystem F C P(X) nennt man monoton, wenn aus Ay, B, € F
und A, C Apy1,Bn D Bpy1, n € N, folgt

GAnG.F und ﬁBnE}".
n=1 n=1

Lemma 5.27 Die o-Algebra R®S ist das kleinste monotone Mengensystem, welches das System
& der Elementarmengen umfasst.

Satz 5.28 Es seien (X, R, u) und (Y,S,\) messbare Riume mit o-endlichen Mafen p und \.
Definieren wir fir E € R® S
v X — R 2= ANE;) und ¢Yp:Y — R y— u(EY),

so gilt op € M(p), vg € M(X) und

/1¢EdM::/1¢EdA-
X Y

satz.SATZIMR
Definition 5.29 Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.9 definteren wir fir E € R® S das
Mafs

(o NE) = [

[ B = [ )i

Y

. |defi.DEF10MR . ) . . .
Durch Definition 5.29 wird tatsiachlich ein Mafl erklart. Dieses ist auch o-endlich.

Satz 5.30 Es seien (X, R,u) und (Y,S,\) messbare Riume mit o-endlichen Maflen p und A
sowie f € M(pu® X\) mit f > 0. Definieren wir

p@)= [ fodr weX wnd v(o) = [ frdu,yeX. (5.1)

so gilt ¢ € M(u), v € M(\) und

/Xgod,u:/XXde(,u@)\):/Yqbd)\. (5.2)

Satz 5.31 (Fubini) Es seien (X, R,u) und (Y,S,\) messbare Riume mit o-endlichen MajfSen
pund A sowie f € Lxxy(n® A). Dann gilt fo € Ly[X) fir fast alle z € X und f¥ € Lx(n)
fir fast alle y € Y. Damit sind ¢(x) und (y) aus (E—l) foii. erklirt und konnen zu messbaren
Funktionen ¢ : X — R bzw. ¥ : Y — R fortgj‘gs%tzt werden. Dabei gilt (unabhdngig von dieser
Fortsetzung) ¢ € Lx (1) und ¢ € Ly (N) sowie (5.2).

Folgerung 5.32 Es seien (X, R,pn) und (Y,S,\) messbare Riume mit o-endlichen Maflen p
und X sowie f € M(u® \).

(a) Ist/ o dp < 00, wobei o) :/ (If]), dX, so folgt f € Lxxy(n® A).
X Y
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(b) Ist eines der iterierten Integrale

/X</Y‘f(x,y)\d)\(y)> du(z)  oder A(Ayf(x,y)’du(x)> d(y)

endlich, so gilt

[ ([ tenaxm) i = [ sawon= [ ([ @) ao.

Beispiel 5.33 Auf X =Y = [0,1] betrachten wir das Lebesque-Maf$ p = \ und

=3 lg(@) — grsr(@)gn(y)

k=1

wobei gy, : [0,1] — R stetig,

1
gn >0, gu(x)=0fir 0 <z <, und 6,11 <z <1, / gn(z)dz =1, neN.
0

satz.SATZ11MR
Satz 15.31 1st nicht anwendbar, da // |f(z,y)|d(z,y) =oc0. Es gilt

[0,1]x[0,1]

/01 (/Olf(m,y)dx>dy:0, /01 (/Olf(w,y)dy>dm:1,
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