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Auszug aus den Studienordnungen zu den Ausbildungszielen der mit dieser Vorle-
sung angesprochenen Studienginge:

e Wirtschaftsingenieurwesen (B): ,Ziel des Studienganges ist eine wirt-
schafts- und ingenieurwissenschaftliche Ausbildung, die zum einen fiir qua-
lifizierte Tétigkeiten in Schnittstellenbereichen zwischen Wirtschaft und
Technik und zum anderen fiir die Teilnahme an weiterfiihrenden Master-
studiengdngen befdhigt.”

mathematikintensive weiterfihrende Module: Maschinenbau oder Elektro-
technik

e Sports Engineering (B): ,Ziel des Studienganges ist es, die Studieren-
den unter Beachtung fachdidaktischer Gesichtspunkte zur selbststindigen
und verantwortungsbewussten wissenschaftlich-technischen Arbeit auf dem
Gebiet der Sportwissenschaft und Sportgerédtetechnik zu qualifizieren.“

mathematikintensive weiterfihrende Module: Technische Mechanik

e Automobilproduktion (B): ,Ziel des Studienganges ist es, exzellente
und nachgefragte ingenieurwissenschaftliche Fachkréfte fiir die Automobil-
industrie heranzubilden.”

mathematikintensive weiterfihrende Module: Technische Mechanik

e Chemie (B): ,Die Ziele des Studienganges sind, die chemischen Grundla-
gen inklusive des notwendigen mathematisch-naturwissenschaftlichen Fach-
wissens in hinreichender Breite und Tiefe zu vermitteln.®

mathematikintensive weiterfiihrende Module: Physik, physikalische Chemie

e Media Production (B): ,Ziele des Studienganges sind die Berufsbeféihi-
gung der Absolventen fiir den Bereich Print- und Medientechnik einerseits
und die Vorbereitung auf einen méglichen spiteren Masterstudiengang zur
Vertiefung oder fachiibergreifenden Erweiterung andererseits.“

mathematikintensive weiterfiihrende Module: Grundlagen Elektrotechnik;
Mechanik und Werkstoffe

e Technikkommunikation (B): ,Technikkommunikation, verstanden als
Kommunikation i{iber Technik und Technikgebrauch, basiert auf einer Mehr-
fachkompetenz, die Fachwissen als Technikwissen und dessen professionel-
le Vermittlung durch Kommunikationswissen umfasst. In dieser Sichtweise
besteht das Ziel des Bachelorstudiengangs Technikkommunikation in der
Qualifizierung von Studierenden auf Universitatsniveau fiir Berufsfelder der
Experten-Nichtexperten-Kommunikation im Spezialbereich der Wissensver-
mittlung zu Technik und Technikgebrauch.”

mathematikintensive weiterfiihrende Module: Vertiefungsmodul Elektrotech-
nik oder Maschinenbau
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e Sensorik und kognitive Psychologie (B): ,Im Studium werden Grund-
kenntnisse auf wichtigen Teilgebieten der Psychologie, der Physik, aber auch
der Mathematik und Informatik vermittelt. Die Studierenden erwerben Er-
fahrungen im Umgang mit typischen Methoden der experimentellen und
der theoretischen Arbeit in den Fachgebieten Physik und Psychologie. Ein
wesentliches Anliegen der Ausbildung ist es, die Fahigkeit zur moglichst
selbstidndigen Einarbeitung in wechselnde Aufgaben zu fordern.”

mathematikintensive weiterfithrende Module: Methodenlehre und Statistik,
Simulation naturwissenschaftlicher Prozesse, elektrische Messtechnik, digi-
tale Signalverarbeitung, Computerphysik, nichtlineare Dynamik

e Informatik fiir Journalisten (M): ,Ein erfolgreicher Journalist bedarf
aber zunehmend nicht nur einer auf Kommunikationsaspekte fixierten Aus-
bildung, sondern bendétigt zunehmend Kenntnisse aus dem Bereich der In-
formatik, um effizient die unterschiedlichen Technologien und Medien ein-
setzen zu konnen.*

mathematikintensive weiterfiihrende Module: Informatik I und II, Daten-
banken, Grundlagen der Computergeometrie

Achtung: Die Einteilung in Kapitel 1 (Hohere Mathematik I.1) und 2 (Hohere
Mathematik 1.2) muss nicht genau der tatséchlichen Einteilung des Stoffes in der
Vorlesung entsprechen.

Dieses Vorlesungsskript orientiert sich zum Teil an fritheren Vorlesungen von HSD Dr. Sy-
bille Handrock und Prof. Dr. Hans Josef Pesch.

Fehler und Kommentare bitte an: roland.herzog@mathematik.tu-chemnitz.de
Stand: 3. Juli 2011


mailto:roland.herzog@mathematik.tu-chemnitz.de
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KAPITEL 1

Hohere Mathematik 1.1

§ 1 Elementare Grundlagen

§ 1.1 Mathematische Logik

Definition 1.1 (Aussage)
Unter einer Aussage verstehen wir einen Satz, der entweder wahr (W) oder falsch

(F) ist (Prinzip der Zweiwertigkeit). W (auch: T, true oder 1) und F (auch: L, false
oder 0) heiffen Wahrheitswerte. o

Beispiel 1.2 (fiir Aussagen und Nicht-Aussagen)

Aus Aussagen (oft mit p, ¢ etc. bezeichnet) kann man durch Verkniipfungen (Junk-
toren) neue Aussagen konstruieren. Diese sind, abhéngig von den Wahrheitswerten
von p und ¢, wiederum entweder wahr oder falsch.

Definition 1.3 (Junktoren)
Wir definieren folgende Junktoren:

(a) Negation —
Die Operation —p (nicht p) heilt Negation. —p ist P4 D

. : Wi F

wahr, wenn p falsch ist, und falsch, wenn p wahr ist. W

7



8 KAPITEL 1. HOHERE MATHEMATIK [.1

(b) Alternative V (oder, nicht ausschliefiend)

P|lqiprvVyg
Die Aussage pV q ist wahr, wenn mindestens eine der w \]ZY g
Aussagen p und g wahr sind, ansonsten falsch. W W
F|F F
(¢) Konjunktion A (und)
Pl q||PNg
Die Aussage p A q ist dann wahr, wenn p und ¢ beide Xx \]ZY \g
wahr sind, ansonsten falsch. W F
F|F F
(d) Implikation = (fiihrt zu, wenn ...dann)
p = q ist definiert als folgende Aussage: ,Wann im- Pl qlp=q
mer p (die Prémisse) wahr ist, ist auch ¢ (die Kon- |W | W | W
klusion) wahr.“ Man sagt auch: ,p ist eine hinrei- |W | F F
chende Bedingung fiir ¢* und ,,q ist eine notwen- F|W W
dige Bedingung fiir p“. F|F W
(e) Aquivalenz < (dann und nur dann, genau dann wenn)
Pl 4q|pP<=yq
Die Aussage p < ¢ ist wahr, wenn entweder p und ¢ WIW W
beide wahr oder beide falsch sind, ansonsten falsch.
F W F
F|F W

Beispiel 1.4 (zur Konstruktion neuer Aussagen)
p: In einem Land A besitzt das Unternehmen U einen Marktanteil von iiber 30%.
¢: In einem Land B besitzt das Unternehmen U einen Marktanteil von iiber 30%.
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Bemerkung 1.5 (zur Implikation)

Umgangssprachlich wird ,wenn . ..dann“ haufig kausal oder temporal gebraucht. Die
oben definierte Implikation in der Logik ,,p = ¢ driickt aber keinen tatséichlichen
Zusammenhang aus, sondern bildet aus den Aussagen p und ¢ eine neue Aussage,
die wahr oder falsch sein kann.

Folgende Aussagen sind wahr (vgl. Wahrheitstabelle):

e Wenn Wien eine Stadt ist, ist Regen nass.

W=W
( ) ex quodlibet verum

e Wenn Wien ein Dorf ist, ist Regen nass.
(F = W)

AN

e Wenn Wien ein Dorf ist, ist Regen nass.

(F = W) .
ex falso quodlibet

e Wenn Wien ein Dorf ist, ist Regen trocken.
(F = F)

<

Beginnend mit einer falschen Aussage kann man also alles Mégliche schlussfolgern.
Dies ist natiirlich dann ohne praktische Bedeutung. Darauf muss man beim Beweisen
achten:

Beispiel 1.6 (ein unzulissiger Beweis)
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Junktoren unterliegen einer Rangfolge:
(a) — bindet stirker als
(b) A bindet stérker als
(¢) V bindet stérker als
(d) = bindet stirker als
(e) <
Durch Klammerung kann man andere Rangfolgen erreichen.

Beispiel 1.7| (zur Rangfolge)

(a) pVgAr ist dasselbe wie pV (¢ Ar), aber nicht dasselbe wie (pV q) Ar.
(b) pAq = r ist dasselbe wie (p A q) = r, aber nicht dasselbe wie pA (¢ = r).

o

Fiir beliebige Aussagen p, ¢ und r sind (unabhéngig von ihren Wahrheitswerten!)
folgende Aussagen immer wahr:

(a) =(-p) & p (doppelte Negation)

(b) (p=q) & —pVq

) (p=qgAN(g=r1))=(p=r) (Transitivitit der Implikation)
(d) (p=4q) © (mg= —-p) (Kontraposition)

(e) ~(pAg) & —pV—q

—(pVq) < -pA—-q (De Morgansche Regeln)

(f) pA(gVT) & (PAQ)V (PAT)

pVigAr) < (pVg) A(pVvr) (Distributivgesetze) o
Beweis: durch Wahrheits(wert)tabellen, z.B. fiir die erste De Morgansche Regel:
p|ql[pAhg|=(pAg) |[~p|—q|opV g
WIW| W F F | F F
W| F F W F W W
F|{W| F W W | F W
F|F F W W | W W

O

Die Kontraposition wird beim indirekten Beweis ausgenutzt: Statt p = ¢ direkt
nachzuweisen, zeigt man die dquivalente Aussage —q = —p.
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Beispiel 1.9 (logisches Schliefien)
Bei einer Havarie kommen drei Bauteile A, B, C' als Ursache (einzeln oder mehrere)
in Frage. Die Gutachter kommen zu folgenden Aussagen:

p: Mindestens eines der Bauteile A, B, C' verursachte die Havarie.

q: Falls A und B nicht beide unter den Verursachern waren, dann trifft C'
keine Schuld.

r: Ist A ein Verursacher oder ist C' kein Verursacher, dann ist B kein Verur-
sacher.

AVBVC|[(AAB)V-C[(-AANC)V—-B

Sl oot Reot o] =1 =] =] =1 S
== = = == =] = @
=l 2= == =] =] =]
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§ 1.2 Mengenlehre

Definition 1.10 (Cantor (1895))

,unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten wohlun-
terschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Gan-
zen. o

Wir bezeichnen Mengen mit Grofbuchstaben und ihre Elemente (Objekte) mit
Kleinbuchstaben. Man schreibt a € A (bzw. a ¢ A), falls a ein (kein) Element
der Menge A ist. Die Beschreibung von Mengen erfolgt durch

e Aufzihlen (endlicher Mengen):
A={1,5,99}
e Angabe einer charakteristischen Eigenschaft der Elemente:
G={2n:neZ}

Lies: GG ist die Menge aller Zweifachen der ganzen Zahlen (also die Menge
der geraden ganzen Zahlen).

U={2n+1:necZ}

Lies: U ist die Menge aller ungeraden ganzen Zahlen.
A={L:neN}

Lies: A ist die Menge aller Kehrwerte von natiirlichen Zahlen.
P = {p € N: p ist Primzahl}

Lies: P ist die Menge aller Primzahlen.
X={reR:2* <4}

Lies: X ist die Menge aller reellen Zahlen z, fiir die gilt: 2 < 4.

Die leere Menge () enthélt kein Element. (Daher gilt die Aussage: ,, Wenn x ein
Element der leeren Menge ist, dann ist es rot gestreift.“, kurz:  Alle Elemente der
leeren Menge sind rot gestreift.)

Definition 1.11 (Relationen zwischen Mengen)
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(a) Eine Menge A heifst eine Teilmenge von B genau
dann, wenn jedes Element von A auch ein Element
von B ist, wenn also gilt: x € A = z € B. In dem
Fall heifft B auch eine Obermenge von A.

ACB, BD2A, manchmalauwch ACB, BD>A.

©

(b) Falls A C B gilt, aber nicht A = B, so heifst A eine
echte Teilmenge von B und B eine echte Ober-
menge von A.

ACB, BD>A, manchmalauch AC B, B2A.

(¢) Fiir Mengen A und B definiert man Venn-Diagramme:

die Vereinigung AUB:={z:x € AVzx € B},

den Durchschnitt ANB:={z:z € ANz € B},

das Komplement A\ B:={zx:2¢€ ANz & B},
auch ,A ohne B*.

(d) Falls AN B = ( gilt, so heifen die Mengen A und B disjunkt. o

Beispiel 1.12 (Mengenrelationen)
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Fiir Mengen A, B und C' gelten folgende Aussagen:

(a) AUB=BUA
ANB=BNA (Kommutativitit)

(b) (AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC =AN(BNC) (Assoziativitit)

(c) AN(BUC)=(ANB)UANC)
AUu(BNC)=(AuB)Nn(AUC) (Distributivgesetz)

(d) (ACBABCC)=ACC
(@ 0CA AUB=A, AND=0, A\A=0, 0\A=0, A\0=A
(f) (AUB)\C = (A\C)U(B\C)
(ANB)\C=(A\C)Nn(B\C) (Distributivgesetz) o
Beweis: durch Wahrheitstabellen fiir die Aussagen © € A, x € B etc., durch Venn-

Diagramme oder durch dquivalente Umformungen, z.B. im Fall (f;):

re€(AUB)\C&s (re AVeze B)hnx g C
S (reAnx g C)V(xe BAx ¢ C)  nach Satz 1.8 (f)
sze(A\C)U(B\O).

U
Definition 1.14 (Kartesisches Produkt)
Fiir zwei Mengen A und B heifit die Menge der (geordneten) Paare
Ax B={(a,b):a€ A, be B}
das kartesische Produkt von A und B. o

Beispiel 1.15
Sei A := {Kreuz, Pik, Herz, Karo} und B := {7,8,9, 10, Bube, Dame, Konig, As}.
Dann hat

A x B = {(Kreuz, 7), (Kreuz, 8),. .., (Karo, As)}
32 Elemente (wie ein Skatblatt). o

§ 1.3 Umrechnung von Einheiten
Viele physikalische Gréfen bestehen aus einer Makzahl und einer Einheit, z.B. 3 m

(Meter) oder 10 kg (Kilogramm). Es gibt im SI-System' (internationales Grifen-
system) sieben Basiseinheiten, namlich

1Systéme International d’Unités


http://de.wikipedia.org/wiki/Mengendiagramm
http://de.wikipedia.org/wiki/Mengendiagramm
http://de.wikipedia.org/wiki/Internationales_Einheitensystem

§ 1. ELEMENTARE GRUNDLAGEN
Dimension  Einheit Einheitenzeichen
Lange Meter m
Masse Kilogramm kg
Zeit, Sekunde s
Stromstirke Ampere A
Temperatur Kelvin K
Stoffmenge Mol mol

Lichtstiarke Candela cd

Alle anderen Einheiten werden daraus abgeleitet, z.B.

Newton (fiir Krifte) N — kim’
Joule (fiir Energie bzw. Arbeit) J=Nm= kgsgn27
Watt (fiir Leistung) W = g _ kgsgn2’
Volt (fiir elektrische Spannung) V = g — kAg_rSrj
Fiir groke und kleine Mafzahlen verwendet u.a. man die Vorsilben
Deka 10 Dezi 107"
Hekto 10° Zenti 1077
Kilo 10° Milli  107*
Mega 10° Mikro 107°
Giga 10’ Nano 1077,

z.B. sind 3,5 Megawatt — 3,5 - 10° W. Unter Ausnutzung von Beziehungen wie
1 Meile = 1,609 km, 3600 s =1 h (Stunde),

kann man Einheiten ineinander umrechnen:

Beispiel 1.16 (Umrechnung von Einheiten)

15
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Fiir die Umrechnung von Grad- und Bogenmalfs legen wir fest:
T
= 180° Iso 1° = — = 10,0175
v , also 180 ,
(Grad ist keine Einheit, sondern eine Zahl!) Daraus ergeben sich folgende wichtige
Werte:

0° 45° 90° 135° 180° 225° 270° 315° 360°
0

s 3n

T 57 3 Véis
1 2 1 T 1 2 1 2

§ 1.4 Zahlbereiche

Wir arbeiten in der Regel mit der Menge der reellen Zahlen R. Diese kann man
verstehen als Zahlen mit einer (moglicherweise unendlich langen) Dezimalbruchent-
wicklung, z.B. 1,5563 oder m = 3,141 592 653 - - - . Wichtige Teilmengen von R sind

(a) die natiirlichen Zahlen Nj := {0,1,2,3,...} bzw. N:={1,2,3,...},
(b) die ganzen Zahlen 7 := {0,+1,£2,4+3...},

(c) die rationalen Zahlen Q := {2 :m,n € Z, n # 0}, z.B. 3 oder 5+.

Die rationalen Zahlen besitzen immer eine endliche oder periodisch unendliche De-
zimalbruchentwicklung, z.B. 3/4 = 0,75, 1/3 = 0,3 und 1/22 = 0,045. Es gilt

NENGCZSCQER

Alle diese Zahlbereiche konnen auf dem Zahlenstrahl dargestellt werden, der durch
R liickenlos ausgefiillt ist.

§ 1.4.1 Die reellen Zahlen R

In R sind die vier Grundrechenarten definiert, d.h., fiir a,b € R sind

a+beR, a—beR, abeR, und,fallsb#O,%ER.

Reelle Zahlen sind stets vergleichbar, d.h., fiir a,b € R gilt
entweder a <b oder a=0b oder a>b.

Die Schreibweise a < b bedeutet ,,a ist kleiner oder gleich b“, gleichbedeutend ist
b > a oder b ist grofer oder gleich a“.
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Definition 1.17 (Intervalle)
Fiir a,b € R und a < b definiert man folgende Intervalle:

(a) endliche Intervalle
[a,b] ={r € R:a <z <b} (abgeschlossenes Intervall, Endpunkte dabei)
(a,b) ={r € R:a < x <b} (offenes Intervall, Endpunkte nicht dabei)
la,0) ={r €R:a <z <b} (rechtsoffenes Intervall)
(a,b) ={xr € R:a <z <b} (linksoffenes Intervall)

(b) einseitig unendliche Intervalle

(—oo,b) ={zreR:2z <b}

(—oo,b) ={zx €eR:z < b}
[a,00) ={r€eR:a <z}
(a,00) ={r €eR:a < x}

(c) (—o0,00) =R,

Veranschaulichung der Intervalle [-2, —1] und (1,2) am Zahlenstrahl:

| | | F 5 | = N | | -
| ! ! = 3 ! S 7 ! |
-5 -4 =3 -2 —1 0 1 2 3 1

Ungleichungen spielen im téglichen Leben eine wichtige Rolle: ,Ich komme spéatestens _
um 17 Uhr zu Dir.” oder ,Ich verkaufe meine Aktien, wenn der Kurs iiber € 32 steigt.“

ISAIZIN8l (Rechenregeln fiir Ungleichungen)
Fiir reelle Zahlen a, b, z,y gelten folgende Rechenregeln:

() x<yunda<b = zx+a<y+b
r<yunda<b = z+a<y+bd
(Gleichgerichtete Ungleichungen darf man addieren.)

(b)z+a<y <& zxz<y—a
rt+a<y & r<y-—a

(c)z<yund0<a = azx<ay
r<yund O0<a = azx<ay
(Ungleichungen diirfen mit nicht-negativen Zahlen multipliziert werden.)

<y & -—y<-u
r<y & —-y<-u
(Bei Multiplikation mit (—1) kehrt sich das Relationszeichen um.)

e)0<z<y < 0<§§

1 &
x

Beispiel 1.19 (Manipulation von Ungleichungen)
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Definition 1.20 (Betrag)
Fiir Zahlen z € R definieren wir den Betrag von x als

2] = x, falls x > 0
] =2, fallsz <O0. o

Damit gilt: |z| > 0 fiir alle z € R, z.B. ist | — 4| =4 und |4| = 4.

Beachte: |z — y| bezeichnet den Abstand zwischen x und y auf dem Zahlenstrahl.
Es gilt natiirlich |z — y| = |y — z|, d.h., = hat denselben Abstand zu y wie y zu
x. Anhand des Abstandes lidsst sich deshalb nicht entscheiden, welche der beiden
Zahlen grofer ist.

Frage: Wie grof ist der Abstand der Zahlen x = 3 und y = —57
Antwort: |z —y| =3 —(-5)| =8| =&

\j

Beispiel 1.21 (Rechnen mit Betrigen)
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ISAIZ023] (Rechenregeln fiir den Betrag)

Fir z,y € R gilt:

(a) |[z]=0 < x=0

§ 1.4.2 Die komplexen Zahlen

Fiir manche Rechnungen reichen die reellen Zahlen nicht aus. Zum Beispiel hat die
Gleichung

2 4+1=0
keine Losung in R, weil Quadrate reeller Zahlen immer > 0 sind. Wir fiihren daher
komplexe Zahlen ein. Ein weiterer Grund ist, dass sich manche Rechnungen und
Zusammenhinge mit Hilfe komplexer Zahlen (,im Komplexen) leichter ausdriicken


http://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe_Zahl#Anwendung
http://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe_Zahl#Anwendung
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lassen, z.B. in der Elektrotechnik und bei der Losung von Differentialgleichungen
(siehe § 5).

Definition 1.23 (Komplexe Zahlen)
Ein Objekt der Form a + b7 mit a,b € R heitt komplexe Zahl. Das Symbol ¢
bezeichnet die imaginire Einheit. Die Menge aller komplexen Zahlen ist

C={z=a+bi:abecR} o
Fiir die Grundrechenarten mit komplexen Zahlen C gelten dieselben Regeln wie fiir
die reellen Zahlen R. Wir vereinbaren jedoch zusétzlich die Regel
= -1
Beachte: Es gilt R C C, denn jedes a € R lasst sich als a + 0¢ schreiben.

Achtung: Komplexe Zahlen lassen sich i.A. nicht miteinander vergleichen. Fiir zwei
verschiedene z,w € C kann man also weder von ,,z < w* noch von ,,z > w" sprechen.

Beispiel 1.24 (Grundrechenarten mit komplexen Zahlen)


http://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe_Zahl#Anwendung
http://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe_Zahl#Anwendung
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Binomische Formeln gelten auch fiir komplexe Zahlen, z.B.
(z+w)?=2"+2zw+ w?
(z4+w)?=2"+322w+3zw” +w*
(z+w)i=2+42w+ 6220w + 420 +wt

fiir alle z, w € C.

Bemerkung 1.25

Mit komplexen Zahlen lassen sich jetzt alle quadratischen Gleichungen der Form
ax’+br+c=0 mitabceRund a0

16sen! Die bekannte (a, b, ¢)-Formel gilt weiter: Die Losungen der obigen Gleichung

sind ; .
19 =——= 2—\/1)2 —4ac,
a

2a
wobei die Zahl unter der Wurzel negativ sein kann. Man setzt dann ,,/—1 = .
Analog gilt die (p, ¢)-Formel zur Losung von

P +pr+q=0 mitp,qgcR

P p?
=44/ —q.
T1,2 5 1 q o

Beispiel 1.26| (Losungen quadrat. Gleichungen mit reellen Koeffizienten)

Die Losungen sind
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ImA a+ bi
Eine Zahl z = a+b7 mit a,b € R kann in der kom-

plexen Zahlenebene (anstelle des Zahlenstrah-
les) dargestellt werden. Man bezeichnet die Achsen
dieser Zahlenebene als reellen Achse bzw. ima-
gindre Achse. Man setzt:

Re(z) :==a der Realteil von z Re
Im(z) :=b der Imaginirteil von z.

Die Zahl Z = a—b1 heift die konjugiert komple-
xe Zahl zu z. Sie ergibt sich grafisch aus z durch

Spiegelung an der Re-Achse.
a — bi

IBAIZI27 (Rechenregeln fiir konjugiert komplexe Zahlen)
Fiir z,w € C gilt:

=
—
g |
—
I
gl wl
O

Beispiel 1.28 (Real- und Imaginirteil, konjugiert komplexe Zahl)

Definition 1.29 (Betrag komplexer Zahlen)
Fir z=a+ b7 mit a,b € R heifst

12| = V2Z = /(a+bi)(a—bi) = Va® + b

der Betrag von z. Diese Definition erweitert die Definition 1.20 des Betrages fiir
reelle Zahlen, denn: Fiir a € R und b = 0 gilt |2| = |a + 03] = Va2, vergleiche
Satz 1.22. o
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Beachte: Es gilt |z| € R und sogar |z| > 0. |z — w| bezeichnet wieder den Abstand
zwischen z und w in der komplexen Zahlenebene.

ISAIZII80] (Rechenregeln fiir den Betrag, vgl. Satz 1.22)
Fiir den Betrag und z,w € C gilt:

(a) |2|=0 < 2z=0
(b) [zw| = [2] Jw]

(©) |z +w| < [2] + w|

(d) ‘3‘ _E s w0,
wlwl

In der komplexen Zahlenebene sieht man, dass
man eine komplexe Zahl z = a + b7 in der soge-
nannten algebraischen Darstellung auch durch
Angabe von (r,¢) beschreiben kann, wobei

-2+ 30

r:=|z| >0 der Betrag und
@ = arg(z) € [0,27) das Argument von z ist.

Das Argument ist der Winkel gegen die positive ‘ ‘
reelle Achse. 9 1

(@5
=
—
[N}
@ oo‘L

Es gelten die folgenden Umrechnungsbeziehungen:

Umrechnung von (7, ¢) in algebraische Darstellung z = a + bi:

a =17 cos, b= sin.

Es gilt also:

z=a+bi=rcosp+ (rsing)i
=71 (cosp + i siny).

Dies nennt man die Polardarstellung oder auch trigonometrische Darstellung
der komplexen Zahl z.
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Umrechnung von algebraischer Darstellung z = a + b4 in Polardarstellung:
r=|z| = Va2 + 2

Falls a = 0 ist (rein imaginére Zahl):

5 fallsa =0und b > 0 (obere Im-Achse)
@ = { beliebig, fallsa=0und b=0 (Ursprung)
&, fallsa=0und b <0  (untere Im-Achse).

Falls a # 0 ist, nutzen wir die Beziehung tanp = %, die wir mit Hilfe der Um-
kehrfunktion (Arcustangens), siehe Beispiel 4.26, nach ¢ auflésen miissen. Am
Vorzeichen von a und b konnen wir ablesen, in welchem der vier Quadranten (Win-
kelbereiche) die Zahl liegen muss:

arctan(b/a), fallsa >0 und b >0 (1. Quadrant)
m+ arctan(b/a), fallsa<Ound b >0 (2. Quadrant)
7+ arctan(b/a), fallsa<Ound b<0 (3. Quadrant)
27 4+ arctan(b/a), fallsa>0und b<0 (4. Quadrant)

Beispiel 1.31 (Polardarstellung)
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Wir fiihren jetzt die Abkiirzung die Eulersche Formel ein:
e'? = exp(ip) :=cosp +ising fiir p € R.
Diese Definition erweitert den Definitionsbereich der bekannten Exponentialfunktion
e’ = exp(z) auf komplexe Zahlen, die iiblichen Rechenregeln gelten weiter. Mit
Hilfe der Eulerschen Formel kénnen wir die Polardarstellung auch schreiben als
sogenannte Exponentialdarstellung:
z=r1(cosp+ising)=re? oder z=r exp(iyp).

Zwei komplexe Zahlen in Exponentialdarstellung kann man bequem multiplizieren,
dividieren und potenzieren. Das Ergebnis liegt wieder in Exponentialdarstellung vor:

ISa8tZ20182] (Rechnen in Exponentialdarstellung)
Seien z = r1 €% und w = 79 €'?2. Dann ist
. Betrag bleibt gleich
zZ=" e ¥t . .
Negation des Winkels

: Multiplikation der Betréige
2w =1y e (P11e2) . .
Addition der Winkel
1 L., Kehrwert des Betrags
Wy ‘ Negation des Winkels
Z_ T itei—e) Division .der Betrage
w T Subtraktion der Winkel
Potenz des Betrags
2 =rTem? fiirn € N Vielfaches des Winkels

(Formel von Moivre) o

Zusammenfassung der Vor- und Nachteile:

algebraische Darstellung Exponentialdarstellung

z=a+b1 z=rev¥
Addition z + w vV —
Subtraktion z — w V —
Multiplikation z - w Vv Vv
Division = Erweitern mit w V
Potenzieren 2" miithsam V
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§ 2 Lineare Algebra und analytische Geometrie
§ 2.1 Vektoren im R"

Definition 2.1 (Vektoren im R")

(a) Ein geordnetes n-Tupel reeller Zahlen z;

X1
€2

T =
Tn

heifst ein Vektor des Vektorraumes R™, wobei n € N = {1,2 3,...} gilt.

(b) Weiter heifst z; die i-te Komponente des Vektors Z. Die Anzahl der Kom-
ponenten eines Vektors wird manchmal als Lange des Vektors & bezeichnet.
Hier besteht aber Verwechslungsgefahr mit der Linge nach Definition 2.15.

(c) Die Vektoren

1 0 0
0 1 0
=101, a&=|0],..., &=1:
: : 0
0 0 1
heifen die Einheitsvektoren des R". o

In der Anschauung verwendet man Vektoren des R? (Ebene, sieche § 2.6) bzw. des
R3 (Raum, siche § 2.7). Allgemeine Vektoren im R" werden verwendet, um z.B. eine
Anzahl von physikalischen Grofen zu einer Grofe zusammenzufassen. Man kann R”
auffassen als kartesisches Produkt R x R x --- x R. Es gilt R = R.

Vektoren der Lénge eins, also Zahlen, nennt man oft auch Skalare. Wir definieren
fiir Vektoren # und ¢ des R™ und Skalare o € R folgende Operationen:

1+ Y1
.. L. To + Yo
Addition von Vektoren T+y:= )
Tn + Yn
a T
IR . o S & T2
Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar ar =
o T,
0
. . - |0 . o . .
Die Addition des Nullvektors 0 = | . | und die Multiplikation mit 1 lassen einen
0

Vektor 7 unverdndert. Unter —7 verstehen wir den Vektor (—1) Z. Damit definieren
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wir die
1 — U1
. L. N . T2 — Y2
Subtraktion von Vektoren T—y: =+ (—y) = .
Ln — yn

Es gilt also 7 — Z = 0.

IBalZ02%2 (Eigenschaften der Vektoroperationen)
Fiir Vektoren #, v, 2 € R™ und Skalare o, 5 € R gelten:

(a) Z+y=y+ 2 (Kommutativitit)
(b) (Z+9)+Z=2+ (§+7) (Assoziativitit)

)Z  (Assoziativitit der Multiplikation mit zwei Skalaren)
(

¥+ 02 (Distributivgesetz 1)
+ay (Distributivgesetz 2)

Beispiel 2.3 (Vektorrechnung)

Oft kommen Summen von Vektoren und Multiplikation mit Skalaren gemeinsam

Vvor:

1-0+1-w y vEw
oder w
v+2:'w
2'w -

Dies sind Linearkombinationen von ¢ und :
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Definition 2.4 (Linearkombination)
Sei k € N und Vektoren v, ¥, ..., v, € R gegeben.

(a) Eine Summe der Form

k
ZO&Z"UZ' = 051171 +062172+...—|—Oék?7k
i=1

mit Skalaren (Koeffizienten) aq, as, ..., a; € R heift eine Linearkombi-

nation (LK) der Vektoren @;, i = 1,... k.

(b) Die LK heifit trivial, wenn alle a; = ... = o = 0 sind. (Das Ergebnis ist
der Nullvektor.)

(c) Die Menge aller LK

k
Lin (¥, Uy, . .., Uk) ::{ E ;Ui o, ..., ER}
i=1

heiftt die lineare Hiille der Vektoren v;, i = 1,... k. o

Beispiel 2.5 (Linearkombination, lineare Hiille)
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Definition 2.6 (Lineare Unabhiingigkeit) (a) Die Vektoren ¢, 0y, ..., U €
R"™ heifen linear abhéngig, wenn es Zahlen aq, ..., a; € R gibt, die nicht
alle gleich null sind, sodass gilt:

041171+()é2172+...—|—05k?7k20.

(Der Nullvektor lésst sich nicht-trivial aus den @; linear kombinieren.)

(b) Die Vektoren oy, ,...,0; € R™ heiffen hingegen linear unabhingig,
wenn gilt:
061171+042?72+...+Oék17k:6 = ap=ay=...=aqa,=0.
(Der Nullvektor ldsst sich nur trivial aus den @j; linear kombinieren.) o

Beachte: Man sagt nicht, ein Vektor sei linear (un)abhéngig von anderen Vektoren.

Anschaulich bedeutet die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren vy, vs,. .., Uy, dass
jeder von ihnen ,in eine neue Richtung zeigt“.

IB8t22% (Lineare Abhingigkeit)

Die Vektoren ¥y, 05, ..., 70, € R" sind genau dann linear abhéingig, wenn mindestens
einer der Vektoren als LK der anderen geschrieben werden kann. o

Beispiel 2.8 (Lineare Unabhingigkeit)
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Definition 2.9 (Unterraum)
Eine Teilmenge V' C R™ heiftt ein Unterraum (UR) des R™, wenn gilt:

(a) Z,yeV = ZF+yeV und
(b) ZeVundaeR = aZeV.

(Also: Summen und Vielfache von Elementen von V' liegen wieder in V.) ©

Einige Fakten:

e Der Raum V = R” selbst ist der grofte, die Menge V = {0} ist der kleinste
UR von R".

e Jeder UR enthilt den Nullvektor 0.

e Die lineare Hiille Lin (v}, ¥, . .., 7)) von Vektoren v; € R™ i =1,... k, ist
immer ein UR des R™.

Definition 2.10 (Basis, Dimension)

(a) Die Dimension eines UR V' C R" (dim V') ist die maximale Anzahl linear
unabhéngiger Vektoren in V. (Diese liegt zwischen 0 und n.)

(b) Eine solche maximale Menge linear unabhéngiger Vektoren heifst eine Basis
des UR V. o

Unterrdume des R"™ der Dimension 1 sind Geraden, die durch den Ursprung gehen.
Unterrdume des R™ der Dimension 2 sind Ebenen, die durch den Ursprung gehen.

IS8t2281] (Bedeutung der Basis)

Sei V' C R" ein UR der Dimension m, und sei {#}, 05, ...,9,,} eine Basis von V.
Dann ist jeder Vektor # € V in eindeutiger Art und Weise als LK der Basisvektoren
darstellbar. o
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Beispiel 2.12 (Basis und Dimension)

31
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Bemerkung 2.13
Alle Vektoren waren bisher Spaltenvektoren. Analog kann man auch Zeilenvek-
toren definieren, die den Vektorraum R,, bilden:

= (x1,29,...,2,) € R,.
Die Rechenregeln gelten analog weiter. o

Beispiel 2.14 (Zeilen- und Spaltenvektoren)

§ 2.2 Das Skalarprodukt

Definition 2.15 (Skalarprodukt)
Fiir Vektoren Z,4 € R™ definieren wir das Skalarprodukt (innere Produkt,
Innenprodukt)

Fofii=) @it =21+ Tays+ o+ TnYn,
=1

Die Zahl

| = VE- 7= Jat +ad .. a2 20
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heikt Betrag, Linge oder (euklidische) Norm des Vektors 7. (Fiir 7 € R' =R

stimmt dies mit dem Betrag aus Definition 1.20 iiberein.)

IBalZ206 (Eigenschaften des Skalarpdoduktes und des Betrages)
Fiir Vektoren 7,1, 2 € R™ und Skalare a € R gelten:

(f) =7yl <T-y<I[7-7

(@) 17+ gl < [lZ] + llgl  (Dreiecksungleichung)
Beispiel 2.17 (Skalarprodukt)

< |17 [|7]]  (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Definition 2.18 (Winkel zwischen Vektoren) (a) Mit Hilfe des Skalarpro-
dukts kann man einen Winkel ¢ € [0, 7] zwischen Vektoren 7 und ¢ im R"

definieren:

—

T-

Y 1= arccos falls Z, 7 # 0.

1z Ml

Es gilt also:
T-g = [IZ] |71 cos .
Beachte:
e Skalarprodukt 7.y >0 <& 0<¢<90°=mn/2
e Skalarprodukt 7- 7 <0 < 7/2=90°<p <180°=m
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(b) Die Vektoren # und % heifen orthogonal (senkrecht) zueinander oder
kurz: ¥ L ¢, wenn 7 -y = 0 gilt.

(¢) Die Vektoren & # 0 und 7 # 0 heiRen parallel, wenn 7 - ¢ = ||Z|| ||7]| gilt,
also wenn ¢ = 0 ist.

(d) Die Vektoren # # 0 und § # 0 heiken anti-parallel, wenn #- 7 = — ||| ||7]]
gilt, also wenn ¢ = 7 ist. o

Diese Definitionen entsprechen den geometrischen Anschauungen im R? und R3.

Beispiel 2.19 (Winkel zwischen Vektoren)

§ 2.3 Matrizen

Definition 2.20 (Matrix) (a) Ein rechteckiges Zahlenschema der Form

a1 Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ Aoy
A=

Am1 Am2 - Qmnp

mit Eintrigen a;; € R heikt eine (reelle) m x n-Matrix oder eine Matrix
vom Typ (m,n). A besitzt m Zeilen und n Spalten. Man schreibt kurz:
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A = (a;;) € R™™, wobei i = 1,...,m die Zeilen und j = 1,...,n die
Spalten nummeriert.

(b) Eine Matrix heift quadratisch, wenn m = n gilt. Die Eintrége aq1, ass, . . ., ann
bilden die Hauptdiagonale.

(¢) Eine quadratische Matrix heift obere Dreiecksmatrix, wenn unterhalb
der Hauptdiagonalen nur Nullen stehen:

aix aig -+ Qip
0 ax --- ao
0 -+ 0 ap,

Analog: untere Dreiecksmatrix.

(d) Bei einer Diagonalmatrix stehen aufserhalb der Hauptdiagonalen nur Nul-

len:
a1 0 0
0 929
' 0
0 e 0 Ann S

Beachte: Spaltenvektoren sind R™*!-Matrizen (,schlank®), Zeilenvektoren sind R'*"-
Matrizen (,flach“).

Wir definieren fiir Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) des R™*™ und Skalare o € R
folgende Operationen:

air +bin aip+bia -0 a, +biy
s + b Qoo + b ce+ Qop + bap
Addition von Matrizen A4+ B := 2 ) 2 2 ) 2 ? ) ?
am1 + bml Am2 + bm? o Amn + bmn
aapn «@app - QG
. 1e . L. Qa1 QG -+ (a2,
Multiplikation mit einem Skalar o A := .
Ay CQpma QG
0 --- 0
Die Addition der Nullmatrix 0 = | : . | € R™*™ und die Multiplikation mit
0 --- 0

der Zahl 1 lassen eine Matrix A unverandert. Unter —A verstehen wir die Matrix
(—1) A.

Die n x n-Einheitsmatrix £ (manchmal auch [ oder Identitét) besteht aus den
Einheitsvektoren des R™:

(Diagonalmatrix mit Hauptdiagonale aus Einsen).
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Es gelten die gleichen Eigenschaften wie in Satz 2.2 fiir Addition von Vektoren. Wie
in Beispiel 2.14 fiir Vektoren konnen wir eine Matrix transponieren, indem wir
Zeilen zu Spalten machen: A € R™" & AT € R™™. Eine (quadratische) Matrix
heilt symmetrisch, wenn A = AT ist.

Beispiel 2.21 (Addition, Multiplikation mit einem Skalar, Transposition)

Definition 2.22 (Matrix-Vektor-Multiplikation)
Fiir Matrizen A = (a;;) € R™*™ und Vektoren 7 € R" definieren wir das Matrix-
Vektor-Produkt

11 Q12 - Qin Ty
. Qg1 A2 -+ A2p o) . . 5
AT = . . . Sl=madtfmadt+ o+ xyan
Am1 Am2 - Qmp Tn
~—
al @2 an

a1121 +apxe+ ...+ a, Ty
a21x1+a22:c2+...+a2nxn

= ) e R™.
Am1 T1 + A2 Lo + ...+ G Ty

Merkregel: Man berechnet nacheinander die Skalarprodukte (Zeile von A) - Z und
schreibt die Ergebnisse untereinander.

Das Ergebnis ist eine LK der Spaltenvektoren @', ...a@" von A mit den Koeffizienten
LlyeweyTp. <

Beachte: Man kann das Matrix-Vektor-Produkt AZ nur dann bilden, wenn die
Breite (Anzahl Spalten) von A iibereinstimmt mit der Anzahl der Eintrige des
Spaltenvektors .
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Beispiel 2.23 (Matrix-Vektor-Multiplikation)

Matrizen werden auch benutzt, um Transformationen wie Drehungen, Spiegelungen,
Skalierungen eines Ortsvektors in der Ebene (siehe § 2.6) und im Raum (§ 2.7)
darzustellen, die etwa in der Computergrafik oft benotigt werden.

Beispiel 2.24 (Geom. Transformationen als Matrix-Vektor-Produkte)

(a) Sei ¥ = (x1,29)" der Ortsvektor ei-
nes Punktes in der Ebene. Eine Dre-
hung des Vektors & um den Winkel
¢ mit dem Ursprung als Drehzentrum
erreicht man durch

o (cpsgp —smcp) =
singp  cosp

To A

8|

S
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(b) Durch
—/ e ]- 0 —

erhdlt man eine Spiegelung des
Punktes an der z;-Achse.

T2

8

T

(¢) Die Drehung eines Punktes im Raum mit Ortsvektor Z = (x1, 22, 73) T um
den Winkel ¢ bzgl. der x1-Achse erreicht man durch

1 0 0
7 =10 cosp —sinp |7
0 sing cose o

Definition 2.25 (Matrix-Matrix-Multiplikation)
Seien A = (a;;) € R™" und B = (b;;) € R"? Matrizen. B bestehe aus den

Spaltenvektoren b, .. ., P € R™. Wir definieren das Matrix-Matrix-Produkt

a1; Q12 - Aip bii by .- blp
Qo1  A22 -+ A2 bar bap -+ Do
AB= " o .
Qm1 Am2 - Qmp bnl bn2 e bnp
N~~~ ~—~
bl b2 bp
= (AD' AD* ... ADP) €R™P.

Merkregel: Man berechnet nacheinander Matrix-Vektor-Produkte A-(Spalte von B)
und schreibt die Ergebnisse nebeneinander. Jede Spalte des Ergebnisses ist eine LK
der Spaltenvektoren von A. o

Beachte: Man kann das Matrix-Matrix-Produkt AB nur dann bilden, wenn die
Breite (Anzahl Spalten) von A iibereinstimmt mit der Hohe (Anzahl Zeilen) von B.

Die Multiplikation einer Matrix mit der Einheitsmatrix (passender Grofe) von links
oder rechts lésst diese unverdndert: AE, «, = E,xmA = A fiir A € R™*",

Beispiel 2.26 (Matrix-Matrix-Produkt)
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Beispiel 2.27 (Anwendung in der Produktionsplanung)

In einem Betrieb werden aus den Rohstoffen Ry,..., Ry fiinf Zwischenprodukte
Zy, ..., Zs hergestellt. Aus diesen Zwischenprodukten werden schlieflich drei End-
produkte Ey, Fa, 3 gefertigt. In den folgenden Tabellen (Matrizen) sind die Bedarfe
(Verbrauchsnormen) fiir die jeweiligen Produktionsschritte angegeben:

2 2y Zs 7y 7 B, B, Es
R | O 1 1 1 2 Z1| 1 1 1
Ry| 5 0 1 2 1 Zy| 1 2 0
Rs| 1 1 1 1 0 Z3| 0 1 1
Ry O 2 0 1 0 Zyl 4 1 1

Zs | 3 1 1
~~ d —
Ay  RERXS Ap_ 7€R5%3

Lies: Fiir eine Einheit des Zwischenprodukts Z5 werden zwei Einheiten R; und eine
Einheit R, benotigt.

(a) Das Matrix-Matrix-Produkt Ap_.p := Az rAp_z € R¥3 gibt direkt die
Bedarfe an Rohstoffen Ry, ..., R4 fiir die Endprodukte E;, 5, E3 an:

0111 2 1 ; é 11 6 4

5 01 2 1 16 9 9

AE—>R = AZ—»RAE—>Z = 11110 011 - 6 5 3
4 1 1

02010 31 1 6 5 1
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(b) Wieviele Einheiten der Rohstoffe Ry, ... Ry sind bereitzustellen, wenn 100
Einheiten von FE;, 200 Einheiten von F5 und 300 Einheiten von E3 herge-
stellt werden sollen? Die Antwort liefert das Matrix-Vektor-Produkt:

100 11 6 4 100 3500
16 9 9 6100
Ap_r {200 | = 200 | =
300 6 5 3 300 2500
6 5 1 1900 o

_ (Eigenschaften der Matrixmultiplikation und -Transposition)
Fir Matrizen A, B, C' passender Dimensionen und o € R gelten:

(a) A(BC)=(AB)C (Assoziativitét)

(b) A(B+C)=AB+ AC (Distributivgesetz)

(¢) (@A) B=a(AB)=A(aB)

(d) AE=Aund EA=A (Multiplikation mit der Einheitsmatrix)
(
f) (A+B)T=AT+ BT
g) (@A) =adl

) A

)

)

e) AO=0A=0 (Multiplikation mit der Nullmatrix)

)

)

h) (AB)T =B"A"T o

(
(
§ 2.4 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 2.29 (Lineares Gleichungssystem)

Ein Kunde kauft 5 Bleistifte und 2 Kugelschreiber fiir zusammen € 3,85. Ein weiterer
Kunde kauft 1 Bleistift und 1 Kugelschreiber fiir zusammen € 1,25. Kann man aus
diesen Informationen die Preise von Bleistift und Kugelschreiber ermitteln?

Wir setzen o o
x1 = Preis eines Bleistifts

= Preis eines Kugelschreibers
Die Angaben fiithren auf das lineare Gleichungssystem
d9x1+21x9=3,85
lzy +129=1,25

mit zwei Variablen und zwei Gleichungen. In Matrix-Vektor-Schreibweise:
5 2\ [x1) _ (3,85
1 1) \x) \1,25)°
Dessen eindeutige Losung lautet ;3 = 0,45 und x5 = 0, 80. o

Definition 2.30 (Lineares Gleichungssystem)
Ein System von Gleichungen der Form

a11 1+ a2+ ...+ a1, T, = by

a21x1+a22m2+...+a2nacn:b2

am1$1+am2x2+...+amnm‘n:bm
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fiir die Unbekannten (Variablen) xq, ..., x, € R heift ein lineares Gleichungssys-
tem (LGS) mit m Gleichungen.

Nach Definition 2.22 kénnen wir es kurz als AZ = b schreiben. Dabei ist

A = (a;;) € R™*" die Koeflizientenmatrix
= (xy,...,2,) € R" der Vektor der Unbekannten oder Variablen
b=(b,...,bp)" € R™ der Vektor der rechten Seite.

Ein Vektor ¥ € R", der AZ = l;erfiillt, heifst eine Losung des LGS. o

Bemerkung 2.31 (a) Jede Zeile in AZ = b entspricht einer Gleichung.

(b) Jede Spalte in A gehort zu einer der Variablen xq,. .., z,.

Beispiel 2.32| (Losungen linearer Gleichungssysteme)

Frage: Wie kann man eine/alle Losungen eines LGS berechnen bzw. dessen Unlos-
barkeit feststellen?

§ 2.4.1 Das homogene lineare Gleichungssystem

Fiir gegebenes A € R™*" untersuchen wir zuniichst das homogene LGS A7 = 0.
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Beachte: Der Nullvektor 0 € R™ ist immer eine Losung. Die Losungsmenge dndert
sich nicht durch folgende Operationen (Aquivalenzumformungen):

(a) Vertauschen zweier Gleichungen (Zeilen)
(b) Multiplikation einer Gleichung (Zeile) mit einer Zahl a # 0
(c) Addition des Vielfachen einer Gleichung (Zeile) zu einer anderen.

Diese Operationen sind Grundlage des Gauf’schen Losungsverfahrens, in dem
das LGS so umgeformt wird (Vorwértselimination), dass man die Losung(en)
leicht ablesen kann (Riickwirtssubstitution).

Beispiel 2.33 (Vorwértselimination)

(a)
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o

Bei der Vorwirtselimination entsteht aus A € R™*™ eine Matrix in Zeilenstufen-
form (ZSF), z.B.

S ® X
* im Fall (a) und (b) sowie 00
[ ]

im Fall (c).

Dabei bezeichnet einen e Eintrag # 0 und * irgendwelche Eintrage. Weitere Beispiele
fiir Matrizen in ZSF sind

0 e x *x ® % x *x (.) *
0 0 e *x x|, 0 e x * x und 0 5
0 0 0 0 e 0 0 e % % 00

Kennzeichen der ZSF sind:
(a) In jeder Zeile stehen links von e nur Nullen.
(b) Pro Zeile riickt e mindestens um eine Stelle nach rechts.
(c¢) Unterhalb eines e stehen in derselben Spalte nur Nullen.

Beispiel 2.34 (Riickwirtssubstitution)
Wir fahren fort in Beispiel 2.33.

(a) Aus dem in ZSF gebrachten System lesen wir ab:

4 0 =210
0 —2 210
0 0 Lo

2

lesen wir von unten nach oben ab:
%xg =0 = x23=0
—2x94+2x3=0 = 25=0

41 —2x3=0 = 21 =0.
Also ist Z = (0,0,0)7T die einzige Losung des Systems A Z = 0.
(b) Auch in diesem Fall ist = 0 die einzige Losung.

(¢) Das LGS in ZSF

4 -2 =210 o x x
0 0 210 mit dem Muster 0 0 e
0 0 00 0 00
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bedeutet ausgeschrieben
4{E1 —2%2 —2{E3 =0
2!173 = 0.

Diejenigen Spalten (Variablen), in denen kein e vorkommt, sind die freien
Variablen, hier z5. Thnen ordnen wir freie Parameter zu:

To|=A mit A € R.

Diejenigen Spalten (Variablen) mit e sind die abhéingigen Variablen, hier
x1 und x3. Sie ergeben sich eindeutig aus den Werten der freien Variablen.
Wir berechnen sie von hinten nach vorne:

2|z51=0 = x3=0

1
4&71—2332—2333:0 = 4dr1=2x94+223=2X142-0 = [E1:§)\

Die allgemeine Losung des homogenen LGS aus Beispiel 2.33 (c) lautet

also:
ry=1/2)\ 1/2
To = A oder kurz =X 1
T3 = 0 0

Mit anderen Worten: Die Lésungsmenge besteht aus allen Vielfachen des
Vektors (1/2,1,0)". Die Losungsmenge ist damit ein Unterraum des R? der
Dimension 1.

Probe:

Frage: Wieviele freie Variablen hat man bei einem homogenen LGS?

Definition 2.35 (Rang einer Matrix)
Der Rang einer Matrix A € R™*" ist die Anzahl der e in der zu A gehdorigen
Zeilenstufenform. o

IBAIZI2186] (zur Losungsmenge eines homogenen LGS)
Wir betrachten das homogene LGS A7 = 0 mit A € R™*".
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(a) Insgesamt hat das LGS n Variablen (Spalten). Jeder e in der ZSF von
A steht fiir eine abhéngige Variable. Es bleiben also n — Rang(A) freie
Variablen, die als freie Parameter in der allgemeinen Ldsung erscheinen.

(b) Die Losungsmenge des homogenen LGS AZ = 0 ist ein Unterraum des R”
der Dimension n — Rang(A).

(c) Rang(A) = n < das homogene LGS AZ = 0 hat nur die triviale Losung
=0

(d) Rang(A) ist die Anzahl der fiir das LGS A% = 0 tatsichlich relevanten
Gleichungen.

Bemerkung 2.37 (zum Rang einer Matrix)

Sei A € R™ ™,
(a) Es gilt Rang(A) < min{m,n}.
(b) Rang(A) = maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren von A.
(c) Rang(A) = maximale Anzahl linear unabhéingiger Spaltenvektoren von A.
(d) Rang(A) = Rang(A").

Beispiel 2.38 (Rang einer Matrix, vgl. Beispiel 2.33)
Wir bestimmen den Rang der Matrizen in Beispiel 2.33.

(a)
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§ 2.4.2 Das inhomogene lineare Gleichungssystem

Bei einem inhomogenen LGS A¥ = I;gehen wir genauso wie oben vor. Wahrend der
Vorwartselimination entsteht wieder eine ZSF, z.B.

oo e
S O %

S e X
S S

ISatZ22189 (Losbarkeit)

Das LGS AX = b ist genau dann l6sbar, wenn in jeder Nullzeile der zugehdrigen
ZSF auf der rechten Seite ebenfalls eine null steht. o

Beispiel 2.40  (Losung inhomogener LGS)

(a)
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Bemerkung 2.41

(a) Die allgemeine Losung setzt sich additiv zusammen

e aus irgendeiner speziellen (partikuldren) Losung von A7 = l;, im
Beispiel (b): 7 = (1,0,—1),
e und der allgemeinen Losung des zugehorigen homogenen Systems A ¥ =
0, im Beispiel (b): A (1/2,1,0)".
Dies ist das Prinzip der Superposition.
(b) Die Losungsmenge bildet also einen um den Vektor (1,0,—1)" verschobe-
nen Unterraum®. Im Beispiel (b) ist n = 3 und Rang(A) = 2. Daher gibt es
n — Rang(A) = 3 — 2 =1 freie Parameter (hier A genannt).

(¢) Lineare Gleichungssysteme AZ = b, in denen die Matrix A oder die rechte

Seite b aus komplexen Zahlen bestehen, kénnen genauso gelost werden. Es
ergibt sich dann i.A. ein Losungsvektor #© € C™ mit komplexen Eintragen.o

§ 2.5 Inverse Matrizen und Determinanten

In diesem Abschnitt ist A € R"*" eine quadratische Matrix.

Definition 2.42 (Inverse Matrix) (a) Falls zu A € R™ " eine Matrix A~ €
R™™ existiert mit der Eigenschaft

AA = ATA=F,

so nennt man A~! die (eindeutige) inverse Matrix zu A.
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(b) Falls zu A € R"™*"™ die inverse Matrix A~! existiert, so heift A invertierbar
oder regular, andernfalls nicht invertierbar oder singulér. o

Beachte: Fiir invertierbares A gilt (A71)~! = A.

_ (Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen)
Eine Matrix A € R™*" ist invertierbar genau dann, wenn das LGS AZ = b fiir jede
beliebige rechte Seite b € R™ immer eindeutig 16sbar ist. Die Losung ist dann

Af=b o A Az=A""% < |2=A4%

=F

Bedeutung: Wenn man A~! kennt, so kann man alle LGS A7 = b mit beliebiger
rechter Seite b einfach durch eine Matrix-Vektor-Multiplikation l6sen. o

Folgerung 2.44

A € R™™ ist invertierbar

[ ] k %
& die ZSF von A hat das Muster
: .. T, k
0 --- 0 e
< A hat vollen Rang, d.h. Rang(A) = n. o

Beispiel 2.45 (Berechnung der inversen Matrix)

(a)
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Definition 2.46 (Determinante)
Fir A € R, A = (a;;), definieren wir:

(a) n=1
det(A) = a1
(b) n=2
det(A) = i ai2| _ .
et(A) (o1 G ail Ggz — Q21 412
(c) n=3

a1; Aaiz2 Qi3
det(A) = a1 age o3| =ayy G2 ass + a1 Go3 a3y + A13 o1 Aszo
31 Aaz2 ass

— a31 A22 A13 — Q32 Q23 Q11 — A33 21 A12.

Merkregel (Regel von Sarrus), nur fiir 3 x 3-Matrizen:

a1 a2 @13 a1 a2
N Xy Xy T

det(A) = azr a2 @y  ax  ax

700X XE N\

a31 a32 ass a31 @32

(d) Fiir n > 4 wird die Determinante mit Hilfe eines Entwicklungssatzes
berechnet. Beispiel: Entwicklung nach der ersten Spalte:

ailz a2 aiz Qiq

Q22 (A23 A4 a2 aiz aiq
G21 Q22 Q23 A24|
= +a11 |A32 Q33 Q34| —G21 |A32 G33 A34
o1 Go2 Aay A3 Q42 A43 Q44 (a2 Q43 Qa4
Aq1 Q42 G43 Q44
Q12 A1z Aaiq a2 Aaiz aiq
+agy |Go2 Q23  A24| —QAy41 |G22 Q23 Q24 .
Qg2 Q43 Ayg4q az2 a3z 34

Die Determinanten der verbleibenden 3 x 3-Matrizen kann man wieder mit
der Regel von Sarrus berechnen.

Analog kann man nach einer Zeile entwickeln. Bei Entwicklungen nach Spal-
ten/Zeilen mit ungerader Nummer (hier: 1) beginnt man mit +, bei gerader
Nummer mit — (,Schachbrettmuster). Bei Entwicklung nach der zweiten
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Spalte ergibt sich also

11 A2 a13 A4

Q21 A23 (24 a11 a3z Q4
Q21 Q22 Q23 A24|
= —@12|G31 G33 G34|+Q22|A31 A33 A34
G1 sz Qsz Qs Q41 QA43 Q44 Aq1 Q43 Q44
Q41 Q42 Q43 Q44
11 a3z Aaiq 11 Q13 Aaiq
—ag2 |G21 Q23 Q24| +Q42 |A21 G23 A24] .
Q41 QA43 Q44 a3; Aaszz 34 o

Beispiel 2.47 (Determinanten)

[S8202%8l (Bedeutung und Rechenregeln fiir die Determinante)
Fiir A, B € R™" und « € R gilt:

a) A ist invertierbar < det(A) # 0.

(
(b) Ist A invertierbar, dann gilt det(A™") = 3.

)
)
(c) det(A) = det(AT)
(d) det(A B) = det(A) det(B)
)

(e) Ist A = (a;;) eine obere oder untere Dreiecksmatrix (oder sogar eine Dia-
gonalmatrix), so gilt det(A) = ai1 ass -+ any, also das Produkt der Haupt-
diagonal-Elemente.

(f) det(a A) = o det(A) o
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§ 2.6 Analytische Geometrie in der Ebene

In der ebenen Geometrie verwenden wir ein recht- *> 4

winkliges Koordinatensystem mit Ursprung 0 und
21- und xe-Achse. Jeder Punkt P der Ebene kann 3
in diesem Koordinatensystem dargestellt werden.

Die Verschiebung_)eines Punktes P in einen 2 9

Punkt @ wird mit P(Q) bezeichnet und heiftt Vek- / S

tor von P nach @, dargestellt durch einen Pfeil 19

von P nach Q). Zwei gleich lan& parall_el)e und . ‘ / .
gleich gerichtete Pfeile (im Bild PQ und RS) sind -! 12 3 4 5
verschiedene Darstellungen desselben Vektors. 14 o

Der Vektor d = 071 heilt Ortsvektor des Punktes A.

Beispiel 2.49 (derselbe Vektor mit zwei Pfeilen)
Fiir die Punkte P = (1,1)T, Q@ = (3,2)" sowie R = (2,0)" und S = (4,1)7 gilt:

@:Q—k@‘@:@
z?s:S—R:GL)‘@:@’

Die Pfeile P—Q> und RS repréisentieren also denselben Vektor. Seine Linge (Betrag)
2.0 =5
entspricht dem Abstand der Punkte P und @ (und R und S). o

Die Addition von Vektoren entspricht grafisch dem Aneinanderfiigen von Pfeilen.

Definition 2.50 (Projektion, orthogonale Zerlegung)
Es sei @ € R? oder allgemein @ € R™ gegeben, @ # 0. Jeder Vektor Z € R" kann
eindeutig zerlegt werden in seine zu a@ parallele (bzw. anti-parallele) Komponente 2z
sowie die dazu senkrechte Komponente:
(a) Fiir # € R™ heift
— f : —
Tqi= ——a
| @l|?
die Projektion von ¥ auf oder in Rich-
tung von d. Tz heifst die zu a parallele )
Komponente von 7. WAL

Beachte: Der Koeffizient (7 - @)/| a|* ist
positiv, wenn der Winkel zwischen & und
a kleiner als 90° ist (wie in der Skizze).

ST

=1

8

(b) Der Rest T3 := T—; heikt die zu a@ senk-
rechte Komponente von 7.

(¢) Die Darstellung ¥ = 77 + 3 heilt die
orthogonale Zerlegung von & bzgl. a.
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‘Satz 2.51 (a) Zz ist parallel zu d.

(b) Der Rest &5 := & — Tz steht senkrecht auf d.

(¢) az = a (Projektion auf sich selbst). ©

Zwei Punkte P # @ in der Ebene mit Ortsvektoren
pund ¢ legen eindeutig eine Gerade fest. Dasselbe
gilt fiir einen Punkt P und einen Richtungsvektor
TeR2 G#£0.

Ein Punkt X mit Ortsvektor ¥ liegt genau dann
auf der Geraden, wenn 7 die Darstellung

ok .,

Sy

T=p+A(G—p) Zwei-Punkte-Form bzw.
T=p+ AU Punkt-Richtungs-Form

mit einem Parameter A € R hat. Beide Formen —; =
sind Parameterdarstellungen einer Geraden.

Wir bestimmen nun die Schnittpunkte zweier Geraden

8y
I

g1
go

1

ST

+ M\
+ Ao

STl
I
ST

in der Ebene, wobei gy, ps, @, 0 € R? gegeben sind, @, 7 # 0.

Ansatz:

DL+ MU= pPo+ AU
S MU—ANU=py—p)

Uy —U1 )\1 =
e (T () -n-n

Dies ist ein LGS mit zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten A\, A,. Folgende
Fille konnen auftreten:

(a) Die Matrix hat Rang 2, d.h., die Richtungsvektoren % und ¢ sind linear
unabhéngig (also nicht parallel oder anti-parallel). Es gibt eine eindeutige
Lésung (A1, A2), d.h., einen eindeutigen Schnittpunkt.

(b) Die Matrix hat Rang 1, d.h., die Richtungsvektoren @ und ¢ sind linear
abhéngig (also parallel bzw. anti-parallel). Dann gibt es entweder unend-
lich viele Losungen (A1, A2) mit einer freien Variablen (die Geraden sind
identisch) oder keine Losung (die Geraden sind parallel, aber nicht iden-
tisch).
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Nach Satz 2.36 und Beispiel 2.40 wissen wir, dass A
die Losungsmenge eines LGS in n Unbekannten @
ein verschobener Unterraum des R™ der Dimension
n — Rang(A) ist. Eine Gerade ist ein verschobener
Unterraum der Dimension 1. Wir kénnen deshalb
eine Gerade in der Ebene (n = 2) auch als Lo-

sungsmenge eines LGS vom Rang 1 beschreiben, 9

also durch eine Gleichung der Form -

a1 T+ as T =0 bzw. d' Z=0

mit @ = (ay,as)’ # 0. Dies ist eine parameter-
freie Darstellung einer Geraden in der Ebene.

Bemerkung 2.52
Falls ay # 0 ist, so erhélt man durch Division die bekannte Normalform der Ge-
radengleichung in der Ebene:

To=mxy+n bzw. y=mz+n.

Geraden, die parallel zur xs-Achse sind, kann man so jedoch nicht darstellen. o

§ 2.7 Analytische Geometrie im Raum

In der rdumlichen Geometrie verwenden wir ein recht-
winkliges Koordinatensystem mit Ursprung 0 und -, zo-
und x3-Achse, die ein Rechtssystem bilden. Jeder Punkt
P € R3 kann in diesem Koordinatensystem dargestellt wer-
den.

Definition 2.53 (Kreuzprodukt)
Fiir Vektoren @, b € R? definieren wir das Kreuzprodukt oder Vektorprodukt

. agbg—agbg
axb= agbl—albg ERS.
albz—agbl

Merkregel: Das Kreuzprodukt kann formal als Determinante geschrieben werden:

. er a1 b
axb= gg a9 b2 = (ag bg—agbg) €1+(agbl — bg) €2+(CL1 bg—agbl) 53.
c3 az b3

Mit dem Kreuzprodukt kann man z.B. das Dreh-
moment M einer Kraft F bestimmen, das an ei-
nem Punkt angreift, der von der Drehachse iiber
den Vektor 7" zu erreichen ist:

— —

M=7rxF.
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[Sa202%5% (Eigenschaften des Kreuzproduktes)
Fiir Vektoren @,b,¢ € R? und \ € R gelten:

(a) @ x b steht senkrecht auf @ und b
(b) @ bund @ x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem

(c) [la > bl = flal[[|b] sin ¢, B
wobei ¢ der Winkel zwischen @ und b ist (Definition 2.18)

(d) @ steht senkrecht auf b < ||@x b|| = ||@|||| 0]
(Beachte: Bequemer lisst sich das mit dem Skalarprodukt @-b = 0 testen.)

(e) ||@ x b|| ist der Flicheninhalt des durch @ und b aufgespannten Parallelo-

gramms
(f) axb=0 < aund b sind linear abhingig
(g) @xb=—-bxa
(h) (@+b)xé=axé+bxe
i)

bxa
=-axb

Y

Beispiel 2.55 (zum Kreuzprodukt)
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Analog zum ebenen Fall legen zwei Punkte P # ) im Raum mit Ortsvektoren p'und
¢ oder ein Punkt P und ein Richtungsvektor @ € R3, @ # 0 eindeutig eine Gerade
fest. Ein Punkt X mit Ortsvektor ¥ liegt genau dann auf der Geraden, wenn ¥ die
Parameterdarstellung

T=p+A(G7—D) Zwei-Punkte-Form bzw.
T=p+u Punkt-Richtungs-Form
mit einem Parameter A € R hat.

Wir erinnern an die schon in der Ebene benutzte Projek-
tion eines Vektors 7 auf a@ # 0:

Sl

— f : —
T = ——=d,

T lalP
die auch fiir Vektoren im R3 gilt. Es gibt im R? eine expli-
zite Moglichkeit, die zu @ senkrechte Komponente zu be-

stimmen:

' 90°

8]

—

T

=T — 1z = || ||26><(f><6)
Beispiel 2.56 (Abstand Punkt—Gerade)

Frage: Wie grofs ist der Abstand eines Punktes A von der Geraden & = p'+ A w7

SYph
—_

S
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Beispiel 2.57 (Abstand Gerade—Gerade)
Frage: Wie grof ist der Abstand zweier Geraden

g T=p+Mu
Go: T=py+ A0

im Raum, wobei p, P», @, U € R3 gegeben sind, @, 7 # 07

Drei Punkte P, @) und R im Raum, die nicht auf einer Geraden liegen, mit Orts-
vektoren p, ¥ und ¢ legen eindeutig eine Ebene fest. Dasselbe gilt fiir einen Punkt
P und zwei linear unabhiingige Richtungsvektoren @, v € R3.

Ein Punkt X mit Ortsvektor & liegt genau dann in der Ebene, wenn ¥ die Parame-
terdarstellung
T=p+M(G—D)+ X (F—DP) Drei-Punkte-Form bzw.
T=p+ MU+ XU Punkt-Richtungs-Form
mit Parametern \;, Ay € R hat. Der Vektor 77 := @ x ¢ heiftt ein Normalenvektor

der Ebene, da er senkrecht (normal) auf @ und ¥ steht. Durch Skalarmultiplikation
der Gleichung mit 7 ergibt sich die parameterfreie Form der Ebenengleichung:

FAR=p A+Ma-Atd g -7, aso T i=p-f
=0 =0
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Dies ist ein LGS fiir Z € R® vom Rang 1, dessen Losungsmenge gerade aus den
Punkten der Ebene besteht (verschobener Unterraum des R? der Dimension 2).

Wir bestimmen nun die Schnittpunkte zwischen Ebene und Gerade

E: f=p+ i+ N0

g: T=p3+ AW
im Raum, wobei pi, s, @, 0, %W € R® gegeben sind mit @, ¥ linear unabhingig und
w #£ 0.
Ansatz:

Pr+ MU+ T =ps+ A3

U U1 —wW1 A1
-~ U Vg —Wsg X | =Ds—Di
us V3 —Ws A3

Dies ist ein LGS mit drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten A;, Ao, A3. Folgende
Falle konnen auftreten:

(a) Die Matrix hat Rang 3, d.h., die Richtungsvektoren , ¢/, @ sind linear unab-
héngig. Es gibt eine eindeutige Losung (A1, A2, A3), d.h., einen eindeutigen
Schnittpunkt.

(b) Die Matrix hat Rang 2, d.h., die Richtungsvektoren «, ¢, @ sind linear ab-
hingig. Dann gibt es entweder unendlich viele Losungen (A1, Ay, A3) mit
einer freien Variablen (die Gerade liegt in der Ebene) oder keine Losung
(die Gerade liegt parallel zur Ebene).

(¢) Es kann nicht vorkommen, dass die Matrix nur Rang 1 oder 0 hat, da ja
bereits die beiden Spalten @ und ' linear unabhéngig sind.

Beispiel 2.58 (Abstand Punkt—Ebene)
Frage: Wie grof ist der Abstand eines Punktes A von der Ebene & = p+ A\ t+ Ay 07
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§ 3 Folgen und Reihen
§ 3.1 Folgen

Definition 3.1 (Folge) (a) Eine Vorschrift, die jedem Index n € Nj eine
Zahl a, € R zuordnet, heiflt eine reelle Zahlenfolge oder einfach Folge.
Man schreibt (a,)nen, oder (a,)>2, oder ag,ay,.... Die Zahl a, heift das
n-te Glied der Folge.

(b) Eine Folge braucht nicht bei ay zu beginnen. Man schreibt dann z.B. (a,,),>3
oder (a,)2 . o
Folgen werden definiert durch
e Angabe der Bildungsvorschrift, z.B.
(="

a, = —— flirn>1, alsoan:<
n+1

-1 1 -1 )
2737 47 PR

Die Zahlenfolge a = (-1)"¥(n+1) am Zahlenstrahl Die Zahlenfolge a = (-1)"(n+1) als Funktion

ot =

0.5

ody
a a; ad, agsa, a4,

-05F

-0.5 0 0.5 1 2 3 4 5 6 7 8

e rekursive Definition, z.B.

Ap+1 = Ap + Ap—1 fiir n > 2

mit Startwerten a; =ay =1 (Fibonacci-Folge).

Die Fibonacci-Folge beginnt mit 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...
. i ;,'

N

Man trifft sie z.B. bei der spiralférmigen An-
ordnung von Samen in Bliitenstdnden an, et-
wa bei Sonnenblumen.

Beispiel 3.2 (Wichtige Beispiele von Folgen)
Eine Folge mit Gliedern ...

(a) a, := ¢ mit ¢ € R heift konstante Folge.

(b) a, := ag + nd mit ag,d € R heilt arithmetische Folge. Die Differenz
aufeinanderfolgender Glieder ist konstant (gleich d).

(¢) a, = apq" mit ag, ¢ € R heikt geometrische Folge. Der Quotient aufein-
anderfolgender Glieder ist konstant (gleich g). o


http://de.wikipedia.org/wiki/Sonnenblume
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Definition 3.3 (Beschrinktheit und Konvergenz)

(a) Eine Folge (a,) heift beschrinkt, wenn es Zahlen ¢;,c; € R gibt, sodass
c1 < a, < ¢ fiir alle n gilt. (Alle Folgenglieder liegen im Intervall [cy, ¢s].)

(b) Eine Folge (a,) heit konvergent gegen den Grenzwert a € R, wenn gilt:
Fiir jede beliebig kleine Schranke € > 0 gibt es einen Index ng = ng(e) € N,
sodass

la, —a| < e fiir alle n > ng
gilt. (In jedem noch so kleinen Intervall mit Mittelpunkt a liegen alle hin-
reichend spéten Folgenglieder.)

(c) Man schreibt dann:

. n—oo
lim a, =a oder a, — a.

(d) Eine nicht-konvergente Folge heift divergent. o

Bemerkung 3.4

Es kommt bei der Frage nach der Beschrinktheit und Konvergenz einer Folge nicht
darauf an, ab welchem Index die Folge definiert ist. Deshalb brauchen wir den In-
dexbereich nicht anzugeben. o

IB8t28%8 (Eindeutigkeit des Grenzwertes und Beschriinktheit)

(a) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.
(b) Eine konvergente Folge ist immer beschrénkt. o

Beispiel 3.6 (Grenzwerte wichtiger Folgen)
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IBatZ28¥ (Grenzwertsatz)

Seien (a,), (b,) und (c,) Folgen.
(a) a, > aund b, - b = a,+b, > axb

(b) a, —aund b, = b = apb, — ab.

() ap —aund b, = b#0 = = — ¢

Beachte: Die Folge (Z‘—:) ist ab einem gewissen Index durchgéngig definiert,
weil b, # 0 ist.
(d) a, <b, und a, »aund b, b = a<b

(e) a, <b, <c¢,und a, — asowiec, —a = b, —a
(Sandwich-Theorem). o

Definition 3.8 (Divergenz gegen o) (a) Eine Folge (a,) heift bestimmt
divergent gegen oo |bzw. —oc|, wenn gilt: Fiir jede beliebig grofe Zahl
R > 0 gibt es einen Index ng = ng(R) € N, sodass

a, > R fiir alle n > ng bzw. a, < —R fiir alle n > ng

gilt. Man schreibt dann:

. n—oo
lim a, =00 oder a, — |bzw. —o0].
n—oo

(b) Eine divergente Folge, die nicht bestimmt divergiert, heift unbestimmt
divergent. o

Jede Folge (a,) ist also entweder
e konvergent,
e bestimmt divergent gegen +o0,
e bestimmt divergent gegen —oo
e oder unbestimmt divergent.

Beispiel 3.9 (Divergente Folgen)
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§ 3.2 Reihen

Definition 3.10 (Reihe)
Sei (ay,)n, eine Folge.

(a) Wir bilden daraus eine neue Folge (S, )nen,:
Sn ::Zak:a0+a1+...+an.
k=0

Diese Folge (s,,) heifsit die Folge der Partialsummen von (a,).
(b) Die Folge (s;)nen, heift auch die (unendliche) Reihe mit der Glieder-
folge (a,). ©

Bemerkung 3.11

Eine Reihe ist also nichts anderes als eine Folge. Sie kann konvergieren oder (be-
stimmt bzw. unbestimmt) divergieren. Falls (s,) gegen s konvergiert, so schreibt

man
(o0}
lim s, =s= E an
n—oo
n=0
und nennt s die Summe der Reihe. o

Beispiel 3.12 (Reihen)

(a) Die geometrische Reihe ist die Reihe mit der Gliederfolge a,, = agq™.
Die Folge der Partialsummen kann explizit angegeben werden:

n 1 _qn+1
sn:Zaoqk:aol—_q, falls g # 1
k=0

Sp=ag(n+1), fallsq=1.
Wir nehmen ag # 0 an (sonst ist s, = 0). Es gilt also:
> a
oder kurz Z apq" = 7 _0

n=0

Qo

I—gq

Sp —

fir |q| < 1.

Fiir |g| > 1 divergiert die Reihe. Sie divergiert bestimmt gegen oo im Fall
qg>1und a¢ > 0.
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(b) Die harmonische Reihe ist die Reihe mit der Gliederfolge a, = <. Diese
Reihe divergiert bestimmt gegen oo. o

IBatZ28M8 (Konvergenzkriterien fiir Reihen)
Es seien (a,)nen, und (by)nen, die Gliederfolgen der Reihen (s;,)nen, und (£)nen, -

(a) Falls (s,) konvergiert, so gilt notwendig lim,, ., a, = 0.
(b) Falls 0 < a,, < b, erfiillt ist fiir alle n > ny € Ny, dann gilt:
(tn) konvergiert = (s,) konvergiert.
(c) Falls 0 < a,, < b, erfiillt ist fiir alle n > ny € Ny, dann gilt:
(s,) divergiert bestimmt gegen co = (¢,) divergiert bestimmt gegen oco. o

Beispiel 3.14| (Bestimmt divergente Reihe)

§ 3.3 Folgen und Reihen in der Finanzmathematik _

§ 3.3.1 Zinsrechnung

Unter dem Begriff Zinsen versteht man die Vergiitung fiir die Uberlassung eines
Geldbetrages in einer bestimmten Zeit (Zinsperiode). Die Hohe der Zinsen héngt
von den folgenden drei Einflussgréfien ab:

e vom Startkapital (Geldbetrag),
e von der Laufzeit (Dauer der Uberlassung) und
e vom Zinssatz.

Beachte: 1% = 0,01.

Beispiel 3.15 (Einfache Verzinsung)
Am Ende der Zinsperiode werden die Zinsen ausgezahlt bzw. einem anderen Konto
gutgeschrieben. Mit den Bezeichnungen:
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e Ky — Startkapital,
e ¢ — Teil der Zinsperiode (¢ = 1 entspricht einer vollen Zinsperiode) und
e p — Zinssatz fiir eine Zinsperiode

erhélt man die Beziehungen

Rechenbeispiel: In Deutschland wird ein Jahr zu 360 und jeder volle Monat zu 30
Zinstagen angenommen. Ein am 11.03. eines Jahres eingezahlter Betrag von €3 000
wird am 16.08. desselben Jahres wieder abgehoben. Wieviel Zinsen erbringt er bei
einer jihrlichen Verzinsung von 5%?

Beispiel 3.16 (Zinseszinsrechnung)
Am Ende einer Zinsperiode werden die Zinsen dem Kapital zugeschlagen und im
Weiteren mit verzinst. Mit den Bezeichnungen

e K — Startkapital,

e 1 — Anzahl der Zinsperioden (z.B. Jahre oder Quartale) und
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e p — Zinssatz fiir eine Zinsperiode
und den Grofen
e K, — Kapital am Ende der n-ten Zinsperiode (Zeitwert)
e ¢ = (1+p) — Aufzinsungsfaktor

erhélt man die Beziehungen

Man nennt ¢" den Aufzinsungsfaktor fiir n Zinsperioden und ¢~ den Ab-
zinsungsfaktor fiir n Zinsperioden. Die Berechnung des Barwertes K, aus dem
(gewiinschten) Endkapital K, bezeichnet man auch als Abzinsen oder Diskontie-
ren.

Rechenbeispiel:

(a) Ein Biirger kauft Finanzierungsschitze des Bundes (Laufzeit: 2 Zinsperi-
oden (Jahre)) im Nominalwert von €5 000 und muss dafiir €4 441,60
bezahlen. Welcher Verzinsung pro Jahr entspricht dies?
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(b) Am 01.01.2002 verleiht A an B €10 000 zu 10% Zinsen pro Jahr. Welchen
Betrag muss B am Riickzahlungstermin, dem 31.12.2008, zuriickzahlen bei

Beispiel 3.17 (Kontinuierliche Verzinsung)

Eine Bank A bietet einen jahrlichen Zinssatz von p. Die Zinsen werden jéahrlich
gutgeschrieben. Eine weitere Bank B bietet den Zinssatz p/2 fiir eine halbjihrige
Zinsperiode, eine dritte Bank C bietet p/4 fiir ein Quartal. Welchem jihrlichen
Zinssatz entsprechen die Angebote?
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§ 3.3.2 Rentenrechnung

Eine in gleichen Zeitabstanden erfolgende Zahlung in bestimmter Hohe nennt man
Rente. Diese Zahlungen kdnnen einem Guthaben entnommen werden, sodass dieses
nach einer endlichen Anzahl von Zahlungen erloschen kann. Die Zahlungen kénnen
aber auch dazu dienen, ein Guthaben anzusammeln.

Dabei bezeichnet r die Hohe der Ratenzahlung und n die Anzahl der Ratenzah-
lungen bzw. Perioden. Eine Rente heifst

e vorschiissig, wenn die Zahlungen zu Beginn, und
e nachschiissig, wenn die Zahlungen am Ende jeder Periode erfolgen.

Zur Vereinfachung nehmen wir immer an, dass die Ratenperiode gleich der Zinspe-
riode (z.B. Jahr) ist.

Ferner unterscheidet man Zeitrenten (von begrenzter Dauer) und ewige Renten
(von unbegrenzter Dauer). Die Rentenhthe kann entweder gleichbleibend oder dy-
namisch (meist wachsend) sein. Wir betrachten hier nur Renten konstanter Hohe.
Uns interessiert der Barwert B und der Endwert E aller Rentenzahlungen.

Beispiel 3.18 (Vorschiissige Zeitrenten)

Der Renten-Endwert E ist derjenige Betrag, der zum Zeitpunkt n (nach n Raten-
/Zinsperioden) ein Aquivalent fiir die n zu zahlenden Raten darstellt. Zur Berech-
nung von EY bestimmen wir die Endwerte der einzelnen Zahlungen mit K, = .
Entsprechend den unterschiedlichen Zahlungszeitpunkten werden die Raten der Ho-
he r iiber eine unterschiedliche Anzahl von Perioden aufgezinst. Anschliefend werden
alle Endwerte aufsummiert:
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Der Renten-Barwert B! ist derjenige Betrag, der zum Zeitpunkt 0 einmalig ange-
legt werden miisste, um zum Zeitpunkt n den Renten-Endwert EY zu erreichen.
Man erhilt ihn durch Abzinsen von EV iiber n Zinsperioden:

Beispiel 3.19 (Nachschiissige Zeitrenten)

Der Renten-Endwert EY wird wieder durch Addition der n einzelnen Zahlungen
errechnet. Da die Zahlungen hier am FEnde der Periode erfolgen, erhilt man

Der Renten-Barwert BY ergibt sich wieder durch Abzinsen dieses Ausdrucks iiber
n Zinsperioden:
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Die nachstehende Tabelle zeigt die Zusammenhinge zwischen Bar- und Endwerten
von vorschiissigen (Beispiel 3.18) und nachschiissigen Renten:

Vorschiissige Rente Nachschiissige Rente

Renten-Endwert EY =¢"-BY =r-REFY EN =¢"-BY =r -REFY

Renten-Barwert BY =¢ " -E/ =r-RBFY BY =¢™.EN =r.RBFY

Rechenbeispiel: Ein Grofsvater zahlt fiir seine Enkelin jeweils zu Jahresende €1 200
bei einer Bank ein. Auf welchen Betrag sind die Einzahlungen nach 15 Jahren bei

6,5% jahrlicher Verzinsung angewachsen, und welchem Barwert entspricht dieses
Guthaben?
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Beispiel 3.20 (Ewige Renten)

Wegen der sinnvollen Voraussetzung ¢ = 1+p > 1 (positive Verzinsung) divergieren
die Endwerte EY und EY fiir n — oo bestimmt gegen oo, siche Beispiel 3.12 (a).
Man kann jedoch einen Renten-Barwert fiir ewige Renten berechnen:

1 — " - 1
BY = lim B) = lim 7;1 q zlimrqq -7, P
1— g -n _1q

BY = lim BY = lim ———© = lim r 2 =" =1

denn lim,, .. ¢7" = lim, .. (1/¢)" = 0. Der Barwert ist z.B. bei Stiftungen von
Interesse, bei denen nur die Zinsen ausgezahlt werden sollen und das eigentliche
Kapital unangetastet bleiben soll.
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§ 4 Funktionen einer Variablen

Definition 4.1 (Funktion, Definitionsbereich, Wertemenge)

(a) Eine Vorschrift f, die jedem Element x einer Menge X genau ein Element y
einer Menge Y zuordnet, heift Funktion mit Definitionsmenge D(f) =
X und Zielmenge Y. Kurz: f: X — Y.

(b) Die Wertemenge oder Bildmenge einer Funktion f : X — Y ist die
Menge der tatsiichlich angenommenen Funktionswerte W(f) = {y € Y :
y=f(z) fireinz e X} CY.

(¢) Bei f: D(f) € R — R spricht man von einer reellen (reellwertigen)
Funktion einer Variablen. Solche betrachten wir in erster Linie in § 4.
In § 4.8 treten dann auch Funktionen f:R — R” auf. o

Beachte: Eine Folge (Definition 3.1) ist eine Funktion a : N — R. Man schreibt
z.B. a, = L statt a(n) = L.

Darstellungsméglichkeiten einer Funktion:

e explizite Darstellung y = f(z)
e Tabelle von Funktionswerten (z;, f(x;)), i =1,...,n (z.B. Messwerte)

e grafische Darstellung; die Menge {(z, f(z)) : @ € D(f)} C R? heift der
Graph von f

Definition 4.2 (Eigenschaften reeller Funktionen)
Sei f: D(f) — Rund I C D(f) ein Intervall (Definition 1.17). f heifit ...

(a) konstant auf I, wenn f(z) = a gilt fiir alle x € I.

(b) beschriankt auf I, wenn es Zahlen ¢, co € R gibt, sodass ¢; < f(z) < ¢
fiir alle z € I gilt. (Alle Funktionswerte liegen im Intervall [y, ¢3].)

(c) monoton wachsend bzw. monoton fallend auf I, wenn xy, 25 € I und
1 <1y = f(x1) < f(x2) bzw. f(21) = f(22).

(d) streng monoton wachsend bzw. streng monoton fallend auf 7, wenn
T, r9 € Tund xy <xo = f(x1) < f(za) bzw. f(z1) > f(x2).

(e) periodisch auf D(f) mit Periode p > 0, wenn = € D(f) = x +p € D(f)
und gilt: f(z + p) = f(z) fiir alle x € D(f). o
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Beispiel 4.3| (Logistische Funktion)

Logistische Funktion mit Parametera=2,b=1,¢c=1

25

Die logistische Funktion ist definiert
a

durch
10 = o=

mit Parametern a,b,c > 0. Sie ist streng
monoton wachsend und beschriankt (durch
¢; = 0 und ¢y = a) auf ihrem Definitions-

bereich D(f) = R.

Definition 4.4 (Verkettete Funktionen)
Es seien ¢ : R D D(g) — Rund f: R D D(f) — R zwei Funktionen mit W(g) C
D(f). Dann heift die Funktion f o g : D(g) — R definiert durch

(fog)(x) = flg(x))

f verkettet mit g oder f von g oder die Komposition von f mit g. o

Beispiel 4.5 (Verkettete Funktionen)

Definition 4.6 (Urbild, Umkehrfunktion)
Sei f:R D D(f) — R.

(a) Fiir y € W(f) heifst die Menge

{z e D(f): f(z) =y}

das Urbild von y.
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(b) Gilt fiir alle y € W(f), dass das Urbild von y aus nur einem Element z
besteht, so ist dadurch die Umkehrfunktion

f7Hw(f) = D(f)
definiert. In dem Fall heift f umkehrbar oder invertierbar oder einein-
deutig. o

Beispiel 4.7 (Invertierbarmachen einer Funktion durch Einschrinkung

ihres Definitionsbereiches)

Die Funktion f : R — R, f(z) = cos(x) besitzt den Wertebereich [—1,1]. Sie ist
nicht umkehrbar. Bei Einschrinkung des Definitionsbereiches auf D(f) = [0, 7] wird
die Funktion jedoch streng monoton fallend und damit invertierbar.

cos-Funktion arccos-Funktion

15

b O

o5f 3pilal

oF 4 pifz

o5 it | N ]

-1r o

15— : : ; : : : : : : : : : :

-pi -pilz 0 pif2 pi 3*pifz 2*pi  B*piflz 3*pi -1.5 -1 -0.5 1] 05 1 15

Die Umkehrfunktion f=! : [~1,1] — [0, 7] heift Arkuscosinus (arccos). Sie ist
ebenfalls streng monoton fallend. o

Definition 4.8 (Polynom)
Eine Funktion der Form

f(@)=an2" + a1 2"+ -+ a4 ag

mit Zahlen (Koeffizienten) ag, ay,...,a, € R und n € Ny heift ein Polynom. Es
heift vom Grad n € Ny, wenn a,, # 0 ist. o

Polynome sind besonders einfach zu handhabende Funktionen. Zum Beispiel werden
sie in Form von Bézierkurven

e zur Modellierung von Karosserieflichen im Automobilbau und
e zur Beschreibung von Schriften (Fonts) in elektronischen Dokumenten
verwendet.

Beispiel 4.9 (Polynome)


http://de.wikipedia.org/wiki/B�zierkurve
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§ 4.1 Polynominterpolation

Aufgabe: Zu einer Anzahl von Punkten (x;,v;) € R? i = 1,...,n (z.B. Paaren
von Messwerten) soll ein Polynom bestimmt werden, dessen Graph die gegebenen
Punkte interpoliert (,fittet*). Die Zahlen z; € R heifen Stiitzstellen und die
y; € R Stiitzwerte.

Kubisches Interpolationspolynom durch vier Stitzstellen / -werte

20

Das Bild zeigt das eindeutige kubische Interpolationspolynom durch die n = 4 Stiitz-
stellen und -werte

Y 3 1 6 5
ISatZ50] (Polynominterpolation)
Gegeben seien n Paare (z;,;), ¢ = 1,...,n mit verschiedenen Stiitzstellen z; # z;

fiir ¢ # j. Dann gibt genau ein Interpolationspolynom p,, ; vom Grad < n — 1,
das die Punkte interpoliert: p,_(z;) = y; fir allei =1,... n. o
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Beispiel 4.11 (Interpolation)

Zu zwei Punkten (zq,y;) und (x2, y2) mit x; # xo ist das eindeutige Interpolations-
polynom vom Grad < 1 gegeben durch

Y2 — U
T) =y + Tr—T1).
pi(r) = xz—x1( 1) .
Im allgemeinen ergibt das Einsetzen der n Punkte (z1,v1), ..., (s, y,) in den Ansatz

n—1

Pn—1(2) =ap1T; +--tax;+a=y;

ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir die n Unbekannten ag, ay, . .., a,_1.
Praktischer ist manchmal jedoch die Berechnung des Interpolationspolynoms in der
Lagrange-Form:

pn1(z) = Z%‘ Li(z).

Dabei ist
n
T — Tk
Li(z) =
Z<x) H Ly — T
k=1, ki
das i-te Lagrange-Polynom, das zu den Stiitzstellen xq, ..., z, gehort. Es ist vom

Grad n — 1 und hat die Eigenschaft

1 firi=j
Li(x;) =
() {0 fiir i # j.

Beispiel 4.12| (Lagrange-Polynome bei n = 3 Stiitzstellen)
Fiir drei Stiitzstellen z; = 0, x5 = 1, 3 = 3 haben die drei Lagrange-Polynome

T — T r — T3
Li(z) = .

Ty — T2 T1 — T3

r — T r — T3
LQ(Z’ = .

Ty — 1 T2 — T3

r — T T — T9
L3<l’ = .

T3 —T1 T3 — T3

folgenden Verlauf:

Lagrange-Polynom L, Lagrange-Polynom L, Lagrange-Polynom L,

2| 0.5

1 -0.5

0| -1.5]

§ 4.2 Grenzwerte und Stetigkeit

Definition 4.13 (rechts- und linksseitige Grenzwerte)
Gegeben sei ein Intervall 7 C R und ein Punkt a € I sowie f: I\ {a} — R
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(a)

(e)
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Es sei a nicht der rechte Endpunkt von /. Falls fiir jede Folge (z,)nen
mit der Eigenschaft x, > a und lim,,_.., x, = a gilt: die Folge (f(z,))nen
konvergiert gegen ¢ € R, so heifst ¢ der rechtsseitige Grenzwert von f
fiir x gegen a. Man schreibt

lim f(x) =c¢ oder li{n f(z) =c

T—a+

Es sei a nicht der linke Endpunkt von . Falls fiir jede Folge (z,),eny mit
der Eigenschaft z,, < a und lim,_, x,, = a gilt: die Folge (f(x,))nen kon-
vergiert gegen d € R, so heifst d der linksseitige Grenzwert von f fiir x
gegen a. Man schreibt

lim f(x) =d oder li}n f(z) =d.

r—a—

Falls die rechts- und linksseitigen Grenzwerte von f bei a existieren und
iibereinstimmen, so nennt man dies den Grenzwert von f fiir z gegen a
und schreibt

lim f(z) = lim f(x)= lim f(x)

r—a r—a+ r—a—

Beachte: Der evtl. definierte Funktionswert f(a) spielt beim Grenzwert
keine Rolle!

Der rechtsseitige Grenzwert aus (a) kann auf den Fall a = —oo erweitert
werden. Man schreibt dann:

lim f(z)=-c.
Der linksseitige Grenzwert aus (b) kann auf den Fall a = oo erweitert

werden. Man schreibt dann:

lim f(z) =d.

Tr—00 &>

Beispiel 4.14 (Rechts- und linksseitige Grenzwerte)

gilt:

Zu = € R bezeichnet |[z| die grofte ganze Zahl,

die kleiner oder gleich x ist (Gaufiklammer). Es
hm+ lz] =a fira c Z 1
lim |z] =a—1 firaeZ a
lim |z] = lim+ |z] = |a| firaeR\Z.

GauB-Klammer-Funktion | x |

Beispiel 4.15 (Grenzwerte)
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Grenzwert existiert bei x = 2

. x? —4 . x+2
(a) lim = lim =
=2 (v —2)(x+1) =-22+1

4
3

0 0.5 1 15 2 25 3

Grenzwert existiert bei x = 0

sin x

(b) lim =1
z—0 X
0.8 L i i
-1 -0.5 0 0.5 1
Grenzwert exi;tien beix =«
1 T
. sinx
(¢) lim =0

r—oo I

-0.4
0

i I L L
20 40 60 80 100

Definition 4.16 (Uneigentliche Grenzwerte)

Die Definition 4.13 lisst sich auf die Fille ¢ = +00 oder d = £00 erweitern, wenn
die Folge der Funktionswerte (f(z,)),en bestimmt gegen oo oder —oo divergiert.
Man schreibt dann z.B.

lim+f(a7) =00 oder lim f(x)= —oc.
und nennt dies uneigentliche Grenzwerte. o

Beispiel 4.17 (Uneigentliche Grenzwerte)
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Uneigentliche Grenzwerte existieren bei x = 0

1
(a) lim — =o0und lim — = —o0
z—0+ 2 z—0— T
Unei liche Grenzwerte existieren beix = 0
1 1 1
(b) lim — = lim — =lim — = oo

z—0+ 12 z—0— 12 z—0 12

Definition 4.18 (Stetigkeit)
Gegeben sei ein offenes Intervall I C R und ein Punkt a € I sowie f: [ — R.

(a) Die Funktion f heifst stetig im Punkt a, wenn der Grenzwert lim, ., f(x) €
R existiert und gilt:

lim f(@) = f(a).
(Der Grenzwert an der Stelle z = a stimmt also mit dem Funktionswert

iiberein.)

(b) Andernfalls heifst f unstetig im Punkt a. (Entweder existiert der Grenz-
wert von f fiir  gegen a nicht, oder er weicht vom Funktionswert ab.)

(c) Falls f(z) in jedem Punkt = € I stetig ist, so heifst f stetig auf /. o

Bemerkung 4.19
Eine Funktion ist stetig in einem Punkt a, wenn man sie in einer Umgebung von a
zeichnen kann, ohne den Stift abzusetzen. o

Beispiel 4.20 (Stetige und unstetige Funktionen)

GauB-Klammer-Funktion | x |

(a) Die Funktion f(z) = |z| (sieche Bei- 3 -
spiel 4.14) ist unstetig in allen Punk-  ° —
ten a € Z, da rechts- und linksseitige ' -
Grenzwerte verschieden sind, d.h., der of —
Grenzwert lim,_, f(z) existiert nicht. —

In allen anderen Punkten a € R\ Z |
ist die Funktion stetig.
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Funktion ist unstetig bei x = 0

100

(b) Die Funktion f(z) = 25 mit Definiti- =
onsbereich D(f) = R\{0} ist unstetig
im Punkt 0. Es existiert zwar (im un-
eigentlichen Sinne) lim,_o f(z) = 00
(siehe Beispiel 4.17 (b)), aber in Defi-
nition 4.18 ist lim, ., f(x) € R gefor- =
dert.

60

s n ns
Funktion kann bei x = 2 stetig erganzt werden

(c) Die Funktion f(z) = =t ist |,
an der Stelle x = 2 nicht definiert

(also unstetig), besitzt dort aber den

Grenzwert lim, .o f(z) = % (siche |,

Beispiel 4.15 (a)). ’

Man kann eine stetige Ersatzfunk-
tion fiir f bilden, indem man f(z) ‘ ‘
durch Setzen von f(2) := 3 stetig er- ' x
ganzt.

ISAIZ31 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen)
Es seien f und g stetig im Punkt a. Dann sind auch folgende Funktionen stetig in
diesem Punkt:

(a) f(z) £ g(x)
(b) ¢ f(x) fiir alle c € R
(c) f(x)-g(x)

(d) %, falls g(a) # 0 ist. o

Q [~

§ 4.3 Differentialrechnung

Definition 4.22 (Differenzierbarkeit und Tangente)
Gegeben sei ein offenes Intervall I C R und ein Punkt a € [ sowie f: I — R.

(a) Der Ausdruck
fla+h) - f(a)
h )
heift ein Differenzenquotient von f an der Stelle a. Er bezeichnet den
mittleren Anstieg des Graphen von f im Intervall [a, a+h| bzw. (falls h < 0)
la+ h,al.

(b) Die Funktion (Gerade)

h#0

fla+h) = f(a)
h

S(x;a,h) = f(a) + (x —a)
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heifst die Sekante von f durch die Punkte (a, f(a)) und (a + h, f(a + h)),
vergleiche Beispiel 4.11. Der Differenzenquotient gibt also die Steigung der
Sekante an.

(c) Die Funktion f heikt differenzierbar (diffbar) im Punkt a, wenn der
Grenzwert der Differenzenquotienten

lim flath) = f(a) oder auch (setze x =a+h) lim M

h—0 h T—a €T —q

in R existiert. Diesen Grenzwert nennen wir die Ableitung von f an der
Stelle a, kurz: f'(a) oder & f(z)],—, oder %(a).

(d) Die Funktion (Gerade)
T(z;a) = f(a) + f'(a)(z —a)

heift die Tangente von f im Punkt a. Die Ableitung f'(a) gibt also die
Steigung der Tangente an.

(e) Falls die Ableitung f'(x) in jedem Punkt x € I existiert, so heift f diffbar
auf I. Wenn dabei auferdem f’(z) eine stetige Funktion auf I ist, so heifst
f stetig diffbar auf I. o

Funktion mit Tangente und Sekante

Fir h — 0 gehen die
Steigungen der Sekanten
durch (a, f(a)) und (a +
h, f(a + h)) iiber in die
Steigung der Tangente

f'(a). : | Funktion f(x)
: ¢ |77 Sekante
. |—Tangente

a a+h

Frage: Welche ,Einheit* hat die Ableitung einer Funktion?
Beispiel 4.23 (zur Einheit der Ableitung)
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Antwort: Die Einheit der Ableitung einer Funktion ist gleich der Einheit der Funk-
tionswerte geteilt durch die Einheit der unabhéngigen Variablen.

Bemerkung 4.24

(a) In den Wirtschaftswissenschaften bezeichnet man die Ableitung f’(z) auch
als Grenzfunktion zur Funktion f(z). Stellt z.B. f(z) eine Gewinnfunkti-
on dar, so heikt f'(x) der Grenzgewinn bzw. die Grenzgewinnfunktion.

(b) Wenn f'(a) existiert, dann ist f notwendig stetig an der Stelle a. Eine Funk-
tion, die an einer Stelle a springt, kann dort also keine Ableitung besitzen.

(c) Wenn f’(a) existiert, so bedeutet das:
)~ S
im ——————~=

= f'(a) oder auch
r>a T —a

Tangente
p S0 = (@) + (@) (e —a) _

Mit anderen Worten: Die Funktion f(x) wird in der Ndhe von a so gut
durch ihre Tangente approximiert (angenihert), dass fiir das Restglied

r(z;a) .= f(z) — (f(a) + f'(a) (z — a))

gilt:
lim _r(x; @)
z—a T —a
Man sagt: Das Restglied konvergiert fiir x — a schneller gegen null als x —a.

=0.

(d) Keine andere Gerade approximiert f(z) in der Ndhe von a so gut wie die
Tangente. Die Tangente T'(z; a) ist also das beste lineare Modell fiir f(z)
in der Nédhe von a, das man finden kann! o _

Beispiel 4.25 (Approximation einer Funktion durch ihre Tangente) _

Die Tangente kann z.B. benutzt werden, um f(x) zu schitzen, wenn man f(a)

und f'(a) fiir ein @ nahe bei 2 kennt. Wir wollen /2 niherungsweise berechnen

und setzen f(z) = \/z, also f'(z) = ﬁ Wir wéhlen a = 1,96, denn wir kennen

fla) = /1,96 = 1,4 und f'(a) = 51. Es gilt:
V2= f(z) = f(a) + f'(a) - (x - a)
1
=144+ —-(2—-1
) +2,8 ( ,96)
=1,4+0,3571-(2—1,96)
=1,4142857--- .

Fiir eine Abschatzung des Fehlers siehe Beispiel 4.48. o
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Beispiel 4.26 (Elementare Funktionen und ihre Ableitungen)
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f(x) Abbildung f(x) Abbildung Bemerkung
x® az®™ ! Definitionsbereich hingt von o € R ab
1 1
0.5 0.5
. 0| 0|
sin(x) . / cos(z) reR
-1 . . \/ B -1 . - . J
0 pir2 pi 8*pil2  2*pi 0 pi2 pi iz 2*pi
1 i ' . ]
0.5 0.5 1
0 . 0
cos(z) s v —sin(z) |\ - z€eR
; pir2 pi 3*pif2 2*rpi 01 pir2 pi 3*pif2 2‘;)i
10 10 g
5 8
tan(x) D 1 j z 7 2k +1)3
s cos?(x) . fir k e Z
B o pif2 B o pif2
pi2 5
4
() L. <t
arcsin(x e x| <
1-— 1'2 1 1
-pi/2 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
pi 0
Bl
@ - -1 m o] < 1
arccos(x T x| <
° -1 0.5 0 05 1 7?1 -0.5 0 05 1
pi2
0 1
arctan(z) 2 reR
x
-pil2
5 0 5 5 0 5
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f(x) Abbildung f'(x) Abbildung Bemerkung
e’ =exp(x) e’ 1M reR
a® a®1In(a) a>0, zeR
In(x) * ! >0
n{x — 10 Xz
-4 Zz
log, () ! >0
0g,(x x
Sa zln(a)
sinh(z) O g cosh(x) Zv reR
cosh(x) 2 v sinh(z) 70 reR
tanh(z) ° ! . eR
anh(z —_— " x
05 cosh?(z) o2

IBatZ2M27 (Rechenregeln fiir die Ableitung)
Es seien f und ¢ diffbar im Punkt a. Dann existieren folgende Ableitungen:
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(a) (f £9)(a) = f'(a) £ g'(a)
(b) (¢ f)(a) =c f'(a) fir alle c e R
(¢) (f-9)(a) = f'(a)-g(a) + f(a) - ¢'(a)
() <§>'(a) _ f"(a) g(a) — f(a)-g'(a) o g(a) £0

g*(a) ’
(e) insbesondere <§>/(a) = ;g(g?} falls g(a) # 0 o
ISAIZ88l (Kettenregel)

Es sei g diffbar an der Stelle a und f diffbar an der Stelle g(a). Dann ist fog diffbar
an der Stelle a, und es gilt

(fog)'(a) = f'(g(a)) - 4'(a). o
Beispiel 4.29 (Kettenregel)

(a) Was ist die Ableitung von h(x) = (z* + 6x + 5)3?

(b) Was ist die Ableitung von h(z) = [sin(z* + 2z)?]°?
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§ 4.4 Anwendungen der Differentialrechnung

Es folgen drei Anwendungen der Differentialrechnung.
§ 4.4.1 Das Newton-Verfahren

Frage: Wie kann man Nullstellen einer diffbaren Funktion f(x) = 0 bestimmen?

Wir legen im Punkt xg (Schiatzung der Nullstelle von f) die Tangente an die Funktion
und bestimmen deren Nullstelle. Dies geht sehr einfach, da die Tangente ja eine
lineare Funktion von z ist:

[ (o)
(o)
Dies gilt zumindest dann, wenn die Tangente im Punkt x( nicht horizontal verlauft,

falls also f’'(zo) # 0 ist. Im Newton-Verfahren dient die Nullstelle der Tangente
als néchste Schitzung x; der Nullstelle von f usw.:

f(xo)+ fl(xo)(x —20) =0 & z=x¢—

Setzen:=n-+1
end while

1: Setze n =0

2: Wihle einen Startwert x

3: while |f(z,)| > ¢ do

4:  Berechne z,41 := 2, — f,((”;';))
5:

6:

Beachte: Das Newton-Verfahren konvergiert in der obigen einfachen Form nicht
immer. Man profitiert aber davon, den Startwert xy moglichst gut zu wahlen.

Beispiel 4.30

Bestimmung der Nullstelle von f(x) = 2® + 2% + 2z + 1: Ausgehend vom Startwert
ro = —4 erzeugt das Newton-Verfahren folgende Iterierte (korrekte Nachkomma-
stellen sind unterstrichen):

.00000000000000 -55.00000000000000
.69047619047619 -16.61773836518735
.78413817371242  -5.06430500889450
.14960657606113  -1.49693249686015
.74123041640946  -0.34028699346109
.584112523856808 -0.02632946418370
.566992132285406 -0.00014865543482
.56984029353807 -0.00000000465960
.56984029099805 -0.00000000000000

0~ U WD~ O S
| e O e N R R |
C OO0 OO R KR NB
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lllustration des Newton-Verfahrens

30 T T
f(x)
2071 -—-0. Tangente
jod TV Tangente| sl
~7 2 Tangente| : :
OH 3. Tangente | - TP T U SO SUP P
~—~~4. Tan
N s
-20r
=30
4QF
e
»
BOE
-60
-4.5 -4 -35 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 ]
X
lllustration des Newton-Verfahrens (Zoom)
: s ! ! ‘
—f(x) p e 5 : 7
~7 1. Tangente|
0 —=-2 Tangente| 4
773 Tangente| : :
017 -y Tangente | g

-0.8 -0.75 -0.7 -0.65 -0.6 -0.55 -0.5

§ 4.4.2 Lineare Fehlerrechnung

Frage: Wie wirken sich Messfehler (Ungenauigkeiten) Az in einer Grofe x auf ein
berechnetes Ergebnis f(x) aus?

Mit Hilfe der linearen Approximation (Tangente) erhilt man

Af = S+ A0) ~ (o) = (@) Da.

Fehler im Ergebnis Fehler in x

Der Fehler in = (z.B. Messdaten) wird also in etwa mit dem Faktor f’(x) ver-
stiarkt (bzw. abgeschwécht). Die Ableitung f’(z) gibt damit die Empfindlichkeit
(Sensitivitét) von f bzgl. Stérungen in x an. Die relative Empfindlichkeit von
f betrigt damit

Af @) @) Ar
AN IO ORNTS

relativer Fehler im Ergebnis relativer Fehler in x
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In den Wirtschaftswissenschaften bezeichnet man den Faktor bei der relativen Emp-
findlichkeit )
f'(@)

x
f(z)
auch als Elastizitét der Funktion f(z). Sie ist eine dimensionslose Grofe, vergleiche
Beispiel 4.23, denn f'(z) -  hat wieder dieselbe Einheit wie f(x).

Bemerkung 4.31 (Differential)

Die Grofe df := f'(x) Az heifst auch das Differential der Funktion f an der Stelle
x zum Inkrement Azx.

Beispiel 4.32 (Lineare Fehlerrechnung)
Auf einer Messstrecke der Lange s wird die Durchfahrzeit ¢ eines Autos (z.B. mit
Lichtschranken) gestoppt und daraus die Geschwindkeit ermittelt:
v="1.
t

Wie wirkt sich ein Fehler At in der Zeitmessung auf das Ergebnis aus?

Av ~ /(1) At = ;—j At.
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4.4.3 Regel von L’Hospital
g

ISAIZ88] (Regel von L’Hospital (1696)) (a) Seien f und g auf dem In-
tervall [ = (a,b) diffbar und z, € I. Falls lim,_,, f(z) = lim,_,, g(x) =0
oder lim, ., f(z) = lim,_.,, g(z) = oo gilt, so ist

/!
lim _f(x) = lim f,(x)

M g@) A g )
falls der rechte Grenzwert als eigentlicher Grenzwert (Definition 4.13 (c))
existiert.

?

(b) Dasselbe gilt analog fiir einseitige Grenzwerte x \, a und = " b (De-

finition 4.13 (a) und (b)) sowie fiir Grenzwerte x+ — oo und * — —o0
(Definition 4.13 (d) und (e)). o

Beispiel 4.34 (Regel von L’Hospital)

§ 4.5 Optimierung (Kurvendiskussion) differenzierbarer Funktionen

Definition 4.35 (Hohere Ableitungen) (a) Die Ableitung der Ableitung von

f(z) an der Stelle z bezeichnen wir mit f”(z) oder = (L f(2)) oder % (x).

(b) Wir definieren allgemein
fO) = fz),  [fO):=f(2),  [O2):=[f"(z) usw.
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(c) Ist die k-te Ableitung ) von f auf einem offenen Intervall I stetig, so
nennen wir f auf I k-mal stetig diffbar auf I oder kurz f € C*(I). o

Beispiel 4.36 (a) Wir differenzieren das (auf ganz R definierte) Polynom

f@) = fO%2) = apa + ap 2" -+ a1 7+ ag

fO V@) =nn—-1) - 2a,z+n—1)(n—2) - 2a,_4
(n—1)---2-1-a, =n!-a, = const

n
for (@) = o.

8

Hierbei ist die Fakultit einer natiirlichen Zahl definiert als
ol:=1, 1':=1, nl:=1-2-...-n firneN.

(b) Ein konkretes Beispiel:

(x)
flx)=fY(2)=—42°+62° + 142 -5
f(x) = fO(z) = —122% + 122 + 14

fO(z) = 242 +12
fO () = —24
O @) =0

[SAIZ28% (Bedeutung der 1. und 2. Ableitung)
Sei f(x) auf einem offenen Intervall I einmal bzw. zweimal stetig diffbar.

(a) f'(x) >0auf I <« fist monoton wachsend auf I
(b) f'(z) >0auf I = fist streng monoton wachsend auf /
(¢) fl(x) <0auf I <« fist monoton fallend auf I
(d) f'(z) <O0auf I = fiststreng monoton fallend auf I
(e) f"(x) >0auf I <« f’ist monoton wachsend auf [

& f ist konvex (linksgekriimmt) auf /
(f) f"(x) <0auf I <« f’ist monoton fallend auf I

=

f ist konkav (rechtsgekriimmt) auf I o
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Beispiel 4.38 (Wachsende und fallende, konvexe und konkave Fkt.en)

monoton wachsend und konvex

Beispiel:  Erdbevolkerung iiber
Zeit

monoton fallend und konvex

Beispiel: Temperatur eines sich
abkiihlenden Korpers iiber Zeit

monoton wachsend und konkav

Beispiel: Gesamtpreis iiber Ab-
nahmemenge

monoton fallend und konkav

Beispiel: Hohe iiber Zeit beim
freien Fall

Wir wollen das Wissen aus Satz 4.37 zur Optimierung verwenden.

Definition 4.39 (Extremstellen)

Sei f: R D D(f) — R,

(a) f hat im Punkt a € D(f) ein globales Minimum, wenn gilt:

fla) < f(z)

fiir alle z € D(f).

Also: Es gibt keine Punkte im Definitionsbereich, an denen f(z) einen

kleineren Funktionswert annimmt.

(b) f hat im Punkt a € D(f) ein lokales Minimum, wenn gilt

fla) < f(x)

fir alle x € D(f) N1,

wobei I ein (kleines) Intervall mit Mittelpunkt a ist.

Also: In der Nihe von a gibt es keine Punkte, an denen f(z) einen kleineren

Funktionswert annimmt.

(c) Entsprechend sind globales und lokales Maximum definiert.

(d) Allgemein spricht man von (lokalen oder globalen) Extremstellen. o
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ISAIZ2M0) (Notwendige Optimalititsbedingung erster Ordnung)
Sei I ein Intervall und f : I — R diffbar. Der Punkt zy € I sei kein Randpunkt von
I, d.h., er liegt im Inneren von /. Dann gilt:

zo € I ist lokale Extremstelle = f'(xy) =0,

d.h.; f hat an der Stelle x( notwendigerweise eine waagerechte Tangente. o

Beachte: Fiir die Aussage des Satzes ist es wichtig, dass zy kein Randpunkt von [
ist:

Lokale Extremstelle im Inneren, Ableitung gleich null Lokale Extremstelle am Rand, Ableitung ungleich null
—f(x) 7T
——- Tagente an der Stelle x; /// ——-Tagente an der Stelle x

fx)

X X

An einer lokalen Extremstelle xo im  An einer lokalen Extremstelle g, die
Inneren des Intervalles I ist f’(zp) = 0 am Rand des Intervalles I liegt, kann
(horizontale Tangente). f'(xg) # 0 sein.

Beachte: f'(zq) = 0 ist nur notwendig fiir das Vorliegen einer Extremstelle. Daher:
Wenn méglich, zweite Ableitungen testen.

Sei [ ein offenes Intervall, f : I — R diffbar . Loteles M eer Funkton

und zy € I. Wenn f'(zy) = 0 gilt und f'(z) s —
unmittelbar links von xy negativ und unmit- 1 .

telbar rechts von x( positiv ist, dann ist zy ein 05 o

lokales Minimum. g o — o
Das ist zum Beispiel dann der Fall, wenn f”(x) 03

existiert und stetig ist und f”(zo) > 0 gilt T

(d.h., die erste Ableitung f'(z) wéchst in der ™ - ’

Nihe von xg, siche Satz 4.37). B s : os 1

Bemerkung 4.42 (Kandidaten fiir Extremstellen)
Kandidaten fiir Extremstellen sind:

Funktion mit 5 lokalen und 2 globalen Extremstellen

(a) die Randpunkte des Definitionsberei-
ches D(f), ‘

(b) die Punkte in D(f), in denen f nicht
diffbar ist,

H

globales Maf m

lokales Maximum

(x)
<

(¢) die Punkte im Inneren des Definiti-  ° B
onsbereiches D(f), an denen f'(z) = 0 / ofgls Mk
0 gilt. (Solche Punkte heiRen statio- oz, *
nire Punkte.)

inimum

0.4 0.6 0.8 1
X
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_ (Blechzuschnitt)

Aus einer Blechplatte mit Seitenléingen 16 cm
und 10 cm soll eine oben offene Wanne mit
moglichst grofem Volumen geformt werden.
Dazu muss man in den Ecken Quadrate der
Seitenldnge = entfernen (0 < z < 5).

Skizze zum Problem der Blechwanne maximalen Volumens

97
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Wearlauf der Funktion V{x)

150

1000

50

=501

100 j i i i
0

§ 4.6 Taylorpolynome

Frage: In Beispiel 4.25 hatten wir eine Funktion durch ihre Tangente (also ein linea-
res Polynom) approximiert (angenéhert). Kann man die Approximation verbessern,
indem man Polynome héheren Grades nimmt? Gibt es eine Fehlerabschédtzung?

Definition 4.44 (Taylorpolynom)
Das Polynom n-ten Grades

") (g
L) =3 D —ap
k=0

k!
f'(a) f"(a) f¥(a) f"(a) n
= f(a) + T (x —a) o (x—a)*+ i (x—a)®+-+ oy (x —a)
heifst das n-te Taylorpolynom oder das Taylorpolynom n-ter Ordnung der
Funktion f mit der Entwicklungsstelle a. o

Beachte: Das erste Taylorpolynom einer Funktion f mit der Entwicklungsstelle a
ist ihre Tangente an der Stelle a, die wir bisher mit T'(x; a) bezeichnet haben. Sie
stimmt an der Stelle a in Funktionswert und erster Ableitung mit f {iberein:

Ty(a;a) = f(a) und T{(aa) = f'(a).

Bei Taylorpolynomen héheren Grades stimmen entsprechend mehr Ableitungen mit
denen von f an der Entwicklungsstelle a {iberein.

Beispiel 4.45
Die Wurzelfunktion hat folgende Ableitungen an der Stelle a = 1, 96:

f(z) = vz = 22 f(a) = va = 1,4000

fl(z)=1z71/2 fl(a) =1a71?=0,3571

f'(x) = —f a2 f"(a) = =™ = 0,091
FO(x) = 22752 fP(a) =2a""?=0,0697
fO(@) = =L 72 fP(a) = —12a772 = —0,0889.
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Das vierte Taylorpolynom von f(z) mit der Entwicklungsstelle a = 1,96 ist also

0,3571 0,0911
Ty(z;1,96) = 1,4000 + ’T(x —1,96) ————(x — 1,96)*
Tangente, vergleiche Beispiel 4.25
0,0697 0, 0889 4
+ 22— (x —1,96) — ——(z —1,96)".
6 ( ) ) 24 ( ) )
Die Wurzel-Funktion und ihre Taylorpolynome
3 T T T T T T \/ T
— f(x)
-
2 51~ 7 Ordnung 0
~~~Ordnung 1
2t i
S .. ]
1t i
-
05 -~ 1
-
oF i
_0.5 1 1 1 1 1 1 | 1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X
Die Wurzel-Funktion und ihre Taylorpolynome
3 T T T T T T T T
v
—f(x) S
25~ 7 Ordnung 0
~~~0Ordnung 1
51 ~~Ordhung 2| 0 @Zo == TTTT e
~=-QOrdnung 3 N b
~—~~0Ordnung 4 \\
1.5 N i
P S N
|
\\
1r .
\\
-
05f -7 7 L
T4 !
o |
//,/f i
or T
y i
I L
_05 "lr 1 1 1 1 1 1 | 1
- 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X
&

ISatZ2MM46] (satz von Taylor)

Es sei [ ein offenes Intervall, f : [ — R eine auf I (n+1)-mal stetig diffbare Funktion
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und a € I. Dann ist
f(x) =Ty(z;a) + Ryja(zya) fiir alle z € 1,
wobei fiir das Restglied (in Lagrange-Form) gilt:

f(n+l) § N
Roii(2;a) = (nTl()!)(x —a)""!
mit einem (unbekannten) £ zwischen a und z. o

Folgerung 4.47 (Fehlerabschitzung)

Obwohl man ¢ nicht kennt, kann man oft eine Abschiitzung fiir £+ (¢) finden.
Damit kann man den Fehler zwischen f(x) und T),(x; a) abschétzen:

_ |n+l
-T . — . < (n+1) |'ilj a| .
Somit kann man z.B. entscheiden, welchen Grad n des Taylorpolynoms man min-
destens benotigt, um einen bestimmten Fehler nicht zu iiberschreiten. o
Beispiel 4.48 (Fehlerabschitzung)

Wie grof war der Fehler in Beispiel 4.25, als wir v/2 mit Hilfe des ersten Taylorpo-
lynoms (Tangente) an der Entwicklungsstelle a = 1,96 bei x = 2 ndherungsweise
berechnet haben? Wir hatten dort

V2 = f(z) ~ Ty(w;a) = f(a) + f'(a) - (¢ —a)
=1,440,3571- (2 —1,96) = 1,4142857 - - -
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§ 4.7 Integralrechnung

Die Integration ist die Umkehrung der Differentiation. Man versucht dabei, eine
Funktion aus den Werten ihrer Ableitung zu rekonstruieren.

§ 4.7.1 Das bestimmte Integral

Beispiel 4.49 (Fahrtenschreiber)

Ein Fahrtenschreiber in einem LKW zeichnet die Momentangeschwindigkeit v(¢) des
Fahrzeugs iiber die Zeit auf. Wie kénnen wir daraus die zuriickgelegte Strecke s(t)
berechnen?

Beachte: s'(t) = v(t). (Wir versuchen also, eine Funktion s(¢) aus den Werten ihrer
Ableitung v(t) zu rekonstruieren.)

Dazu betrachten wir den zeitlichen Verlauf (Graph) der Geschwindigkeitsfunktion

v(t)

S~ o)

a=1t 1 t3 ty t5 o t, =0 t
und unterteilen das Zeitintervall [a,b]. Wir denken uns die Geschwindigkeit in je-
dem kleinen Teilintervall [t;,¢;1,] konstant, z.B. v(¢;) (linker Randpunkt). Die in
jedem Teilintervall zuriickgelegte Strecke ist dann etwa gleich v(t;) (t;41 — t;). Die
Summation aller Teilstrecken ergibt eine Naherung der gesuchten Gesamtstrecke:

Ort zum Zeitpunkt t = a
n—1

s(b) - s(a) R v(t;) (tiv1 — t;).

i

—~—~
Ort zum Zeitpunkt t = b

Definition 4.50 (Riemann-Summe und bestimmtes Integral)
Essei f : [a,b] — R eine beschriankte und stiickweise stetige Funktion (nur endlich
viele Spriinge).

(a) Wir zerlegen das Intervall durch Einfiigen von Teilpunkten
a=r1<To<---<xp=b, n>1

und wahlen in jedem Teilintervall einen Zwischenpunkt z; < & < x;, fiir
allei=1,...,n — 1. Dann heifst

i F(&) (i1 — )

eine Riemann-Summe von f im Intervall [a, b].
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(b) Fiir feiner werdende Zerlegungen konvergieren die Riemann-Summen gegen
eine Zahl, die unabhéngig von der Zerlegung und der Wahl der Zwischen-
punkte ¢ ist. Diese Zahl nennen wir das bestimmte Integral von f iiber
[a, b] und schreiben

b b
/f(l’)da: oder /f(t)dt etc.

(¢) Wir definieren auferdem:

/aaf(x) da =0, /baf(x) do = — /abf(x) da. .

Beachte: Riemann-Summen dienen sowohl zur Definition des bestimmten Integrals
als auch zu dessen numerischer Approximation.
Bemerkung 4.51 (Geometrische Deutung des Integrals)

Das Integral fab f(z)dx ist eine Mafzahl fiir den Flicheninhalt unter dem Graphen
von f(z) im Intervall [a, b], wobei Flichenstiicke unterhalb der x-Achse negativ ge-
zahlt werden.

Will man auch die Fliachenstiicke unterhalb der z-Achse positiv zahlen, so geht man
einfach zu ff |f(x)| dx iiber. o

ISAIZ253] (Rechenregeln fiir bestimmte Integrale)
Es seien f, g : [a,b] — R beschrinkt und stiickweise stetig, b’ € [a,b] und ¢ € R.

@ [r@ars [(owar= [+ o@na
(b) /abcf(x)dx:c/abf(x)dx
@ [ @it [ o= [ e

b b
(d) f(z) < g(x) fiir alle x € [a,b] = / flz)dz < / g(x)dx

/ab f(z)dz

(€) < / F(2)]dz




§ 4. FUNKTIONEN EINER VARIABLEN 103
(f) m < f(z) < M fiir alle z € [a, b]
b
= m(b—a)g/f(a:)dacgj\/[(b—a) o

Frage: Integrale iiber Riemann-Summen auszurechnen oder auch nur zu approxi-
mieren ist (zumindest von Hand) mithsam. Gibt es eine einfachere Mdglichkeit?

§ 4.7.2 Stammfunktionen

Definition 4.53 (Stammfunktion)
Sei I ein offenes Intervall und £ : I — R diffbar. F heifit eine Stammfunktion
von f: I — R, falls F'(z) = f(x) fiir alle z € T gilt. o

Frage: Gibt es Stammfunktionen? Wie kdnnen wir sie zur Berechnung eines be-
stimmten Integrals ff f(x)dx verwenden?

_ (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f : [a,b] — R stetig.

(a) Die durch i
F,(x) ::/ f(t)dt, x € [a,b]

definierte Funktion (jeder Funktionswert ist ein bestimmtes Integral) ist
eine Stammfunktion von f auf (a,b). Das heifst, F, ist differenzierbar in
(a,b), und es gilt

Fl(z) = % (/;f(t) dt) = f(z), =€ (ab).

(b) Jede andere Stammfunktion von f hat die Form F(x) = F,(z) + ¢ fiir ein
¢ € R. Die Menge aller Stammfunktionen heift unbestimmtes Integral
von f. Wir schreiben

[ Ha)de = P+
wenn F' irgendeine Stammfunktion von f ist.

(¢) Mit einer beliebigen Stammfunktion F' von f gilt

b
[ #a)de = Pl F) - Fla).

Bemerkung 4.55 (Berechnung bestimmter Integrale)
Zur Berechnung des bestimmten Integrals

/abf(a:)d:z:

konnen wir also wie folgt vorgehen:

1. eine Stammfunktion F von f bestimmen (nachschlagen oder mit Hilfe eines
Computeralgebraprogrammes),

2. die Probe machen (F'(z) = f(x) priifen),
3. das gesuchte Integral als F'(b) — F'(a) berechnen.
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Beachte: Die Differentiationstabelle aus Beispiel 4.26 dient auch zur Bestimmung
von Stammfunktionen! o

Beispiel 4.56 (a) Eine gleichméfig beschleunigte Masse bewege sich mit der
Geschwindkeit v(t) = vy + gt. Welchen Weg legt sie im Zeitintervall [0, 2]
zuriick?

(b) Bei einer chemischen Reaktion wird ein Stoff (Produkt) mit der zeitabhén-
gigen Rate
r(t) = k exp(—at)
produziert (a,k > 0). Wie hingt die Stoffmenge S(t) von der Zeit t ab?
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Beachte: Die Einheit der Stammfunktion einer Funktion ist gleich der Einheit der
Funktionswerte multipliziert mit der Einheit der unabhingigen Variablen, vergleiche
Beispiel 4.23.

Im Beispiel (a) oben hatte z.B. v(t) die Einheit m/s, die unabhéngige Variable ¢ die
Einheit s, also die Stammfunktion s(¢) die Einheit m. Analog hatte r(¢) die Einheit
mol/s, die unabhéngige Variable ¢ die Einheit s, also die Stammfunktion S(t) die
Einheit mol.

§ 4.7.3 Berechnung von Stammfunktionen

Aus den Differentiationsregeln (Satz 4.27 und 4.28) erhalten wir Regeln zur Berech-
nung von Stammfunktionen:

ISAI2B @ (Rechenregeln fiir Stammfunktionen)
Seien f und g stetige bzw. stetig diffbare Funktionen, ¢ € R und F' eine Stamm-
funktion von f.

@ [lre) £ g@)de = [ fa)dez [ glo)as
(b) /cf(x)da::c/f(x)dx
(c) /f’(:c)g(x) dz = f(z) g(z) — /f(x) g'(x)dz  (partielle Integration)

(d) /f(g(x)) g (x)dz = F(g(z)) + ¢ (Substitutionsregel)
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/
(e) / g'(z) dz =1In|g(z)| + ¢ (logaritmische Integration)

g(x)
1
(f) /f(a;v +b)de = —F(ax +b) + ¢ (lineare Substitution) o
a
Beachte: (e) ist ein Spezialfall von (d) mit f(z) = 1, und (f) ist ein Spezialfall von
(d) mit g(z) = ax + b.

Beispiel 4.58 (Bestimmung von Stammfunktionen)

(a) Partielle Integration ist gut anwendbar, wenn sich ein Faktor [g(x)| durch
Differentiation vereinfacht, der andere Faktor [f’(z)] sich durch Integration
aber nicht wesentlich verkompliziert.
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§ 4.7.4 Uneigentliche Integrale

Frage: Kann man eine Funktion ,bis oo integrieren?

Definition 4.59 (Uneigentliches Integral)
Fiir geeignete Funktionen f definiert man folgende uneigentliche Integrale:

(a)
/aoo f(z)dz = blirxolo/abf(x) dz
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(b)
b b
/ f(z)dz := lim f(z)dz

a——0Q

(c) Falls li;% f(z) = £o0 ist:

/abf(x) o += T /:f(x) da

(d) Falls li{‘n f(z) = oo ist:
/abf(x)dx = (lzi\rﬁ/cbf(x)dx

Je nachdem, ob der Grenzwert existiert, heifen die Integrale konvergent oder (be-
stimmt bzw. unbestimmt) divergent. o

Beispiel 4.60 (Uneigentliche Integrale)

Fléche unter der Funktion f(x) = 1/x

(a)

< 1 b1
/ —dx = lim —dzx
1

T bﬂooll’

= lim In b = o0
1 b—o00

= lim In z

b—o0

Das Integral ist divergent. 5 10 15 20 &5 30

‘ b

(b) Flache unter der Funktion f(x) = x Ve
50 T ! ! T

| |
—dxz = lim —dzx 40
/O NS a\0 J, T

1 30
= lim 2 =lim2—-2ya=2 =

Das Integral ist konvergent.

20

§ 4.8 Vektorwertige Funktionen R — R”

Wir erinnern uns an Definition 4.1: Eine Vorschrift f, die jedem Element z einer
Menge X genau ein Element y einer Menge Y zuordnet, heifst Funktion mit De-
finitionsmenge D(f) = X und Zielmenge Y. Bisher war stets D(f) C R und
Y = R (reelle Funktion einer reellen Variablen).
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— —

Nun ist weiterhin D(f) C R, aber Y = R". Jeder Zahl x € D(f) wird ein Vektor

fi(x)
fo(z)

zugeordnet. f heifst eine vektorwertige Funktion. Die einzelnen f;(x) heiffen
Komponentenfunktionen.

Beispiel 4.61 (Vektorwertige Funktionen)

(a) Bezeichnet x die Geschwindigkeit eines Autos, so sind z.B.

fi(z) = Benzinverbrauch (z),
fo(z) = Luftwiderstand (x),
f3(z) = Rollwiderstand (z)

Funktionen von z, die wir mittels

fi(z)
f(x) = | folz)
f3()

zu einer vektorwertigen Funktion zusammenfassen konnen.

Schraubenlinie

(b) Mit s(t) € R® konnen wir
die Bahnkurve eines Punktes im
Raum zum Zeitpunkt ¢ € R be-
schreiben, z.B. durch die Schrau-

benlinie
cos(t)
S(t) = | sin(?)
3t
Die Komponentenfunktionen

s1(t), sa2(t) und sz(t) beschrei-
ben jeweils die x1-, xo- und
rs-Koordinaten.

Die Begriffe Grenzwert (Definition 4.13), Stetigkeit und Differenzierbarkeit

(Definition 4.22) iibertragen sich auf Funktionen f: R — R”, indem wir sie auf alle
Komponentenfunktionen anwenden:

Definition 4.62 (Stetigkeit und Diffbarkeit)
Gegeben sei ein offenes Intervall I C R und ein Punkt a € [ sowie f: I — R".

(a) Die Funktion f heit stetig (Definition 4.18) im Punkt a, wenn alle Kom-
ponentenfunktionen f; : I — R, i =1,...,n, im Punkt a stetig sind.
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(b) Die Funktion f heift diffbar im Punkt a, wenn alle Komponentenfunktio-
nen f; : [ — R, i =1,...,n, im Punkt a diffbar sind. Die Ableitung ist

dann
fi(x)
. , fa(x)
Flay= g = |7 | e
fu()

o

Analog zu Definition 4.22 (e) kénnen wir die Tangente an die Funktion f : R — R
im Punkt a € R definieren:

—

Ty (z; a) :@+@(a€—a).
€R"  €R®  €R

Sie ist eine Gerade im R".

Beispiel 4.63 (Ableitungen vektorwertiger Funktionen)

o= (") = - ().

Schraubenlinie mit einigen Tangenten

(b) Die Funktion 3§(t) aus Bei-
spiel 4.61 (b) ist diffbar, und die
Ableitung ist

— sin(t)
() =35"(t) = | cos(t)
3

Die Ableitung an einer Stel-
le a ist der Tangentialvek-
tor (Geschwindigkeitsvektor)
an die Bahnkurve §(¢) an dieser X,
Stelle.

Die Gleichung der Tangente an die Funktion s(¢) im Zeitpunkt Punkt a ist

s(a) + §'(a)(t — a).

Der Tangentialvektor §’(a) ist der Richtungsvektor der Tangente im Punkt
a. o

ISatZ2M004 (Rechenregeln fiir die Ableitung, vgl. Satz 4.27)
Es seien f : R — R", §: R — R” und a : R — R diffbar im Punkt ¢ € R. Dann
existieren auch folgende Ableitungen:

(a) (f£9)(a) = f'(a) £5'(a)
(b) (cf)(a) = cf'(a) fiir alle c € R
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— —

— —

(e) (f x §)(a) = f'(a) x §la) + fla) x §'(a) (fiir n =3)

_ (Anwendungen dieser Rechenregeln)
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KAPITEL 2

Hohere Mathematik 1.2

§ 5 Differentialgleichungen und Differentialgleichungssysteme

Differentialgleichungen (Dgl) beschreiben einen Zusammenhang zwischen einer un-
bekannten (gesuchten) Funktion y(x) und ihrer Ableitung y/(z), evtl. auch héheren
Ableitungen y”(x) usw. Viele Naturgesetze und Beobachtungen in der Physik, Che-
mie, Biologie, Mechanik etc. werden durch Dgl ausgedriickt.

Beachte: Die Losung einer Dgl ist keine Zahl oder ein Vektor, sondern eine Funk-

tion.

Beispiel 5.1 (Exponentielles und logistisches Wachstum)

In diesem Beispiel bezeichnet x die unabhéngige Variable (Zeit) und y(x) die zur
Zeit x vorhandene Menge einer Bakterienpopulation.

(a)

In einem einfachen Modell wird angenommen, dass die Wachstumsrate 3/ (x)
proportional zur bereits vorhandenen Bakterienanzahl (aufgrund von Zell-
teilung) ist:

y'(x) = ay(x) mit einem Proportionalititsfaktor a > 0.

Man rechnet leicht nach, dass die Funktion

y(x) = c exp(ax)

fiir jedes ¢ € R eine Losung dieser Dgl ist, denn:

y'(x) = ca exp(ax) = ay(z).

Allerdings ist y(x) fiir ¢ # 0 unbeschrénkt fiir z — oo, sodass das Dgl-
Modell nur bedingt sinnvoll ist. Wir sprechen von der Dgl des exponenti-
ellen Wachstums.

Die Dgl kénnen wir auch so lesen: Die Steigung y'(z) der (Tangente der)
Losung am Punkt (x,y(z)) € R? ist gleich ay(z). Damit kénnen wir in der
(x,y)-Ebene ein Richtungsfeld zeichnen, hier (1,ay), dem die Ldsungen
folgen.

Wir verfeinern das Modell und nehmen an, dass die Wachstumsrate 3/ (x)
gleichzeitig proportional zu y(x) und zu b — y(x) ist:

Y (x) =ay(x) (b—y(x))
Damit sollte sich eine Sdttigung bei y(x) = b ergeben. Man rechnet wieder
leicht nach, dass die Funktion

B b
14 ceabe
113

y()
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fiir jedes ¢ € R eine Losung dieser Dgl ist. Da dies eine logistische Funktion
ist, vgl. Beispiel 4.3, sprechen wir von der Dgl des logistischen Wachs-

tums.
Richtungsfeld bei exponentiellem Wachstum Richtungsfeld bei logistischem Wachstum
VNN SoT s nmmTan e
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§ 5.1 Die trennbare Differentialgleichung v/'(z) = f(z) g(y)

Definition 5.2 (Trennbare Differentialgleichung)

(a) Eine Gleichung der Form

Y (z) = g(x) h(y(x)) oder kurz y' = g(x) h(y)
heitt Dgl 1. Ordnung mit trennbaren Veridnderlichen (trennbare
Dgl). Dabei sind g(z) und h(y) als stetige Funktionen vorausgesetzt.

(b) Eine Funktion y(z) heifst Losung der Dgl auf einem Intervall I, wenn y :
I — R diffbar ist und die Dgl fiir alle x € I erfiillt. o

Um eine trennbare Dgl zu l6sen, gehen wir formal wie folgt vor: Wir schreiben
(vergleiche Definition 4.22)

y = j—i = g(x) h(y)

Jetzt wird fiir beide Seiten eine Stammfunktion gesucht (unbestimmt integriert),

sieche § 4.7.2: .
/W‘Z):/g(x)dx—i-c

Wenn méglich, wird diese Gleichung nach y aufgeldst.

Beispiel 5.3 (Trennbare Differentialgleichung) (a) Wir lésen die Dgl

dy

oy =1y = g(a) hly),

die mit g(z) = 1 und h(y) = y* von trennbarer Form ist. Offenbar ist
y(x) = 0 eine Losung, deswegen kénnen wir ab sofort von y < 0 oder y > 0

IDie Konstanten sind dort jedoch anders benannt.
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ausgehen. Wir schreiben um:

1
= ——-—=I+c
Y
-1
= y= ceR
T+c

e = =
o =
[~3—> > >

T
i

P2y ——
'
[
i
— s o

X
Diese Funktionen sind fiir jedes ¢ € R Losung jeweils auf den Intervallen
(—00, —¢) und (—¢, 00). Eine weitere Losung ist y = 0.

(b) Die logistische Differentialgleichung aus Beispiel 5.1 ist ebenfalls von trenn-
barer Form:

y =ay(b—y)=g(x)hy)
mit
glx) =a,  hy) =y (b—y).
Wir schreiben (mittels Partialbruchzerlegung) um:

Lt [/
—— = —dy+ | ————dy= [ adz+C
/y(b—y) by b(b—y)
und berechnen die Stammfunktionen:
1 1
Eln|y| — Eln|b—y| =ax+C.

Nun l6sen wir nach y auf:

Inly| —Injb —y| =b(ax + C)

= 1n‘bfy‘=b(am+0)

_ \ﬁ(:exp@(aazw))

= ‘b_Ty‘:‘g—l’:exp(—b(ax%—C))

= — =
—exp(—blaz+C)) +1=—exp(—abz) exp(—=bC) + 1.

b {exp(—b(ax+0))+1:exp(—aba:) exp(=bC) +1
Y

Da C € R beliebig war, ist exp(—bC') eine beliebige positive reelle Zahl.
Wenn wir eine neue Konstante ¢ := +exp(—bC') einfiithren, kénnen wir
beide Fille wieder zusammenfiihren:

=cexp(—abzr)+1

b .
= mit ceR.
cexp(—abx)+1

Die Losung ist fiir jedes ¢ € R auf ganz [ = R definiert.

:> —_
Y
Y

=
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Beachte: Auch fiir ¢ = 0 ergibt sich mit y(x) = b eine Losung der Dgl. ¢
§ 5.2 Die lineare Differentialgleichung ¢/'(z) = ay(z) + f(x)

Definition 5.4 (Lineare Differentialgleichung)

(a) Eine Gleichung der Form

y'(z) = ay(z) + f(z)
heifst lineare Dgl 1. Ordnung mit konstantem Koeffizienten a € R. (Es

besteht ein linearer Zusammenhang zwischen y(z) und der Ableitung, und
es tritt nur die erste Ableitung auf. )

(b) Die Dgl heifst homogen, wenn die rechte Seite f(z) = 0 ist, ansonsten
inhomogen.

(¢) Eine Funktion y(z) heifst Losung der Dgl auf einem Intervall I, wenn y :
I — R diffbar ist und die Dgl auf [ erfiillt. o

Die rechte Seite f(z) entspricht je nach Aufgabenstellung einer duferen Anregung,
z.B. einer dufleren Kraft in der Mechanik, einem Zu- bzw. Abfluss bei chemischen
Reaktionen etc.

§ 5.2.1 Die homogene Dgl

Wir untersuchen zuerst die homogene Dgl:

IBaiZ05%8] (1L.5sungen der homogenen linearen Dgl)
Die Losungen der homogenen linearen Dgl (auf beliebigen Intervallen I C R)

y(z)=ay(x), acR
sind genau die Funktionen
y(a) = e
mit einer beliebigen Konstanten ¢ € R. Man nennt die Gesamtheit der Losungen die
allgemeine L6sung der homogenen Dgl. o

Beachte: . ‘
a>0 = € nimmt mit x zu
a=0 = e ist konstant in z

a<0 = e nimmt mit x ab.
§ 5.2.2 Die inhomogene Dgl

Nehmen wir an, wir kennen irgendeine spezielle (partikuldre) Losung y,(x) der in-
homogenen Dgl

y(x) =ay(x)+ f(z), acR
Dann koénnen wir jede Losung schreiben als
y(x) = yn(x) + yp(2),
wobei yp,(x) irgendeine Losung der homogenen Dgl ist, denn:

Y (@) = yn(@) + 4, (2) = ayn(z) + ayy(z) + f(x) = ay(z) + f(z).
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Beachte: Die Losungsstruktur ,partikulire + allgemeine homogene* Losung ist ge-
nau wie bei inhomogenen LGS, vgl. Beispiel 2.40. Dies ist das Prinzip der Super-
position.

Frage: Woher bekommen wir eine partikuldre Losung?

Ansatz: Wir versuchen es mit y,(z) = c¢(z) e**. Diese Technik heift Variation der
Konstanten. Wir erhalten die Ableitung
y,(r) = c'(x) e® + c(z) a e
und setzen in die inhomogene Dgl ein:
d(z)e™ + c(x) ae™ Za c(x)e®™ + f(x)
= d(z)e" = f(z)
= d(z) =" f(z)

= c(x) = /w e f(t)dt

0

mit irgendeinem xy € R. (Wir nehmen immer zo = 0.) Die Bestimmung einer
partikuliren Losung

yp(z) = e‘”/ e f(t)dt
0
lduft also darauf hinaus, eine Stammfunktion fiir e~ f(¢) zu finden.

IBAZ18M6] (Losungen der inhomogenen linearen Dgl)
Die Losungen der inhomogenen linearen Dgl (auf beliebigen Intervallen I C R)

Y (z) =ay(z)+ f(z), a€R

sind genau die Funktionen

y(x) =ce™ + e‘””/ e ™ f(t)dt
0

= (c + /Ox e ™ f(t) dt)

mit einer beliebigen Konstanten ¢ € R. Man nennt die Gesamtheit der Losungen die
allgemeine Losung der inhomogenen Dgl. o

Frage: Wie wihlt man aus den vielen Losungen die ,richtige aus?

Oft ist neben der Dgl noch eine Anfangsbedingung (AB) y(xy) = yo gegeben.
Wir sprechen dann von einem Anfangswertproblem (AWP). Wir nehmen immer
xo = 0 an. Die AB y(0) = yo wihlt aus der Losungsschar genau eine Losung aus:

0
y(0) = e*? <c+/ e ™ f(t) dt) =1-(c+0) Sy = c=1
0
Die eindeutige Losung des AWPs mit y(0) = y, lautet also

y(r) = e <y0 + /Ox e f(t) dt) .

Beachte: Diese Formel muss man nicht auswendig konnen. Man kann sie sich immer
durch Variation der Konstanten herleiten.
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Beispiel 5.7 (Losungen der inhomogenen linearen Dgl)
Wir modifizieren das exponentielle Modell des Bakterienwachstums und nehmen

y'(z) =ay(z)+1
an. Das heifst, dass sich die Bakterien aufter durch Zellteilung noch durch einen kon-
stanten Zustrom vermehren. Die allgemeine Losung ist nach Satz 5.6:

§ 5.2.3 Ansatz vom Typ der rechten Seite

Wenn die rechte Seite f(x) eine bestimmte einfache Form hat, kann man eine parti-
kuldre Losung y,(x) statt durch Variation der Konstanten auch einfacher bestimmen.
Wir behandeln den Fall der harmonischen Anregung

f(z) = fisin(wz) + focos(wx)

mit f1, fo und w € R gegeben. Dann gelingt der Ansatz vom Typ der rechten
Seite:

yp(z) = ¢ sin(w ) + ¢ cos(w x)
= yYp(r) = crw cos(wz) — crw sin(w )
mit unbekannten Koeffizienten ¢; und c,. Finsetzen in die Dgl ergibt:
Yy, () = ayy(z) + f(x)
cw cos(wx) — cw sin(wx) = ¢ja sin(wz) + ¢z a cos(w x)
= .
+ fisin(wx) + facos(w x).
Zusammenfassen und Vergleich der Koeffizienten:

[—czw—cla—fl] sin(w x) + [clw—cga,—fg] cos(wz) =0

fiilhrt auf das LGS
—a —w a\ _ (h
w —a)\c2) \fo
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zur Bestimmung von ¢; und c¢y. Das System ist immer eindeutig losbar, denn die
Determinante der Matrix (vgl. Definition 2.46 und Satz 2.48) ist

(—a)? —w(—w) = a* +w? #0.
Beispiel 5.8 (Ansatz vom Typ der rechten Seite)

Losung der Dgl mit Anregungsfrequenz omega = 2.0
0.8 ; ‘ . .

Lésung der Dgl mit Anregungsfrequenz omega = 10.0
0.8 w w T w

081

§ 5.3 Eigenwerte und Eigenvektoren
Fiir die Losung des Dgl-Systems

§'(x) = Agi(x) + f(x)
im néchsten Abschnitt stellen wir folgende

Frage: Gegeben sei eine quadratische Matrix A € R**". Gibt es Vektoren ¥ € R",
T # 0, sodass A ¥ parallel (oder anti-parallel) zu Z liegt?

AT =\% & AZ=)NEZ & (A-)XE)Z=0.
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Wir suchen also nach Zahlen A, sodass das homogene LGS mit Koeffizientenmatrix
A — X\ E noch andere Losungen aufer Z = 0 hat.

(A= XE)Z =0 hat noch andere Losungen als & =0
& A—XE ist nicht invertierbar (Satz 2.43)
< det(A—AE)=0 (Satz 2.48).

Beispiel 5.9  (Charakteristisches Polynom)

Definition 5.10 (Charakteristisches Polynom, Eigenwert, Eigenvektor)
Sei A € R™*"™.

(a) Der Ausdruck det(A — X E) ist ein Polynom in A vom Grad n, genannt das
charakteristische Polynom der Matrix A.

(b) Die Nullstellen \; € C,i = 1,...,n (mdoglicherweise sind nicht alle verschie-
den) heifen die Eigenwerte (EW) der Matrix A.

(c) Ist A € C ein Eigenwert, dann heifst jede Losung & € C" des homogenen
LGS

(A—XE)Z=0 oder AZ=)\Z
(mit Ausnahme von Z = 0) ein Eigenvektor (EV) zum Eigenwert . Man
sagt auch: (#, ) bilden ein Eigenpaar. o

Beispiel 5.11 (Eigenwerte und Eigenvektoren)
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ISalZIM2] (Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit)
Die Matrix A € R™" habe die EW A\, Ag,..., A\, € C (moglicherweise sind nicht

alle verschieden).

(a) Einige oder alle der EW kénnen komplexe Zahlen sein. Sie treten immer in
(komplex-konjugierten) Paaren a + b auf. In dem Fall werden die EV auch
komplexe Vektoren & € C" sein.

(b) EV zu verschiedenen EW sind linear unabhiingig.? Das heift: Es seien
A1, Aa, ..., A\, paarweise verschiedene EW von A und vy, 5,..., v, zuge-
horige EV. Dann gilt (vgl. Definition 2.6):

U+ ol + ...+ U = 6 mit irgendwelchen a1, ...,0L € C

= ar=ay=...=q=0.

(c) Falls es n linear unabhéngige EV ¥y, ¥, ..., U, von Azuden EW Ay, Ay, ... )\,

gibt, die man spaltenweise in eine Matrix V' eintriagt, dann gilt:

A1
) A : .
VAV = ) = D Diagonalmatrix
An
oder auch AV =V D, also
: A1
N ﬁ s N A2
Al vy Uy Up | = | U1 U Un
: \
Man sagt dann: A ist diagonalisierbar. o

Bemerkung 5.13

Eine Matrix ist nur dann nicht diagonalisierbar, wenn ein EW mehrfach (als Null-
stelle des charakteristischen Polynoms) vorkommt und es nicht gentigend viele linear
unabhéngige EV dazu gibt. o

Beispiel 5.14| (Diagonalisierung)

2iiber den komplexen Zahlen C
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_ (Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit symmetrischer Matrizen)
Die Matrix A € R™ " sei symmetrisch, also A = AT,

(a) Alle EW Ay, Ag, ..., A\, sind reelle Zahlen. Also kénnen die EV immer als
reelle Vektoren gewahlt werden.

(b) EV zu verschiedenen EW sind nicht nur linear unabhingig, sondern sogar
orthogonal (senkrecht) zueinander.

(c) Es gibt n jeweils zueinander orthogonale EV 4,7, ..., %, von A zu den
EW A, Ao, ..., A\, d.h., A ist diagonalisierbar. Die daraus gebildete Matrix
V erfiillt wieder

A
A2
VAV = i = D Diagonalmatrix.
An

(d) Wenn man die EV aus (c) zusitzlich normiert (sodass ||#;|| = 1 fiir i =

1,...,n gilt), dann ist

vii=vT
(Eine solche Matrix V' heift orthogonal.) o

—

§ 5.4 Das lineare Differentialgleichungssystem y'(z) = Ay(z) + f(z)
Wir betrachten jetzt nicht mehr eine einzelne Dgl, sondern mehrere Dgl, die gekop-
pelt sind, also Systeme von Dgl.

Beispiel 5.16 (Chemische Reaktion)
Eine einfache chemische Reaktion laufe nach dem Schema

k k
01—1>C'2—2>03

mit Reaktionsraten ki, ks > 0 ab. Wir bezeichnen mit y;(z) die Stoffkonzentration
(bzw. Stoffmenge) von C) zum Zeitpunkt z, analog y(z) und y3(z). Fiir sie gilt

vi(x) = =k (2),
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d.h., die Abnahmerate der Stoffmenge ist proportional zur vorhandenen Menge. Die
Konzentration von C; nimmt aufgrund der ersten Reaktion zu und aufgrund der
zweiten ab:

Yo () = +k1y1(2) — ko ya(z).
Schlieflich andert sich C'3 wie folgt:
Ys(x) = +kaya(z).

Die Reaktionsgleichung lasst sich also kurz schreiben als

Y1 () ~ki 0 0\ [wn(z)
yo(x) | = | k1 —ke Of [#2(x) | oder 7'(x)=Ay(x).
ys(z) 0 ko 0/ \ys(z) o

Definition 5.17 (Lineares Dgl-System) (a) Ein Dgl-System der Form
j'(x) = Ag(x) + f(x)

heifst lineares Dgl-System 1. Ordnung mit konstanter Koeffizientenma-
trix A € R,

— —

(b) Das Dgl-System heifst homogen, wenn f(z) = 0 ist, ansonsten inhomo-
gen.

(¢) Eine Funktion ¢(z) heitt Losung des Dgl-Systems auf einem Intervall I,
wenn i : I — R™ diffbar ist und jede der Dgl (jede Zeile des Dgl-Systems)
auf I erfiillt ist. o

Bemerkung 5.18
Solche Dgl-Systeme konnen viele verschiedene Prozesse beschreiben, z.B.

e clektrische Netzwerke

e mechanische Schwingungssysteme

e Klimamodelle

e die Bewegung von Fahrzeugen

e biologische Systeme (z.B. Populationsgrifen)

e die Ausbreitung von Krankheiten. o

§ 5.4.1 Das homogene Dgl-System

Wir untersuchen zuerst wieder den homogenen Fall und machen den Ansatz

j(x) =7

mit einer noch zu bestimmenden Zahl A und einem Vektor ¥. Wir berechnen
7'(z) = e ™7
und setzen den Ansatz in das Dgl-System ein:
J'(z)=Aglx) & XeT=AeT |-
& AU= ).
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Fazit: Die Funktion ¢*® ¢ ist genau dann eine Losung von ¢'(x) = A¢(z), wenn A
ein EW von A und ¢ ein dazugehériger EV ist.

Beachte: Dann ist auch ce*® ¥ eine Lésung des homogenen Dgl-Systems fiir jedes
¢ € R (und sogar jedes ¢ € C).

_ (Losungen des homogenen linearen Dgl-Systems)
Die Matrix A € R™*" habe die EW A, Ag,..., A\, € C (moglicherweise sind nicht
alle verschieden) mit zugehorigen EV @y, ¥y, ..., v, € C™.

(a) Dann ist
ylx) = Z ¢; €T
i=1
fiir jede Wahl von ¢y, ¢a,...,¢, € C eine Losung von ¢'(z) = Ay(z) (auf
beliebigen Intervallen I C R).

(b) Wenn die EV ¥}, 0,,...,0, € C" linear unabhéngig sind (also A diagona-
lisierbar ist), dann sind dies alle Losungen des Dgl-Systems.> Man spricht
dann wieder von der allgemeinen Losung des homogenen Dgl.-Systems.o

Bemerkung 5.20

Die allgemeine Losung enthilt n unbestimmte Konstanten ¢y, co, ..., ¢, € C. Diese
konnen durch die Anfangsbedingung (AB) ¢(z¢) = 9o € C" eindeutig festgelegt
werden. o

Beispiel 5.21 (Chemische Reaktion)
Wir 16sen das Dgl-System aus Beispiel 5.16 fiir den Fall k; = 1, ky = 2, also mit

-1 0 0
A=11 -2 0
0 2 0
Die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren (Eigenpaare) von A sind
0
)\1 == O, 171 = 0
1
1
)\2 == —1, 172 = 1
—2
0

)\3:—2, 173204 1

mit a € C, a # 0. Damit ergibt sich nach Satz 5.19 folgende allgemeine Losung des
homogenen Dgl-Systems 3'(z) = Ay(x):

3 0 1 0
y(zr) = Z ;e =c1%% |0 +e0e ™| 1 | +eze7 2| 1
i=1 1 —2 —1

3Wenn A nicht diagonalisierbar ist, dann ,fehlen“ Losungen. Um diese zu bestimmen, bendtigt
man neben den Eigenvektoren noch sogenannte Hauptvektoren. Diese Thematik wird aber hier
nicht weiter vertieft.
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mit ¢y, ¢ca, c3 € C.

Beachte: Wenn wir reellwertige Konstanten ¢y, ¢o, c3 € R verwenden, ist die Losung
y(z) ebenfalls reellwertig. Das liegt daran, dass die EW Ay =0, Ay = —1, A\3 = =2
ebenfalls alle reell waren.

Die AB ¢(0) = (5,3,0)" wiihlt aus diesen Losungen genau eine aus. Einsetzen ergibt:

0 1 0 5
g(0> =C 0] + Co 1 + c3 1 =13 ,
1 —2 —1 0

—~

also ein LGS fiir (¢, ¢2, c3) '! Dessen eindeutige Losung ist hier (¢, ¢o, c3) = (8,5, —2).

Verlauf der Konzentrationen

— v,
v,
&l —v,
QD
= B
L
5
£4
=
o
o
Q
hYl
2,
0 i I i I i
o o5 1 15 2 25 3

X (Zeit)

<

Frage: Was passiert bei komplexen Eigenwerten? _

Beispiel 5.22 (Mathematisches Pendel)

Wir betrachten die Dgl des mathematischen Pendels (diese gilt nur fiir kleine
Winkel):

wobei

¢©(x) Ausschlagswinkel zur Zeit x
g Gravitationskonstante
L Pendelldnge

bezeichnen. Wir formen diese Dgl zweiter Ordnung in ein System mit zwei Dgl erster
Ordnung um und setzen dafiir:

y1(z) = ¢(z) Winkel =y (z) = (2) = ya(2)
yo(z) = ¢'(x)  Winkelgeschwindigkeit = y5(z) = ¢"(z) = —=y1 ().

Dann ergibt sich ein Dgl-System in gewohnter Form

() = (o ) (0)-
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Das charakteristische Polynom der Matrix ist

_ —A LY _ 2,9
det(A — A E) = det (—g/L _)\)—)\ +L.

Die beiden Eigenwerte der Matrix sind A\ o = i +/g/L € C, also komplexwertig.

Wir setzen zur Abkiirzung wy = 1/¢/L und berechnen die (komplexen) Eigenvekto-
ren. Das lineare Gleichungssystem

—in 1 O . . . - —1

( _ w(2) —iwy | 0 ) hat die allgemeine Losung 7 = « (wo)
wo 170 hat die allgemeine Losung & — o (
—WE iw | 0 at die allgemeine Losung 7 = « o

jeweils mit @ € C. Nach Satz 5.19 besteht die allgemeine Losung des Dgl-Systems
aus

o) =eere () e ()
— < cos(wo =) + 7 sin(wo g;)) (;;) + ¢ < cos(—wp x) + i sin(—wp x)) (cjo)

mit ¢1,c2 € C, vgl. Eulersche Formel (§ 1.4.2):

Frage: Diese komplexwertigen Losungen fiir y;(x) (Winkel) und yo(z) (Winkelge-
schwindigkeit) sind fiir uns nicht sinnvoll. Wie erhalten wir reellwertige Losungen?

Wir nehmen dazu eine der beiden Losungen (die zu einem Paar komplex-konjugierter
Eigenwerte gehoren), bilden die Real- und Imaginérteile und versehen diese mit
neuen Konstanten ¢, ¢y € R:

Recosten) + i) (1) = ()
m(eosten) 4 sno) (1) = (L)

Dies fiithrt auf die endgiiltige allgemeine (reellwertige) Losung

o (el@)) . [ sin(woz) . [ —cos(wy )
ylr) = (cp’(x)) —a (wo cos(wp ) te wo sin(wp 7)
mit ¢;,¢o € R. Die Losungen entsprechen periodischen Schwingungsbewegungen.

Die Zahl wy = /g/L heift die Eigen-Kreisfrequenz des Pendels (Einheit: 1/s).
Die Periodendauer betrigt 2 7 /wy.

Durch Einsetzen der AB 7(0) = (2,0)" ergibt sich das LGS

= (a) = () 0)

mit der eindeutigen Losung (¢1,¢) = (0, —2), also

f(z) = —2 (_ cos(wo x)) |

wo sin(wp )
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Verlauf von Winkel und Winkelgeschwindigkeit

10 — =
—_Winkel y1(x)

—Winkelgeschw. yz(x) 5

Winkel bzw. Winkelgeschwindigkeit
(=)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X (Zeit)

§ 5.4.2 Das inhomogene Dgl-System

Wie in Abschnitt 5.2.2 kann man die allgemeine Losung eines inhomogenen linearen
Dgl-Systems mit konstanter Koeffizientenmatrix

y'(x) = Aglz) + f()
schreiben als y(z) = yj(x) + y,(z), wobel y,(z) die allgemeine Losung des zugehori-
gen homogenen Systems (siehe Satz 5.19) und g, irgendeine partikulire Losung des
inhomogenen Systems ist. Diese konnen wir uns wie im § 5.2.2 entweder mit dem
Ansatz Variation der Konstanten oder mit dem Ansatz vom Typ der rechten
Seite beschaffen.

Wir behandeln hier nur die zweite Moglichkeit, und zwar wieder im Fall der har-
monischen Anregung;:

flz) = fisin(wz) + focos(w )
mit irgendeiner Kreisfrequenz w € R. Wir machen den Ansatz
Up(x) = & sin(wx) + ¢ cos(w x)
= p(r) =G w cos(wz) — Gw sin(wx)
mit unbekannten Koeffizientenvektoren ¢; und ¢,. Einsetzen in die Dgl ergibt:
7(2) = Agyx) + fla)
Gwcos(wr) — Cow sin(wx) = Ac) sin(wzx) + Ay cos(w )
- { + fisin(wz) + f cos(w ).
Ein Vergleich der Koeffizienten
[— Cow — A — ﬁ] sin(wz) + [51w —Ac, — f;] cos(wz) =0

fithrt auf das LGS (£ = Einheitsmatrix im R™*")

(=00

zur Bestimmung von ¢; und é.
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Beispiel 5.23 (Mathematisches Pendel mit periodischer Anregung)

Wir kommen zuriick zum Dgl-System des mathematischen Pendels, siehe Beispiel 5.22.
Wir geben zusétzlich eine harmonische Anregung einer Form eines Moments vor, das
periodisch auf das Pendel wirkt:

)= (50 in(2en))

Die Anregungsfrequenz ist also die doppelte Eigenfrequenz (w = 2wy). Wir erhalten
das inhomogene Dgl-System

(A = (2 8) (1) + (50 sntownn)
Y

mit der Abkiirzung wy = y/¢g/L. Zur Bestimmung einer partikuldren Losung machen
wir den Ansatz vom Typ der rechten Seite.

—

Beachte: Obwohl in f(z) nur sin-Terme vorkommen, miissen wir trotzdem im An-
satz sin- und cos-Terme vorsehen:

Up(z) = ¢ sin(2wp ) + ¢ cos(2wp x)
= p(x) = 2w ¢ cos(2wox) — 2wy G sin(2wp x)
mit Unbekannten ¢; = (CH_Z c12)" und & = (cg1,co2)". Zum spiiteren Einsetzen in
die Dgl 7,(x) = Ay,(z) + f(z) berechnen wir auch
Agp(x)

0 1\ . . )
= (_wg 0) 1 sin(2wo ) + & cos(2wp )]

B 0-cppsin(2wpx) + 1 - crasin(2wp ) + 0 cog cos(2wp ) + 1 - ca2 cos(2wy x)
T\ —w e sin(2woz) + 0 crasin(2wy ) — w? - ca1 cos(2wp ) + 0 - cag cos(2wp )

_ c128in(2wp ) + €22 cos(2wy x)
T\ —wi e sin(2wo ) — wj - cag cos(2wpx) )

—

Koeffizientenvergleich in g, (v) = Ag,(z) + f(z) ergibt das LGS (vgl. (*))

0 -1 -2 wWo 0 C11 0
w% 0 0 —2 wWo C12 . 50
2 wWo 0 0 —1 Co1 - 0
0 2 wo wg 0 Co2 0

mit der eindeutigen Losung

=50 T —100\ T
=Gz 2=
! < 3 wg < 3 wWo
Zusammen mit der allgemeinen Losung des homogenen Systems (siehe Beispiel 5.22)
bekommen wir

.« . [ sin(wyx) ~ [ —cos(woz)\ 50 [sin(2wox)) 100 0
ylo) = (wo cos(wo x)) o (wo sin(wp x) 3_w§ 0 3wy \cos(2wy )

mit ¢, ¢ € R. Durch Vorgabe einer AB 4(0) = 3 wird diese Losung wieder eindeu-
tig.

QL
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Verlauf von Winkel und Winkelgeschwindigkeit

—Winkely ()

—_Winkelgeschw. yz(x)

5r

Winkel bzw. Winkelgeschwindigkeit
(=]

X (Zeit)

0.5 1 15 2 25 3
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Verlauf von Winkel und Winkelgeschwindigkeit mit Anregung

Winkel bzw. Winkelgeschwindigkeit

20

—Winkely ()

[l— Winkelgeschw. yz(x)

0.5 1

X (Zeit)

—

Beachte: Im Beispiel haben wir eine periodische Anregung f(x) mit Kreisfrequenz
2wy (doppelte Eigen-Kreisfrequenz) gewihlt. Bei Anregungen mit Frequenzen nahe
der Eigenfrequenz wy kommt es zur Resonanzkatastrophe .

o


http://de.wikipedia.org/wiki/Resonanzkatastrophe
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§ 6 Lineare Optimierung

§ 6.1 Einfiihrung

Lineare Optimierungsaufgaben spielen insbesondere in den Wirtschaftswissenschaf-
ten eine grofte Rolle.

Beispiel 6.1 (Mozartproblem)

Definition 6.2 (Lineare Optimierungsaufgabe)

(a)

Eine Aufgabe der Form
Minimiere/Maximiere ¢ x4+ coza+ ...+ ¢, xy

sodass ay 1+ a2+ ...+ a, T, by

und a91 X1+ Qo9 Lo + ...+ a9, Ty, Dbg

und a1 X1+ Qoo+ ...+ Gn Ty, by,

sowie 1 >0, 20 >0, ..., 2, >0
gelten, heift lineare Optimierungsaufgabe (LOA). Dabei steht ,,[1“ je-
weils fiir <, = oder >. Die Unbekannten x1, o, . . ., x,, heillen die Variablen
der LOA.

—

Die Zielfunktion kann auch als Skalarprodukt (siehe Definition 2.15) ¢ &
oder ¢’ 7 mit dem Kostenvektor ¢ € R" geschrieben werden. (Er kann
statt Kosten auch einen Nutzen beschreiben.)

Die Menge aller # = (z1, 22, ..., z,) € R", die alle Gleichungen und Unglei-
chungen (Beschrdnkungen) erfiillen, heift zulissige Menge oder zulés-
siger Bereich der LOA.
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Ein Punkt #* € R" heiftt optimale Losung der LOA, wenn er zulissig ist
und kein anderer zuliissiger Punkt einen groferen (bei Maximierung) bzw.
kleineren (bei Minimierung) Zielfunktionswert hat. o

§ 6.2 Grafische Losung

Wenn nur zwei Optimierungsvariablen 1, s vorliegen, kann man eine LOA grafisch

l6sen.

Beispiel 6.3 (Mozartproblem)

(1)

(2)

Darstellung der zuldssigen Menge

MMMMMMMMMMMM

r1+ o < 6 Marzipan
2x1+ 22 <11 Nougat
1+ 229 <9 Bitterschokolade
1 >0
To >0

Darstellung einiger Hohenlinien der Zielfunktion

Die Zielfunktion ist 9 21 +8 x», also ist

-

der Kostenvektor der Aufgabe. Die |-
Hohenlinien der Zielfunktion verlau- -
fen senkrecht zu ¢. Die Funktion steigt

in Richtung von ¢ und féllt in Rich-
tung von —¢.

Verschiebe die Hohenlinien soweit wie moglich in Maximierungsrichtung ¢
bzw. Minimierungsrichtung —c, sodass sie den zuléssigen Bereich gerade
noch schneiden.

Bestimmung der Losung

(A) Die Losung liegt in einer Ecke des zuldssigen Bereiches: Lies die Ko-
ordinaten aus der Zeichnung ab, oder bestimme sie als Schnittpunkt
zweier Geraden.

Im Beispiel: 7* = (5,1)" ablesen oder als Schnittpunkt der Geraden
211 + x5 = 11 und z; + 22 = 6 bestimmen (LGS).

(B) Die Losung ist eine ganze Kante des zuldssigen Bereiches: Gib die Ge-
radengleichung der Kante und die Endpunkte an.

Setze die gefundene Losung in die Zielfunktion ein, um den Maximalwert
bzw. Minimalwert zu ermitteln.
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Im Beispiel: 9-5+8-1=53.

Losung: Der maximale Umsatz von 53 ergibt sich bei Produktion von ] = 5 Ein-
heiten an Mozartkugeln und z3 = 1 Einheit an Mozarttalern. o

Frage: Welche Fille konnen vorkommen?

(a) Die LOA ist 16sbar, d.h., es existiert mindestens eine Losung der Aufgabe.
Diese liegt dann in einer Ecke, oder aber eine ganze Kante (allgemeiner:
Seitenfliche) der zuléssigen Menge ist Losung.

(b) Es existiert keine Losung der LOA, weil der zulissige Bereich leer ist. Die
LOA heift dann unzuléssig.

(c) Es existiert keine Losung der LOA, weil die Zielfunktion auf dem zuléssigen
Bereich beliebig grof (bei Maximierung) oder beliebig klein (bei Minimie-
rung) werden kann. Die LOA heift dann unbeschrinkt. o

Beispiel 6.4 (Mogliche Fille bei LOA) (a) Im obigen Beispiel 6.1 ist die

eindeutige Losung #* = (5,1)". Andert man aber den Kostenvektor z.B. in
¢ = (8,8)7, so besteht die Losungsmenge aus einer ganzen Kante (die rote
,2Marzipan“-Kante).

(b) Fiigt man dem Beispiel 6.1 die Beschrdnkung x; + x5 > 8 hinzu, wird der
zuléssige Bereich leer. Das Problem ist dann unzuléssig.

(c) Folgende Aufgabe ist unbeschrinkt:

Maximiere 4z + 329

sodass — %xl + x5 > —1
-1+ 729 <1
und z; >0
To > 0.

Mozartproblem Unbeschrénktes Problem

3
Mozartkugeln

[lustration des Falles (b): unzuldssige Illustration des Falles (¢): unbeschrinkte
LOA LOA
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§ 6.3 Aufgaben in Normalform

Bei mehr als zwei Variablen (n > 3) ist eine grafische Losung nicht mehr méglich.
Wir wenden dafiir ein Verfahren (Simplex-Verfahren) an. Dafiir muss die LOA in
einer bestimmten Form vorliegen.

Definition 6.5 (LOA in Normalform)
Eine LOA der folgenden Gestalt heifft in Normalform:

Maximiere c¢ix1+coxo+ ...+,

sodass  ay1x1+ a2+ ...+ ag, T, =b
und a9 T1 + Ao+ ...+ Aop Xy = by
und @11+ oo+ .o+ QG T, = by,
sowie x1 >0, 292>0, ..., x, > 0.
Dabei sind alle by, bs, ..., b, > 0, ansonsten multipliziere betreffende Gleichungen
mit (—1). In Kurzform lautet die LOA in Normalform:

Maximiere ¢

sodass AZ=0 (mitb>0)
sowie I > 0.

Dabei sind Z > 0 und 52 0 komponentenweise zu verstehen. Eine LOA in Normal-
form ist durch Angabe von A € R™*" b € R™ und ¢ € R" vollstandig beschrieben.c

Jede LOA kann in Normalform gebracht werden. o

Dazu gehen wir nach folgendem Schema vor:

(1.) Unterliegt eine Variable der Beschrinkung z; < 0 statt x; > 0, so wird x;
durch —z; ersetzt. Unterliegt eine Variable der Beschrinkung x; > d; statt
x; > 0, so wird x; durch z; = x; — d; mit z; > 0 ersetzt.

(2.) Ist fiir eine Variable z; keine Vorzeichenbeschrinkung gestellt, so setzen wir
+

r,=x —x; mitz; >0, z; >0
und ersetzen x; durch z — z;. (Die Zahl der Variablen erhéht sich um
eins.)
Jetzt liegt fiir jede Variable eine Nicht-Negativitdtsbeschriankung vor.
(3.) Jede unerwiinschte Ungleichung wird mit Hilfe einer neuer Variablen (Schlupf-

variablen) u; zu einer Gleichung umgeformt:

A T1+ Qo Xo+ ...+ Qi Ty < by

~ AT+ Qg o Qi Ty U = b, u; >0

und bei umgekehrtem Relationszeichen:

i1 1+ Qg To + ...+ Qi Ty > by

~ aﬂxl—l—a,-gm%—...—i—amxn—ui:bi, UZZO
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Beachte: Es kommen wieder neue Variablen hinzu. Es gilt jedoch weiterhin: Alle
Variablen unterliegen einer Nicht-Negativititsbeschrinkung. Alle weiteren Bedin-
gungen sind Gleichungen.

(4.) Falls in einer oder mehreren Gleichungen b; < 0 gilt, so werden diese mit
(—1) multipliziert.

(5.) Liegt ein Minimierungsproblem vor, so wird stattdessen die negative Ziel-
funktion maximiert:
Minimiere ¢é'# ~ Maximiere — ¢4
Additive Konstanten in der Zielfunktion kénnen ignoriert werden.

Beachte: Nach Losung der Aufgabe miissen diese Transformationen riickgingig
gemacht werden, um die Losung interpretieren zu kénnen.

Beispiel 6.7 (Transformation in Normalform?)
Wir transformieren die Aufgabe

Minimiere — 1+ Xy — T3 — 224
3%14‘1’2-31’3-1’4 §—12

2$1+l’2+$3 =2
und 2120, 23>2, x4<5

sodass

in Normalform. Wir ersetzen in Schritten (1.) und (2.)

Ty §4:5—I’4 = Z,E4ZO
T3 ~ %3:ZE3—2 = 5320
Ty o~ Ty =Ty — Ty = 3 >0, z, >0

Die neuen Variablen sind z, 73, x5, T3, T4. Wir ersetzen in der Zielfunktion und den
restlichen Beschriankungen die alten durch die neuen Variablen:

Minimiere —I1+<SL’§F—$5)—(534‘2)—2(5—54)
3o+ (25 —25) =3 (T3 +2)— (b—74) < —12
211 + (x5 —x5) + (T3 + 2) =2
und x>0, af >0, 2, >0, 23>0, 7,>0

sodass

Durch Vereinfachen:

Minimiere —xy + x4 — 1, — T3+ 274 — 12
3$1+ZE;—ZL’Q_—3§3+§4 S—l
2x1+x;_ﬂj;+§3 :0

und x>0, a3 >0, 2, >0, 23>0, 7,>0

sodass

In Schritt (3.) fiihren wir eine Schlupfvariable u; ein und erhalten

4aus [Luderer and Wiirker, 1997, Abschnitt 5.3]
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Minimiere —xzy + x5 — x5 — T3+ 274 — 12
3I1+$;—$5—353+54+U1 =—-1
sodass N S
21+ 1y — Ty + T3 =0
und x>0, x5 >0, x, >0, 23>0, 7,>0, u; >0

In Schritt (4.) multiplizieren wir die erste Gleichung mit (—1), um eine nicht-negative
rechte Seite zu erhalten:

Minimiere —xzy + x5 — x5 — T3+ 274 — 12

—3$1—$2++$5+3§3—§4—U1 =1
sodass N T
2$1+l’2 —IBQ +$3 -

und 2, >0, x5 >0, 2, >0, 23>0, 2,>0, u; >0

Schlieflich wird in Schritt (5.) die Zielfunktion auf Maximierung umgeschrieben:

Maximiere 1 — a3 + 25 + T3 — 274 + 12
—3$1—$;+$2_+353—§4—U1 =1
211 + 1y — 1y + T3 =0

und x>0, x5 >0, x5, >0, 23>0, 7,>0, u; >0

sodass

oder in Kurzform

(-3 -1 1 3 -1 -1\ - [1 L .
A_(2 L1 o 0>, b_<0>, und &= (1,—1,1,1,-2,0)7.

Die additive Konstante 12 in der Zielfunktion kénnen wir ignorieren. Die Losung
(z.B. mit dem Simplex-Verfahren, siche § 6.4) lautet

(1,0,4,2,0,6) "
oder in urspriinglichen Variablen
vi=1, ab=x] —xy =—-4, z;=73+2=4, x,=5-1,=5.

Die Schlupfvariable u; = 6 sagt uns, dass in der urspriinglichen Ungleichungsbe-
schrankung

3ol + a5 — 35 —ay < —12

~—
=—18

noch 6 Einheiten ,Luft ist“.

Der optimale Wert der Zielfunktion ist

*

—r]+ay—ay—2x,=—-1—-4—-4-10=-19.
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§ 6.4 Das Simplex-Verfahren

Wir nehmen an, dass die LOA in Normalform vorliegt:
Maximiere HTJZ, wobei AZ=0b sowie T > 0
mit A € R™" ) € R™ und &€ R™.

Zur Erinnerung: n = Anzahl der Variablen, m = Anzahl der Gleichungsbeschran-
kungen.

Voraussetzung 6.8

Neben b > ( nehmen wir noch an, dass m < n gilt (weniger Gleichungen als Va-
riable) und dass A keine linear abhéngigen (iiberfliissigen /widerspriichlichen) Zeilen
enthilt, also Rang(A) = m ist. o

Vorbereitungsschritt (Erzeugung einer zuliissigen Basislésung): Forme das

LGS A7 = b éhnlich wie beim Gauk-Verfahren so um, dass einige Spalten zusammen
die Einheitsmatrix £ € R™*™ ergeben:

Beispiel: A € R**¢ also n =6 (Variablen) und m = 4 (Gleichungen)

k  k k ok ok ok | ok 1 0 x 0 % 0]b 00 = 1 % 0|y
*******w01*0*0§20der00*0*1§6
koook kR ok ok ok 0 0 x 1 x 0|by 1 0 = 0 % 0fb
¥k ko ko |k 00 % 0 % 1]bg 01 % 0 % 0]bs
N g N - - _

A b A

Diejenigen Spalten (Variablen), die zur Einheitsmatrix beitragen, heifen Basisva-
riablen®, hier x,, z, 74 und 4. Die anderen Spalten (Variablen) sind die Nicht-
basisvariablen, hier x5 und xs.

Definition 6.9 (Basis, Basislésung)

(a) Eine Menge B C {1.2,...,n} mit m Elementen heift Basis, wenn die

zugehorigen Spalten von A linear unabhéngig sind. Die Restmenge N heift
Nichtbasis.

(Im Beispiel: B = {1,2,4,6}, N = {3,5}.)

(b) Jeder Vektor ¥ € R™ kann in xp und xy zerlegt werden.
(Im Beispiel: 5 = (z1, 72, 24, 76) " und 2 = (v3,25)".)

(c¢) Ein Vektor Z heifst Basislosung oder Basisvektor, wenn gilt:
A =0,  Zy=0.
Er heift zuldssige Basislosung oder zuléssiger Basisvektor, wenn zu-

sitzlich Zg > 0 gilt. o

®Die Bezeichnung kommt daher, dass die zugehdrigen Spalten 1,2,4,6 von A linear unabhingig
sind, also eine Basis des R* bilden, vgl. Definition 2.10.
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Im Beispiel: Nach dem Vorbereitungsschritt ldsst sich eine Basislosung leicht able-

sen:®

by

0 oder kurz: g :5, Zy = 0.

81
I
!

b

Falls die entstandene rechte Seite b > 0 erfiillt, so ist diese Basislosung auch zuléssig.

Bemerkung 6.10
Die zulassigen Basislosungen entsprechen den Ecken der zuldssigen Menge.

O

Idee des Simplex-Verfahrens: Gehe von einer Ecke der zuldssigen Menge zu einer
benachbarten Ecke (d.h., tausche einen Index B < N), wobei sich der Zielfunkti-

onswert verbessern (vergrofern) soll.

Wir wihlen einen Index k € N und lassen z;, > 0 werden.” Die restlichen Eintriige
in ©x behalten wir bei 0. Um weiterhin A% = b zu garantieren, muss sich auch g

andern:

—

AZ=b & Efp+Ay iy =b & Ip=0b—asay,
~—~

=0 bis auf z
wobei a, die k-te Spalte von A ist.
T alt Z neu
2;=0, jeN\{k} z; =0, j € N\{k}
z, =0 x>0
xj:gj, jeB szgj—ajk$k> jeB

Wir vergleichen die Funktionswerte der Zielfunktion:

n

T alt : chxj ZZC]'%' :chgj

j=1 jEB jEB
n
X neu : E C;jTj; = g CjTj+ Cp T = g cj(bj—ajkxk)—l—ckxk
j=1 JjEB jeB
= 5 cjbj—(g cjajk—ck>xk..
JjEB jEB

Die Funktionswerte unterscheiden sich also um
—Ak T mit Ak = ch Zijk — Ck.
jeB
Man nennt Aj einen Optimalitédtsindikator.

Frage: Welches k € N wihlen wir, um den Funktionswert zu verbessern?

%Dies gilt unabhiingig von der Reihenfolge in B!
Das heifst, der Index k wechselt von N nach B.
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Wir wihlen k € N so, dass A, < 0ist! Damit wird der Funktionswert beim Ubergang
von ,,Z alt* zu ,,@ neu” grofer, da ja x; > 0 gelten muss.

IBatZ20601 (Optimalititstest)

Sei # € R” eine zuldssige Basislosung. Wenn A > 0 fiir alle £ € N sind, dann ist &
eine Losung der LOA. o

Frage: Auf welchen Wert setzen wir x; > 07

So grof wie moglich, denn der Zugewinn in der Zielfunktion ist —Ay xy, also pro-
portional zu ;! Dabei ist aber zu beachten, dass kein z; fiir j € B negativ werden
dart:
~ !
xj:bj—ﬁjkxkzo fir allejEB.

Dazu machen wir den Quotiententest: Bilde die Quotienten

b; _
Q; = == fiir diejenigen j € B mit aj; > 0
Ak
und wahle den kleinsten davon. Wir merken uns den Index r € B, bei dem das
kleinste (); auftritt. Dieser Index wechselt von B nach N:

N ~ NuU{r}\{k}
B ~ BU{k}\{r}.

Im neuen ¥ wird z, = 0 sein.

IBatZ20602] (Unbeschrinktheitstest)

Wenn beim Quotiententest aufféllt, dass a;; < 0 sind fiir alle j € B, dann ist die
LOA unbeschriankt, also nicht 16sbar. o

Frage: Was ist noch zu tun?

Es muss wieder die Situation wie am Anfang hergestellt werden, d.h., die Matrix A
und rechte Seite b miissen so umgeformt werden wie beim Vorbereitungsschritt. Da-
bei miissen nun die zur neuen Basis B gehorenden Spalten die Einheitsmatrix bilden.
Damit ist ein Schritt des Simplex-Verfahrens beschrieben. Das gesamte Verfahren
kann bequem mit Hilfe eines sogenannten Simplextableaus ausgefiihrt werden.

Beispiel 6.13
In unserem Beispiel ist

8 -3 110 (33
A=13 2 01 1), b=|(29| und ¢=(3,2,-3,—4,-1)".
1 4 001 21

Wir wihlen also ein Simplextableau fiir n = 5 Variablen und m = 3 Gleichungen.

Vorbereitung des Simplextableaus

(1.) Trage in die erste Zeile die Namen der Variablen (z.B. x1,2s,...,z,) ein
und darunter die Koeffizienten der Zielfunktion (ci,co, ..., ¢,).
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Var. —
Nr. |B| ¢l rpl || Q1
1
2
3
A — — z
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(2.) Trage darunter die Matrix A und rechts davon die rechte Seite b in das
Tableau ein.

Var. —
Nr. |B| ¢l rpl || Q1
1
2
3
A — — 2z

(3.) Forme das LGS A7 = b wie beim Gauf-Verfahren so um, dass einige Spal-
ten zusammen die Einheitsmatrix £ € R™*™ ergeben. Diese Spalten
in der richtigen Reihenfolge bilden die Basis B. Im Beispiel bietet sich
B = {3,4,5} an, da die zugehoérigen Spalten von A schon nahe an der

Einheitsmatrix sind.

Var. —
Nr. |B|l ¢l rpl | Q]
1
2
3
A — —z
Var. —
Nr. |B| ¢l rpl || Q]
1
2
3
A — — 2z
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Achtung: Hier muss kontrolliert werden, dass alle Eintrége in der Spal-
te xp wirklich > 0 sind! Ansonsten wére der Basisvektor nicht zulissig,
und wir miissten es entweder mit einer anderen Basis B versuchen oder
(systematischer) die sogenannte Phase I vorschalten (siche § 6.5.3).

(4.) Schreibe die Namen der Basisvariablen in die Spalte B und daneben
die zugehorigen Koeflizienten cp der Zielfunktion.

Var. —
Nr. |B|l e¢pl rpl || Q1
1
2
3
A — — 2z

(5.) Berechne die Optimalitédtsindikatoren Ay := ) ¢; a;;, — ¢, und trage sie

jE€B
in die mit A bezeichnete Zeile ein.
Var. —

Nr. |B| ¢l rpl || Q|
1
2
3

A — — 2z

Kontrolle: Bei den Basisvariablen k € B = {3,4,5} muss A, = 0 stehen.

(6.) Berechne die Zielfunktion z = ) ¢; z; und trage den Wert in die mit z
j€B
bezeichnete Zelle ein. Das Simplextableau ist nun fiir den ersten Simplex-
schritt vorbereitet.

Var. —
Nr. |B| «¢pl rpl || Q1
1
2
3
A — — 2z

Durchfiihrung eines Simplexschrittes

(7.) Fiihre den Optimalitéitstest durch: Sind alle A, > 07
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> Wenn ja, dann ist das aktuelle Zz mit Zy = 0 eine optimale Losung
der LOA. ENDE

> Wenn nein, dann wéhle (eine Spalte) k mit Ay < 0. Im Beispiel kommt
nur in Frage.

(8.) Fiihre den Quotiententest durch: Berechne dazu

Qj = sz fiir diejenigen j € B mit positiven Matrixeintrégen a;, > 0.
Var. —
Nr. |B| ¢l rpl || Q]
1
2
3
A — — z

> Wenn in der gewéhlten Spalte k alle a;, < 0 sind, ist die LOA unbe-
schrankt und damit nicht l6sbar. ENDE

> Ansonsten merke den Index r € B, bei dem (); am kleinsten ist. Im

Beispiel: [ = 4], da der kleinste Quotient in der zu 24 gehérenden Zeile
auftritt.

(9.) Bereite das Tableau fiir den néchsten Schritt vor. Die bisherige Basisvariable
xy, wird durch z, ersetzt (Spalte B). Der daneben stehende Koeffizient aus
der Zielfunktion cp wird ebenfalls ersetzt. Im Beispiel ist B = {3, 1,5} die
neue Basis. Die Spalte () wird gel6scht.

Var. —
Nr. |B| c¢pl rpl || @]
1
2
3
A — — 2z

(10.) Die Matrix und rechte Seite miissen wie im Vorbereitungsschritt (3.) auf

die richtige Form gebracht werden, und zwar passend zur neuen Basis. Im
Beispiel: B = {3,1,5}.

> Die 3. Spalte der Matrix muss (1,0,0)" sein (stimmt noch).
> Die 1. Spalte der Matrix muss (0,1,0)" werden.

> Die 5. Spalte der Matrix muss (0,0,1)" sein (stimmt noch).
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Beachte: Es gibt immer nur eine Spalte, die nicht stimmt, ndmlich die zum
Index der neuen Basisvariablen, im Beispiel: k = 1.

Zunichst bringen wir eine 1 auf die entsprechende Zeile und erzeugen an-
schliefsend dariiber und darunter Nullen:

Var. —
Nr. |B| c¢pl rpl || @]
1
2
3
A — — 2z
Var. —
Nr. |B| ¢l rpl | Q|
1
2
3
A — —z
Var. —
Nr. |B| ¢l rpl || Q1
1
2
3
A — — 2z

Kontrolle: Die Basisvariablen (Spalte xp) diirfen keine negativen Werte
annehmen.

(11.) Abschliefsend miissen wir noch die Optimalititsindikatoren A und den Wert
der Zielfunktion z aktualisieren. Dazu kénnen wir diese entweder wie bei
den Vorbereitungsschritten (5.) und (6.) neu berechnen, oder wir kénnen
die A-Zeile wie eine zuséitzliche Zeile der Matrix behandeln und eine Null
in Spalte k = 1 erzeugen:
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Var. —
Nr. |B| ¢l rpl || Q1
1
2
3
A — — 2z
Var. —
Nr. |B| c¢pl rpl || @]
1
2
3
A — —z

Kontrolle: Bei den Basisvariablen k € B = {3,1,5} muss wieder A, = 0
stehen.

Kontrolle: Der neue Wert der Zielfunktion (hier z = —8) darf nicht kleiner
sein als der alte Wert (z = —128).

Durchfiihrung des nichsten Simplexschrittes

(7’.) Beim Optimalitétstest sind wieder nicht alle A, > 0. Wir miissen einen

weiteren Simplexschritt durchfiihren. Wieder kommt nur eine Spalte
in Frage.

(8”.) Fiir den Quotiententest berechnen wir wieder

Qj = ﬁk fiir diejenigen j € B mit positiven Matrixeintrigen a;; > 0.
Var. —
Nr. |B| «¢pl rpl || Q1
1
2
3
A — — z

Der kleinste Quotient tritt in der Zeile mit z3 auf, also setzen wir .

(9’.) Die bisherige Basisvariable x; wird durch z, ersetzt (Spalte B). Der dane-
ben stehende Koeffizient aus der Zielfunktion cp wird ebenfalls ersetzt. Die
Spalte @ wird geloscht. Im Beispiel ist B = {2,1,5} die neue Basis.
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Var. —
Nr. | Bl ¢l rpl || Q1
1
2
3
A — — 2z

(10’.) Die Matrix und rechte Seite miissen wieder auf die richtige Form gebracht
werden, passend zur neuen Basis B = {2, 1, 5}.

> Die 2. Spalte der Matrix muss (1,0,0)" werden.
> Die 1. Spalte der Matrix muss (0,1,0)" sein (stimmt noch).
(

> Die 5. Spalte der Matrix muss (0,0,1)" sein (stimmt noch).

Zunéchst bringen wir eine 1 auf die entsprechende Zeile und erzeugen an-
schliefend darunter Nullen:

Var. —
Nr. |B| c¢pl rpl || Q1
1
2
3
A — — z
Var. —
Nr. | Bl «¢pl rpl || Q1
1
2
3
A — — 2z
Var. —
Nr. |B| c¢pl zpl || Q]
1
2
3
A — — 2z
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Kontrolle: Die Basisvariablen (Spalte xp) diirfen keine negativen Werte
annehmen.

(11°.) Abschliefend miissen wir noch die Optimalitétsindikatoren A und den Wert
der Zielfunktion 2 aktualisieren.

Var. —
Nr. | Bl ¢l zpl || Q1
1
2
3
A — — 2z
Var. —
Nr. |B| c¢pl rpl || @]
1
2
3
A — — 2z

Kontrolle: Bei den Basisvariablen £k € B = {2,1,5} muss wieder Ay = 0
stehen.

Kontrolle: Der neue Wert der Zielfunktion (hier z = —3) darf nicht kleiner
sein als der alte Wert (2 = —8).

(7".) Dieses Mal sind beim Optimalitétstest alle Ay > 0!

Der aktuelle Vektor 5 mit Zy = 0 ist eine optimale Losung (Ecke) der
LOA:

21/5

1/5

=1 0
0

16

Der optimale Wert der Zielfunktion ist z* = —3.

Beachte: Falls die urspriingliche Aufgabe erst in Normalform gebracht werden
musste, miissen wir die Losung noch zuriicktransformieren. Zum Beispiel werden
Variablen ohne Vorzeichenbeschrinkung wieder als z; = ] — x; zusammengefasst,
Schlupfvariablen gestrichen etc., siehe Beispiel 6.7 am Ende. Im gerade gerechneten
Beispiel ist das aber nicht notwendig, da die Aufgabe schon in Normalform gestellt

war. &
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§ 6.5 Einige Besonderheiten
§ 6.5.1 Nichteindeutige Losungen

Wir hatten in Beispiel 6.4 (a) schon gesehen, dass die Losung einer LOA nicht ein-
deutig sein muss. Die Losungsmenge kann auch aus einer ganze Kante (allgemeiner:
Seitenfliche) der zuldssigen Menge bestehen.

Frage: Wie erkannt man das im Simplex-Verfahren?

Wenn beim Optimalititstest A, > 0 fiir alle & € N gilt®, haben wir eine Losung
gefunden, siehe Schritt (7.) im Beispiel 6.13. Sind alle A, > 0 fiir & € N, so ist diese
Lésung auch eindeutig. Ist jedoch Ay = 0 fiir ein oder mehrere & € N, so konnte man
das Verfahren noch einen Schritt weiterfithren, zu einer anderen Basis iibergehen und
evtl. eine neue Losung erhalten (natiirlich mit gleichem Zielfunktionswert).”

Das war bei Beispiel 6.13 sogar der Fall! Dort ist am Ende B = {2,1,5} und damit
Ay = Ay = A5 = 0, aber auch A, = 0. Fiihrt man das Verfahren noch einen Schritt
weiter, kommt man zu einer anderen optimalen Losung (Ecke):

121/25
101/25

=1 o
32/5

0

Alle Vektoren auf der Verbindungsstrecke, also

21/5 121/25
1/5 101/25
F=al 0 |+(1-0a) 0 mit a € [0, 1]
0 32/5
16 0

sind damit ebenfalls Lésungen der Aufgabe.
§ 6.5.2 Entartete Basislosungen

Im Simplex-Verfahren sind die Nichtbasisvariablen Zy immer gleich 0, die Basisva-
riablen 75 stets > 0. Ist jedoch mindestens ein x; = 0 fiir ein j € B, so nennt man
die Basislosung ¥ entartet. Unter sehr ungiinstigen Umstidnden kann es dann vor-
kommen, dass man einige Schritte weiterrechnet, ohne dass sich 7 dndert. Es dndern
sich nur B und N, und es kann ein Zyklus entstehen, wobei sich die Folgen von B
und N stindig wiederholen.!'

Abhilfe: Sind im Optimalitdtstest mehrere A, < 0, so wihle den kleinstmoglichen
Index k (nicht: das kleinstmdgliche Ay). Ist im Quotiententest das kleinste (); nicht
eindeutig, so wihle r als den kleinsten der mdoglichen Indizes. Diese Strategie heifst
die Regel von Bland. Sie vermeidet Zyklen.

8Die zu Basisvariablen gehérenden Ay, sind sowieso null.

9Bei gleichzeitiger Entartung der Basislésung kann es auch passieren, dass wir dieselbe Losung
mit anderem B wieder erhalten.

10Bin Beispiel dafiir findet sich in [Luderer and Wiirker, 1997, Abschnitt 5.4].
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§ 6.5.3 Phasel

Bei der Vorbereitung des Simplextableaus muss man darauf achten, dass man iiber-
haupt eine zulissige Basislosung erhilt, also #z > 0, siehe Beispiel 6.13, Schritt (3.)
Man kann verschiedene Basen B ausprobieren oder aber (systematischer) die soge-
nannte Phase I vorschalten.

Wir gehen wieder von einer LOA in Normalform aus:

Maximiere ¢&'Z, wobei AZ=0b sowie >0

mit A € R™", beR™ und @ € R", b > 0. Wir fithren voriibergehend kiinstliche
Variablen vy, vs,...,v,, ein und untersuchen die folgende Hilfsaufgabe (HA) mit
n + m Variablen:

=11

Maximiere —v;—vy—...—v,,, wobei ArX+FEv=0b sowie ¥>0, o>

1

Fiir die HA steht sofort eine zuliissige Basislosung fest, nimlich Z = 0 und @ = b,
wobei die v gerade die Basisvariablen sind und die 7 die Nichtbasisvariablen. Das
Simplex-Verfahren fiir die HA kann also gestartet werden (Phase I).

IBalZ060% (Bedeutung der Hilfsaufgabe)

Die HA besitzt immer eine Losung, ist also weder unbeschrinkt noch unzulassig.

(a) Ist der Zielfunktionswert der optimalen Losung der HA z* < 0, dann ist die
urspriingliche Aufgabe unzulissig, d.h., die zuléssige Menge ist leer.

(b) Ist der optimale Zielfunktionswert dagegen z* = 0, dann gibt es eine zu-
lassige Basislosung der urspriinglichen Aufgabe. Diese erhalten wir aus den
Z-Komponenten der optimalen Losung der HA.* Die Komponenten #* sind
0. o

HEvtl. ist noch Basistausch notwendig.
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§ 7 Funktionen mehrerer Variabler

§ 7.1 Funktionen R™ — R

Oft hdngen Groéfen nicht nur von einer, sondern von mehreren unabhéngigen Varia-
blen ab: Diesen Sachverhalt beschreiben wir durch Funktionen f : D(f) C R™ — R.

Beispiel 7.1 (a) Die Temperaturverteilung in einem Raum wird durch eine

Funktion 7' : R® — R beschrieben. T'(x,y, 2) bezeichnet die Temperatur
am Punkt (z,y, z).

(b) Die kinetische Energie (Bewegungsenergie) eines Korpers ist

mv?
2 Y
wobei m die Masse und v die Geschwindigkeit bezeichnen.

E(m,v) =

(c) Die logistische Funktion aus Beispiel 4.3 kann auch als Funktion
f(x7 a7 b? C) =

also f : R* — R verstanden werden. o

a
1+ be—ce’

§ 7.1.1 Darstellungsmoglichkeiten

Funktionen f : D(f) C R? — R kdnnen wie folgt grafisch dargestellt werden:
e Die Menge {(x1, 22, f(71,22)) : (x1,22) € D(f)} C R? heikt der Graph
von f.
e Die Menge {(z1,72) € D(f) : f(z1,72) = ¢} C R? heift die H6henlinie

oder Niveaulinie von f zum Niveau ¢ € R.

Liegt der Definitionsbereich von f im R™ mit m > 2, so kann man sich bei der
Darstellung mit Schnitten behelfen, bei denen alle bis auf zwei Variablen festgehalten
werden.

Beispiel 7.2 (a) Wir betrachten die Funktion
f(z1,20) = 21 + 519 — 77 — exp(zy)
auf der Menge D(f) =[-3,3] x [-3,3] C R2

Graph der Funktion x, +5x, - xf - exp(x,) Héhenlinien der Funktion x, + 5 x, x exp(xz)
0 :
H 1
-10 5 -/
. _ oo s
-20 : .

I <5 A

~
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(b) Wir betrachten die Funktion'?

Foears(@1,22) = 3(1 = 1) exp (= af = (w2 +1)°)

—10(%—xi’—x§) exp(—x%—x%)—%exp(—(x1+1)2—x§)

auf der Menge D(f) = [-3,3] x [-3,3] C R

Graph der Funktion 'Peaks' Hohenlinien der Funktion 'Peaks'

2
2 5 6
b=
5 Ba 4 w

2

2
o 4

A
0y

§ 7.1.2 Grenzwerte und Stetigkeit

Definition 7.3 (Folgen im R™, vgl. Definition 3.1) (a) Eine Vorschrift, die
jedem Index n € Ny einen Vektor @, € R™ zuordnet, heifst eine Folge in
R™.

(b) Eine Folge (d,) heifst konvergent gegen den Grenzwert d € R™, wenn
gilt: Fiir jede beliebig kleine Schranke ¢ > 0 gibt es einen Index ny, =
no(e) € N, sodass

|d, —d|| <e fiir alle n > ng

gilt. (In jeder noch so kleinen Kugel mit Mittelpunkt @ liegen alle hinrei-
chend spéten Folgenglieder.)

(c) Man schreibt dann:

. — — - N—00 -
lim @, =a oder a, — a.

n—oo

Bemerkung 7.4
Konvergenz einer Folge in R™ ist dquivalent zur Konvergenz in jeder Koordinate. ¢

2Djes ist die peaks-Funktion in MATLAB.
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Beispiel 7.5

Eine Zahlenfolge in der Ebene

05

04r

Die Folge o

81 nar .
L1 [eos(5F) g
ay = — .
" n sjn(%) ozt .

konvergiert gegen (0,0)". o1
In der Darstellung er- AR

ok + :{i’ s,‘c -
kennt man, dass auch RN S
die Folge der ersten und
zweiten Koordinaten von
(671) kOHergiereH- “he —DI1 EII ul1 nlz n‘a n‘a 05

w

o

B T

o

Definition 7.6 (Grenzwerte und Stetigkeit, vgl. Definition 4.13 und 4.18)
Sei f: D(f) C R™ — R eine Funktion und @ = (ay,as,...,a,) € D(f) ein Punkt
im Inneren von D(f)."

(a) Falls fiir jede Folge (Z,)nen € D(f) mit der Eigenschaft z, # a und
lim,, .o &, = @ gilt: die Folge (f(Z,))nen konvergiert gegen ¢ € R, so heifst
¢ der Grenzwert von f fiir © gegen d. Man schreibt

lim f(¥) =¢ oder f(Z)—c firs—d.

(b) Die Funktion f heift stetig im Punkt @, wenn der Grenzwert limz .z f (%) €

R existiert und gilt:
lim (7) = f(2). .

—
r—a

Beispiel 7.7 (Polynome im R™)
Analog zu Beispiel 4.9 nennen wir folgende Funktionen f : R™ — R Polynome im
R™ vom Grad ...

e 0: konstante Funktionen f(Z) = c.

e 1: (affin-)lineare Funktionen
f(@) :g-f+c:ng+c:Zbixi+c.
i=1

e 2: quadratische Funktionen

f(@) = TAZ+b T+ c= Zaij$i$j+zbi$i+c-
ij=1 i=1

o

13Das heikt, dass eine ganze Kugel mit Mittelpunkt @, also {Z# € R™ : ||Z — @|| < €}, in D(f)
enthalten ist.
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Dabei sind ¢ € R, b= (b1,...,b,)T € R™ und A = (a;)}_, € R™™.

Beachte: Es kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit davon ausgegangen wer-
den, dass A = AT (symmetrisch) ist. Warum?

Die o.g. Funktionen sind in jedem Punkt von R™ stetig. o
§ 7.1.3 Partielle Differenzierbarkeit
Sei f: D(f) C R™ — R eine Funktion. Wir fixieren einen Punkt @ = (ay, as, ..., an) €
D(f) im Inneren von D(f) und betrachten die partielle Funktion
R >z — f(x1,as,...,an) €ER,

d.h., den Schnitt durch die Funktion f entlang der x;-Achse durch den Punkt &,
wobei alle anderen Argumente konstant gehalten werden.

Schnitt durch die Funktion Peaks' entlang der x,-Achse Schnitt parallel durch die Funktion 'Peaks’ entlang der x,-Achse

Definition 7.8 (Partielle Differenzierbarkeit und Richtungsableitung)

(a) Falls die Funktion R > z; — f(x1,as,...,a,) € Rim Punkt a; € R diffbar
ist, dann heifst die Ableitung

of(a) — lim f(zr,a9, ... am) — fla, a2, ..., an)
3301 r1—ai 1 — aq
— lim fl@+hey) — f(a)
h—0 h

die partielle Ableitung von f nach x; im Punkt @, und f heifst partiell
diffbar nach z; im Punkt d@. (Hier ist é€; der i-te Einheitsvektor im R™,
siehe Beispiel 2.8.)

(b) Analog definieren wir die partiellen Ableitungen im Punkt @ auch in die

anderen Koordinatenrichtungen fiir ¢ = 1,... m:
8f(c_i) 1 f((ll,ag,...,ai_l,.Ti,CLZ'+1,...,CLm) —f(al,ag,...,am)
——— = lim
ox; Ti—a; T — @
o f@+he) - 1@
h—0 h
Die partiellen Ableitungen an der Stelle @ werden auch mit den Symbolen
0

@xif(a) und  f,. (@), i=1,...,m

bezeichnet.
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(c) Der (Spalten-)Vektor aus allen m partiellen Ableitungen an einem Punkt
a heift der Gradient von f im Punkt a:

grad f(@) = Vf(a@) = | o sprich: ,nabla®“ fiir V

(d) Die Funktion
Ty(%;d@) = f(a@) + grad f(d) - (7 — d)

heift die Tangentialebene von f im Punkt @. Sie ist, ebenso wie f, eine
Funktion R™ — R. Die Tangentialebene wird auch das Taylorpolynom
1. Ordnung (siehe Definition 4.44 fiir den Fall f : R — R) an f im Punkt
a genannt. Sie ist das beste lineare Modell fiir f(Z) in der Nihe von d,
das man finden kann!

e) Sei ¥ € R™ mit ||#7]| = 1 gegeben.' Der Grenzwert
(e) geg

01(@) _ . 1d+ 1) = /(@)
v h—0 h
heift die Richtungsableitung von f im Punkt @ in Richtung v. o

Bemerkung 7.9 (zur Richtungsableitung) (a) Die partiellen Ableitungen
sind gerade die Richtungsableitungen in Richtung der Einheitsvektoren:

of(a@) _ of(a)

0x; oe;
a —
(b) Die Richtungsableitung f<fl> ist die Ableitung der eindimensionalen ,,Schnitt-
funktion*
Rot— f(a+tv)eR
an der Stelle ¢t = 0. o

Schnitt parallel durch die Funktion 'Peaks' entlang eines Vektors Schnitt parallel durch die Funktion 'Peaks' entlang eines Vektors

14Die Bedingung ||7]| = 1 wird auch oft fallengelassen.
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Beispiel 7.10| (Partielle Ableitungen)
Was sind die partiellen Ableitungen der logistischen Funktion

a
f(iﬂ,a,b,c)—m

aus Beispiel 7.17 Fiir die partielle Ableitung df(x, a, b, c¢)/0x denken wir uns (a, b, ¢)
konstant und leiten nach x ab, analog fiir die anderen partiellen Ableitungen:

Beispiel 7.11| (Partielle Ableitungen)
Wir berechnen die partiellen Ableitungen der Funktion aus Beispiel 7.2:

flor,22) =3(1—21)* exp (— 2] — (z2 + 1)%)
—10 (2 —af —a}) exp(—af —a3) — % exp (— (w1 +1)? — 23).

Fiir die partielle Ableitung 0f(x1,23)/0x; denken wir uns x5 konstant und leiten
nach z; ab:

af(g;;@) = —6(1—z1) exp (_xi_($2+1)2)+3 (1—21)? exp (—xf—(:zc2+1)2) (—2 $1)

—10 (2 —3a%) exp(—a?—23) —10 (2 — 2% — 23) exp (—af — 23)(—221)
—zexp(—(m+1)2—a3)(—2(z1 +1)).

Fiir die partielle Ableitung 0f(x1,z5)/0xs denken wir uns z; konstant und leiten
nach x, ab:

8f(l‘1,I2)
8132
—10(—5x§) exp(—xf—x%) —10(”0—1—3;51”—9;3) exp(—x%—x%)(—ng)

— L exp (= (w1 +1)* = a3) (- 22).

=31 —a1)? exp(—af — (2 +1)*)(—2(z2+ 1))

<
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(Tangentialebene)

Wir berechnen Funktionswert und Gradienten der Funktion aus Beispiel 7.11 an der
Stelle @ = (—1,0;1,4):

Tangentialebene an die Funktion Peaks' im Punkt (-1.00;1.40)

£(@) = ... =2,3394,
e o 6,2096
gra a) = %f_@ =...= 3.3754)
T2

Mit diesen Daten konnen wir die Tangen-
tialebene

Ty(7;d) = f(a) + grad f(a@) - (£ — @)
angeben.

§ 7.1.4 Differenzierbarkeit

Definition 7.13

Sei f: D(f) € R™ — R eine Funktion und @ = (ay,as,...,an) € D(f) ein Punkt
im Inneren von D(f). Die Funktion f heift total diffbar oder einfach diffbar
im Punkt a@, wenn alle partiellen Ableitungen im Punkt @ existieren und wenn die
Tangentialebene die Funktion f(Z) in der Nihe von @ so gut approximiert, dass fiir
das Restglied

r(#a) = f(7) — ({(@) + erad £(a) (7 — d)

Tl(:i‘;ﬁ)
gilt:
lim 5D
i—a |7 — d|
In diesem Fall heifit grad f(a) die Ableitung von f an der Stelle a. o

Bemerkung 7.14
Diese Definition erweitert die Definition fiir den Fall f : D(f) € R — R, vgl
Bemerkung nach Definition 4.22. o

Frage: Wie kann man Diffbarkeit einer Funktion feststellen, ohne die Definition zu
iiberpriifen?

_ (Ein hinreichendes und ein notwendiges Kriterium fiir Diff-
barkeit)
Seien f und @ wie in Definition 7.13.

(a) Falls die partiellen Ableltungen L alle in einer Umgebung von @ existieren
und dort stetig sind, dann ist f total diffbar im Punkt a.

(b) Falls f in @ total diffbar ist, dann ist f dort auch stetig. o

_ (Differenzierbare Funktionen)
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IBAIZF77 (Berechnung der Richtungsableitung)
Seien f und @ wie in Definition 7.13. Falls f im Punkt @ diffbar ist, dann existieren

die Richtungsableitungen an der Stelle @ in alle Richtungen ¥ mit ||7|| = 1, und es
gilt
9f(a
‘ggl) = grad f(d) - U. o

Beachte: Der Gradient grad f(@) erlaubt also die Berechnung aller Richtungsablei-
tungen, ohne dass man die Definition 7.8 (e) bemiithen muss.

Frage: In welche Richtung ¢ auf der Einheitskugel (||¢]] = 1) ist die Richtungsablei-
tung am grokten?

Folgerung 7.18 (Bedeutung des Gradienten)

Die Richtungsableitung ist das Skalarproduktion zwischen dem Gradienten grad f(a)
und der Richtung o, daher gilt (Definition 2.18)

8 6 — — — —|

PD) — arad 1(@) -7 = llwad (@) 1] cos
v S~~~

=1

Die Richtungsableitung ist demnach am groften, wenn ¢ = 0, also v parallel zu
grad f(@) ist. Daher sagt man auch: Der Gradient ist die Richtung des grofsten
bzw. steilsten Anstiegs einer Funktion. Entsprechend ist — grad f(a@) die Richtung
des steilsten Abstiegs. o

ISAIZFA0 (Rechenregeln fiir die Ableitung, vgl. Satz 4.27)
Es seien f: R™ — R und g : R™ — R und §: R — R™ diffbar. Es sei @ € R™ und
t € R. Dann existieren folgende Ableitungen:

(a) grad(f £ g)(@) = grad f(@) + grad g(a)

(b) grad(c f)(d@) = ¢ grad f(d) fiir alle c € R

(¢) grad(f g)(@) = grad (@) g(@) + f(@) grad g(a)

(d) (fos)(t)=grad f(5(t))-5'(t) (Kettenregel) o
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Beispiel 7.20 (Anwendungen dieser Rechenregeln)

(a)

(¢) Durch z(r, ) = r cos ¢ und y(r, ) = r sin ¢ wird die sogenannte Polarko-
ordinaten-Transformation definiert. Dadurch wird eine Funktion f(z,y)
auf Polarkoordinaten transformiert:

F(T’ 90) = f(.iE(?“, 90)’34(7“7 90>)
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§ 7.2 Anwendung: Lineare Fehlerrechnung

Wir verallgemeinern die Betrachtungen zur linearen Fehlerrechnung (§ 4.4.2) fiir
Funktionen mehrerer Variabler, f : R™ — R. Mit Hilfe der linearen Approximation
(Tangentialebene) erhdlt man

\Af]_‘; = f(Z+ AZ) — f(Z) =~ grad f(T) - \A,x_/ = Z

Fehler im Ergebnis Fehler in 7 =1

Der Fehler in # (z.B. Messdaten) wird also mit dem Faktor grad f(Z) skalar multi-

pliziert. Der Gradient grad f () gibt damit die Empfindlichkeit (Sensitivitit) von

f bzgl. Stérungen in Z an. Jeder Eintrag a%if(f) in diesem Vektor steht fiir die
Empfindlichkeit von f bzgl. Stérungen in der i-ten Komponente von z.

9 . .
8xzf(x) Ax;.

In der Regel wird man Toleranzen |Aw;| fiir jedes x; einzeln kennen. Dann hilft die
Abschétzung (Dreiecksungleichung, Satz 1.22)

m a . m a B
Afl =Y 5 F@) Am| <Y |5 £(@)] |z,
=1 " =1

um den Gesamtfehler im Ergebnis einzugrenzen.

Beispiel 7.21 (Lineare Fehlerrechnung)
Wir verwenden wieder das Beispiel 4.32, bei dem auf einer Messstrecke der Linge s
aus der Durchfahrzeit ¢ eines Autos die Geschwindigkeit
v="2.
t
ermittelt wird. Dieses Mal betrachten wir sowohl die Zeitmessung als unsicher (Feh-
ler At) als auch die Lénge der Messstrecke (Fehler As). Wie wirken sich die Fehler

auf das Ergebnis aus?
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§ 7.3 Optimierung differenzierbarer Funktionen

Ahnlich wie Definition 4.39 kénnen wir fiir Funktionen f : R™ — R lokale und
globale Maxima und Minima definieren. Das Analogon zu Satz 4.40 ist:

Sei f: R™ — R diffbar, und die partiellen Ableitungen seien wieder stetige Funk-
tionen. Dann gilt:

Ty € R™ ist lokale Extremstelle = grad f(%) = 0,

d.h., f hat an der Stelle ¥ eine waagerechte Tangentialebene. o

Beachte: grad f(Z,) = 0 ist wie schon im Fall f : R — R (Satz 4.40) wieder nur
notwendig fiir das Vorliegen einer Extremstelle. Man nennt einen Punkt Zj, an dem
grad f(Z,) = 0 gilt, einen stationsiren Punkt der Funktion f(Z). Die Entscheidung,
ob bei 7y tatsdchlich ein lokales Minimum oder Maximum vorliegt, kann man oft
mit Hilfe der zweiten Ableitungen fillen.

Definition 7.23 (Zweite Ableitungen)
Sei f : R™ — R eine Funktion.

(a) Wenn die partielle Ableitung g—; in der Umgebung eines Punktes @ € R™
existiert und diese Funktion im Punkt @ wiederum partiell diffbar nach x;
ist, so bezeichnet man diese partielle Ableitung zweiter Ordnung mit

o (of@\ o
8xj 8@ _837]8371

fria; (@) = f(a).

Lies: Ableitung erst nach z;, dann nach z;.
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(b) Insgesamt gibt es m? verschiedene partielle Ableitungen zweiter Ordnung,
die man in der Hesse-Matrix der Funktion f anordnet:

Pf@  2f@ . 94
Ox3 Ox10x2 0x10xm

9% f(@) ?f@ .. 0*f@

Ox2011 oz2 O0x20xTm,

— 2 — 2
H(@) = V(@) =
?’f@ f@ ... 9@
OrmO0r1  OTmOx2 ox2, &>

Achtung: Manchmal wird in der Definition die Reihenfolge von z; und x; ver-
tauscht. Dies spielt jedoch in der Regel keine Rolle, denn es gilt:

ISAlZN724 (Satz von Schwarz)

Wenn alle zweiten partiellen Ableitungen einer Funktion f in der Umgebung eines
Punktes @ existieren und diese Funktionen dort alle wieder stetig sind, dann gilt:

0*f(a@) _ 0*f(a)
8%8@' B 8@-8@’

d.h., die Hesse-Matrix H (a@) ist symmetrisch. ©

Mit Hilfe der Hesse-Matrix kann man das Taylorpolynom 2. Ordnung (vgl. De-
finition 4.44 fiir den Fall f : R — R) an die Funktion f im Punkt @ definieren:
1

Ty(7;d) = f(d@) + grad f(a) - (¥ — a) +§(f —a) H(a@) (¥ — a).

-

=T1(%;a)

Dies ist das beste quadratische Modell fiir f(Z) in der Nihe von @, das man finden
kann.

Definition 7.25
Sei A € R™" eine symmetrische Matrix. A heifst ...

(a) positiv (semi-)definit, wenn A ausschlieflich positive (nicht-negative) Ei-
genwerte besitzt.

(b) negativ (semi-)definit)., wenn A ausschlieflich negative (nicht-positive)
Eigenwerte besitzt.

(c) indefinit, wenn A mindestens einen positiven und mindestens einen nega-
tiven Eigenwert bestitzt. o

IBatZ2i26] (Extremwerttest)

Die Funktion f : R™ — R erfiille die Voraussetzungen von Satz 7.24, und es sei
grad f(@) = 0 (also @ ein stationédrer Punkt).

(a) Wenn die Hesse-Matrix H(d@) nur positive Eigenwerte A; > 0 hat (also
positiv definit ist), dann ist @ ein lokales Minimum.

(b) Wenn die Hesse-Matrix H (@) nur negative Eigenwerte \; < 0 hat (also
negativ definit ist), dann ist @ ein lokales Maximum.
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(¢) Wenn die Hesse-Matrix H(a@) sowohl positive als auch negative Eigenwerte
Ai <> 0 hat (also indefinit ist), dann ist @ ein sogenannter Sattelpunkt
(keine Extremstelle!).

In allen anderen Féllen ist auf diesem Weg keine Entscheidung moglich. o

Folgerung 7.27 (Speziallfall fiir Funktionen f: R? — R)
Im Fall m = 2 kann man sich die Berechnung der Eigenwerte ersparen, denn man
kann ihre Vorzeichen auch einfacher ermitteln:

(a) det(H(a@)) > 0 und fr,.,(@) >0 = H(a) ist positiv definit
= a ist lokales Minimum.

(b) det(H(a)) > 0 und f,,,, (@) <0 = H(d) ist negativ definit
= a ist lokales Maximum.

(c) det(H(@)) <0 = a ist Sattelpunkt. o
Beachte: f,,,, (@) ist der Eintrag oben links in der Hesse-Matrix. Fiir die Determi-
nante siehe Definition 2.46.

Beispiel 7.28 (Extremwerte von Funktionen f:R? — R)

(a) Gegeben ist die Funktion

f(zy,20) = xf + x§ = grad f(xy,z9) =2 (?) .
2

Einziger stationirer Punkt ist @ = (0,0)7. Die Hesse-Matrix dort ist
H(a@) = <(2) g) mit  det(H(d@)) = 4.

Nach Folgerung 7.27 ist H (@) positiv definit, also ist @ = (0,0)" ein lokales
Minimum.

:
osf

(b) Gegeben ist die Funktion

f(a:l,xg):x%—xg = gradf(xl,xg):Q(xl).

Einziger stationérer Punkt ist wieder @ = (0,0)". Die Hesse-Matrix dort ist

H(d):(g _02) mit  det(H(d@)) = —4.
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Nach Folgerung 7.27 ist @ = (0,0) " ein Sattelpunkt, also keine Extremstelle.

Hoenirien de Furktion -

§ 7.4 Anwendung: Ausgleichsrechnung

Frage: Wie kann man eine Modellfunktion mit unbekannten Parametern an ermit-
telte Messdaten anpassen?

Beispiel 7.29 (Bremsverzdgerung: Aufgabenstellung'®)
Ein Fahrzeug wird von einer Geschwindigkeit v bis zum Stillstand abgebremst. Bei
gleichméfiger Verzogerung kann fiir den Bremsweg y eine quadratische Abhéangigkeit

y=av’+bv+ec.

angenommen werden. Zur Bestimmung der unbekannten Modellparameter (a, b, ¢)
werden Messungen durchgefiihrt:

v 9 17 17 25 35
y 3 9 5 14 23

Da mehr Messungen durchgefiihrt wurden (5), als Parameter zu identifizieren sind
(3), erhalten wir aus dem Modellansatz ein liberbestimmtes System linearer
Gleichungen fiir die unbekannten Parameter:

3=9%2 a+9 b+ec

o ; 81 9 1 3
5=17%a+17b+c¢ oder kurz: 280 17 1 bl =15
14=25%a+25b+c 625 25 1 14
1225 35 1 v 23

23 =35%a+35b+c¢ N ~— . 7
A 3

Dieses LGS ist natiirlich unlgsbar. Stattdessen suchen wir nach Werten (a, b, ) fiir
die Parameter, sodass die Gleichungen in einem gewissen Sinne bestmdglich erfiillt
sind. o

Gegeben sei ein iiberbestimmtes LGS

AZ=b, mit AeR™" beR™ m>n.

15aus [Meyberg and Vachenauer, 2001, Kapitel 7, § 3.5]
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Dabei steht m fiir die Anzahl der Messwerte und n fiir die Anzahl der zu identifizie-
renden Parameter. Da dieses LGS i.A. unlésbar ist, suchen wir nach einem Vektor
Z € R™, der die Gleichungen im quadratischen Mittel bestmoglich erfiillt:

1 -
Minimiere §|]Af— b, FeR"™
Eine solche Aufgabe nennt man ein lineares Ausgleichsproblem. Der Faktor 1/2

dient allein der Bequemlichkeit; er kiirzt sich beim Ableiten weg.

Zur Losung der Optimierungsaufgabe berechnen wir zunéchst die erste Ableitung
(den Gradienten) der zu minimierenden Funktion

m

S U R
@) = glAT-B = 530 (F-7 0"
= ri(Z)
wobei @', ..., a™ die Zeilenvektoren von A sind. Die Zahlen r;(Z) heiken die Resi-

duen der Aufgabe. Jedes Residuum gehort zu einem der m Messwerte. Es gibt an,
wie weit die Vorhersage durch die Modellfunktion (bei Modellparametern &) den
jeweiligen Messwert verfehlt.

Der Gradient von f(Z) lisst sich mit Satz 7.19 (a) und (c) bestimmen:

grad () = 5 3@ (@~ b) + (@ 7~ b) @

-.
Il
—

Stationare Punkte erfiillen also
AT(AZ—b)=0 oder ATAZ=ATb.

Dieses ist die sogenannte Normalengleichung des linearen Ausgleichsproblems, sie
ist ein lineares Gleichungssystem der Dimension n X n.

Beispiel 7.30 (Bremsverzogerung: Normalengleichung)
Im Beispiel 7.29 erhalten wir als Normalengleichung das LGS

81 9 1
81 289 289 625 1225 289 17 1 a
9 17 17 25 35 289 17 1 b
1 1 1 1 1 625 25 1 c
~ " '\ 1225 35 1 17
A

81 289 289 625 1225
=19 17 17 25 35
1 1 1 1 1

g

AT

\
DO —
w{wgmww
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oder zusammengefasst

2064853 69055 2509 a 41214
69055 2509 103 bl =1 1420
2509 103 5 c 54
mit der eindeutigen Lésung
a 0,0119
bl =1 0,259
—0, 5248

Die dazugehorige (optimal an die Messdaten angepasste) Modellfunktion y(v) =
av? 4+ bv + c ist zusammen mit den Messdaten hier abgebildet:

hWessdaten und angepasste Modellfunktion (Lédsung des Ausgleichsproblems)
25 ' - - '

207

Bremsweq y
o

2
T

O 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35 40

Geschwindigkeit v
<

Wir kénnen sicher sein, dass der oben berechnete stationire Punkt tatsichlich ein
globales Minimum von f (%) ist, denn es gilt folgender Satz.

BatZ20A81 (zum linearen Ausgleichsproblem)
Seien A 