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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Der Hilbertraum

Es sei H ein linearer Raum (i.a. iiber dem Korper der komplexen Zahlen). Eine Abbildung
HxH — C, (z,y) — (z,y) heiit Skalarprodukt oder inneres Produkt auf H, wenn
folgende Axiome erfiillt sind:

(S1) (z,2) >0 VzeHund (z,2) =0 <= 2=0,
(S2) (z,y) = (y,z) Vr,ycH,
(S3) (ax + By, z2) =alx,z) + B (y,z) Vax,y,z€ H, Va,B € C.

Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

(@, 9)| < V{z, 1)/ (y,y) Va,yeH. (1.1)
Unter Verwendung dieser Ungleichung kann man zeigen, dass durch
2]l = V/(z, z) (1.2)

eine Norm auf H definiert wird. Ein linearer Raum (H, (.,.)) mit Skalarprodukt heifit unitérer
Raum, wenn (H,|.||) mit ||z|| = /(z,x) ein Banachraum ist. Einen unitdren Raum H nennt
man Hilbertraum, wenn fiir alle n € N ein linear unabhéngiges System in H mit genau n
Elementen existiert.

Satz 1.1 Es sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum.
(a) Die Abbildung (.,.) - HxH — C, (z,y) — (z,y) ist stetig.
(b) Ist L € H ein linearer Teilraum von H, so ist
Lt:={zecH:(z,y) =0VyeL}

ein abgeschlossener linearer Teilraum von H, das sog. orthogonale Komplement zu L.
Dabei gilt LNL*+ = {6} .

(c) Es sei L C H ein abgeschlossener linearer Teilraum von H. Dann ldsst sich jedes v € H
auf eindeutige Weise in der Form x =y + z mit y € L und z € L darstellen. Dabei gilt

o = yll = inf {Jlz —wl| : w € L} .

Der Vektor y heifit orthogonale Projektion von = auf L. Man schreibt auch H =
LoLt.
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(d) Es sei L C H ein linearer Teilraum. Dann gilt L = H genau dann, wenn kein z* € H\{O©}
existiert, so dass (x,z*) =0 fir alle x € L gilt.
Ein System B = {b,, : n € No} = {bo,b1,...,bn,...} =: {bp},, =y C H heifit linear unabhiingig,
wenn jedes endliche Teilsystem linear unabhéngig ist. Das System B nennt man ein Orthonor-
malsystem (ONS), wenn (b;, b,) = d;, fir alle j,k = 0,1,2,... gilt. Man beachte, dass ein ONS
automatisch linear unabhéngig ist.

Folgerung 1.2 (Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren) Es sei {b,}, >, ein linear

unabhdngiges System. Wir setzen
1
ay = ——="by .
(bo, bo)

Dann gilt {ag,ag) = 1. Wir bestimmen (19 € C so, dass
a1 = by + Broao

orthogonal zu ag ist, d.h. 190 = — (b1, a0) . Da a; # O gilt, kénnen wir

1 ~
a4 = —F=7—== a1
(ar,ar)

setzen. Sind ag, ..., am—1 € span{by,...,by_1} so bestimmt, dass
(aj,ar) =01, J4,k=0,1,....m—1,

gilt, so setzen wir

m—1
G =bm + > Bukar  mit  Bop = — (b, ar)
k=0
und
1 _
a P —— a .
" S G )

Auf diese Weise erhalten wir ein ONS {ay}, =, mit der Eigenschaft
span{ag,...,a,} =span{bg,...,b,}, n=0,1,2,...
Folgerung 1.3 Es seien {e,}, =, ein ONS in H,

L,, =span{eg,...,en}, m=0,1,2,...,

und
m
L= {Zakek:ak E(C,m:O,l,Q,...}.
k=0
Dann ist .
Z (2, ex) ek
k=0

die beste Approximation an x € H durch Elemente aus Ly, . Die Zahlen i, = (x,ex) werden
die Fourierkoeffizienten von z bzgl. des ONS {e,}, ™, genannt. Dabei gilt die Bessel’sche
Ungleichung

o0
S Hz,en)? < lz)?> VeeH.
k=0
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Ist L=H, so gilt

m (o]
W%gnoo x—kzo(x,ek>ek =0, d.h.x:];)@,emek, VeeH.

In diesem Full gilt die Parseval’sche Gleichung
o0
Sl e = o) Vo en,
k=0

und man nennt {e,}, >, ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) in H und die Ab-
bildung F : H — (>, x — ({x,e,)) Fouriertransformation, die wegen der Parsevalschen
Gleichung ein isometrischer Isomorphismus ist.

1.2 Lineare und beschrinkte Operatoren

Es seien X und Y lineare Rédume iiber dem Koérper K der reellen oder der komplexen Zahlen.
Bekanntlich nennen wir eine Abbildung f : X — Y, z — f(z) linear, wenn fiir beliebige
r1, 29 € X und a1, as € K die Beziehung

flonzy + apws) = aq f(z1) + s f(x2)

gilt. Oft nennen wir eine solche lineare Abbildung auch linearen Operator und schreiben f(x)
in der Form Ax. Die Menge aller linearen Operatoren zwischen X und Y bezeichnen wir mit
L(X,Y). Sie ist mit der Definition

(0A + pB)x = a(Ax) + B(Bz), «o,p€K, A, Be L(X,Y),
selbst wieder ein linearer Raum iiber K.

Satz 1.4 Es seien (X, |.||x) und (Y, ||.|ly) zwei normierte Riume tiber K sowie A € L(X,Y).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A: X —Y ist eine stetige Abbildung.
(b) A:X —Y ist gleichmifig stetig.
(¢) A: X — Y ist im Punkt © € X stetig.
(d) Es existiert eine Konstante M > 0 mit der Figenschaft
|Az|y < M ||z||x Yz eX. (1.3)

Wenn es nicht zu Missverstéindnissen kommen kann, verzichten wir im weiteren auf die Indizie-
rung der Normen.

Die Menge der Operatoren A € L(X,Y), fiir die eine (und somit jede) der Aussagen (a)-(d) des
Satzes 1.4 erfiillt ist, bezeichnen wir mit £(X,Y). Definieren wir fir A € £(X,Y)

[Allx y = sup{[|Az] 2 € X, [lz]| <1}, (1.4)
so wird (£(X,Y), ||.|lx_y) zu einem normierten Raum, dem Raum der beschrénkten linearen

Operatoren.

Fir A € £(X,Y) ist der Nullraum von A, N(A) := {z € X : Az = O} , stets ein abgeschlos-
sener linearer Teilraum von X.
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Satz 1.5 Ist Y ein Banachraum, so ist auch L(X,Y) ein Banachraum.

Die Elemente von L(X,K) nennt man lineare Funktionale. Der Raum (£(X,K), |.||x_x) der
linearen stetigen Funktionale heifit dualer Raum zu X und wird mit X* bezeichnet.

Theorem 1.6 (Riesz’sches Darstellungstheorem) Es seien H ein Hilbertraum und f €
H*. Dann existiert genau ein vy € H, so dass

f(x) = (x,zy) VaeeH.

Dabei gilt ||l = Il -

Man kann also H* mit H identifizieren.

1.3 Raume messbarer Funktionen

Wir erinnern an einige Sitze aus der Maf- und Integrationstheorie. Dabei seien (2,3, P) ein
Mafraum und f, : 2 — C messbare Funktionen.

(A) (Beppo Levi, Lebesgue) Gilt 0 < fj(w) < fo(w) < ... fii. und f,(t) — f(t) f.ii., so

ist f:Q — [0, 00| messbar und

/f = lim fn(w) P(dw) .
Q

n—oo

(B) (Fatou) Fiir messbare Funktionen f,, : Q@ — [0, 00] gilt

n— o0 n— o0

liminf f, liminf [ f,
/lelnf(w) ) < limin /f

(C) (Lebesgue) Es seien g : Q@ — [0, oo] integrierbar und f,(w) — f(w) f.ii. sowie | fp(w)] <
g(w) fii., n =1,2,... Dann ist f: Q — C integrierbar, und es gilt

/f = lim fn(w) P(dw) .
Q

n—oo

(D) (Lusin) Es seien f : [0,1] — C Lebesgue-messbar und beschrinkt und e > 0 beliebig.
Dann existiert eine stetige Funktion fj : [0, 1] — C mit den Eigenschaften (m - Lebesgue-
Ma$B)

mA{t € [0,1]: f(t) # fo(t)} <& und sup{|fo(t)| : t € [0,1]} <sup{[f(£)|:¢<€[0,1]} .

(E) (Fréchet) Jede Lebesgue-messbare Funktion f : [0,1] — C ist Grenzwert einer dem
Mafle nach konvergenten Folge von Polynomen.

(F) (Riesz) Konvergiert f,, gegen f dem MaBe nach, so existiert eine Teilfolge (fn, )., , die
gegen f f.i. konvergiert.

Auf der Menge der bez. des Lebesgue-MaBles m messbaren Funktionen f : [0,1] — C betrachten
wir die Aquivalenzrelation

f~g = m{tel0,1]: f(t) #9(t)} =
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und identifizieren im weiteren die messbare Funktion f mit der zugehorigen Aquivalenzklasse
[fl~. Mit S = S(0,1) bezeichnen wir den Raum dieser Aquivalenzklassen versehen mit der

Mok LA - g0)
- —g
w59 = [ T

Satz 1.7 Die Konvergenz in S ist die Konvergenz dem MafSe nach, d.h., es gilt f, — f in S
genau dann, wenn fir jedes € > 0

nhjlwm{t € [0,1] : |fu(t) — f(t)| >} =0.
Satz 1.8 Der metrische Raum S ist vollstindig und separabel.

Unter L2 = L2(0, 1) verstehen wir den Teilraum von S der Funktionen (genauer Aquivalenzklas-
sen von Funktionen) f, fiir die |f|? integrierbar ist. Auf L? definieren wir

1 -
(fa 9>L2 = /0 f(t)g(t) dt .

Satz 1.9 Der Raum (L%, (.,.)12) ist ein separabler Hilbertraum.
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Kapitel 2

Spezielle Klassen von Operatoren

2.1 Selbstadjungierte Operatoren

Fir A € L(H) ist A* € L(H) definiert durch
(Az,y) = (v, A%y) Var,yeH.

Wir nennen A € L(H) selbstadjungiert, wenn A* = A gilt. Wir werden im Weiteren, falls
nichts Anderes gesagt wird, komplexe Hilbertrdume betrachten (d.h., H ist linearer Raum iiber
dem Korper C der komplexen Zahlen).

Satz 2.1 Der Operator A € L(H) ist genau dann selbstadjungiert, wenn (Ax,z) € R Vo € H
gilt.

Satz 2.2 Ist A € L(H) selbstadjungiert, so gilt
|All = sup{[ (Az,z) | : z € H, |[z]| <1} .

Da fiir selbstadjungierte Operatoren A, B € L(H) gilt (A B)* = B*A* = B A, ist das Produkt
zweier selbstadjungierter Operatoren genau dann selbstadjungiert, wenn sie vertauschbar sind,
d.h., wenn BA = A B ist.

Wir nennen A € £(H) invertierbar, wenn A~! € £L(H) existiert. In diesem Fall gilt (A71)* =
(A7t

Sei A € L(H). Mit N(A) und R(A) bezeichnen wir den Nullraum bzw. den Bildraum des
Operators A,
NA) ={zreH: Az =0}, R(A) ={Azx:zcH}.

Das Spektrum o(A) des Operators A ist die Menge der A € C, fiir die der Operator A — I
nicht beschrinkt invertierbar ist, d.h. fiir die A(A—AI)~! € £(H). Ein A € C heifit Eigenwert
von A, wenn N(A — \I) # {©} .

Satz 2.3 Sei A€ L(H).
(a) Es gilt N(A*) = R(A)" und R(A) = N(A")L.
(b) A € L(H) ist genau dann invertierbar, wenn ein € > 0 existiert, so dass
JAzl >zl wnd A2 >e o] VoeH

gilt.

13
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(c) Fin selbstadjungierter Operator A € L(H) ist also genau dann invertierbar, wenn eine > 0

existiert, so dass
[Az|| > ellz] VzeH

gilt.

(d) Fir einen selbstadjungierten Operator A € L(H) gilt 0(A) C R, und Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal. Ferner gilt o(A) C [ma, M4 mit

ma =inf {(Az,z) :x € H, ||z|| =1} wund My =sup{(Azx,z):z € H, |z =1}.

Definition 2.4 Ein Operator A € L(H) heifit positiv, wenn (Az,xz) > 0 fir alle x € H gilt.

Wegen Satz 2.1 ist also jeder positive Operator selbstadjungiert. Fiir zwei selbstadjungierte
Operatoren A, B € L(H) schreiben wir A < B bzw. B > A, wenn B — A positiv ist, also
(Az,x) < (Bx,z) fir alle z € H erfiillt ist.

Satz 2.5 Fir einen positiven Operator A € L(H) gilt
[(Az,y) [P < (Az,2)(Ay,y), z,yeH
(verallgemeinerte Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung).

Satz 2.6 Sind A, B,C € L(H) selbstadjungierte Operatoren und T € L(H), so gilt:
(a) A< B,B<C = A<C
(b)) A< B=A+C<B+C

) A<B,B<A— A=B

(
(d) A>0 = T*AT >©

e) A>0 —= A">0,neN

)
)
)
)
()
f) yeR,O< A< = A2 <~ A
Aus mal < A< MaI folgt 0 < A—myl < (Msg—ma)l, also
(A—mal)? < (Ma —ma)(A—mal) = (Mal — A)(A—mal) + (A —mal)?
und somit (Mal — A)(A—mal) > 6.
Satz 2.7 Ist A € L(H) selbstadjungiert, so gilt ma, My € o(A) (vgl. Satz 2.3).

Eine Folge von Operatoren A, € L(H) nennt man stark konvergent, wenn ein Operator
A € L(H) existiert, so dass lim |[[A,z — Az| = 0 Vo € H gilt. Man schreibt dann auch
n—o0

A, — A.

Eine Folge von Operatoren A, € L£(H) heit beschréinkt, wenn die Zahlenfolge (||A4,|),~;
beschrinkt ist. Eine Folge selbstadjungierter Operatoren A, € L(H), n € N, nennen wir mo-
noton, wenn entweder A, < A,11 Vn € Noder A, > A,11 Vn € N gilt.

Satz 2.8 Jede beschrdnkte und monotone Folge selbstadjungierter Operatoren ist stark konver-
gent.
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Man beachte: Der starke Grenzwert einer Folge selbstadjungierter Operatoren ist selbstadjun-
giert, was durch Grenziibergang in der Gleichung (A, z,y) = (x, A,y) zu sehen ist.

e Fiir eine stetige Funktion k : [0,1]> — C betrachten wir den Operator K : L2(0,1) —
L2(0,1) mit

1
(Km)(t):/o k(t,s)x(s)ds.

Im Fall k(t,s) = k(s,t), (t,s) € [0,1]? ist dieser Operator selbstadjungiert. Dabei gilt
| K| < sup {|k(t, s)| : (t,s) € [0,1]*} . Ist k(t,s) von der Form

N
k(ts) = 9, (D)go(s)
r=1

mit stetigen Funktionen g, : [0,1] — C, so ist K positiv.

e Das Spektrum eines Operators A € L(H) ist stets abgeschlossen. Das ergibt sich aus der
Tatsache, dass die Menge GL(H) der invertierbaren Operatoren offen ist in £(H). Ist

[e.e]

némlich E € L(H) mit |[E| < 1, so gilt (I — E)~' =Y E". Fiir beliebige A, E € L(H)
n=0

mit [|E < HA_lH_l folgt die Invertierbarkeit von A + E dann aus

A+E=A(I+A7'E) und |[AT'E|<1.

Insbesondere sieht man damit, dass A — A\ = —A(I — A"1A) fiir |\| > ||A| invertierbar
ist, d.h.
g(A) c{AeC: N\ <A} .

e Das Spektrum des Verschiebungsoperators

V:£2—>€2a (50551552"")'_}(0’50’51"")

ist gleich der Einheitskreisscheibe D ={\ € C: [A\| <1} .

2.2 Orthoprojektoren

Nach Satz 1.1 existiert zu jedem abgeschlossenen linearen Teilraum L C H eines Hilbertraumes
H das orthogonale Komplement L+, so dass H = L @ L+ . Jedes z € H liisst sich dann auf
eindeutige Weise in der Form 2 = z1, + . mit 21, € L und zp,1 € L+ darstellen.

Definition 2.9 Der durch Prx = x1, definierte Operator Pr, : H — H heif$t Orthoprojektor
von H auf L.

Folgerung 2.10 Fir P = Py, gilt P* = P und ||P||zgq) =1, falls P # © (d.h. P € L(H)).

Folgerung 2.11 FEin linearer Operator P : H — H ist genau dann ein Orthoprojektor, wenn
fiir alle x,y € H gilt

(P’x,y) = (Pz,y) und (Pz,y) = (z,Py),

also genau dann, wenn P? = P und P* = P.
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Satz 2.12 FEs seien P, Py : H — H zwei Orthoprojektoren.
Das Produkt Pr,Pn ist genau dann ein Projektor, wenn Pr,Pv = PvPr, gilt.

Es gilt LIM genau dann, wenn PPy = O .

)
)
c) Die Summe Py, + Py ist genau dann ein Orthoprojektor, wenn L LM ist.
) Die Differenz P1, — Py ist genau dann ein Orthoprojektor, wenn M C L erfillt ist.
)

Die Inklusion M C L ist sowohl dquivalent zu | Ppez|| < ||Prz|| Vo € H als auch dquivalent

In Anlehnung an Satz 2.12,(b) nennen wir zwei Orthoprojektoren P und ) orthogonal, falls

PQ = O gilt.

Folgerung 2.13 Sind Py, P, ..., P, Orthoprojektoren, so ist thre Summe Py + P, + ...+ P,
o0

genau dann ein Orthoprojektor, wenn sie paarweise orthogonal sind. Fine Reihe Z P, paarweise
n=0
orthogonaler Orthoprojektoren konvergiert stark gegen einen Orthoprojektor.

Wir sagen, dass A,, € L(H) schwach gegen A € L(H) konvergiert, falls

lim (A,z,y) = (Az,y) firalle z,yeH

n—oo
gilt.
Satz 2.14 Es sei (P,),~, eine Folge von Orthoprojektoren P, : H — H.

(a) Ist diese Folge (P,),=, monoton, so konvergiert sie stark gegen einen Orthoprojektor P :
H—H.

(b) Konvergiert die Folge (P,), =, schwach gegen einen Orthoprojektor, so konvergiert sie auch
stark.

Definition 2.15 Unter der Offnung zweier linearer Teilrdume My, My C H versteht man die
Zahl
O(My,My) := ||, — P yp)

wobei Pj = Pﬁj , i =1,2.
Folgerung 2.16 Fiir zwei lineare Teilrdaume My, My C H gilt
(a) O(My,Mp) = O(M;,M,) = O(Mj, My ),

(b) O(Mi, Mz) zmax{ sup - [|[(I = Pzl sup H(I—Pz)y\l} :
2€Ma, |z =1 yeMy,[ly]=1

Satz 2.17 Ist die Offnung zweier linearer Teilrdume kleiner als 1, so haben beide Riume gleiche
Dimension.

Definition 2.18 Finen linearen Teilraum M C H nennen wir invarianten Teilraum des
Operators A € L(H), falls Az € M Vo € M. Fin linearer Teilraum M C H heifit reduzie-
render Teilraum des Operators A € L(H), wenn M und M* invariante Teilriume von A
sind.
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Sei P = Py und A € L(H).
e M invariant bzgl. A = M invariant bzgl. A <= PAP = AP
e M"' invariant bzgl. A <= PAP = PA <= M invariant bzgl. A*
e M reduzierend bzgl. A <= M invariant bzgl. A und A*
o A= A*: M reduzierend bzgl. A <= M invariant bzgl. A <= PA = AP
e M reduzierend bzgl. A = Az = PAPx+ (I — P)A(I — P)xVx € H

o
Beispiel 2.19 Es sei H = (?(Z). Fiir ¢ € (*(Z) definieren wir f(t) = Z GitF t e T =

k=—0oc0
~ 1 [
{z€C:|z| =1}, so dass f € L*(T) und &, = fi = py. f(e*)e ¥ ds gilt. Fiir a € C(T)
T Jo
sei T°(a) : H — H der durch (TO(a)£>A = (/z!\fj, j € 7Z, definierte Operator. Dieser ist
j
linear und beschrinkt. Auferdem gilt T°(a) = ( Z ?ijkfk) , und T°(a) ist genau dann
k=—o00 -

selbstadjungiert, wenn a(t) reellwertig ist. Der Teilraum (3 (Z) = {£ € (*(Z) : & =0, k <0}
ist genau dann ein invarianter Teilraum des Operators T°(a), wenn ar = 0 Vk < 0 gilt. Der
Operator T(a) : (2(Z) — (2(Z), & — PyT°(a) Py, wobei Py& = (...,0,...,0,&,&1,...), heifit
Toeplitz-Operator mit dem Symbol a(t) .

Beispiel 2.20 Fiir [a,b] C (0,1) betrachten wir den Orthoprojektor P : L2(0,1) — L2(0,1),
: ~ u(t) t€la,b],

u +— Pu, wobei (Pu)(t)—{ 0+ te(0 1)\ [ab.

eine stetige Punktion und K : L2(0,1) — L2(0,1) der durch

Weiterhin seien k : [0,1] x [0,1] — C

1
(Ku)(t):/o k(t,s)u(s)ds

definierte Operator. Dann ist PK P gegeben durch

b
(PKP)(t) = /a k(t, s)u(s)ds : t € la,b],
0 : te(0,1)\ [a,b].

2.3 Isometrische und unitédre Operatoren
Es seien (H, (.,.)) und (Hj, (.,.);), j = 1,2, Hilbertrdume.

Definition 2.21 FEine surjektive Abbildung V : Hy — Hy nennen wir eine Isometrie oder
isometrischen Operator, wenn

(Va,Vy)y = (z,y); Va,yeH,
gilt. Fine Isometrie U : H — H heif$t unitirer Operator.

Folgerung 2.22 Fin isometrischer Operator ist invertierbar und linear.
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Definition 2.23 Man nennt einen Operator V- € L(H) eine partielle Isometrie , falls
(Va,Va) = (z,z) VYzeNV):.

Folgerung 2.24 Sind V € L(H;,Hy), R(V) = Hy und (Vz,Vzx), = (x,x); Vo € Hy, so ist
V : Hy — Hy eine Isometrie.

Satz 2.25 Ist V € L(H), so sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) V ist eine partielle Isometrie.
(b) V=VV*V.
(c) V*V ist ein Orthoprojektor.

Beispiel 2.26 Es sei (e,), =, ein VONS in H. Dann ist der Operator
[e.9]
V:H—H, z-— Z(x,en+1>en
n=0

eine partielle Isometrie.

Beispiel 2.27 Mit o(t) = V1 — 12, t € [-1,1] definieren wir den Hilbertraum L, aller bzgl. des
Gewichtes p(t) quadratisch integrierbaren (Klassen von) Funktionen f : (—1,1) — C, versehen
mit dem inneren Produkt

(f, 9, = / FCrorors

7,(1)
Vie

To(t) = \/LE’ T, (cosb) = \/gcos(nﬁ), n>0, Upy(cosh)= @W, n>0,

die Tschebyscheff-Polynome erster und zweiter Art sind. Die Beziehungen

Die Systeme (¢n),=0 und (Uy),>=y sind VONS in L2, wobei op,(t) = und

(p )

1 L T(s)ds
Sov. [ WA ), —l<t<1,neNy, U (t):=0,
xb /1 (s —t)V1—s? 1) ’ 1)

zetgen, dass der durch

L f(s)ds

1 s—1

(Sf)(t):%p.v. . —l<t<l1,

auf dem linearen Teilraum span{oy, :n € No} definierte Operator zu einem Operator S €
E(L?a) stetig fortgesetzt werden kann, ndmlich durch die Beziehung

n=1

Der so definierte Operator S : L?a — L?a st eine partielle Isometrie.
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2
Beispiel 2.28 In L?(R) ist das System the™7 k€ Ng ¢ linear unabhingig. Das Schmidt’sche
Orthogonalisierungsverfahren liefert {pg(t) : k € No} mit

2

o(t) = Hy(t)e™7, ke Np,

wobei Hy(t) das k-te (normierte) Hermite-Polynom bezeichnet,

—1)k d\" _
Hk(t):( Xl et’ (E) e t2, i = /7 2Pk

Das System (), ist ein VONS in L?(R). Der durch

(Fg)(t) = # / " eiotg(s) ds

definierte Operator hat die Eigenschaft Fyp, = (—i)Fgy, die es erlaubt, diesen Operator von
span {¢y : k € No} auf eindeutige Weise zu einem unitiren Operator F : L2(R) — L2(R)
fortzusetzen.
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Kapitel 3

Spektraleigenschaften
selbstadjungierter und kompakter
Operatoren

3.1 Stetige Funktionen selbstadjungierter Operatoren

Mit P(R) bezeichnen wir die Menge aller algebraischen Polynome mit reellen Koeffizienten. Ist
A € L(H) ein selbstadjungierter Operator, so sei C4(R) die Menge aller stetigen Funktionen
filma,Ma] — R. Fiir f € C4(R) setzen wir

ma(f) =min{f(t) :ma <t < Ma}, Ma(f)=max{f(t):ma <t < My}

und
ya(f) = max {[f(t)]: ma <t < Ma} .

Weiterhin werden wir die Bezeichnung comm(A) fiir die Menge aller Operatoren aus L(H), die
mit A € L(H) vertauschbar sind, verwenden.

Satz 3.1 Ist p € P(R) auf dem Spektralintervall [ma, M| des selbstadjungierten Operators
A € L(H) nichtnegativ, so gilt p(A) > ©.

Satz 3.2 Sei A € L(H) selbstadjungiert. Die Abbildung P(R) — L(H), p — p(A) kann auf
eindeutige Weise zu einer linearen und multiplikativen Abbildung

CaR) — L(H), [ f(A)

fortgesetzt werden, die ||f(A)|| < va(f) erfillt. Dabei gilt fir alle Funktionen f € C4(R) und
g € C(lma(f), Ma(f)],R)

(a) ma(f)I < f(A) < Ma(f)I,
(b) comm(A) C comm(f(A)),
(c) g(f(A)) =(go f)(A).

Bemerkung 3.3 Die in Theorem 3.2 erwdihnte Multiplikativitit der Abbildung f — f(A)
bedeutet, dass fiir alle f,g € Ca(R) gilt (fg)(A) = f(A)g(A).

21
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Folgerung 3.4 Die Abbildung C4(R) — L(H), f — f(A) ist positiv, d.h., f(t) > 0Vt €
[ma, Ma] impliziert f(A) > ©.

Folgerung 3.5 Zu jedem positiven Operator A € L(H) gibt es genau einen positiven Operator
B € L(H) mit B2 = A, nimlich B =+/A.

Folgerung 3.6 Sind die positiven Operatoren A, B € L(H) vertauschbar, so ist auch AB posi-
tiv.

Folgerung 3.7 Sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann sind die Operatoren

Al und AT = —(|A| + A)

1
2
positive Operatoren, und es gilt

|A| = VA2 und ATAT =0.
Es sei bemerkt, dass man |A| = vV A*A fiir alle Operatoren A € L(H) definieren kann. Fiir

A* = A fallt diese Definition mit der obigen zusammen.

Satz 3.8 (Polardarstellung) Zu jedem Operator A € L(H) existiert genau ein Operator V €
L(H) mit A=VVA*A und N(A) C N(V). Dabei ist der Operator V eine partielle Isometrie,
VA*A=V*A, und I —V*V = Py

3.2 Spektralzerlegung selbstadjungierter Operatoren

1 t<A,
Fiir A € R und n € N definieren wir e)(t) = und
0 : x<t,
1 : t<)\—%,
exn(t) =4 n(A—t) + A-L1 <<,
0 : A<Zt.

Dann gilt fiir einen selbstadjungierten Operator A € L(H), fiir n € N, und fiir A < p (siehe
Folgerung 3.4)

(Ea) © <exn(4) <expt1(A4) <I,
(Bb) T exan(d) < [T — exn(A) < T —exn(4),
(Ec) eaxn(A4) <eun(A).
Satz 2.8 und (Ea) liefern die Existenz eines Operators E) € L(H) mit
exn(A) — Ey\ =:ex(A). (3.1)

Satz 3.9 Sind f € CA(R), a,b € R und A < 1, so gilt

() a(By — B) < f(A)(E, — Ey). falls a < f(t). 1 € [\pi].

(b) F(A)(E,— Ex) < (B, — Ey), falls f(t) <b, t € [\ u].
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Satz 3.10 Die Operatoren Ey, A € R, sind Orthoprojektoren mit folgenden Eigenschaften:

(a) Ex=0 fir A\<ma und Ex =1 fir Mg < X,
(

)
b) (A=A)E\<O©<(A-X)(I-E)),
(c) Ex< E, firA<p,

(d) ME, — Ex) < A(E, — E)) < p(E, — E)) fir A< p,
() Ex =0, falls Az = Az

Auflerdem sind ¥ X € R und ¥V B € comm(A) die Raume R(E)) reduzierende Teilrdume von B .

Satz 3.11 Zu jedem selbstadjungierten Operator A € L(H) und zu jeder Zahl X € R gibt es
genau einen mit A wvertauschbaren Orthoprojektor Ey € L(H) der (b) und (e) von Satz 3.10
erfillt. Dabei gilt

Al —Ey) = A", AEy=-A", (3.2)

und

A(I - 2Bg) = |A|, A= |A|I-2Ep). (3.3)

Folgerung 3.12 Fir jeden selbstadjungierten Operator B € comm(A) mit £A < B gilt |A] <
B, d.h., |A| ist der kleinste selbstadjungierte Operator mit dieser Eigenschaft.

Folgerung 3.13 Im Sinne der starken Operatorkonvergenz existieren die einseitigen Grenzwer-
te

Ey o=lmEFE,, FE =lmF,, FE,w=lm FE,, E_ .= lim F
A0 T AR T T T e T uitee

fir alle A € R, wobei Ex_g = E\ < Exyo gilt.

Mit O(H) C L(H) bezeichen wir die Menge der Orthoprojektoren in H .

Definition 3.14 FEine Abbildung R — O(H), A — E) nennen wir Spektralschar, falls
Ey < E, fir A\ < pund E_o = ©, E = I. Diese Schar heif§t linksseitig stetig, wenn
Ey\_o = E\ fiir alle X € R erfiillt ist.

Im Weiteren sei A — FE) die fiir den selbstadjungierten Operator A € L£(H) durch (3.1)
definierte Spektralschar.

Satz 3.15 Es sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann gilt
(a) R(E)\_H) — E)\) = N(A — )\I) VAeER,
(b) AeR\0(A) <= Fe>0:Ex=E,Vpe(A—eX+¢).

Die Zahlen aus o(A), die keine Eigenwerte von A sind, werden Punkte des stetigen Spektrums
o.(A) des Operators A genannt, die Menge 0,(A) der Eigenwerte von A heifit dagegen Punkt-
spektrum. Folglich gilt A € 0.(A) genau dann, wenn E), o = E) und E),. # E)_. fiir alle
e > 0 erfiillt sind.

Beispiel 3.16 Es seien H = L?(—1,1) und A € L(H) definiert durch (Ax)(t) = tz(t). Wir
zeigen, dass dann o(A) = o.(A) = [—1,1] gilt.
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Es seien f : [a,b) — R eine Funktion, Z = {0, A1,...,\n} € Z[a,b] eine Zerlegung des
Intervalls [a, b] und

f’Ziu Zf:u‘] _)

eine entsprechende Riemann—StleltJes—Summe beziiglich der Spektralschar E), wobei p =
{pj7=1,...,n}mit \j_; < p; <Xj. Mit d(Z) = max {|\; — A\j_1] : j =1,...,n} bezeichnen
wir den Durchmesser der Zerlegung Z .

Definition 3.17 Wir nennen eine Funktion f : [a,b] — R Riemann-Stieltjes-integrierbar
bzw. gleichmiBig Riemann-Stieltjes-integrierbar auf [a,b] bzgl. E\, wenn fir jede Folge
von Zerlequngen (Zy)o 1, Zm € Zla,b], mit limy,_,o d(Z,,) = 0 eine beliebige Folge zugehdori-
ger Riemann-Stieltjes-Summen (S(f, Zy,™))r_, in der starken bzw. Normtopologie konver-
giert. In diesem Fall setzen wir

b—0
FONAEy = lim S(f, Zy, p")

a

und

b b—0
/ JOVAEy = [ O+ f() (Bypo — By)

Satz 3.18 Beziiglich einer linksseitig stetigen Spektralschar E ist jede stetige Funktion f :
[a,b] — R gleichmdf$ig Riemann-Stieltjes-integrierbar.

b—0
Es sei E) eine linksseitig stetige Spektralschar. Wir setzen J2(f) := fINAEy, f €

C([a,b],R). Fiir f,g € C([a,b],R) sind dann folgende Regeln giiltig:
L JJ(f)=Tg(f) +Tf),a<c<b.
2. TN (Eq—E.)=J%f),a<c<d<b.
TN +9) = T2+ T29), Taf) = ai(f), a € R.
4. TN fg) = TINT2) -
5. JUf)>0if f(t) >0Vt eab].

Jedem Operator A € £(H) kann man einen Realteil Re A = 1(A+ A*) und einen Imaginérteil
ImA = L(A— A*) zuordnen. Es gilt dann

A=ReA+ilmA und A"=ReA—-ilmA.

3.

Dabei sind Re A und Im A selbstadjungierte Operatoren. Umgekehrt folgt aus A = Ay +1i As mit
selbstadjungierten Operatoren A; € L(H), dass Ay = ReA und Ay =ImA.

Wir nennen einen Operator A € £L(H) normal, wenn A*A = A A* gilt. Ein Operator A € L(H)
ist genau dann normal, wenn Re A und Im A kommutieren, was auch dquivalent ist zu

A*A = AA* = (ReA)? + (Im A)2.

Fiir einen selbstadjungierten Operator A € £(H) und eine Funktion f = f; +1i fo € C4(C) mit
fj € Ca(R) ist der Operator

f(A) = [i(A) +1/2(4)
wohldefiniert, wobei f1(A) = Re f(A) und fa(A) = Im f(A). AuBlerdem gilt
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L f(A)*=f(4),
2. (Af+ug)(A) =Af(A)+pug(A), f,g € Ca(C), \,u e C,
3. (f9)(A) = f(A)g(A), f,g € Ca(C).

Sei A € L(H) ein selbstadjungierter Operator. Definieren wir el = cos(A) + i sin(A4) =: V', so
folgt V*V =V V* =1, d.h., V ist ein unitdrer Operator.

Satz 3.19 Sind A € L(H) selbstadjungiert, f € Cla,b], a < mg < My < b und E) die
Spektralschar von A, so gilt
b
— [ 1oz,

und comm(A) = comm {E) : A € R} .

3.3 Kompakte Operatoren

Ein linearer Operator 7' : H — H heifit kompakt, wenn er jede beschrénkte Folge (z,), -, mit
z, € H in eine prikompakte Folge (1" xy,), -, iiberfiihrt. Eine Folge (xy), -, heiit prikompakt,
wenn jede Teilfolge von (), eine konvergente Teilfolge enthélt. Die Menge aller linearen und
kompakten Operatoren bezeichnen wir mit C(H). Es gilt L(H) € £(H), und (H) ist eine
abgeschlossene Menge (bzgl. der Operatornormtopologie).

Beispiel 3.20 Ist h:[0,1]> — C eine Lebesgue-messbare Funktion mit

// |h(t,s)*dsdt < co.
[0,1]2

(Tu)(t) = /0 ht, s)u(s) ds

definierte Operator T : L2(0,1) — L2(0,1) ein kompakter Operator. Das ergibt sich z.B. wie
folgt: Mit Xé»n) (t) bezeichnen wir die charakteristische Funktion des Intervals {ﬂ i] L] =

n 'n
1,...,n € N. Fir ein beliebiges € > 0 existieren ein n € N und Zahlen )\ﬁ) € C, so dass

so ist der durch

2

//[0 1] it ) ZZ&?X? ()| dsdt <e.

7=1k=1

Der Operator T : L2(0,1) — L2(0,1) mit

:/ ZZ)\ ka )(s)u(s)ds

7=1 k=1

hat endlichdimensionales Bild (der Bildraum wird von den Xg»n) (t) aufgespannt), ist somit kom-

pakt und gentigt der Relation Hf — T”E(LQ(O ) < e. Wihlen wir also eine Nullfolge (£,,) positi-

ver Zahlen, so finden wir Operatoren T, € K(L2(0,1)), die in der Norm gegen T konvergieren.
Die Abgeschlossenheit von K(L2(0,1)) in der Operatornormtopologie liefert die Kompaktheit des
Operators T .
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Satz 3.21 FirT € K(H) ist R(I — T) abgeschlossen.
Folgerung 3.22 Sind T € K(H) und A € C\ {0} , so ist R(T — A\I) abgeschlossen.

Satz 3.23 Fir einen Operator T € K(H) gilt:
(a) Sind A € C und dim N(T — A\I) = o0, so ist A=0.
(b) Der einzig mégliche Hiufungspunkt der Menge der Eigenwerte von T ist die Null.

(c) Sind X\ € C und (z,,),=, , vn € H, eine Punktfolge mit zo # O, (T — X\)zo = © und
(T —AN)zxpi1 =2p,n=0,1,2,... , soist \=0.

Fiir einen Operator T' € L(H) sind folgende Aussagen dquivalent:
(A) T'e K(H),
(B) T*T' € K(H),
(C) T* e K(H).

Folgerung 3.24 Ist T € K(H), so gilt dim N(T — X\I) < oo fiir alle A € C\ {0} , die Menge
o(T)\ {0} besteht aus hichstens abzihlbar vielen Eigenwerten, die sich nur in 0 hidufen kénnen.
Ist A # 0 ein Eigenwert von T, so ist A ein Eigenwert von T*. Es ist stets 0 € o(T).

Fiir einen kompakten Operator 7' € L(H) und A = I — uT', p € C haben wir also:

1. Fredholmsche Alternative: Ax = y ist genau dann fiir jedes y € H in H losbar, wenn
die Gleichung eindeutig losbar ist.

2. Endlich viele Lésbarkeitsbedingungen: Ax = y € H ist genau dann in H I6sbar,
wenn y € N(A*)*L gilt. Dabei ist dim N(A*) < co.

Satz 3.25 Fir jeden kompakten und selbstadjungierten Operator T € L(H) existieren eine
endliche Folge oder eine Nullfolge reeller Zahlen Mg, A1, ... mit [No| > [M| > [A2] > ... und
paarweise orthonormale Vektoren e € H, so dass

Tﬂ::Z)\k(x,ek>ek VeeH.
k

Definiert man Pyx = (z,e;) e, x € H, so ist Py ein Orthoprojektor, und es gilt P, P; = © fiir
k # j sowie
T = Z e P
k

wobei im Fall unendlich vieler Eigenwerte die Reihe in der Operatornorm konvergiert.

Satz 3.26 FEin linearer Operator T : H — H st genau dann kompakt, wenn eine Folge li-
nearer Operatoren mit endlichdimensionalem Bild existiert, die in der Operatornorm gegen T
konvergiert.

Beispiel 3.27 Der Operator K : L2(—1,1) — L2(—1,1), wobei o(t) = (1 — t2)7% , definiert
durch

1
(Ku)(t) = —%/lln\s—t\u(s)a(s)ds

ist kompakt. Wir geben seine Diagonaldarstellung entsprechend Satz 3.25 an.



Kapitel 4

Spektralintegrale

4.1 Im Allgemeinen unbeschrinkte Operatoren

Einen Operator A : D(A) C H — H nennen wir linear, wenn sein Definitionsbereich D(A)
ein linearer Teilraum von H ist und wenn fiir alle z,y € D(A), \,u € C gilt ANz + py) =
A Axz+p Ay . Die Menge aller dieser linearen Operatoren bezeichnen wir mit L(H) . Ein Operator
A € L(H) heifit Einschriénkung von B € L(H) (oder B ist Fortsetzung von A, in Zeichen:
A C B oder B D A), falls D(A) € D(B) und Az = Bz Vo € D(A) gilt. Wir definieren fiir
A,Be L(H)und A e C

e DINA)=D(A) und AA)z = Az, z € D(A),
e DA+ B)=DA)ND(B) und (A+ B)x=Ax+ Bz, x € D(A+ B),
e D(AB)={x € D(B): Bz € D(A)} und (AB)x = A(Bx), x € D(AB).

Folglich ist D(A—AI)=D(A) VA€ L(H), A€ C. Sind A,, € L(H), n € N, so schreiben wir
A= lim A,, falls

e D(A) = {:U €H:3ng=mnp(x) mit z € ﬁ D(An)} und

Az = lim A,z Va e D(A).

n—oo
Offenbar gilt li_)m A, € L(H). AuBlerdem definieren wir fir A € L(H)
e comm(A)={Be L(H): Bx e D(A), ABx=BAxVx € D(A)} .

Beispiel 4.1 Wir betrachten zwei Beispiele unbeschrinkter Operatoren:
(a) H=L2(R), D(A) = {m ceH: / () [dt < oo} , (Ax)(t) =tx(t).
R

(b) H=L2(R), D(B) = S(R) := {x € C*(R) : sup 1tz ™) ()] < oo, Vn,m e NO} :

(Bx)(t) = —2"(t) + t22(t) .

27
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Definition 4.2 Sind A € L(H) und D(A) = H, so kann der adjungierte Operator A* €
L(H) eindeutig mittels

D(A*) = {y € H :sup {| (Az,y) | : = € D(A), ||z]| = 1} < oo}

und

(Az,y) = (z,A"y) Va e D(A), Yy e D(AY),

definiert werden.

Aus A C B folgt B* C A*.

Definition 4.3 Es seien A € L(H) und D(A) = H. Die Zahl X\ € C heifit regulirer Punkt
von A, wenn ein Operator Ry € L(H) existiert, so dass

Ry(A— XDz =xVaxe DA) und (A—AX)Ryz=zVzeH.

Die Menge aller A € C, die keine regquliren Punkte von A sind wird Spektrum von A genannt
und mit o(A) bezeichnet. Die Menge p(A) = C\ 0(A) heifit Resolventenmenge von A.

Man beachte: Erfiillt Ry die Definition 4.3, so gilt D(A) = R(R)) .

Satz 4.4 Sind A € L(H) und D(A) = H, so sind p(A) offen und somit c(A) abgeschlossene
Teilmengen von C. Auferdem gilt

comm(A) = comm(Ry) Ve p(A).
Sind A\, pu € p(A), so gilt
R)\ - RM - ()\ - M)RMR)\ und R)\RM = RMR)\ .

Falls A € p(A), so schreibt man auch Ry = (A—\I)~!, weil in diesem Fall A— AT : D(A) — H
eine Bijektion mit beschréinktem inversen Operator ist.

Definition 4.5 Wir nennen den Operator A € L(H) symmetrisch, falls
DA)=H und (Az,y)=(z,Ay) Yz,y € D(A)

gilt. Der Operator A € L(H) heif$t selbstadjungiert, wenn A = A* ist.
Satz 4.6 Fiir A € L(H) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist symmetrisch.

(b) AC A*.

(c) D(A) =H und (Az,z) e RVx e D(A).
Ein Operator A € L(H) ist genau dann selbstadjungiert, wenn

D(A)=H, (Az,x)cRVze D(A) und D(A*) C D(A)

erfillt sind.
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Als Graph von A € L(H) bezeichnet man die Menge
I'A)={(z,Az):z € D(A)} CHxH.

Fiir A,B € L(H) sind A C B und I'(4) C T'(B) #dquivalente Bedingungen. Wir versehen H x H
mit dem inneren Produkt

<($17y1)7 (1'27y2)>H><H = <1‘1,.%'2> + <y17y2> .

Der Operator A € L(H) heiit abgeschlossen, wenn I'(A) eine abgeschlossene Teilmenge von
H x H ist. Das ist aquivalent zu

xn € D(A), xy — z, yp=Azx, —y = z€D(A), y=Ax.
Das Theorem vom abgeschlossenen Graphen besagt, dass ein abgeschlossener Operator
A€ L(H) mit D(A) =H zu L(H) gehort.
Folgerung 4.7 Sind A € L(H) selbstadjungiert, B € L(H) symmetrisch und A C B, so gilt
A= B. Ist A€ L(H) symmetrisch mit D(A) =H, so gilt A € L(H).

Definition 4.8 FEin Operator A € L(H) wird abschlie3bar genannt, wenn es einen abgeschlos-
senen Operator B € L(H) mit A C B gibt.

Satz 4.9 Fualls A abschliefSbar ist, so existiert eine kleinste abgeschlossene Fortsetzung A, die
AbschlieBung von A, in dem Sinne, dass A C B fiir jede abgeschlossene Fortsetzung B von A

gilt. Ist A € L(H) abschliefbar, so gilt I'(A) =T'(A).

Beispiel 4.10 Wir zeigen, dass zu jedem Hilbertraum ein nicht abschliefSbarer linearer Operator
existiert.

Bemerkung 4.11 Ist A € L(H) ein abgeschlossener Operator mit D(A) = H, so gehdrt A zu
p(A) genau dann, wenn A — X : D(A) — H eine Bijektion ist.

4.2 Selbstadjungierte Operatoren
Satz 4.12 FEs seien f: R — R eine stetige Funktion, Ey eine linksseitig stetige Spektralschar,

Jn(f) = f_ngof()\) dEy, D(A) = {x €eH:3 li_>m Jn(f)x} und Az = ILm Jn(f)x . Dann ist
A= J(f) e L(H) ein selbstadjungierter Operator, fiir den wir auch

e n—0
A=a(h = [ sdE= tm [ f0)dE,
schreiben. Falls f beschrinkt ist, so gilt A € L(H).

Satz 4.13 Es sei A € L(H) ein selbstadjungierter Operator. Dann
(a) gilt o(A) C R,
(b) ist Ry = (A — XI)~! normal fiir A € p(A) und selbstadjungiert fiir A € p(A) NR,

[e.9]

(c) existiert eine eindeutig bestimmte Spektralschar Ey mit A = / ANdE) . Auflerdem ist

—00

comm(A) = comm(FE)).
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Folgendes Lemma wird fiir den Beweis von Satz 4.13,(c) benétigt.
Lemma 4.14 FEs sei A € L(H).

(a) Ist A = VA*A die Polarzerlegung von A (vgl. Satz 3.8), so ist A* = V*VAA* die
Polarzerleqgung von A* . Auflerdem gilt VA A* = V/A*AV™.

(b) Ist A ein normaler Operator, so existiert ein unitirer Operator V€ LH) mit VA=AV
und A =VVA*A.



Kapitel 5

Differentialoperatoren in L?(a,b)

Wir erinnern daran, dass wir mit I'(A) den Graphen des Operators A € L(H) bezeichnen. Ferner
definieren wir V: Hx H — H x H, (z,y) — (—y,x), wobei wir H x H mit dem inneren
Produkt ((z,v), (z,w)) := (x, z) + (y, w) ausstatten.
Lemma 5.1 Es seien A € L(H) und D(A) = H. Dann gilt:

(a) D(4%) = V(I(4)~.

(b) A* ist abgeschlossen.

)
(c) A ist genau dann abschliefbar, wenn D(A*) = H gilt. In diesem Fall ist A = (A*)* =: A™*.
(d) Ist A abschliefbar, so gilt (A)* = A*.
)

(e) A ist genau dann selbstadjungiert, wenn I'(A) L V(I'(A)) und T'(A) + V(I'(A)) =H x H
gilt.

Lemma 5.2 Es seien F': X — C und F; : X — C, j = 1,...,n, lineare Funktionale auf
dem linearen Raum X, wobei

[V N(F)) € N(F)
j=1

n
gelte. Dann existieren v1,...,v, € C, so dass F = ZWJ‘FJ’ .
j=1

Im Weiteren seien —oo < a < b < oo und H = L?(a,b). Eine Funktion f : (a,b) — C heift
absolut stetig, wenn eine lokal integrierbare Funktion ¢ : (a,b) — C existiert (in Zeichen:
g € LL (a,b)), so dass

loc
f(z) :f(c)+/mg(y)dy Va € (a,b), Vece (a,b).

In diesem Fall schreiben wir g = f". Mit A, (a, b) bezeichnen wir die Menge aller n — 1 mal stetig
differenzierbaren Funktionen f : (a,b) — C, fiir die f*~Y : (a,b) — C absolut stetig ist.

Satz 5.3 Flir jedes n € N und jedes € > 0 existiert eine Konstante c¢o = co(n,€), so dass

1 1 1
/|f(j)(:c)|2dx§e/ |f(")(:v)|2d:c+c0/ \f(x)|?dx VfeA0,1), ¥j=0,1,...,n—1.
0 0 0

31



32 KAPITEL 5. DIFFERENTIALOPERATOREN IN L2(A, B)

Folgerung 5.4 Sind f € A,(a,b) NL%(a,b) und f™ € L%(a,b), so gilt auch f9) € L?(a,b),
7=0,1,....,n.

Wir definieren W2(a,b) = {f € A,(a,b) NL3(a,b) : f) € L%(a,b)} . (Sobolevraum der Ord-
nung r)

Folgerung 5.5 Ist f € W2(a,b), so folgt f9) € Cla,b], j =0,1,...,7 — 1, wobei fU)(c0) =0
(fW(—00) =0), falls b= 00 (a=—00), j=0,1,...,r—1.

Mit D : Aj(a,b) — Li

loc(@, ) bezeichnen wir den Differentialoperator Df = f’, und wir

definieren

D(AY) = C§(a,b),  A)f = (~iD)"f

sowie

D(4;) = Wi(a,b), Af = (-iD)"f.
Satz 5.6 Es gilt

(a) AQ ist symmetrisch,
b
(b) R(A%) = {g € Ci°(a,b) : / g(x)de =0,5=0,1,...,r — 1} =: C§%.(a,b),
(C) (A?)* = Ay, Ai :A_Q,
(0) D(AD) = {f € Wi(a,b) : fO(a) = O () =0, j = 0,1,...,r = 1} = Wr"(a,).

Folgerung 5.7 Ist (a,b) = R, so ist der Operator A, selbstadjungiert. Ist aber (a,b) # R, so
sind AY und A, keine selbstadjungierten Operatoren.

Satz 5.8 Im Fall (a,b) =R gilt 0(Aa,) = [0,00) und o(Agr—1) = R.



Kapitel 6

Der Formalismus der
Quantenmechanik

Wir betrachten ein System aus N (im Allgemeinen elektrisch geladenen) Teilchen in einem
elektromagnetischen Feld und setzen n = 3N . Mit q1,...,q, bezeichnen wir die kartesischen
Ortskoordinaten (d.h., gzj—2, g3j—1 und ¢3; sind die Ortskoordinaten des j-ten Teilchens) und
mit pq,...,p, die Impulskoordinaten (d.h., p3;_r = m;gsj—r, k = 0,1,2, j = 1,...,N). Die
Hamiltonschen Differentialgleichungen lauten dann

g= 2Hap) o OH(G.p)
op dqg
wobei die Hamiltonfunktion H(q,p) gleich der totalen Energie des Systems ist. Im Fall eines

geladenen Teilchens in einem elektrischen Feld E mit dem Potential V' (d.h., E(q) = —grad V' (q))
haben wir

2 3

D 1

H(q.p) = % +V(9) = 5= v + V(a0 0)
=1

und somit
Dj ) oV (q1,q2,93)

'.:_’ =, ':1,2,3-
q; m Dj aqj J

Das ist klassische Mechanik. In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Systems zur Zeit
t € R durch eine Zustandsfunktion 1, : R* — C, x — 9x(x) beschrieben: Ist A C R" eine
messbare Teilmenge des R™ | so ist
[ @ iz
A

gleich der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ¢(t) € A. Folglich muss / [y (2)]? do = 1, erfiillt
]Rn

sein, insbesondere ist ¥y € L2(R") ¥Vt € R. Die Funktion ¢ : R® x R — C, (x,t) + y(x)
nennt man Wellenfunktion. Somit ist L?(R") als Zustandsraum des Systems anzusehen. Der
Erwartungswert der Ortskoordinate ¢; im Zustand 1 = 9y ist gleich

i = [ @ do= (0

die entsprechende Varianz gleich
varg(a) = [ (o= a2 de = (@) = 0o (o = a)w)
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und die Streuung gleich oy (g;) = \/vary(g;) . Wir haben somit der Ortskoordinate ¢; den Ope-
rator der Multiplikation mit x; zugeordnet. Der Impulskoordinate ordnen wir den Differentiati-

onsoperator D; = ? % zu, wobei i = 10734 Js das Planck’sche Wirkungsquantum bezeichnet.
Wir erhalten

p; = 1 w01, w(x)dx:wﬂ/},lb%
moo ?
) = [ (5 5 o) 0| do= (05 =5 (0; i)

oy(pj) = y/varg(p;)).

Bemerkung 6.1 Es seien A, B € L(H) symmetrische Operatoren (d.h. (Ax,z) = (x, Ax) Vz €
D(A)). Wir definieren ay := (Ax,x) und by, := (Bx,z) sowie

0x(A) = [(A=azD)zl ,  0u(B):= (B —bzD)z| .
Dann gilt die Unschérferelation

02(A)oy(B) > = |(AB — BA)z,2)| V€ D(AB) N D(BA).

DO | =

Folgerung 6.2 (Heisenberg’sche Unschirferelation) Fir jeden Zustand v € CP(R™) gilt

h .
oy (a5)o0(pj) 2 5 I, i=1,....,n.

Die Wellenfunktion geniigt der Schrédingergleichung

. 0Y(z,t)
ih 5

wobei der Schrédingeroperator S auf ¢ als Funktion der Ortskoordinaten wirkt. Den Operator
S erhilt man aus der Hamiltonfunktion H (g, p) unter Beriicksichtigung folgender Regeln:

= Sip(z, 1), (6.1)

1. Man stellt H(q,p) als eine Summe von

(a) rein quadratischen Termen in p;,

(b) Termen V(q), die nur ¢ abhéingen,

(c) Termen der Form 3 [p;f;(q) + f;(a)p;]
dar.

2. Man ersetzt g; durch den Operator der Multiplikation mit x; und p; durch den Differen-
tiationsoperator D; .

Der Erwartungswert (Sv,1) des Schrodingeroperators im Zustand 1) ist gleich der Energie des
Systems im zustand 1 und sollte somit fiir alle 1 € D(S) reell sein. Folglich hat S symmetrisch
zu sein (vgl. Satz 4.6). Die Evolutionsoperatoren U(t), t € R sind wie folgt definiert:

U(t)y ist gleich dem Zustand zur Zeit ¢ € R, wenn v der Zustand des Systems zum
Zeitpunkt 0O ist.
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Somit ist es sinnvoll, dass U(¢) folgende Bedingungen erfiillt (H = L2(R")):

(a) D(U(t) =HVYteR,
(b) U(0) =1,

(¢c) Ut)e LH)VteR,

(d) Uty +t2) = U(t1)U(t2) = U(t2)U(t1), Vi1, ta € R,
(e) lim||U(s) — Uty =0, vt R, ¥y € H,

&) U@l =vl,vteR, V¢ eH,
(¢) R(U(t)=H,VteR.
Definition 6.3 Wir nennen eine Familie {U(t) : t € R} von Operatoren mit den Eigenschaften

(a)—(g) eine (einparametrige) stark stetige Gruppe unitidrer Operatoren. Der infinitesi-
male Generator A € L(H) dieser Gruppe ist definiert durch

D(A) = {x €H:3limt ' [U(t) — Iz € H} Az =1limt U(®t) - Iz

t—0

Satz 6.4 Essei A € L(H) der infinitesimale Generator der stark stetigen Gruppe {U(t) : t € R}
unitdrer Operatoren.

(a) Der Operator S = iA ist selbstadjungiert.

(b) Fiir jedes x° € D(S) ist die Funktion U(t)z", t € R, die eindeutige Losung des Anfangs-
wertproblems
&= —iSz, 2(0)=2".

Insbesondere gilt U(t)x € D(S) fir alle x € D(S) und fir alle t € R.
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