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Kapitel 1

Zahlenkorper

1.1 Bezeichnungen und Vereinbarungen
Bezeichnungen:

e N:={1,2,...} - die Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Null

e Ny:=1{0,1,2,...} - die Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null

o 7:={0,4+1,+2,...} - die Menge der ganzen Zahlen
Relationen zwischen Mengen:

¢ ACB <=qef (01€A = a€B) < (a€eBVaecA)

¢ A=B <=4 (ACBund B C A)

e Mit () bezeichnen wir die leere Menge. Es gilt () C A fiir jede Menge A .
Operationen mit Mengen:

e AUB:={x:x € Aoder z € B} - die Vereinigung zweier Mengen

e ANB:={x:z € Aund z € B} - der Durchschnitt zweier Mengen

e A\B:={z:2 € Aund z € B} - die Differenz zweier Mengen

e Ax B:={(z,y) : x € Aund y € B} - das Kreuzprodukt zweier Mengen

o A" :={(x1,22,...,2p) 1z €A j=1,...,n} ,n=2,3,...

° U Ay i ={x:Ja €T mit z € A,} - die Vereinigung beliebig vieler Mengen
a€el

n
Im Fall 7 = {1,...,n} schreiben wir auch U Ay, statt U Ay, im Fall 7 = N auch

k=1 ke{l,...,n}
o
U A,, statt U A, .
n=1 neN

) ﬂ Ay :={z:2€ A, Ya €I} - der Durchschnitt beliebig vieler Mengen
acl
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n
Im Fall 7 = {1,...,n} schreiben wir auch ﬂ Ay, statt ﬂ A, im Fall 7 = N auch
k=1 ke{l,...,n}

ﬂ A,, statt ﬂ A,

neN

Weitere Bezeichnungen:

e #A - Anzahl der Elemente der Menge A, falls A nur endlich viele Elemente enthélt

e P(A):={B:BC A} - Potenzmenge der Menge A, z.B. P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}

Y n
° x,yeZ,mgy:Zak ::a$+ax+1—|—...+ay,z.B.Zak:al—i—ag—i—...—i—an
k=x k=1
Y n
e v yeZ,x<y: Hak = QpQgpy1 Ay, 2.B. Hak:alag---an
k=x k=1

1.2 Die Korper der rationalen und der reellen Zahlen

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist die Menge aller geordneten Paare (m,n) mit m € Z und
n € N. Eine rationale Zahl (m,n) schreiben wir auch in der Form ™, wobei m Zahler und n
Nenner dieser rationalen Zahl genannt werden. Fiir (m,1) € Q schreibt man auch nur m. In
diesem Sinne gilt Z C Q. Zwei rationale Zahlen (mj,n1) und (mg,n2) werden identifiziert (in
Zeichen: (mq1,m1) = (mg,ng)), wenn ming = meong gilt. Die Addition und die Multiplikation

zweier rationaler Zahlen sind wie folgt erklart:

mip M Mming + mang mi M2 Mime

ny o ne ning ong o me ning

(Das Multiplikationszeichen wird meistens nicht geschrieben.) Unter Verwendung der bekannten
Ordnungsrelation in der Menge der ganzen Zahlen definieren wir

mi ma
— < — <=def MiNg < Monjy.
ni no

Fiir a,b € Q schreiben wir auch a < b, falls a < b oder a = b gilt. Die Menge Q der rationalen
Zahlen, versehen mit den erklirten bindren Operationen der Addition und Multiplikation und
obiger Ordnungsrelation hat nun u.a. folgende Eigenschaften:

(Al) a+b=0b+aVa,be Q- Kommutativitit der Addition

(A2) a+(b+c¢)=(a+b)+cVa,b,c €Q - Assoziativitit der Addition

(A3) a+0=aVa € Q - Existenz einer Null (neutrales Element beziiglich der Addition)

(A4d) Vae Q 3be Q mit a+ b =0 (in Zeichen: b = —a) - Existenz der entgegengesetzten Zahl

ab)e = a(be) Ya,b,c € Q - Assoziativitidt der Multiplikation

)
)
)
M1) ab=ba Va,b € Q - Kommutativitdt der Multiplikation
) (
M3) al =aVae€Q, 1+#0 - Existenz einer Eins (neutrales Element bzgl. der Multiplikation)
)

(
(M2
(
(

M4) Va € Q\ {0} 3b € Q mit ab=1 (in Zeichen: b = = = a~!) - Existenz der inversen Zahl
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(D) a(b+c¢) =ac+becVa,b,c € Q - das Distributivgesetz (Vereinbarung: “Punkt vor Strich”)
(O1) Fiir beliebige a,b € Q gilt genau eine der Aussagen a <b,a=b,b<a.
(02) Aus a,b,c € Q, a <bund b < ¢ folgt a < c. (Transitivitdt der Ordnungsrelation)

Fir a < b bzw. a < b schreibt man auch b > a bzw. b > a. Weiterhin vereinbart man

1
a—b:=a+(—b) und % =ay —ab !, (1.1)

Folgerung 1.1 Ausa, b€ Q,a<bundb<a folgta=>o.

Bemerkung 1.2 Fira="2 ¢ Q\ {0} gilt offenbar a ! =

Die Eigenschaften (auch Axiome genannt) (A1)-(A4), (M1)-(M4) und (D) besagen, dass (Q, +, -)

ein Korper ist. Wegen (O1) und (02) ist (Q, <) eine geordnete Menge. Man nennt nun
(Q,+, -, <) einen geordneten Korper, weil noch folgende zwei Axiome erfiillt sind:

(03) Aus a,b,ce Qundb<cfolgta+b<a+c.
(O4) Aus a,b € Q,0<aund 0 < b folgt 0 < ab.

Fiir beliebiges a € Q setzt man a® = 1 und definiert fiir n € N

a" =a"la sowie, falls a £ 0, o "= (ail)n .

Offenbar gelten dann fiir beliebige a,b € Q und m,n € Z die Potenzgesetze

(ab)" = a"b", a™a" =a™™" und (a™)" =a™". (1.2)
Satz 1.3 Die Aziome (Al) — (A4), (M1) — (M4) und (D) implizieren folgende Rechenregeln
fiir beliebige a,b,c € Q:

(a) Esist a+ b= a+ c dquivalent zu b = c. Insbesondere folgt aus a +b = a stets b =0, so
dass es nur ein neutrales Element beziiglich der Addition gibt.

(b) Esista+b =0 dquivalent zu b= —a. Also ist die entgegengesetzte Zahl zu einer gegebenen
Zahl eindeutig bestimmd.

(¢) Es gilt —(—a) =a.
(d) Fiir a # 0 ist ab = ac dquivalent zu b = c. Insbesondere folgt aus ab = a stets b =1, so
dass es nur ein neutrales Element beziiglich der Multiplikation gibt.

1

(e) Es ist ab = 1 dquivalent zu b = a™, so dass die inverse Zahl zu einer gegebenen Zahl

eindeutig bestimmt ist.

(f) Fiira #0 gilt (ail)*1 =a.

(g9) Es gilt 0a =0 fiir allea € Q.
(h) Ausa# 0 und b# 0 folgt ab # 0.
(2)

Mit der in (1.1) vereinbarten Schreibweise erhalten wir also

Es gilt (—a)b = —(ab) = a(=b) und (—a)(—b) = ab.

a(b—c)=a[b+ (—c)] = ab+ a(—c) = ab+ (—ac) = ab — ac.
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Satz 1.4 Flir beliebige a,b,c € Q gelten (wie in jedem geordneten Korper) folgende Regeln:

(a) Die Ungleichung 0 < a ist dquivalent zu —a < 0.
(b
(

)

) Ist 0 < a, so ist ab < ac dquivalent zu b < c.
¢) Ista <0, so ist ab < ac dquivalent zu ¢ < b.
)

)

(d) Aus a # 0 folgt 0 < a®. Insbesondere gilt 0 < 1.
(

e) Die Aussage 0 < a < b ist dquivalent zu 0 < b~ < a1,

Folgerung 1.5 Der geordnete Korper der rationalen Zahlen ist in sich dicht, d.h., fir beliebige
a,b € Q mit a <b existiert ein c € Q, so dass a < ¢ < b gilt.

Sind (M, <) eine geordnete Menge und A C M nicht leer, so schreiben wir x = max A bzw.
y=minA, fallsz € Aundx <aVae€ Abzw.y€ Aund y > a Va € A gilt.

Definition 1.6 Es seien (M, <) eine geordnete Menge und N C M nicht leer. Ein Element
a € M nennt man obere Schranke (bzw. untere Schranke) von N, wenn z < a (z > a)
fiir alle x € N gilt. Die Menge aller oberen (bzw. unteren) Schranken von N bezeichnen wir
mit N, (bzw. N,). Man nennt N nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt, falls N, # ()
(bzw. N, # 0) gilt. Das kleinste Element in N, , falls dieses existiert, wird Supremum von
N genannt (in Zeichen: supy; N ). Entsprechend heifit das grofste Element in N, , falls dieses
existiert, Infimum von N (in Zeichen: infy; N ).

Eine Menge, die sowohl nach oben als auch nach unten beschrénkt ist, nennt man beschrankt.

Beispiel 1.7 Es gibt keine rationale Zahl a, fir die a®> = 2 gilt. Mehr noch, die Zahlen
. 2 : . 2
supQ{ae@.a>0unda <2} und 1an{a€@.a>0unda >2}
existieren nicht, obwohl die erste Menge nach oben und die zweite nach unten beschrdnkt sind.

Definition 1.8 Man sagt, dass eine geordnete Menge M die Supremumseigenschaft hat bzw.
vollstandig ist, wenn fiir jede nichtleere Menge N C M , die nach oben beschrinkt ist, sup,; N
existiert.

Das Beispiel 1.7 zeigt, dass die Menge der rationalen Zahlen nicht vollsténdig ist.

Satz 1.9 Besitzt M die Supremumseigenschaft und ist N C M nicht leer und nach unten
beschrdnkt, so existiert s = supy; Ny, und es gilt infyr N = s.

Satz 1.10 Es gibt einen geordneten Kérper R (den Kdérper der reellen Zahlen), der den geord-
neten Korper Q der rationalen Zahlen als Unterkorper enthdlt und die Supremumseigenschaft
besitzt, also vollstindig ist.

Fiir supgp bzw. infgr schreiben wir kurz sup bzw. inf . Ist A C R nicht leer, so gilt offenbar
x = sup A (bzw. y = inf A) genau dann, wenn z > a (bzw. y < a) fiir alle a € A gilt und
fiir jedes € > 0 ein a. € A mit a. > x — ¢ (bzw. a. < y + ¢) existiert. Sind A C R nach
oben (bzw. unten) beschrinkt und B C A, so sieht man leicht, dass dann sup B < sup A (bzw.
inf B > inf A) folgt.

Bemerkung 1.11 Die Aussagen der Sitze 1.3 und 1.4 bleiben also giiltig, wenn man Q durch
R ersetzt.
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Abkiirzend verwenden wir folgende Bezeichnungen fiir gewisse Teilmengen von R, wobei a,b € R
und a < b vorausgesetzt wird:

1. (a,b) :={z € R:a <z < b} - offenes Intervall,
2. [a,b] :={z € R:a <z < b} - abgeschlossenes Intervall,
3. [a,b) :={x eR:a<z<b}, (a,b]:={x € R:a <z <b} - halboffene Intervalle,
4. la,+o0):={z eR:2>a}, (a,+0) ={xreR:2z>a},
5. (—o00,a] :={z €R:z<a}, (—o0,a] ={reR:z<a}.
Fiir R schreiben wir manchmal auch (—oo,4+00). (Vgl. auch Bemerkung 1.20.)

Satz 1.12 (Archimedes’sches Prinzip) Zu jedem x € R existiert einn € N mitn > x.
Folgerung 1.13 Fiir jedes € > 0 existiert ein n € N mit % <e.

Folgerung 1.14 Es sei A C R nicht leer. Dann gilt x = sup A genau dann, wenn x > a fir

alle a € A gilt und fir jedes n € N ein a, € A mit a,, > x — % existiert. Eine analoge Aussage

gilt fiir inf A .

Satz 1.15 (Wohlordnungseigenschaft der natiirlichen Zahlen) Jede nichtleere Teilmen-
ge M C N der geordneten Menge der natiirlichen Zahlen besitzt ein kleinstes Element.

Bemerkung 1.16 Analog gilt, dass jede nach unten beschrdinkte Teilmenge der geordneten
Menge der ganzen Zahlen ein kleinstes Element besitzt.

Satz 1.17 Fir beliebige x,y € R mit x < y existiert ein ¢ € Q mit x < q < y. Insbesondere ist
also der Korper der reellen Zahlen in sich dicht.

Der Betrag |z| einer reellen Zahl z € R ist erklért durch

] = r : x>0,
"l —z : x<0.

Offenbar sind |z| < y bzw. |z| < y dquivalent zu —y < x < y bzw. —y < x < y. Ferner gilt die
Dreiecksungleichung
[z 4yl <lz[+yl, =zyeR, (1.3)

aus der man die Ungleichung
12l = ]| <o —9l, 2y eR, (1.4)
schlussfolgern kann.

Mit R, bezeichnen wir die Menge der positiven reellen Zahlen, R, :={x € R: 2 > 0} = (0,00).

Satz 1.18 (Existenz der n-ten Wurzel) Fir jedes © € Ry und jedes n € N gibt es genau
einy € Ry mit y™ =z (in Zeichen: y = {Yx = x%)
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Sind a,b € Ry, n € Nund m € Z, so folgen mit a := aw und 8= bw aus den Potenzgesetzen
(1.2) die Beziehungen

(aﬁ)n =a"f"=ab und da" = (an)m — (am)n 7

also die Gesetze .

anbn = (ab)% und (am)% = (aﬁ)m .
Die Zahl z¥ kann nun fiir beliebige x € Ry und y € R in folgenden Schritten definiert werden:

m2
ng ?

a1 a1
L. Firp= 1= mj € Z,n; €N, gilt (2™)™ = (2™2)72 | so dass die Definition

P = (xm)% fiir p:%EQ
korrekt ist. Es folgt
(xy)P = aPy?, 2Px? =Pt (2P)! =2P1 Va,ycRy, Vp,qeQ. (1.5)
Auflerdem ist offenbar 0 < a < b dquivalent zu 0 < an < br , woraus folgt
0<a<b<= 0<d <t VpeQy :={qeQ:q>0}. (1.6)

Weiterhin gilt
Pt <aP? Va>1, Vpi,pe € Q:pp < po. (1.7)

2. Setzen wir A(z,y) = {zP : p € Q und p <y} , so gilt fiir z > 1 und y € Q die Beziehung
x¥ = supp A(z,y), so dass diese Gleichung als Definition fiir ¥ fiir beliebige x € R mit
x > 1 und y € R sinnvoll ist.

3. Fiir0 <z <1 und y € R setzen wir z¥ = (x_l)_y )
Die Potenzgesetze (1.2) bleiben giiltig:

(xy)* = 2y*, 22 =2t und (%)% =2, z,y€R,, z,w cR. (1.8)
Ferner gilt
a2t <2 fir x> 1und y; <ys (1.9)
sowie
¥ <y fir 0<z;<z2undy>0. (1.10)

Satz 1.19 (Logarithmus) Fiir jedes a € R mit a > 1 und jedes x € R, existiert genau ein
y € R, so dass a¥ = x gilt (in Zeichen: y = log, x).

Bemerkung 1.20 In gewissen Situationen ist es sinnvoll, die Menge der reellen Zahlen (die
reelle Zahlengerade) durch die zwei Symbole —oo und 400 zu erginzen. Neben der bekannten
Ordnung in R vereinbart man dann —oo < x < 400 fiir alle x € R. Ist A C R nach oben (bzw.
unten) unbeschrinkt, so setzt man sup A = 400 (bzw. inf A = —o0). Damit hat jede nichtleere
Teilmenge der erweiterten Zahlengeraden ein Supremum und ein Infimum. Obwohl die erweiterte
Zahlengerade kein Korper ist, sind folgende weitere Vereinbarungen sinnvoll:

1. x—o0=-00, x+00=+400, VzeR,

L -2 _0 VzeR,
—00 —+00

3. x-(—00)=—-00, x-(+0)=+400 VzeR,,
4. x-(—0) =400, z-(+o0)=-00 VxeR mitz<O0.
In einem solchen Zusammenhang nennt man die x € R endliche reelle Zahlen.

Oft schreibt man fiir +o0o auch einfach nur co.
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Ubungsaufgaben

. Sind die folgenden Aussagen wahr? Was ist jeweils ihr Gegenteil?

(a) 3<4Nn4<3, (e) Vn e N n? €N,
b)3<4Vv4<3, (f)VzeN FJyeN:z=y+1,
c) 3<4N—(4<3), (g)VzeN FJyeN:y=zx+1,
d) 3 <4V Der Mond ist aus Kése, (h) JyeN:VzeN:z=y+1,
i) Wenn meine Grofimutter Ridder hiitte, wire sie ein Autobus,

j) Fiir alle reellen Zahlen z gilt 3 < x & —(x < 3).

(
(
(
(
(

. Beweisen Sie mithilfe der Wahrheitswerttabelle den Satz von der Kontraposition (Prinzip

des indirekten Beweises): (p = ¢) <= (—q = —p)!

. Es gelte die folgende Implikation:

{Die Ware ist verdorben.} = {Die Ware darf nicht verkauft werden.}
Welche Folgerungen kénnen getroffen werden, wenn folgende Aussagen wahr sind:

(a) Die Ware ist verdorben. (c) Die Ware darf verkauft werden.
(b) Die Ware ist nicht verdorben. (d) Die Ware darf nicht verkauft werden.

. Nutzen Sie die Implikation a = b = a? = b? zur Losung der Gleichung vz + 2 — z = 0!

. Sei M die Menge der Menschen und H die Menge der Hunde. Negieren Sie

Vhe H 3me M : (m futtert h A m fithrt h Gassi).

. Seien A und B zwei Aussagen (etwa ,z > 2“ und ,x > 1“ fiir reelle ). Schreiben Sie

¢

A = B ohne den Folgepfeil nur mit den logischen Symbolen ,nicht“, ,und* und ,oder*
(=, A und V).

. Dividieren Sie

(a) (21a® — 34a2b + 25b%) : (7Ta + 5b), (b) (HA) (923 + 2> — Tzy?) : (3x — 2y).

. Losen Sie die folgenden Gleichungen

1

(a) Ig (3v4$+1 . 24—v4x+1) ~2= 21516~ Vo + 0.251g4,
va—+x

(b) —

4

4(@24—1'2)% = (a—x)_%, a> 0.
at —x

. Zeigen Sie, dass folgende Zahlen irrational sind:

(a) V2, (b) (HA) V5!

Dies ist ein A4-Blatt. Es ist offenbar etwas hoher als breit. Aber wie ist das Verhiltnis von
Hohe und Breite genau, und warum ist das so?

Man zeige, dass aus p € Q \ {0} und z € R\ Q folgt p + z,pr € R\ Q.

Sind folgende Mengen beschréankt? Ermitteln Sie gegebenenfalls Supremum und Infimum!

(a) (0,1), (b) (=00,0], () {1+ (=1)":n €N},
(d) {f:neN}, (e){zeR:a?2<2}, () {nV":neN}, (Z){n:neN}L

Es seien die nichtleere Menge A C R nach unten beschrinkt und —A := {—a:a € A} .
Man zeige, dass dann sup(—A) = —inf A gilt.
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14. Die Mengen A, B C R seien nach oben beschrinkt. Wir definieren
A+B={a+b:ac Abe B}.
Zeigen Sie, dass dann sup(A + B) = sup A + sup B gilt.

15. Es seien r,z,w € R und r < zw. Dann existieren p,q € Q mit p < z, ¢ < w und r < pq.

1.4 Das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion

Satz 1.21 Hat eine Teilmenge M C N der Menge der natiirlichen Zahlen die zwei Eigenschaf-
ten, dass 1 € M gilt und dass ausn € M folgtn+1€ M, so ist M =N.

Folgerung 1.22 (Beweisprinzip der vollstindigen Induktion) FEine Aussage P(n) ist ge-
nau dann fir alle n € N wahr, wenn P(1) wahr ist und wenn aus der Giiltigkeit der Aussagen
P1),...,P(k), k € N, die Giiltigkeit von P(k+ 1) folgt.

Beispiel 1.23 (Bernoullische Ungleichung) Fiir beliebiges reelles x € (—1,0) U (0,00) und
beliebiges n € N\ {1} gilt
14+x)">14nx.

1.5 Ubungsaufgaben
1. Beweisen Sie durch vollstéindige Induktion

(a) die Ungleichung 2" >n? , n €N, n>5,

nn+1)(2n+1)
6 )

(b) die Formel Zsz =
k=1
1-3:-5...2n—1) 1

©) <76 m ~ym eV

3

@) S k(k+1)(k+2) =
k=1

2. Beweisen Sie, dass 117! 4 1227~ fiir alle n € N durch 133 teilbar ist.
3. Man zeige durch vollstindige Induktion, dass aus #A = n folgt #P(A) =2", n € N.
4. (a) Beweisen Sie mit Hilfe der binomischen Formel, dass
" /n
_ on
,;) < k> =2", neN.

(b) Losen Sie mit dieser Bezichung die Aufgabe 3.

ot

. Zeigen Sie, dass n® — 7n fiir alle n € N durch 6 teilbar ist.

6. Beweisen Sie mittels vollstéandiger Induktion, dass jede natiirliche Zahl n > 2 einen Prim-
teiler besitzt!
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1.6 Der Korper der komplexen Zahlen

Definition 1.24 Die Menge C der komplexen Zahlen ist die Menge aller geordneten Paare (x,y)
reeller Zahlen x,y € R, d.h. C = {(z,y) : ,y € R} = R x R = R%. Dabei werden zwei kompleze
Zahlen (x1,y1) und (x2,y2) genau dann als gleich angesehen, wenn x1 = x9 und y1 = ya gilt.
Ferner definieren wir die Addition und die Multiplikation komplexer Zahlen durch

(x1,91) + (z2,92) = (71 + 22,91 + y2)

und
(x1,11) - (z2,92) == (z122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1) -

Satz 1.25 (C,+,) ist ein Korper mit der Null (0,0) und der Eins (1,0).

Geometrisch kann man also die Menge der komplexen Zahlen auch als Punkte der Ebene R?
auffassen, weshalb C auch Gauf3sche Zahlenebene genannt wird. Die Menge {(z,0) : z € R} C
C konnen wir mit der Menge R der reellen Zahlen identifizieren, weil (z,0) + (y,0) = (z + y,0)
und (z,0)(y,0) = (zy,0) gilt. Wir schreiben deshalb fiir die komplexe Zahl (z,0) einfach nur =
und betrachten in diesem Sinne R als Teilmenge der komplexen Zahlen C. Die komplexe Zahl
i := (0,1), die die Eigenschaft i> = —1 besitzt, nennt man imaginire Einheit. Ferner gilt
(z,0)+(0,1)(y,0) = (z,y) , was wir nun auch in der Form (z,y) = x + iy schreiben kénnen. Wir
nennen Re z := z den Realteil und Im 2z := y den Imaginérteil der komplexen Zahl z = x +iy,
wobei z,y € R. Die komplexe Zahl Z := x—iy nennt man die zu z = z+iy, z,y € R, konjugiert
komplexe Zahl.

Satz 1.26 Fiir beliebige komplexe Zahlen z und w gilt

(a) z+w=z+w,

(¢c) 2Rez=2+7%,2ilmz=2—-7%,
(d) 2z =22 +y? €[0,00), falls z = (z,y) =z +iy.
Beispiel 1.27 Die Menge aller Losungen z € C der Gleichung 2% + 1 = 0 ist gleich {i,—i} .

Die Zahl |z| := \/W = \/2Z nennt man Betrag der komplexen Zahl z = z + iy, z,y € R.
Satz 1.28 Fiir beliebige z,w € C gilt

(a) |2/ =0 <= 2z=0,

(b) 2] = Iz,

(c) |zw| = 2] - |w],

(d) max{Rez,Imz} < max{|Rez|,|Imz|} < |z|,

(e) |z+w| < |z| 4+ |w| (Dreiecksungleichung).

Beispiel 1.29 Sei T = {z € C: |z| = 1} der Einheitskreis der komplezen Zahlenebene. Fir
jedes z €T gilt [1+ 2|2 + |1 — 2> = 4.
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Bemerkung 1.30 Aus der Dreiecksungleichung (Satz 1.28,(e)) folgt wie im Fall reeller Zahlen
die Ungleichung

‘!Z\—\W\‘S\z—w\, zweC. (1.11)

Beispiel 1.31 In der Dreiecksungleichung |z+w| < |z|+|w| steht fiir beliebige komplexe Zahlen
z und w mit w # 0 genau dann das Gleichheitszeichen, wenn Z reell und nichtnegativ ist.

Beispiel 1.32 (Schwarz’sche Ungleichung) Flir beliebige komplexe Zahlen zj,w; € C und
beliebiges n € N gilt

n n n
> ] < Sl | D w2,
j=1 j=1 j=1
Eine komplexe Zahl z = z + iy € C\ {0} kann man in der Form

z=|z| L = |z|(cos p + isinp)
EIE]

schreiben, wobei die reelle Zahl ¢ bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig bestimmt ist,
pe{po+2kn:kel}, ¢o€|-m ).

Man nennt ¢ ein Argument und ¢y den Hauptwert des Arguments der komplexen Zahl z.
Die Darstellung z = r(cos ¢ + isin ) mit » = |z| wird auch trigonometrische Darstellung
der komplexen Zahl z genannt. Fiir das Produkt zweier komplexer Zahlen

2k = |zk|(cos o +isingg), k=1,2,
ergibt sich dann die Formel
2129 = |21] - |22] [cos(p1 + @2) + isin(pr + @2)] - (1.12)
Induktiv folgt hieraus die Formel von Moivre
(cosp +isinp)” = cos(np) +isin(ny), ¢ €R, neZ. (1.13)

Beispiel 1.33 Fiir gegebenes n € N hat die Gleichung

2t =1 (1.14)
genau n verschiedene komplexe Lisungen
2k 2k
e,(gn) :cos—ﬂ—i—isin—w, k=0,1,...,n—1.
n n

Diese n Zahlen nennt man n-te Einheitswurzeln. Sie sind gleichabstindig auf dem Einheits-
kreis T = {z € C: |z| = 1} wverteilt, weshalb man die Gleichung (1.14) auch Kreisteilungs-
gleichung nennt.

Sind nun w = |w|(cosy + isine) # 0 eine gegebene komplexe Zahl und n € N, so hat die
Gleichung 2™ = w genau n verschiedene komplexe Losungen

2k 2k
2 = YVl (COSquisinu) ., k=0,1,....,n—1. (1.15)
n n
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1.7 Einige Formeln

1.7.1 Die geometrische Summenformel

Fiir g € C\ {1} und n € Ny gilt

n
1+q+q2+...+q”:Zq = (1.16)

1.7.2 Die binomische Formel
Fiir @ € C und k € Ny definiert man den Binominalkoeffizienten

1 k=0,

@: e T

Im Fall a =n € Nund k € {0,1,...,n} ist dieser gleich

(1) = m

wobei 0! =1 und k! = (k—1)!k fiir k € N. Falls n € Nund k € {1,...,n} , so gilt

<n;:1> - <Z> " <k71> ‘ (117)

Fiir beliebige Zahlen a,b € C und beliebiges n € N gilt nun die binomische Formel

(a+b)" = f: (Z) a*on (1.18)

k=0

Fiir den Spezialfall n = 2 erhélt man
(a+0)*=a*+2ab+ b
oder auch (b durch —b ersetzen)
(a—b2=a*>-2ab+b*.

Aus der letzten Gleichung folgt fiir beliebige a, b € R unmittelbar die Ungleichung 2a b < a®4b?,

die man fiir ab > 0 auch in der Form
a
b
schreiben kann. Aus (1.18) erhélt man fiir a = 1 und b = z € C die Formel

142)" = Zn: (Z) o (1.20)

k=0

b
+->2 (1.19)
a

1.7.3 Die polynomische Formel
Die binomische Formel (1.18) ist ein Spezialfall (p = 2) der polynomischen Formel

n!

ki +kot+-+ky=n
(kl,kg,...,kp) S Ng

die fiir beliebige Zahlen a1, ..., a, € C und beliebige p,n € N gilt.
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1.8 Ubungsaufgaben

1.

10.

11.

Man berechne Real- und Imaginérteil folgender komplexer Zahlen:
. . . . 1+i
(@) +30)B-2), (b) Q+1°, () 0+20)°, (@) 1

-1
a i i)t0
O beR, (a,b) £ (0,0)), (2) % (M) (a+bi)" (a,b€R, neN).

(e) i* (k €2),

(f)

a— bi

. Zeigen Sie, dass fiir beliebige komplexe Zahlen z,w € C die Beziehung

2(|2 + [wf?) = |z = w]® + |2 + w?

gilt.

. Sind Real- und Imaginérteil der komplexen Zahl z = log, 3 4 ilog, 6 irrational?

. Stellen Sie folgende komplexe Zahlen in trigonometrischer Form dar:

(a) %—F%, (b) 3+3i, (¢) sina+i(l—cosa) (o € [-m,7)), (d) 14+cosZ+isinZ.

. Es sel 2z = x4+ iy = r(cosp + ising) mit z,y € R, ¢ € [-m,7), r > 0 eine beliebige

komplexe Zahl. Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil sowie Betrag und den Hauptwert
des Arguments folgender komplexer Zahlen:

@z 0z, (@2 @i (== O F. @

fir z £ 1.

NI

1—2z

. Berechnen Sie mit Hilfe der Formel von Moivre

(a) (1+1)°, (b) 1—iv3)8, () (-14+1)5, (d) (V3+i)?, () (V3+1).

Skizzieren Sie in der Gaufschen Zahlenebene die Menge aller komplexen Zahlen z mit der
Eigenschaft
1 9 1 1
(a) z==, (b) Re(2)=1, (c) Re—=¢c, (d) |=]<3, (e) 2<|z| <4,
Z z z

(f) lz—zl=lz—=al, (g |z+3[+]z-3 <10,
wobei ¢ € R und zp, 21 € C beliebige, aber fest gewéhlte Zahlen sind.

. Man bestimme alle Losungen folgender Gleichungen:

(a) 22=—1, (b) 2*+1=0, (c) 22+2=2i, (d) 2*=-8+8V3i,
(e) 22=—-3—4i, (f) 2*—2i224+2i=1, (g) 22+4iz+5=0, (h) [2]—2z=1+2i.

. Zerlegen Sie folgende Polynome sowohl in komplexe Linearfaktoren als auch in reelle

Linear- und (wenn nétig) quadratische Faktoren:
(a) z4+1, (b) 224+1, (c) z*-16.

Berechnen Sie die Summe und das Produkt aller komplexen Losungen der Gleichung

2"=1, meN.

Zeigen Sie, dass fiir « € R und n € N mit o, na & {(k + %) m: k€ Z} die Beziehung

(1 —i—itana)n 1 +itan(na)

l—itana/ 1 —itan(na)

gilt.
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n
12. Es seien p(z) = Zakzk, ar € R, zp € C und p(z9) = 0. Zeigen Sie, dass dann auch
k=0
p(z0) = 0 gilt.

(Z) Losen Sie die Gleichung 2% + 2% + 22 + 2 +1 = 0 in C. Ermitteln Sie hieraus explizite

Formeln fiir sin 2?” und cos %’T .
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Kapitel 2

Abbildungen und metrische Riume

2.1 Abbildungen, Relationen, Machtigkeit von Mengen
Es seien A und B zwei nichtleere Mengen. Unter einer Abbildung oder Funktion
f:A—)Ba a'_)f(a)

von A nach B verstehen wir eine Vorschrift, die jedem a € A genau ein b € B mittels der
Vorschrift b = f(a) zuordnet. Dabei heifit b Bild von a unter der Abbildung f, a Urbild von b
beziiglich der Abbildung f. Ist M C A, so nennt man

f(M):={be B:3a€ M mit f(a)=>b} ={f(a) :a e M}

das Bild der Menge M unter der Abbildung f. Die Menge f~}(N) := {a € A : f(a) € N}
nennen wir das (vollstindige) Urbild der Menge N C B unter der Abbildung f. Die Menge
{(a, f(a)) : a € A} heit Graph der Abbildung f.

Bemerkung 2.1 Es ist moglich, dass f~'(N) = () gilt, obwohl N nicht leer ist. Fiir das Urbild
einer einelementigen Menge vereinbaren wir die Schreibweise f~1(b) statt f=1({b}).

Beispiel 2.2 Die Abbildung idy : A — A, a — a, d.h. ida(a) = a fir alle a € A, ist die
identische Abbildung in A.

Beispiel 2.3 FEine Abbildung f : N — C nennt man Zahlenfolge und schreibt dafiir auch
(2n) 2y mit der Vereinbarung z, := f(n). Das Bild f(N) = {z, : n € N} ist nicht zu verwechseln
mit der Zahlenfolge (z,), ;!

n=1"°
Eine Abbildung f : A — B nennt man
- surjektiv, wenn f(A) = B gilt,
- injektiv, wenn aus aj,as € A und f(a1) = f(a2) stets a; = ag folgt,

- bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Sind uns mehrere Abbildungen f: A — B, g: B— C und h: C — D gegeben, so konnen
wir diese miteinander verkniipfen. Z.B. ist go f : A — C definiert durch (g o f)(a) = g(f(a))
Va € A. Fiir diese Verkniipfung gilt das Assoziativgesetz: ho(go f) = (hog)o f.

Satz 2.4 Fir eine Abbildung f : A — B existiert genau dann eine Abbildung g : B — A mit
den FEigenschaften go f =ida und fog=idp, wenn f bijektiv ist.

21



22

Ist die Voraussetzung von Satz 2.4 erfiillt, so nennt man g : B — A die Umkehr- oder
inverse Abbildung bzw. Funktion zu f : A — B und bezeichnet sie mit f~'. Es gilt also
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fY(f(a)) =aVac Aund f(f~1(b)) =bVbe B.

Satz 2.5 Sind die Abbildungen f: A — B und g : B — C bijektiv, so ist auchgof : A — C

bijektiv, wobei (go f)™' = f~Log ! gilt.

Beispiel 2.6 Die Menge aller bijektiven Abbildungen der Menge {1,2,...,n} der ersten n
natiirlichen Zahlen auf sich selbst, auch Permutationen der Ordnung n genannt, bezeichnen
wir mit Sy, . Wir verwenden dabei folgende Schreibweise: Fin o € Sy schreiben wir in der Form

/1234
7= \3124)"

was ausfihrlich geschrieben

o(1)=3, o(2)=1, 0(3)=2 und o(4) =4

bedeutet. Es gilt nun

1 1234
- \2314)°

/1234 Lo (1234
1= \3412) "™ 273124

erhalten wir

was zeigt, dass die Verkniipfung

1234 1234
02001= (g 5q) Und T1002={14,,)

@
¢]

dem Urbildbereich A zusammenfallt.

Definition 2.7 Zwei nichtleere Mengen A und B nennt man gleichméchtig, wenn eine bijek-

tive Abbildung f : A — B existiert (in Zeichen: A ~ B).

Beispiel 2.8 Die Menge der natiirlichen Zahlen und die Menge der positiven geraden Zahlen

sind gleichmdchtig.

Man nennt nun eine nichtleere Menge A

endlich, wenn ein n € N existiert, so dass A ~ {1,2,...,n} gilt,
unendlich, wenn A nicht endlich ist,

abzihlbar, wenn A ~ N gilt,

iiberabzihlbar, wenn A weder endlich noch abzihlbar ist,

hochstens abzéhlbar, wenn A endlich oder abzihlbar ist.

Satz 2.9 Jede unendliche Teilmenge einer abzdihlbaren Menge ist abzdhlbar.

Die abzédhlbaren Mengen sind also die “kleinsten” Mengen unendlicher Méchtigkeit.

Satz 2.10 Die abzdhlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen st abzdhlbar.

i.a. nicht kommutativ ist, auch wenn der Bildbereich B mit
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Folgerung 2.11 Vereinigt man hochstens abzdhlbar viele hochstens abzdihlbare Mengen, so er-
hdlt man eine hdchstens abzihlbare Menge.

Folgerung 2.12 Sind A und B abzihlbar, so auch A X B.
Folgerung 2.13 Die Menge der rationalen Zahlen ist abzdihlbar.
Folgerung 2.14 Ist die Menge A abzdhlbar, so ist auch A™ fiir jedes n € N abzdhlbar.

Satz 2.15 Die Menge D := {(z,,),>, : y, € {0,1} Vn € N} der Zahlenfolgen aus Nullen und
Einsen ist tiberabzdihlbar.

Folgerung 2.16 Da die Menge {(xy),>; € D :3k € N mit z,, =0 Vn >k} abzihlbar ist, ist
die Menge der reellen Zahlen tberabzdihlbar.

Wir erinnern an folgende Begriffe (vgl. Vorl. “Lineare Algebra und Analytische Geometrie”):
Unter einer Relation R auf einer nichtleeren Menge M versteht man eine Teilmenge R C
M x M. Fir z,y € M schreibt man Ry genau dann, wenn (z,y) € R gilt. Man nennt eine
Relation RC M x M

(r) reflexiv, wenn (z,z) € RVz € M,

(s) symmetrisch, wenn aus (z,y) € R folgt (y,z) € R,

(t) transitiv, wenn aus (z,y), (y, 2) € R folgt (x,z) € R,

(a) antisymmetrisch, wenn aus (z,y) € R und (y,x) € R folgt z = y.

Eine Relation auf M wird Aquivalenzrelation genannt, falls sie reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist. Ist sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch, so spricht man von einer Ord-
nungsrelation.

Ist R C M x M eine Aquivalenzrelation, so definiert man fiir z € M die zugehérige Aquiva-
lenzklasse [z]r (oder auch nur mit [x] bezeichnet) als die Menge

[z] :={y € M : (2,y) € R} .
Das Element 2 € M heiBt Reprisentant der Aquivalenzklasse [x]. Es gilt nun:
(A1) [2] =[] & (z,9) € B

(A2) [z]N[y] # 0 = [z] = [y].

(A3) Aus (A1) und (A2) folgt: Jedes x € M liegt in genau einer Aquivalenzklasse. Man sagt:
Eine Aquivalenzrelation auf M erzeugt eine Zerlegung von M in paarweise disjunkte,
nichtleere Teilmengen, niamlich die Aquivalenzklassen. Eine solche Zerlegung wird auch
Partition von M genannt.

Es gilt auch die Umkehrung;:
(A4) Jede Partition P von M , d.h.
PCPM), 0¢P, |JA=Mud ANB=0fir A, BEP, A#B,
AcP
erzeugt eine Aquivalenzrelation R auf M , und zwar durch die Definition
TRy <qef JA€P:x€cAundyec A.
Beispiel 2.17 Es sei N eine beliebige nichtleere Menge. Die auf M = P(N) \ {0} mittels

Definition 2.7 erklirte Relation A ~ B ist eine Aquivalenzrelation. Zu einer Aquivalenzklasse
gehdren dann jeweils die gleichmdchtigen Teilmengen der Menge N .
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2.2  Ubungsaufgaben

1. Geben Sie fiir folgende Situationen alle Abbildungen f : I — M an und entscheiden Sie,
ob diese injektiv, surjektiv, bijektiv sind:

(a) I ={ay,a2}, M ={1,2}, (b) I ={a}, M ={l,m,n}, (c) I=1{a,b},M ={3}.
2. Es sei in der Menge M der Wale (die einmal gelebt haben bzw. noch leben) eine Vorschrift
y = v(z) gegeben durch
(a) yist Vater von x, (b) yist Sohn von z, (c) y ist Grofivater von x,
(d) y ist élteste Tochter von x .
Ist v eine Funktion von M in M ?

3. Entscheiden Sie, ob folgende Funktionen f : A — B injektiv, surjektiv, bijektiv sind:

(a) A=B =
(b) A=R,
(c) A=[0,00), B=R, 2z /x
(d) A=B=R, z—sinx
) A=R\{(2k+1)3 : k€ Z}, B=R, z+ tanz
f) A=B=N, n—n?
)

A=N,B=Q, n+— 1

n

(e
(
(g
(h) A=B=R, z+ |22 — 4|

Geben Sie gegebenenfalls maximale Teilmengen A; und B; von A bzw. B an, so dass
f : Ay — By bijektiv wird. Bestimmen Sie die inverse Funktion f~1': B; — A;.

4. Es seien f: X — Y eine Abbildung und A, B C X . Zeigen Sie:

(a) Aus A C B folgt f(A) C f(B).
(b) F(AUB) = F(A)UF(B).
(c) F(ANB)C f(A)N(B).

(d) Geben Sie ein Beispiel fiir f(ANB) # f(A)N f(B) an

5. Es sei f : X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(a) f: X — Y ist injektiv.

(b) f(ANB)=f(ANf(B) VA BCX.

(c) (HA) Fiir alle Teilmengen A, B C X mit ANB =0 gilt f(A)Nf(B)=190.
(d) f7Y(f(A)=A VACX.

(e) (HA) Fiir alle Teilmengen A, B C X mit A D Bist f(A\ B) = f(A)\ f(B).

6. Esseien f: X — Y eine Abbildungund A C X, A;,B; C Y.
(a) Uberpriifen Sie die Inklusionen
FUFH(A)) c A1 und  (HA) f7H(f(4) D A,

Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass i.a. keine Gleichheit gilt.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(b) Untersuchen Sie die Giiltigkeit der Beziehungen
FHAUBY) = fTHANUF (B und  (HA) f7H(AINB) = [~ (A)Nf7H(B).

Beweisen Sie: Sind f: A — B und g : B — C injektiv bzw. surjektiv, so gilt dies auch
fir go f : A — C. Kann man fiir die entsprechenden Aussagen die Bedingungen an f
und/oder g abschwéchen?

. Sei a = (a1,az,a3) € R3 fest gewihlt. Mit (a,r) bezeichnen wir das Skalarprodukt der

Vektoren a und = € R3. Ist die Abbildung f : R? — R3, 2 — (a,z)x injektiv bzw.
surjektiv?

. Man zeige: Sind A iiberabzéhlbar und B C A hochstens abzéhlbar, so ist A\ B iiberabzihl-

bar.

Sind folgende Mengen abzéhlbar
(a) M={zeR:z= {m, myneN} (b) Menge der Primzahlen,
(c) die Menge aller Funktionen f: Q — Q, (Z) die Menge der algebraischen Zahlen .

Geben Sie eine Bijektion zwischen folgenden gleichméchtigen Mengen an !
(a) N, Z, (b) [a,b], [c,d], wobeia <bund c<d, (c) (—o0,00), (0,00),
(d) (—OO, OO), (Oa 1) ) (e) [Oa 1]5 (0? 1] .

Gilt [0,1) x [0,1) ~[0,1) ? (Begriindung)

Auf dem Mars steht ein Hotel mit unendlich vielen durchnumerierten Zimmern, welches
voll belegt ist. (Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass jeder Gast sein eigenes Zimmer
hat.)

(a) Es kommen noch zwei Herren, die ebenfalls in diesem Hotel wohnen mochten. Ist dies
moglich?

(b) 1100 Géste reisen ab. Kann der Manager dennoch seine Behauptung aufrecht erhalten,
sein Hotel sei stets ausgebucht?

(¢) Abzdhlbar unendlich viele Géste reisen an. Kénnen diese noch untergebracht werden?
Wenn ja, wie?
(d) Derartige Hotels befinden sich in allen Sonnensystemen. Aufgrund einer Havarie im

Kosmos miissen (abzidhlbar) unendlich viele geschlossen werden. Kann unser Hotel
den dadurch entstandenen Zimmerbedarf decken?

(e) Der Hotelmanager wird vom gastronomischen Zentrum gebeten, alle moglichen Zim-
merbelegungen aufzuschreiben. Er schreibt unendlich viele durchnumerierte Varian-
ten auf. Das gastronomische Zentrum ist jedoch nicht zufrieden. Warum?

Eine Schiefischeibe habe die Form eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlinge 2. Sie werde
fiinf mal getroffen. Zeigen Sie, dass es zwei Einschiisse gibt, deren Abstand kleiner oder
gleich 1 ist.

Es seien M eine beliebige nichtleere Menge und P(M) die Potenzmenge von M . Gibt es
eine Bijektion zwischen M und P(M)?

Zeigen Sie, dass eine Menge genau dann unendlich ist, wenn sie zu einer ihrer echten
Teilmengen gleichméichtig ist.
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2.3 Metrische Riume, topologische Grundbegriffe

Definition 2.18 FEs seien X eine nichtleere Menge und d : X x X — [0,00), (z,y) — d(z,y)
eine Abbildung. Man nennt (X,d) einen metrischen Raum, wenn folgende Axiome erfillt
sind:

(M1) d(z,y) =0 <= z=y,

(M2) d(z,y) = d(y,z) Yo,y € X,

(M3) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) Ve,y,z € X .

Die Abbildung d: X x X — [0,00) nennt man dann Abstand oder Metrik.

Beispiel 2.19 (C,d) mit d(z,w) = |z —w| und (C",d2), n € N, mit

do((z1y -y 2n), (W1, ... wy)) =

sind metrische Riume. Beachte: (C,d) = (C!,ds).

Bemerkung 2.20 Ist Xy C X eine nichtleere Teilmenge des metrischen Raumes (X, d), so ist
auch (Xo,do) mit dy = d|x,xx, ein metrischer Raum. Fiir (Xo,dy) schreiben wir auch einfach
nur (Xo,d) .

Beispiel 2.21 FEs seien d und dy wie in Beispiel 2.19 definiert. Dann sind (R,d) und (R",ds),
n € N, aber auch ([0,1),d), (Ry,d) oder (T,d) mit dem Einheitskreis T = {z € C:|z| =1}
metrische Rdume.

Im weiteren sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Elemente von X nennt man auch Punkte. Mit
Ue (o), wobei g € X und € > 0, bezeichnen wir die (offene) e-Umgebung des Punktes z ,

Us(zg) ={x € X : d(z,x0) <€} .

Diese Menge wird auch (offene) Kugel mit dem Mittelpunkt zp und dem Radius ¢ genannt. Sei
A C X . Die abgeschlossene Kugel mit dem Mittelpunkt zy und dem Radius r > 0 bezeichnen
wir mit K, (zg),

K (zg) ={x € X : d(z,z9) <7} .

Man nennt zg € X einen

e Beriihrungspunkt der Menge A, wenn AN U (xg) # 0 Ve >0,
e Hiufungspunkt der Menge A, wenn AN <Ug(m0) \ {xo}) #0Ve>0,

e isolierten Punkt der Menge A, wenn 3¢ > 0: ANU.(xo) = {zo} ,
e inneren Punkt der Menge A, wenn 3e > 0: Uz(zg) C A.

Offenbar ist zg € X genau dann Haufungspunkt der Menge A C X , wenn in jeder e-Umgebung
Ue(zp) unendlich viele Punkte von A liegen.

Mit A bezeichnen wir die Menge aller Berithrungspunkte der Menge A - die AbschlieBung von
A, mit int(A) die Menge aller inneren Punkte der Menge A - das Innere der Menge A . Ferner
sei A’ die Menge aller Hiufungspunkte der Menge A, auch Ableitung der Menge A genannt.
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Definition 2.22 Fine Menge A C X nennt man
(a) abgeschlossen, wenn A= A, d.h. A’ C A,
(b) offen, wenn int(A) = A,

)
(c) perfekt, wenn A’ = A,
(d) beschrinkt, wenn eine Zahl r > 0 und ein xo € X ezistieren, so dass A C U,(zg) gilt,
)

(e) dicht in X , wenn A = X .

Bemerkung 2.23 Die leere Menge () und der gesamte Raum X sind sowohl offen als auch
abgeschlossen.

Satz 2.24 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und A C X .
(a) Jede e-Umgebung U(xg) ist eine offene Menge, jede Kugel K. (xo) ist abgeschlossen.
(b) A’ ist abgeschlossen. Ist also A perfekt, so ist A abgeschlossen.
(¢) A ist genau dann offen, wenn X \ A abgeschlossen ist.
)

(d) Vereinigung und Durchschnitt endlich vieler offener (bzw. abgeschlossener) Mengen sind

offen (bzw. abgeschlossen).

(e) Die Vereinigung (der Durchschnitt) beliebig vieler offener (abgeschlossener) Mengen ist
offen (abgeschlossen).

Beispiel 2.25 Wir betrachten die in (C,d) offenen Mengen Gy, = U, 1(0) und abgeschlossenen

Mengen F,, = K, 1(0). Dann sind K;(0) = ﬂ G, nicht offen und Uy(0) = U F,, nicht
" neN neN
abgeschlossen.

Bemerkung 2.26 Im Allgemeinen gilt nicht U, (xg) = K,(x0) .

Bemerkung 2.27 Die Figenschaft einer Teilmenge A eines metrischen Raumes X offen oder
abgeschlossen zu sein, ist abhingig vom Raum X . Das Intervall (0,1) ={z € R: 0 < x < 1} ist
z.B. eine in R offene Menge, aber in C weder offen noch abgeschlossen.

Beispiel 2.28 FEine (komplexe) Zahlenfolge (zy),~, nennt man beschrdinkt, wenn ihr Werte-
bereich beschrinkt ist, d.h., wenn sup {|z,|:n € No} < oo gilt. Die Menge aller beschrinkten
Zahlenfolgen bezeichnen wir mit £°. Definiert man doo : £%° X £° — [0,00) durch

o0

doo(2z,w) = sup{|zy, —wn|:n € No} , 2= (Zﬁ)nozoo y W= (wn)nzo )

s0 ist (£*°,ds) ein metrischer Raum.

Beispiel 2.29 (Intervallschachtelung) Es seien [ant1,bnt1] C [an,bn] C R, n € N. Dann
ist D := (), enl@n, bn] # 0. Dabei besteht D genau dann aus nur einer Zahl, wenn fiir jedes e > 0
ein ne € N mit b, — an. < € existiert.

Definition 2.30 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Sind A C X und {G4, : « € T} eine Fami-

lie offener Mengen Go C X , so nennt man diese Familie eine offene Uberdeckung der Menge

A, wenn A C Jyer Ga gilt. Die Menge A heifst kompakt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung

{Go i« € I} der Menge A eine endliche Teiliberdeckung existiert, d.h., es gibt endlich viele
m

Indizes o, ..., 0 € T mit A C UA%' .
j=1
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Im Weiteren werden wir, wenn nichts anderes gesagt wird, R"™ bzw. C™ oder Teilmengen dieser
Mengen als metrische Rdume mit der dy-Metrik (vgl. Beispiel 2.19) betrachten.

Beispiel 2.31 Das Intervall (0, 1] ist nicht kompakt.
Beispiel 2.32 Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] C R ist kompakt.

Satz 2.33 Jede kompakte Menge ist abgeschlossen, und jede abgeschlossene Teilmenge einer
kompakten Menge ist kompakt.

Satz 2.34 FEs seien K, C X nichtleere kompakte Mengen mit K,+1 C K,, n € N. Dann ist
Mnen Kn nichtleer.

Satz 2.35 Jede unendliche Teilmenge einer kompakten Menge K besitzt einen Hdufungspunkt
in K.

Satz 2.36 Fir eine Teilmenge K C R sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) K ist kompakt.
(b) K ist abgeschlossen und beschrinkt.

(¢) Jede unendliche Teilmenge in K besitzt einen Hdaufungspunkt in K .
Beispiel 2.37 Jede abgeschlossene Kugel K, (x), x € >°, r > 0, ist nicht kompakt in £ .

Man nennt zwei Teilmengen A und B eines metrischen Raumes (X, d) getrennt, wenn
ANB=ANB=1

gilt. Z.B. sind (—1,0) € R und (0,1) C R getrennt, aber (—1,0] und (0,1) nicht, obwohl in
beiden Fillen die zwei Mengen durchschnittsfremd sind. Eine Teilmenge Xy C X heifit zu-
sammenhingend, wenn sie sich nicht als Vereinigung zweier nichtleerer getrennter Mengen
darstellen lésst.

Satz 2.38 Fine Teilmenge Xy C R ist genau dann zusammenhdngend, wenn aus x,y € Xg und
< z<uy folgt z € Xg.

Satz 2.39 Jede nichtleere offene Menge A C R lisst sich als Vereinigung hichstens abzihlbar
vieler offener Intervalle darstellen.

2.4 Abbildungen zwischen metrischen Riaumen

Im Weiteren seien (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Raume.

Definition 2.40 FEine Abbildung f : X — Y heifit stetig im Punkt xzq € X, wenn fiir jedes
€ >0 ein § > 0 existiert, so dass

dy (f(z), f(w0)) <e Va € Us(wo)

gilt, was gleichbedeutend mit f (Us(xo)) C Us(f(x0)) ist. Man nennt f stetig, wenn f in jedem
Punkt xo € X stetig ist, und gleichm&Big stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so
dass

dy (f(z1), f(z2)) <e Vai,z9 € X mit dx(x1,22) <9

gilt.
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Beispiel 2.41 Die Abbildung
1
sin<-:x #0,
fR—R, x— * 7
O:2=0,
ist in xg = 0 nicht stetig. Die Abbildung
1
xsin=-:x #0,
g R—R, x+— *
0:z=0,
15t i xg = 0 stetig.

Beispiel 2.42 Die Abbildung f : (0,1) — R, 2+ 2! ist stetig, aber nicht gleichmdfig stetig.

Satz 2.43 Sind f : X — Y und g :Y — Z inxy € X bzw. yo = f(zg) stetig, so ist
auch go f : X — Z in xg stetig. Sind also f und g stetige Abbildungen, so gilt dies auch fiir
gof: X —17Z.

Satz 2.44 Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Die Abbildung f: X — Y ist stetig.
(b) Das Urbild f~Y(A) jeder offenen Menge A C'Y ist offen.

(c) Das Urbild f~'(A) jeder abgeschlossenen Menge A C 'Y ist abgeschlossen.

Im Beispiel 2.41 ist das vollstdndige Urbild der abgeschlossenen Menge {1} bzgl. der Abbildung
f gleich f~1({1}) = {(27771 + g)fl ‘n e Z} und somit nicht abgeschlossen, weil diese Menge

ihren Héufungspunkt 0 nicht enthélt. Die Abbildung h : R — R, z — sgnx ist offenbar im
Punkt g = 0 nicht stetig, was man auch daran sieht, dass das vollsténdige Urbild der offenen

Menge A = (—3, 3) gleich h=*(A) = {0} und somit nicht offen ist.

2.5 Ubungsaufgaben
1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie die Giiltigkeit von
A, 2) — dy, w)| < d(z,9) +d(zw) Va,y,7w e X

und
|d(m,z) - d(y’ Z)| < d(xay) V$,y,2 €X.

2. Zeigen Sie, dass folgende Rdume (X, d) metrische Rdume sind:

(a) X =C",neN,d(z,w) =dw(z,w) :=max{|zy —wg| : k=1,...,n}
mit z = (21,...,2p), W= (W1,...,wy),

(b) X=C",neN, d(Z,’U)) = dl(Z,’U)) = Z|Zk; _wk|’
k=1
(c) X =C,d(z,w) =/|z —w|.
3. Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A, B C X . Zeigen Sie:
(a) (HA) Aus AC Bfolgt ACB.
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(b) Es gilt AUB = AU B. Gilt auch | J;2; Ax = Uy Ar?
(c) A ist abgeschlossen und int(A) ist offen.

(d) Der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen in X , die A umfassen, ist gleich der
Abschliefung von A, d.h.

A= ﬂ F, wobei F(A)={FeP(X):ACFund F=F} .
FEF(A)

. Zeigen Sie: Sind A C R nach oben beschrinkt und z = sup A, so ist x € A.

. Zeigen Sie: Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist auch (X, d;) mit

d(z,y)

di(z,y) = TTd(x,y)

ein metrischer Raum.

. Es seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume und Z = X x Y . Zeigen Sie, dass dann

auch (Z,d) ein metrischer Raum ist, wobei fir z; = (z;,y;)

(a) d(z1,22) = max {dx (z1,72),dy (y1,92)} ,
(b) d(z1,22) = dx(z1,22) + dy (y1,92) ,

(¢) (HA) d(z1,22) = \/ldx (w1, 22))” + [dy (41, 32))°.

Finden Sie die Ableitung A", die Abschliefung A und das Innere int(A) folgender Mengen
ACR:

(a) A=N, (b) A=(0,1)U(L,2), (c) A={L:neN},

[e.9]

@ A= U {57t 30) . @ (HA) A= {353 nen).

n=

. Zeigen Sie, dass Xo C X genau dann zusammenhéngend ist, wenn keine zwei offenen

Mengen A,BC X mit ANB=0,ANXy#0, BNXy# 0 und Xqg C AU B existieren.

. Untersuchen Sie, ob folgende Mengen in R abgeschlossen, offen, beschrénkt, perfekt, kom-

pakt oder zusammenhéngend sind:
(a) N, (b) {{,1-1:neN}, (¢ (0,1], (d) [0,1], (e) [0,1]U{2}.

(a) Esseien A ={2"":n e N}U{0} CRund U, = (1=, 4) , n e N, und Uy = (—¢,¢)

fiir ein gewisses ¢ € (0,3). Wihlen Sie aus der Uberdeckung {U,, : n € No} von A
eine endliche Teiliiberdeckung aus.

(b) Kann man aus der Uberdeckung {U,, : n € N} von B = {27 : n € N} eine endliche
Teiliiberdeckung auswihlen?

Wir betrachten die Teilmenge A = {7" €Q:2<r’< 3} des metrischen Raumes (Q,d)
mit d(r,s) = |r — s|. Zeigen Sie, dass A in Q offen, abgeschlossen und beschréinkt, aber
nicht kompakt ist. Ist die Menge B = {r2 re@Q,2<r< 3} in Q abgeschlossen?

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie:

(a) Zwei disjunkte abgeschlossene Mengen sind getrennt.

(b) Zwei disjunkte offene Mengen sind getrennt.



2.5. UBUNGSAUFGABEN 31

(¢) (HA) Uy(xp) und X \ K,(z0) sind getrennt, wobei zy € X, r > 0.

(Z1) Zeigen Sie, dass jede nichtleere perfekte Teilmenge der Menge der reellen Zahlen iiberab-
zéhlbar ist.

(Z2) Zeigen Sie, dass die Menge aller reellen Zahlen aus [0, 1], bei denen in irgendeiner Dezi-
malbruchdarstellung die Ziffer 7 nicht vorkommt, perfekt ist.

(Z3) Wir schreiben die abzihlbare Menge der rationalen Zahlen als Zahlenfolge (z,,),=; , d.h.

Q = {x, : n € N} , und definieren U,, = (x,, — 27", 2, +27") . Dann ist {U,, : n € N} eine
offene Uberdeckung von Q. Ist dies auch Uberdeckung von R ?
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Kapitel 3

Punktfolgen in metrischen Raumen

3.1 Konvergente Punktfolgen

Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Unter einer Punktfolge in diesem metrischen Raum ver-
stehen wir eine Abbildung f : N — X, n — f(n) und schreiben dafiir kurz (z,),~; mit
&y, := f(n). Im Spezialfall X C C sprechen wir von einer Zahlenfolge. Die Punktfolge (zp, ),
nennt man Teilfolge der Punktfolge (z,,),~; , wenn n; < ng < ng < ... gilt. Wir nennen eine
Punktfolge (x,), -, beschrinkt, wenn die Menge {z, : n € N} beschrénkt ist.

Der Punkt z* € X heifit Grenzwert der Punktfolge (x,,), >, , wenn fiir jedes € > 0 ein ng € N
existiert, so dass d(x,,z*) <& Vn > ng gilt (in Zeichen: z* = lim,,_,» z,, oder x,, — z*). Die
Punktfolge (x5,), -, nennt man konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt, sonst divergent.

(e o]

Beispiel 3.1 Die Zahlenfolge (x,), > = (n_lei””/‘l)nojl ist konvergent, (yn),=, = (/%)

aber nicht. Die Teilfolgen (yYsk)u—y > (Ysk+1)per » (U8k+2)pot - - - (Ysk+7) gy Sind konvergent.

n=1
Die Grenzwerte von Teilfolgen einer Punktfolge (x),~; nennt man partielle Grenzwerte der
Punktfolge (zy,),; .

Satz 3.2 Es sei X ein metrischer Raum.

(a) Eine konvergente Punktfolge besitzt genau einen Grenzwert und jede ihrer Teilfolgen ist
konvergent mit dem gleichen Grenzwert.

(b) Jede konvergente Punktfolge ist beschrinkt.

(¢) Ein Punkt x € X ist genau dann Berihrungspunkt der Menge A C X , wenn eine Punkt-
folge (), 2, mit x, € AVn €N und x = lim,_.o xy, existiert.

(d) Ist K C X kompakt, so besitzt jede Punktfolge (x,,), = mit x, € K Vn € N eine konver-
gente Teilfolge.

Satz 3.3 Die Menge K C X ist genau dann kompakt, wenn jede Punktfolge (xy,), >, mit x, € K
Vn €N eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

Definition 3.4 Eine Punktfolge (xy),; nennt man Fundamentalfolge oder Cauchy-Folge,
wenn fiir jedes € > 0 ein Index ng € N existiert, so dass d(xn,xy) < e ¥Ym,n > ng gilt.

Folgerung 3.5 Jede Cauchy-Folge ist beschrinkt und jede konvergente Folge ist Cauchy-Folge.
Eine Cauchy-Folge ist genau dann konvergent, wenn eine ihrer Teilfolgen konvergiert.

33
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Definition 3.6 FEin metrischer Raum heiffit vollstindig, wenn in ihm jede Cauchy-Folge kon-
vergent ist.

Beispiel 3.7 Der metrische Raum der reellen Zahlen R ist vollstindig, sein Teilraum Q der
rationalen Zahlen dagegen nicht.

Satz 3.8 Jeder abgeschlossene Teilraum eines vollstindigen metrischen Raumes ist vollstindig.
Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig.

3.2 Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge (z,),; nennt man Nullfolge, wenn lim, .. 2, = 0 gilt. Offenbar ist eine
Zahlenfolge genau dann konvergent gegen z* € C, wenn (z,, — z*), 2, eine Nullfolge ist. Die
Menge aller Nullfolgen bezeichnet man mit ¢y, die Menge aller konvergenten Zahlenfolgen mit
c¢. Die Menge aller Zahlenfolgen wird mit s bezeichnet. Nach Satz 3.2,(b) gilt offenbar ¢y C ¢ C
¢ C s (vgl. Beispiel 2.28). Aus dem Archimedes’schen Prinzip Satz 1.12 folgt, dass (%)noil eine
Nullfolge ist.

[
n=1">

Folgerung 3.9 Aus () (Un)py € co und (z,),2; € £°° folgt (xp £yn),~; € co und

(Tn2n),—1 € Co -

Satz 3.10 Es seien (xp), =1+ (Yn)yey € ¢ Mit T, — x und Y — Y.

(a) Dann gilt
(al) (zp £ yn),oy €Ecmit xy ty, — x+y,
(3‘2) (xnyn)n0:01 € ¢ mit TpYy, — TY,
a3) 2 T fallsy 0.
Yn Yy

(b) Aus x,, <yn VYn >ng folgt z <vy.

(c) Aus xp < zp, <yn Y1 >ng und x =y folgt (2,,),2) € ¢ mit z, — .
Beispiel 3.11 Wir bestimmen folgende Grenzwerte:

(a) lim,_ow™ =0 Yw e Uy(0),

(b) lim, o Ya=1 Va >0,

(c) limy oo /27 + 37 = 3.

Wir bemerken, dass (w™), =, € ¢ genau dann gilt, wenn w € Uy(0) U {1} erfillt ist.

Gilt z,, < 241 Vn € N, so nennt man die (reelle) Zahlenfolge (z,,),~; monoton nicht fallend,

im Fall x,, < z,11 Vn € N monoton wachsend. Entsprechend definiert man monoton nicht
wachsend und monoton fallend. Man nennt eine (reelle) Zahlenfolge monoton, wenn sie
eine dieser vier Eigenschaften hat.

Satz 3.12 Fine monotone Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn sie beschrinkt ist.
n

Beispiel 3.13 Es gilt lim — =0 fir alle w € C.

n—oo Nl

Beispiel 3.14 Wir betrachten die durch 0 < 1 < 1 und xp11 = ,(2 — zy,), n € N, definierte
Zahlenfolge ()=, -
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™ = "1
Beispiel 3.15 Die Folgen <<1 + —> > und Z —
n n=l Pt k!

Sie haben den gleichen Grenzwert, die Eulersche Zahl e,

o0
sind monoton und beschrankt.
n

=1

n n

. 1 . 1

e= lim > - = lim. <1 + E) — 2,718281828459045 . . .
k=0

Hat eine reelle Zahlenfolge (z,,),, die Eigenschaft, dass fiir jedes R > 0 ein ng € N existiert, so

dass z, > R Vn > ng gilt, so sagen wir, dass (z,),=~; bestimmt divergiert gegen +o0, und

schreiben dafiir lim,, ., ,, = +00. Analog definiert man lim,,_,, , = —00.

Satz 3.16 Unter allen partiellen Grenzwerten einer reellen Zahlenfolge gibt es einen grifsten
und einen kleinsten, wobei auch +oo als partielle Grenzwerte zugelassen sind.

Bemerkung 3.17 Aus dem Beweis von Satz 3.16 ist ersichtlich, dass der grifte partielle
Grenzwert x* und der kleinste partielle Grenzwert ., einer reellen Zahlenfolge (xy),>, den
Formeln
" = lim sup{ag: k >n} wund z.= lim inf{zx k> n}
n—oo n—oo
geniigen, weshalb man auch =* = limsup x,, (limes superior) und x, = linni)i£f Zn (limes inferior)

n—oo

schreibt. Eine andere Schreibweise ist * = lim, ooy, bzw. T, = lim,, 2, . Auferdem gilt:

Ve>03dnpoeN:x, —e<z,<2"+eVn>ng.

Offenbar ist eine reelle Zahlenfolge genau dann konvergent, wenn ihr kleinster und ihr grofiter
partieller Grenzwert endlich und gleich sind.

Beispiel 3.18 Wir zeigen, dass lim, o {/n =1 gilt.
Satz 3.19 (Satz von Stolz) Es seien (x,,),~; und (yn),—, 2wei Zahlenfolgen mit

. . —x
Yntl > Yn VN> ng nh—>Holoyn:+OO und hmM:a,

=00 Yntl — Yn

x
wobei a = +o0o zugelassen ist. Dann gilt auch lim == =a.
n—oo yn

Beispiel 3.20 Wir zeigen, dass fir k € N gilt

p 420 4eh
nLHOIO nk+1 _1—|—]<;

Beispiel 3.21 Sind (ay), =, eine Zahlenfolge und lim a, = a*, so gilt
n—od

. artax+...+ay X
lim =a*.
n—oo n

3.3 Punktfolgen und stetige Abbildungen

Satz 3.22 Es seien X und Y metrische Riume sowie f: X — Y eine Abbildung.

(a) Die Abbildung f ist genau dann stetig in x* € X, wenn aus x, € X Vn € N und
limy, o0 p, = &* folgt lim, oo f(zn) = f(z*).
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(b) Sind X kompakt und f : X — 'Y stetig, so ist f auf X gleichmdfig stetig.

(¢) Sind X kompakt und f : X — R stetig, so existieren x7, x5 € X mit f(z7) < f(x) < f(x3)
VeeX.

(d) Sind f : X — Y stetig und Xo C X zusammenhdingend, so ist auch f(Xg) zusam-
menhdngend.

Definition 3.23 Es seien X und Y metrische Riume sowie A C X und f: A — Y eine
Abbildung. Man sagt, dass die Abbildung f im Punkt a € A’ den Grenzwert y* € Y hat (in
Zeichen: y* = lim,_., f(z)), wenn fir jedes € > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass

dy (f(x),y") <e Ve ANUs(a)\{a}

gilt. Im Fall f : R — Y schreiben wir y* = lim,_,o f(x), wenn fir jedes € > 0 ein xg € R
existiert, so dass
dy (f(z),y") <e Yz>ux

gilt. Analog definiert man lim,_,_o f(x). Es ist nun klar, was man im Fall f : X — R unter
lim, o f(z) = 00 oder im Fall f: R — R unter lim, 1 f(x) = £oo zu verstehen hat.

1 x
Beispiel 3.24 Wir zeigen, dass lim (1 + —> =e gilt.
T—00 €T

Folgerung 3.25 Die Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig in z* € X, wenn f in x*
einen Grenzwert besitzt und limg, ..+ f(x) = f(z*) gilt.

Folgerung 3.26 Die Abbildung f : A C X — Y hat in a € A’ genau dann den Grenzwert
y* €Y, wenn fir jede Punktfolge (xy,), > mit z,, € A\ {a} Yn € N und lim,_,oc z, = a gilt

Im Weiteren bezeichne I ein beliebiges Intervall reeller Zahlen.

Satz 3.27 (Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen) Es seien f : I — R stetig sowie
x1,w2 € I und f(x1) <y < f(x2). Dann existiert ein x zwischen x1 und xo mit f(x) =1y.

Eine Funktion f : I — R nennt man monoton nicht fallend bzw. monoton wachsend,
wenn aus x1,z2 € I und x1 < x9 die Ungleichung f(z1) < f(x2) bzw. f(x1) < f(z2) folgt.
Analog definiert man monoton nicht wachsende bzw. monoton fallende Funktionen. Hat
eine Funktion eine dieser Eigenschaften, so heifit sie monoton.

Ist zy € I nicht rechter Randpunkt von I, so kann man in xy den rechtseitigen Grenzwert
yo = f(zo + 0) einer Funktion f : I — Y definieren: Ve > 0 3§ > 0 : dy(f(x),y0) < €
Vo € (xo,x0 + ) N I. Man schreibt dann auch yo = lim,_ ;40 f(z). Analog definiert man
f(zo—0) =limy_zy—o f(2) .

Ist zy € int(I) eine Unstetigkeitsstelle der Funktion f : I — Y, so nennt man diese eine
Unstetigkeitsstelle 1. Art, wenn die einseitigen Grenzwerte f(xg+0) und f(z¢—0) existieren.
Sonst heifit o Unstetigkeitsstelle 2. Art.

Satz 3.28 Eine monotone Funktion f : (a,b) C R — R (@ = —oo und b = 400 sind
zugelassen) besitzt nur Unstetigkeitsstellen 1. Art. Sie ist genau dann stetig, wenn f((a,b))
zusammenhdngend ist.
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Folgerung 3.29 FEine monotone Funktion f : (a,b) C R — R besitzt hichstens abzihlbar viele
Unstetigkeitsstellen.

Folgerung 3.30 Folgende Abbildungen sind stetig:
(a) R— R, x +— a” fir fiziertes a > 0.
(b) Ry — R, x> 2 fiir fiviertes A\ € R,
(¢) Ry — R, x +— log, z fir fiziertesa >0, a# 1.

A

Zu (b): Im Fall X > 0 kann man auch die Stetigkeit von [0,00) — R, x +— x* zeigen.

n
Beispiel 3.31 Wir zeigen, dass lim (1 + E) = ¢e” fir alle x € R gilt.
n

n—0o0

Wir bemerken, dass eine Punktfolge (x,),~; genau dann gegen z* konvergiert, wenn die reelle
Zahlenfolge (d(z,,z*)),=; eine Nullfolge ist.

Folgerung 3.32 Fir eine Zahlenfolge (zy,), >, gilt z,, — z* genau dann, wenn Re z, — Re z*
und Im z, — Im z* erfill sind.

Folgerung 3.33 Die Konvergenz in CF und R* ist die koordinatenweise Konvergenz. Diese
Rdume sind vollstindige metrische Raume. Eine Teilmenge dieser Rdaume ist genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist (vgl. Satz 2.83 und Satz 2.36). Man beachte
dabei, dass in jedem metrischen Raum gilt, dass eine kompakte Menge beschrinkt ist, da sie
durch endlich viele offene Kugeln vom Radius 1 tiberdeckt werden kann (vgl. auch den Beweis
von Satz 2.56).

Unter Verwendung von Satz 3.10, Folgerung 3.33 und Satz 3.22(a) erhalten wir
Folgerung 3.34 Folgende Abbildungen sind stetig:
(a) C2 — C, (z,w) — zF+w,
(b) C?2 — C, (z,w) = 2w,
z

(€) Cx(C\{0}) —C, (z,w) — —,

(d) C\{0} —C,z— 271,

() C— C, z+ Az fiir fixiertes A € C.

Folgerung 3.35 Sind X ein metrischer Raum und f,g: X — C in xg € X stetige Abbildun-
gen, so sind auch folgende Abbildungen in xq stetig:

(a) fg: X —C,z— f(z) £g(x),
(b) fg: X —C,zw f(x)g(x),

(c¢) f/g:Us(xg) — C, z— % , falls g(xg) # 0 und 6 > 0 hinreichend klein,

(d) A\f: X — C, z— Af(x) fiir fixiertes A € C.
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Die Aussagen (a) und (d) zeigen, dass der Raum C(X,C) der auf X definierten komplezwertigen
und stetigen Funktionen ein linearer Raum dber dem Korper der komplexen Zahlen ist. Dabei
sind die algebraischen Operationen wie folgt erkldrt:

(f+9)(@) = f(z) +9(x), (Af)x) =Af(x), zeX, AeC.

Folgerung 3.36 Folgende Abbildungen sind stetig:

(a) C—C, 2z Zakzk fir fixzierte n € Ng und a € C,
k=0

(b) R— R, z —sin(z) und R — R, x +— cos(z).

3.4 Ubungsaufgaben
1. Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Zeigen Sie:

(a) Eine Punktfolge ((zn,yn)),—; von Punkten aus Z = X x Y konvergiert genau dann
in einer der Metriken aus Aufgabe 6 der 6. Ubung, wenn sie in den anderen zwei
Metriken konvergiert.

(b) Die Abbildung dx : X x X — R ist stetig, wobei man X x X mit jeder der Metriken
d aus Aufgabe 6 der 6. Ubung fiir Y = X versehen kann.

(c) (HA) Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn aus z,, € AVn € N
und z* = lim z, folgt 2* € A (vgl. Satz 3.2(c) der Vorlesung).
n—oo

2. (HA) Ermitteln Sie die Grenzwerte nachstehender Folgen und diskutieren Sie die unter-
schiedlichen Ann&herungen an diese Grenzwerte (Skizze):

_1\n+1 _1\n
(a) an% (b) xn:—% (c) xn:% (d) xn:#
¥ x":# (®) anlzi () Zn:<\/75(1+i)>

3. Fiir folgende Zahlenfolgen sind Zahlen a und N (¢) zu finden, so dass |z, —a| < eV n > N(¢g)
und Ve > 0 gilt.

_ n _ _1++n _ sinn
(a) an = R (b) (HA) z,, = () zn=——3— (d) (HA) z, = 5 TE

- 5l

() on = ViZ 2V +1 () o0 = <1—%> (8) zn:%+25i (h) z, = <%>n

() (HA) 2, = ¥/a(a>1) (j) (HA) xn:<1+%) (k) (HA) zn:<§<1+i>>

4. Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Zahlenfolgen (z,,),>;:

n®—mn-+2 1 n
(a) x, = 2ot (b) z,=a» (a>0) (c) z,= 7712—#2
(d) xnzw,nZQ,xozzy@l:l (€) zn=m+1DF=n* (0<k<1)

2
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k
3 an’

(f) xn:ijoi (k,jeN,a; €C,ar#0,b; #0) (g) zn=+n(Vn+1-n)
i=0

(h) (HA) 2, = /n(Vn+1+n) (1) z, = 4"+ 37 +27
() @n=(+n)7 (k) (HA) 2, = (Z a?) n (a; > 0)
=1

log,n 3n2 +vn3 +2 12422 4. 4 n?
14+24---4n n vn?2+1+n
(o) (HA) 2z, = —— — — (p) (HA) xn:4—\/_
n+2 2 vn34+n—n

(@) (HA) 2, = VAT 2Vl () 0= o (8) za=n— VB 1 () xn=<1—%>

(W) (HA) 2, = V/nt vn—n—vn () xn:<1+%)" (a €R)

5. FAir welche z € C existieren die Grenzwerte

n
(a) lim nz™, (b) (HA) lim nlz", (c¢) lim Z 9
n—00 n—00 n—oo N

6. Verwenden Sie die binomische Formel, um zu zeigen, dass

2
% <1+ % , neN,
gilt, und berechnen Sie damit lim {/n.
n—oo

7. Ermitteln Sie die Grenzwerte folgender Zahlenfolgen:

(a) xn:\/c+\/c+...+\/5 (c>0)

n Wurzeln

1 a
(b).%'n+1:§ .%'n+x— (TLGNQ,G>0,.%'0>O)

n

8. Beweisen Sie:

(a) Aus z, € R, 2, — a und a > p folgt die Existenz eines ny € N, so dass x,, > p

VYn>ng.
(b) Aus z, € R, b =limsupz, und b < ¢ folgt die Existenz eines ny € N, so dass z,, < ¢
n—oo
VYn>ng.

9. (HA) Formulieren Sie eine zu 8.(b) analoge Aussage fiir den Limes Inferior.

10. Man bestimme lim z,, und lim x,,:

(a) 2= (-D"@2+ ) (b) wp="—t —— (c) mp=n1"
n? nw =
(d) z, =1+ s (e) (HA) x, = T Cos QT (f) (HA) z, = Z(_l)k
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11. Es seien (z),~; und (yn),~; reelle und beschrinkte Zahlenfolgen. Man zeige, dass dann
gilt:
(a) lim zp, + lim y, < lim (@, + yn) < lim @, + lim gy, ,
(b) (HA) h_mxn‘i‘myn SE(QUN"i‘yn) <Tim z, —i—myn,
(c) lim z, - lim y,, < lim (2,y,) < lim x,, - lim y,, , falls 2, > 0, y, >0 Vn € N,
(d) (HA) lim z,, - lim g, <lim (z,y,) < lim 2, - lim y,,, falls 2, > 0, y, > 0Vn € N.

12. Zeigen Sie: Gilt z,, > 0 ¥n € N und lim z,, - lim i =1, so ist (z,),=; konvergent.

13. Untersuchen Sie mit der Definition 3.4 der Vorlesung, ob folgende Zahlenfolgen Cauchy-
Folgen sind:

3.5 Zahlenreihen

Definition 3.37 Fiir eine beliebige Zahlenfolge (ay,),”, definieren wir

n
sn:a1+a2—i—...+an:Zak, n=1,23...
k=1

Die Folge (sy), =, heifst Zahlenreihe oder auch nur Reihe und wird mit

o0
Zan oder aj+ag+as+...

n=1

o
bezeichnet. Man nennt s, die n-te Partialsumme der Reihe Zan. Diese Reihe heifit kon-
n=1
vergent, falls die Folge (sy),~, der Partialsummen konvergiert, andernfalls divergent. Gilt
s = lim,_,o0 Sp, SO schreibt man auch
(o]
5= a,
n=1

o
und nennt s die Summe der Reihe Z ap -

n=1

Natiirlich sind auch andere Indizierungen, wie z.B.

o0 n
Zan mit sn:a0+a1—i—...+an:Zak,
k=0

n=0
moglich.
o
. o 1 o
Beispiel 3.38 Aus Beispiel 3.15 folgt e = g — - Dabei gilt
n!
n=0

n
1 1
k=0

Hieraus kann man schlieffen, dass e eine irrationale Zahl ist.



3.5. ZAHLENREIHEN 41

Folgerung 3.39

[e.9]

1. Notwendiges Konvergenzkriterium: Ist die Reihe Zan konvergent, so ist (a),
n=1
eine Nullfolge.
o
2. Cauchysches Konvergenzkriterium: Die Reihe Zan konvergiert genau dann, wenn
n=1

fiir jedes € > 0 ein Index ng € N existiert, so dass

fiir alle n > ny und fiir alle ¢ =0,1,2,... gilt (vgl. Beispiel 3.7 und Folgerung 3.33).

o0
3. Monotoniekriterium: Gilt a,, > 0V n > ng, so konvergiert die Reihe Z an genay dann,
n=1
wenn die Folge (sy,),=, der Partialsummen nach oben beschrinkt ist (vgl. Satz 5.12).

4. Aus den Regeln iiber das Rechnen mit Grenzwerten von Zahlenfolgen (siehe Satz 3.10)

o0 o0
ergibt sich: Sind Z an und Z b, konvergente Reihen mit den Summen a und b, so sind

n=1 n=1
auch die Reihen Z(an +b,) und 2(7 an) konvergent, wobei
n=1 n=1
Z(an +b,) =a+b und Z(’yan) =7va
n=1 n=1

gilt und ~ eine beliebige komplexe Zahl sein kann.

Beispiel 3.40 Fiir z € C betrachten wir die geometrische Reihe

[e o]

Zz":1+z—i—22—|—...,

n=0

d.h. ap = 2" und, falls z # 1,

1 __Zn+1
sp=14+z+22 4+ 42"=""—
1—=z2
also
1 o0
s =lims, = 1> ::jz:zn YVze U&(O)
n=0

(vgl. Beispiel 3.11,(a)). Fiir |z| > 1 divergiert diese Reihe, weil das notwendige Konvergenzkri-
terium (vgl. Folgerung 3.39) verletzt ist.

Beispiel 3.41 Fiir die harmonische Reihe

(e o]

S ioielali
n o 2 3

n=1
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betrachten wir die Teilfolge {sqr}re der Folge der Partialsummen. Es gilt
1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 +--+ L + +1
Sop  — - 24z e N e —
2 2" \3"4 56 7 8 2k—1 4 1 2k

L O
= 2 4 8 2k

1
= 14k -=
+ 5
Woraus klim Sor = 00 = lim s, folgt. Die harmonische Reihe ist also divergent. Wir kénnten
—00 n—oo

auch
1
IEER
n=1 n

schreiben.

Beispiel 3.42 (Die Leibniz-Reihe) Wir untersuchen die Reihe

2 (=1)ntt 1 1 1 1
n )

n=1

auf Konvergenz und betrachten zuerst {so}, =, . Es gilt

_ (4 1 1 1 1 1
=\t g g) ot oy o) St

Also ist die Folge {so}, >, monoton wachsend. Die Folge {sop41},= ist wegen

_,_(1_1 1.1 1 1
S2k+1 = 2 3 1 5 2%k  2k+1

monoton fallend. Ferner gilt Sop+1 > Sop und

1
2k +1

Sok4+1 — Sk = —0 (kﬁEN)
Somit sind beide Folgen konvergent und haben den gleichen Grenzwert, womit die Konvergenz
der Leibniz-Reihe gezeigt ist.

Ersetzt man im vorhergehenden Beispiel % durch a,, , so kann man vollig analog folgendes Kon-
vergenzkriterium beweisen.

Satz 3.43 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Ist (ay), =, eine monoton nicht
wachsende Nullfolge aus nichtnegativen Zahlen, so konvergiert die Reihe

o0
(-1)"a,.
n=1
o

Definition 3.44 Die Zahlenreihe Zan nennt man absolut konvergent, wenn die Reihe

n=1

o0
Z lan| konvergiert. Anderenfalls heifst sie bedingt konvergent.

n=1



3.5. ZAHLENREIHEN 43

Aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium (vgl. Folgerung 3.39) folgt, dass jede absulut kon-
vergente Reihe auch konvergent ist. Nach den Beispielen 3.41 und 3.42 ist die Leibniz-Reihe
bedingt konvergent.

o0
Folgerung 3.45 Gilt |a,| < b, ¥Yn > ng und konvergiert die Reihe an, so folgt aus dem

n=1
9]

Cauchyschen Konvergenzkriterium, dass die Reihe Zan absolut konvergiert.

n=1
Satz 3.46 (Verdichtungssatz) Es seien a, > 0 Vn € N und (ay,),.o; monoton nicht wach-

oo oo
send. Dann konvergiert die Reihe Zan genau dann, wenn die Reihe Z 2"agn konvergiert.

n=1 n=0
= 1
Beispiel 3.47 (Verallg. harm. Reihen) Die Reihe E —, a € R, konvergiert genau dann,
n
n=1

wenn o > 1 gilt.

Satz 3.48 (Wurzelkriterium) Es seien (ay,),”; eine Zahlenfolge und p = limsup y/|ay|. Die
n—oo

o0
Reihe Z an konvergiert, falls p < 1, und divergiert, falls p > 1.
n=1
Satz 3.49 (Quotientenkriterium) Es seien (ay,),=; eine Zahlenfolge mit a, # 0 Vn € N.

an+41

o0
Die Zahlenreihe Z an konvergiert, falls lim sup

n—oo

< 1 gilt, und divergiert, falls ein ng € N

n=1 n

an41
Qp

existiert, so dass >1Vn>ng.

X _n
Beispiel 3.50 Aus Satz 3.49 folgt, dass die Reihe Z Z—' fir jedes z € C konvergiert.
n!
n=0
Beispiel 3.51 Auf die Reihen
1+1+1+1+1+1+ d1+1+1+1+1+1+
-+ -+s+=+=+=+... und —-+1+=+=+=+=5+...
2 3 22 32 28 33 2 23 22 25 24
ist das Wurzelkriterium anwendbar, das Quotientenkriterium dagegen nicht.
Satz 3.52 Fir jede Folge (ay),~, positiver Zahlen gilt

a
lim inf < liminf /a, <limsup Va, < limsup ntl

n—oo  Qp n—00 n—00 n—oo  On

An+1

Beispiel 3.53 Es scien (ay),~; eine Folge komplezer Zahlen, zy € C und o = limsup y/|an|.

. n—oo
Setzen wir
a~ b 0<a<oo,
r= S I a=0,
0 a =00,

so liefert die Anwendung des Wurzelkriteriums (Satz 3.48) auf die sog. Potenzreihe

oo
Zan(z—zo)", zeC,
n=0
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dass diese Reihe fir |z — zo| < r konvergiert und fiir |z — zo| > r divergiert. Den Kreis U, (zp)
nennt man den Konvergenzkreis und r den Konvergenzradius dieser Potenzreihe.

n
Satz 3.54 Es seien (ay), o, und (b,), >, zwei Zahlenfolgen sowie A, = Zak, ne€N.
k=1

1. Sind die Folge (Anbni1),=; und die Reihe ZAn(bn — bpy1) konvergent, so konvergiert
n=1
auch die Reihe Z anby, .

n=1

o0
2. Abelsches Kriterium: Sind die Reihe Z an, konvergent und die Folge (by,),=; monoton

n=1
[e.e]
und beschrinkt, so konvergiert die Reihe Z anby -
n=1
3. Dirichletsches Kriterium: Ist die Folge (Ay), =, beschrinkt und ist die Folge (by),=;
oo

eine monotone Nullfolge, so konvergiert die Reihe Z anbp .
n=1
Beispiel 3.55 Mit a, = (—1)"*! folgt aus dem Dirichlet-Kriterium das Leibnizkriterium (Satz
3.43).
Beispiel 3.56 Es sei (by,), =, eine monotone Nullfolge. Fiir z € K1(0)\1 setzen wir im Dirichlet-
Kriterium a,, = z"™ und erhalten

2
< .
T 12

A =
[An 11—z

‘1 _ Zn+1

n
>
k=0

o0
Also konvergiert die Potenzreihe (vgl. Beispiel 3.53) Z bpz" mindestens fir alle z € K1(0)\ 1.
n=0

o
Satz 3.57 (Umordnung absolut konvergenter Reihen) FEs seien Z ap, eine absolut kon-

n=1

vergente Reihe und f: N — N eine Bijektion. Dann gilt

Z af(n) = Z Ay, .
n=1 n=1

oo
-1 n+1 .
Beispiel 3.58 Wir betrachten die Leibniz-Reihe Z an mit a, = L . Aus den Uberlegun-
n
n=1
gen in Beispiel 3.42 folgt, dass
[e.e]
=l =S
n—=

n
eine positive endliche Zahl ist, wobei s, = Z ay, . Fiir die Bijektion f : N — N,
k=1

2k—1 : n=3k—-2, keN,
n—< 4k—-2 : n=3k—1, keN,
4k : n = 3k, ke N,
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erhalten wir die Reihe

Za 1———1+1—1—1+ SR .
fn) = 473 6 8 % —1 4k—2 4k ’

deren Partialsummen wir mit s,, bezeichnen. Dann ist

= 1
%m = kzl<2k—1 4k—2 4k>
m
- Y (5= %)
k=1
1« 1 1 1 1
f— J— _—— = — - N .
2;<2k—1 2/<;> psm 58 (meN)
Hieraus folgt
1 1 1 1
S3m1 S3m+R—>§S und sémf2:sémfl+4m_2—>§s (mGN),
so dass die Summe der umgeordneten Reihe gleich lim s/, %s ist.
o

Satz 3.59 (Riemannscher Umordnungssatz) Fs seien Z ay, eine bedingt konvergente Rei-

n=1

he reeller Zahlen und o € RU {£o0} beliebig. Dann ezistiert eine Bijektion f: N — N mit der

Eigenschaft
o= asm
n=1

Satz 3.60 (Cauchy-Produkt von Reihen) Es seien Zan und Zb konvergente Reihen

n=0 n=0
mit den Summen a und b, wobei wenigstens eine der Reihen absolut konvergent ist. Dann ist
o
die Reihe ch mit
n=0

n
Cn = § akbnfk:
k=0

oo
konvergent, wobei Z c, =a-b gilt.
n=0

X _n
Beispiel 3.61 Die Reihe Z Z—' konvergiert fir jedes z € C absolut (siehe Beispiel 3.50)).
n!
n=0
Wir bezeichnen ihre Summe mit s(z). Fir beliebige z,w € C folgt aus dem Satz 3.60 und der

binomischen Formel (1.18)

=S e e () = S e

n=0 k=0
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3.6 Ubungsaufgaben

1. Es seien a, >0, b, > 0, n € N. Beweisen Sie folgende Vergleichskriterien:

(a) Es existiere der Grenzwert g = 1 n

o by,
o o
e Ist ¢ < o0, so folgt aus der Konvergenz von an die Konvergenz von Zan
n=1 n=1

oo
und aus der Divergenz von E a, die Divergenz von E by, .

n=1 n=1

o o
e Ist ¢ > 0, so folgt aus der Divergenz von an die Divergenz von Zan und

n=1 n=1

o0
aus der Konvergenz von E a, die Konvergenz von E by, -
n=1 n=1

e Im Fall g € (0,00) konvergieren bzw. divergieren beide Reihen gleichzeitig.

an+1 bn+1

(b) (HA) Existiert ein ng € N mit <

an n

Yn > ng, so folgt aus der Konvergenz

o
von g b,, die Konvergenz von g an und aus der Divergenz von E a,, die Divergenz

n=1 n=1 n=1
von E by, .
n=1

2. Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:

(a) Z o/ (b) Z 1 (© Z 67: (@ hl_nn (@) Z (arctailn)
= Vn = V/nn—1) = nl 2 o 2

(f) 22711—1 (g) 1+g—|—212-|-233+ +2%n+22§+1+ (h) Z 77‘281nﬁtanﬁ
- n=1

n+2 — 1+ (=1)"n? Inn n! > (n1)25n

= (=1)" > P10 00

() 2 Ezli)n (0 > \’;H () (HA) > 1o (@) D (-1)"(¥3-1)
n=2 n=1 . n—1 o—

n=1 n= n=1
(HA) Zznm_ ) Y (n(n+1)—Inn) (w) Y CERTE (s €R, a,b>0)
n=1 n=1

x) (HA) Zsm e ta \F y) (HA) Z m (z) (HA) Z“T%

n=1
(s) ;“’S"m‘?(”“)x @eR) () nZQ(hfn)p (>0 () ;—(lni)m

3. Untersuchen Sie mit Hilfe von Vergleichskriterien auf Konvergenz:

)isin% (e €R) (b) i(l—cos%> (¢ eR) (c) i(%_lnnl—1>

n=1 n=1
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4. Untersuchen Sie mit Hilfe des Wurzel- bzw. Quotientenkriteriums auf Konvergenz (z € C):

X n > > arctann \"
(@) Y= () Yone Z ( ) d) (HA) Z <7 z)
n=1 n=1 n=1
5. Es sei Z(—l)"bn eine Reihe mit b, > 0Vn € N und b, — 0. Konvergiert diese Reihe?
n=1

6. Beweisen Sie: Ist die Reihe Z ay, absolut konvergent, so ist konvergiert auch Z |a, [P fiir

n=1

alle p > 1. Gilt die Umkehrung?

o o
7. Beweisen Sie: Sind die Reihen Z |ap|? und Z |b,|? konvergent, so konvergieren auch die

n=1 n=1
Reihen
a) Zanbn, Zan—i—b (c) Z Tn
n=1 n=1 n=1
o
8. Esgelte a,, — aund a,, # 0V n € N sowie a # 0. Zeigen Sie, dass die Reihe Z |an4+1—an
o n=1
genau dann konvergiert, wenn die Reihe Z a1 11— a,'| konvergiert.
n=1

o
1
9. Wir modifizieren die harmonische Reihe E — auf folgende Weise:
n

n=1
(a) (HA) Wir summieren nur iiber die durch 10 teilbaren natiirlichen Zahlen n .
(b) Wir summieren nur iiber die natiirlichen Zahlen n, bei denen in der Dezimaldarstel-

lung die Ziffer 9 nicht vorkommt.

Untersuchen Sie die so modifizierten Reihen auf Konvergenz.

10. Geben Sie die Summe s = Z an folgender Reihen an:
n=1
1 (~AER\N) () an=—7 (c) (HA) :
— an=—= (c p = —5——
(d+n)(d+n+1) N4 4n? —1
11. Untersuchen Sie mit Hilfe des Dirichlet- oder Leibniz-Kriteriums auf Konvergenz (a € R):

(a) Z (=1 Z bpsin(na)  ((bn), -, monotone Nullfolge) (c) Z w

n—= n=1

i<1+ + . +1>w (HA)Z Un—1)

f) (HA) ;(—1)" [e — <1 + %ﬂ

12. Zeigen Sie, dass das Cauchy-Produkt zweier absolut konvergenter Reihen absolut konver-
giert.

(a) ap =
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13. Es sei v, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} Vn € Ny. Geben Sie die Summe der Reihe Z —— an.

o
14. Es seien Zan absolut konvergent und f : N — N eine Bijektion sowie s, = Zak
n=1 k=1

und s, = Zaf(k). Verwenden Sie die Tatsache, dass fiir jedes € > 0 ein Index ng mit

k=1
n+4
Z lak| < eVn>ng, VI> 0 existiert, um zu zeigen, dass (s,, — s,,),~; eine Nullfolge ist.
k=n
(D.h., beweisen Sie Satz 3.57.)
R (_1)n+1
(Z) Es sei s die Summe der Leibniz-Reihe Z ———— . Geben Sie jeweils eine Umordnung
n
n=1

dieser Reihe an, die die Summe 32 0 bzw. oo hat.

15. Man bestimme den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:
o o
iz (n+in)"2"
| N7
@ 3o (£) o >
n= n=

(c) Z 7(n)z", wobei 7(n) die Anzahl der Teiler der Zahl n bezeichnet,

n=1

@ Y% @Aoact) @ ST >0 O MY ST @h>0
21090 (1 — 2)

(g) Z wobei ¥(n) die Anzahl der Dezimalziffern der Zahl n bezeichnet
n=1 n
N 1 . 0 1) z2n 0 Zn2

(h)z<1+§+ +—>z (I)Z( 7)1' (J)ZQ—H
n=1 n=1 n=1

16. Die Potenzreihen Z an,z" und Z bpz" moégen den Konvergenzradius R; bzw. Ry haben.

=0 n=0
Geben Sie Abschatzungen fiir den Konvergenzradius R der folgenden Reihen an:

o0

a) Zagnz% (b) Z(an +by) Zanb 2" (d) Z (Z ankbk> z
n=0 n=0 \k=0

n=0



Kapitel 4

Differentialrechnung

4.1 Differenzierbarkeit

Die Losung verschiedenster Probleme fiihrt auf den Begriff der Ableitung einer Funktion:

e Ein geometrisches Problem

Es sei der Anstieg der Tangente an den Graphen {(z, f(x)):a < x < b} einer Funktion
f:(a,b) — R im Punkt (zo, f(z0)) gesucht, wobei xy ein Punkt aus dem Intervall (a,b)
sei. Wir wéhlen h € R so, dass auch zg+ h € (a,b) gilt. Da der Anstieg der Geraden durch
die Punkte (zg, f(z0)) und (xg + h, f(z¢ + h)) gleich dem Differenzenquotienten

fl@o+h)) — f(xo)
h
ist, kann man den Anstieg der Tangente als den Grenzwert dieses Differenzenquotienten

fiir h — 0 definieren, falls dieser existiert. Diesen Grenzwert nennt man dann Ableitung
der Funktion f im Punkt x¢ und bezeichnet ihn mit f’(x¢).

Ein physikalisches Problem

Ein Punkt habe zum Zeitpunkt ¢ den Weg s(t) zuriickgelegt. Gesucht sei seine Geschwin-
digkeit zum Zeitpunkt ¢ . Da man als mittlere Geschwindigkeit des Punktes im Zeitintervall
[t,t + At] den Differenzenquotienten

s(t+ At) — s(t)
At

ansehen kann, ist die Geschwindigkeit des Punktes zum Zeitpunkt ¢ gleich dem Grenzwert
dieses Differenzenqotienten fiir At — 0 zu setzen, also v(t) = s'(t).

Ein Wachstumsprozess

Mit P(t) sei die (unbekannte) Grofe einer Population zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet, wobei
die GroBle Py = P(0) zum Zeitpunkt ¢t = 0 gegeben sei. Nach welchem Gesetz kénnte man
P(t) fiir ¢ > 0 voraussagen. Um ein solches Gesetz zu finden, nehmen wir an, dass die
Zunahme der Population in einem Zeitintervall [¢, ¢t + At] proportional zur Linge des Zeit-
intervalls und zur Grofie der Population ist. Den entsprechenden Proportionalititsfaktor
nennt man Geburtenrate, wir bezeichnen ihn mit k. Es folgt also

P(t+ At) — P(t) = k P(t)At
bzw.
P(t+ At) — P(t)
At

~kP(t).

49
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Es ist anzunehmen, dass diese ungefihre Gleichheit fiir At — 0 in eine Gleichheit iiber-
geht. Wir erhalten also eine sogenannte Differentialgleichung

P(t) = k P(1),

d.h. eine Gleichung fiir die gesuchte Funktion P(t), in der auch die Ableitung P’(t) der
gesuchten Funktion vorkommt. Diese Funktion hat zusitzlich die Bedingung P(0) = P
zu erfiillen. Eine Verfeinerung dieses Modells, bei der von einer optimalen Populations-
groBe Pyt (die den vorhandenen Ressourcen entspricht) ausgegangen wird, fithrt auf die
Differentialgleichung

P'(t) = k P(O)[ Pops — P(2)].

Im Weiteren seien K = R oder K = C und G C K eine offene Menge.

Definition 4.1 Man nennt f : G — K im Punkt zy € G differenzierbar, wenn

f(2) = f(20) + (2 — 20)9(2), 2€G,

mit einer in zy stetigen Funktion g : G — K gilt. Die Zahl f'(20) := g(z0) heifit Ableitung
der Funktion f(z) im Punkt zy. Die Funktion f : G — K heifit differenzierbar, wenn sie in
jedem Punkt z € G differenzierbar ist. Man nennt dann ' : G — K, z — f'(2) die Ableitung
der Funktion f : G — K.

Bemerkung 4.2 Die Funktion f : G — K ist genau dann in zg € G differenzierbar, wenn der
crenauert Floth) = o) _ . J) = ()
. zo+h)—f(z0) . ) —J\&0) . o
TR
existiert. Im Fall K = R gibt f'(x¢) den Anstieg der Tangente im Punkt (xq, f(z9)) an den

Graphen der Funktion an. Diese Tangente geniigt der Geradengleichung

y = f'(xo)(x —z0) + f(z0), x€R.

Offenbar ist die Ableitung einer konstanten Funktion gleich 0.

Beispiel 4.3 Fiir n € N untersuchen wir die Funktion f: C — C, z +— 2" auf Differenzier-
barkeit. Aus

(Z0+h)n_zn . N\ n—kik— n— n(n_l) n— n—
f(}:; kzo hk lznZO 1+TZO 2h++h 1

folgt f'(20) = nzf~t.

Beispiel 4.4 Offenbar gelten fir 0 < z < g die Ungleichungen

. sin x
0<sinz <z <tanz = ,
cos T
so dass
z 1
1l<—x<
sinx  cosx
gilt. Unter Verwendung der Stetigkeit von cosx und der Beziehung sin(—z) = —sinx (sinz ist
eine ungerade Funktion) folgt
lim 200 =1, (4.1)

z—0 X
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Hieraus folgt fiir f1 : R — R, x +— sinx die Formel f{(0) = 1. Auscosx —1 = —2 sin? g ergibt

sich weiterhin

-1 sin £
e 2sin§:1-0:0.

z—0 X z—0 5

Es folgt f5(0) =0 fiir fo: R — R, x +— cosx.

1 T
Beispiel 4.5 Nach Beispiel 3.24 ist lim <1 + —> =e. FEs folgt lirﬁo(l + x)% =e und
€T Tr—

T——+00

1\* 1\ Y 1 \v! 1
lim <1 + —) = lim <1 — —> = lim <1 + —) <1 + —> =e,
T——00 x y—-+oo Y y—-oo y—1 y—1

1 1
T T

also auch lim (14 x)= =e. Somit ist lim (1 + x)

z——0 z—0

= €, woraus

8 [~

1
lim —In(1 4+ z) = lir%ln(1+x) =lne=1

z—0 T

folgt. Betrachten wir nun die Funktion f : Ry — R, z+— Inx, so erhalten wir fiir alle xg € Ry

zot+h In (14L&
o) — pi @0 R) = flzo) _ T ( xo)i_i
f(xo)_fllli% h _flzli% h _I?E%) x—]f) T To

Folgerung 4.6 Ist f: G — K im Punkt zg € G differenzierbar, so ist f in zy stetig.

Folgerung 4.7 (Differentiationsregeln) FEs scien f1, fo : G — K im Punkt zy € G diffe-
renzierbar. Dann sind auch die Funktionen oy fi1 + o fo fiir beliebige a1, an € K und fi1f2 in 2o
differenzierbar, wobei

(o f + aaf2) (20) = a1 fi(20) + 2 f5(20)

und

(f1f2)'(20) = fi(20) f2(20) + fi1(20)f3(20) (Produktregel)

gilt. Ist fa(z9) # 0, so ist ﬁ in einer Umgebung von zy definiert und in zg differenzierbar, wobes
2

(ﬁ)’ () = J120)f2(0) = i) f3(z0)
P [f2(20)] '
Sind f1: G — Gy in zp € G und fy: Gy — K in fi(z0) € Gy differenzierbar (G1 C K offen),

so ist foo f1 : G — K in zy differenzierbar, wobei

(Quotientenregel)

(f20 f1)'(20) = f2(f1(20)) f1(20) ~(Kettenregel)

gilt.
Zum Beweis der Kettenregel verwende man die Formel

f2(f1(2)) = fa(f1(20)) + [f1(2) — f1(20)]92(f1(2)) = fa(f1(20)) + (2 — 20)91(2)g2(f1(2)) ,

wobei f1(2) = fi(z0) + (2 — 20)91(2) und fa(w) = fa(wo) + (w — wo)g2(w) mit in zo bzw.
wo = f1(20) stetigen Funktionen g; bzw. go gilt.
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Beispiel 4.8 Beziiglich der beiden Funktionen fi : R — R, z — sinx und fo : R — R,
x — cosx wissen wir bereits, dass f1(0) = 1 und f5(0) = 0 gilt (vgl. Beispiel 4.4). Unter
Verwendung von Folgerung 4.7 erhalten wir damit aus

sinz = sin(z — xg + xg) = sin(z — xg) cos xy + cos(z — xg) sin g
. ™ .
und aus cos T = sin (5 — x) die Formeln
fi(xo) =coswg und fi(wg) = —sinzg Vg€ R.
Satz 4.9 Es seien f: G — G1 (G,G1 C K offen) eine bijektive und in zy € G differenzierbare

Funktion mit f'(z) # 0 sowie g = f~': G1 — G in wo = f(z20) stetig. Dann ist g = f~1 in

wyg differenzierbar, und es gilt .

g'(wo) = f'(z0)

Beispiel 4.10 Die Umkehrfunktion der Funktion f : Ry — R, x — Inx ist die stetige Funk-
tiong=f1:R—R,, yre¥. Fiiryo € R und xo = e¥° folgt nun aus Satz 4.9

=qp0=¢e"%.

g/(yO) = f,(mO)

Wir schreiben das auch in der Form (e*) = e* Vx € R. Nun kénnen wir auch (a*) = (ex hla)/ =

a*Ina, z€R,a>0, und (z*) = (eo‘lnx), =az* ' >0, acR, berechnen.

Satz 4.11 (Differentiation von Potenzreihen) Es seien r € (0,+o00] der Konvergenzradius

der Potenzreihe
[oe)
Z an(z — 2z9)"
n=0

und f(z Zan (z—20)", z € Up(20) (Uso(20) :=C). Dann ist f : U.(z9) — C differenzierbar,

und es gzlt
0.]
= Znan(z —20)" ! VzeUd(n).
o Zn
Beispiel 4.12 Fiir s(z) = Z i € C (vgl. Beispiel 3.61), erhalten wir
n= 0
x -1 < n
Zn—l ZH:‘S(Z) VzeC.
n=1 n=0

o
Beispiel 4.13 Fir die Summe f(z) der Reihe Z nz" ergibt sich

n=1

B > ne1 1 '_ z
z)—z;nz _Z<1—z BRCEE Vz € U1(0).

Beispiel 4.14 Die Funktion f: C — C, z — Z ist in keinem Punkt zg € C differenzierbar.
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4.2 Mittelwertsidtze und Taylorreihenentwicklung

Definition 4.15 Finen Punkt x* € G nennt man einen globalen Extremalpunkt und f(z*)
ein globales Minimum bzw. Maximum der Funktion f : G — R, wenn f(z) > f(z*) bzw.
f(z) < f(x*) fir alle x € G gilt. Man nennt z* € G einen lokalen Extremalpunkt und f(z*)
ein lokales Minimum bzw. Maximum dieser Funktion, wenn ein £ > 0 existiert, so dass
f(x*) globales Minimum bzw. Maximum der Funktion f : Us(z*) — R, x — f(z) ist.

Satz 4.16 (Satz von Fermat) Sind x* € (a,b) ein Extremalpunkt der Funktion f : (a,b) —
R und f in x* differenzierbar, so gilt f'(x*) =0.

Satz 4.17 (Satz von Rolle) Sind f : [a,b] — R stetig, f : (a,b) — R differenzierbar und
f(a) = f(b), so existiert ein & € (a,b) mit f'(§) =0.

Satz 4.18 (Allg. Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sind f,g : [a,b] — R stetig
und f,g: (a,b) — R differenzierbar, so ezistiert ein & € (a,b) mit

[£(0) = f(a)lg'(§) = [9(b) — g(a)l().-

Folgerung 4.19 (Spez. Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sind f : [a,b] — R
stetig und f : (a,b) — R differenzierbar, so existiert ein £ € (a,b) mit

[£(6) = f(@)] = f'(E)(b—a).

Folgerung 4.20 Es seien f : (a,b) — R differenzierbar und f'(z) > 0 (= 0, < 0) fir alle
x € (a,b). Dann ist die Funktion f monoton nicht fallend (konstant, monoton nicht wachsend).
Gilt f'(z) > 0 (< 0) fiir alle € (a,b), so ist f monoton wachsend (fallend).

1
Beispiel 4.21 Fiir die Abbildung f : (—%, g) — R,z tanx gilt f'(z) = s = 1+tan®z.
co

s2x
Mit g(y) = f~1(y) = arctany, y € R, und tanxg = yo folgt

(o) = r 1 1
. © f(ze)  l+tan’zmy 142

Beispiel 4.22 Die Funktion f : R — R, x — x29e®® ist die einzige Lisung des Problems

fl(@) =af(z), [f(0)=u,
denn aus diesen beiden Gleichungen und mit der Definition g : R — R, z +— e~ ** f(x) folgt

g (@) = e *f(z) — ae”* f(z) = 0 fiir alle z € R. Also ist g(x) = zo Va € R, woraus sich
f(x) = zpe™® ergibt. Mit Beispiel 4.12 erhalten wir

o xn
r -
e’ = Z T VreR,
n=0
und man definiert deshalb
X _n
z
e? ::ZH’ VzeC,
n=0
was wegen Beispiel 3.50 erlaubt ist.

Satz 4.23 Es seien f : (a,b) — R differenzierbar, a < x1 < x2 < b und f'(x1) < A < f'(x2)
oder f'(x1) > A > f'(x2). Dann existiert ein & € (x1,x2) mit f'(§) = .
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Folgerung 4.24 Ist f : (a,b) — R differenzierbar, so hat f' : (a,b) — R keine Unstetig-
keitsstellen 1. Art.

Beispiel 4.25 Die Funktion

o1
xésin— : x#0,
ffR—R, z— z

ist fiir alle x € R differenzierbar. Die Ableitung
1 1
, 2zsin— —cos— : x#0,
ff"R— R, z+— T x
0 : x=0,
hat in xg = 0 eine Unstetigkeit 2. Art.

Beispiel 4.26 In Beispiel 4.22 haben wir die Exponentialfunktion C — C, z — €* mit

e* = Z—' , 2€C,
= nl
definiert. Nach Beispiel 3.61 gilt e*e® = e*T% fiir alle z,w € C. Daraus folgt insbesondere
n+1
e*e™? =1 und somit e #£ 0 fiir alle z € C. Fir x > 0 und n € Ny gilt offenbar e* > CESNA
n !
1)!
d.h. "™ < M, woraus
x
xn
lim —=0 VneN
r—+o0 et
folgt.
Satz 4.27 (Die I’Hospital’sche Regel) Es seien f,g: (a,b) — R differenzierbar (a = —oco

= A. Ferner sei die

/
bzw. b = +oo sind zugelassen), ¢'(x) # 0 V& € (a,b) und xli»g}ro ;gi;

Bedingung xggr}rof(m) = mggiog(ﬂv) = 0 erfillt. Dann gilt
f(z)

lim 2 =
vt g(x)

FEine analoge Aussage gilt fiir x — b — 0 und somit natiirlich auch fir x — xy € (a,b) .

Beispiel 4.28 Die L’Hospital’sche Regel liefert

. 1—cosx . sinzx 1
lim ——— = lim = —.
z—0 xT z—0 21 2

0
Ausdriicke der Form g’ s , 00 —00, 1%, 000, 0o sind unbestimmte Ausdriicke. So ist z.B.
00

lim 2 # lim r (zwei Ausdriicke der Form 9) Dagegen ist 0°° kein unbestimmter Ausdruck.
z—+0 z—+0 0

Ableitungen héherer Ordnung: Sind f : G — K differenzierbar und g = f' : G — C in
29 € G differenzierbar, so nennt man ¢'(zg) die zweite Ableitung der Funktion f im Punkt
2o und bezeichnet sie mit f”(zg). Induktiv definiert man nun die k-te Ableitung (bzw. die
Ableitung der Ordnung k) f*)(z) als (erste) Ableitung von f*=D(z), k = 1,2,... Wir
vereinbaren (0 = f.
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Beispiel 4.29 Da der Konvergenzradius v der Potenzreihe Z an(z—20)" mit dem Konvergenz-
n=0

oo
radius der Potenzreihe Z nan(z — z0)"" L iibereinstimmt, ergibt sich fiir f(z Z an(z — z0)"

n=1
induktiv aus Satz 4.11

Znn—l “(n—k+1ap(z — 20)" -k z €U (z), keN.
n=~k

Es folgt
EARIED) _
=" k=0,1,2,...
Fiir jedes Polynom p(z Z 2" mit oy, € C und jedes zg € C gilt die Taylorsche Formel

k=0

),
oo = S et
k=0

Satz 4.30 (Taylorentwicklung) Die Funktion f : (a,b) — R besitze Ableitungen bis zur
Ordnung n+ 1, n € Ny. Fiir xg,z € (a,b) schreiben wir

)y
1) = 32 T g 4 (0, 0).

k=0
Fiir jedes j € N existiert dann ein ¥ = 9(f;xo,x,7j) € (0,1), so dass

FH (20 + 9(x — 20))

- (m _ $0)n+1(1 _ ﬂ)nfjJrl
nlj

Rn(fa Zo, x) =

gilt (Restglieddarstellung nach Schlémilch). In den Spezialfillen j = 1 und j = n + 1 erhdilt
man die Restglieddarstellungen nach Cauchy und Lagrange:

£ (2o 4+ 9(x — 20))

— (2 — o)™ (1 — D).

(fax(]a )

FOD) (2o + (2 — xp))
(n+1)!

)n+1 ’

Rn(fvx(]ax) =

(z — o

Beispiel 4.31 Mit Satz 4.30 haben wir eine weitere Moglichkeit zum Beweis der Formel

zur Verfigung. Unter Verwendung der Restglieddarstellung nach Lagrange erhalten wir ndmlich
fir x € R und ein gewisses ¥ € (0,1)

Zk.

[
(n+1)!

’ ‘nJrl

(n+1)!

|zt < el — 0 fir n— 0.
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Beispiel 4.32 Satz 4.30 liefert auch die Formeln

sinx = i ﬂ 22" und  cosz = i (1" 2" zeR
— (2n+1)! — (2n)! ’ '

Diese Formeln fiihren zu den Definitionen

3

zeC.

— (" — (-
sin z 1= Z m 2 und  cosz = Z
n=0

n=0

Hieraus folgt die Eulersche Formel
e =cosz +isinz, zeC.

Insbesondere lassen sich also die komplexzen Zahlen auf dem Einheitskreis in der Form el mit
t € R schreiben (vgl. Abschnitt 1.6), genauer gilt

T={zeC: |z|—1}—{ —7T<t<7r}.

Weiterhin zeigt sich, dass die Funktion f:C — C, z — €* genau die Perioden 2kwi, k € 7,
hat, d.h., es gilt f(z 4+ w) = f(2) fir alle z € C genau dann, wenn w = 2k7wi mit einem k € Z
ist. Die Funktionen sinz bzw. cos z haben genau die Perioden 2kw, k € C, und die Nullstellen
km bzw. (k?—i—%)ﬂ', keZ.

Beispiel 4.33 Fir x € (—1,1] gilt

o0
n(l+x) Z

Insbesondere erhalten wir also fiir die Leibniz-Reihe die Summe

1

i —)" =In2.

n=1

o
Satz 4.34 (Abelscher Grenzwertsatz) Die Potenzreihe Zan(z — 2o)" habe den Konver-
n=0
genzradius v € (0,00) und sei auch fir z* = zy + rel¥" konvergent. Dann ist die Funktion
oo

f:U(z)U{z*} — C, z — Zan(z — zp)" stetig, wobei die Stetigkeit im Punkt z* so zu
n=0
verstehen ist, dass fiir jedes @g € ( ) gilt

lns 1) = 1)

z—z*:2€Ur(20), | arg(z*—z) —arg(z* —z0)|<¢o
Mittels vollsténdiger Induktion ldsst sich die Leibnizsche Formel (Verallgemeinerung der Pro-
duktregel, vgl. Folgerung 4.7)

n

(190 =3 () £ OG0 ) . e o,

k=0

beweisen, die fiir zwei Funktionen f: G — Kund g : G — K gilt, diein z0 e G C K (K=R
oder K = C) n-mal differenzierbar sind.



4.3. UBUNGSAUFGABEN 57
Beispiel 4.35 Fir x € [—1,1] gilt

— (1"
arctanz = Z S L gt

n:02n+1
Es folgt (x = 1)
1 1 1 (- ow
l—c4+=-—z=+...= — =
3+5 7+ nZOQn—i—l 4

Beispiel 4.36 (binomische Reihe) Fir a € R und —1 <z <1 gilt

(142)*= i <z>x"

n=1
4.3 Ubungsaufgaben

sinx
1. Verwenden Sie lim —— = 1 zur Berechnung folgender Grenzwerte:

(ohne Verwendlj;go deﬁ I'Hospital’schen Regel)

(2) lim Zii gi (0.0 €R\{0}) (b) (HA) limzcotz (c) (HA) lim E;fl ?;i
(d) :%lgﬁr :i gz (@, B €R\{0})) (o) ili% 1 —xCQOSCU (f) ili% tan xx—Q sinx

(&) il_)f% tan xx—?’ sinx (h) ilg% x —xs;nx

2. Berechnen Sie folgende Grenzwerte der Gestalt 1°°:

(a) lim(1+tanﬂ:)com (b) lim <1+%)x (@eR) (¢) lim {tan (%%—x)]%tm

z—0 T—00 z—0

T — z+2 . " 1
(d) lim <x +;> () (HA) lim <x—+1> (f) (HA) lim(cot z)
(g) (HA) iii%(l—l—sinx)%

3. Zeigen Sie, dass fiir a € Ry \ {1} die Bezichungen

1 1 -1
lim logo(1 + 2) =log,e und lim a =Ina (4.2)
z—0 x x—0 x
gelten, und verwenden Sie diese zur Berechnung von
1—e™® In(e” +1 1 -1 a
(@) lm 2= ) nm EED )y 0T L gy
z—0 sInx T—00 T z—10 2 — 10 T—00
1
lim — 1 f) L .
@ Iz nyrIE © i (T (o0:c20)

4. Untersuchen Sie folgende Funktionen f: R — R auf Stetigkeit:

1 1
rsin— : z#0, ER #£0,
@ sw=1 T TN ) g =d T T s
0 : x=0, 1 : z=0,

2 —1

(©) f(z)= lim

Jim 2n 1 (d) (HA) f(x) = sgn (sinzx)
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10.

11.

12.

13.

14.
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. Untersuchen Sie folgende Funktionen f: I — R auf gleichméflige Stetigkeit:

(&) (@)= ;= [=[-11], (b) fla(=lna,=(0,50),

sin x

(c) f(x):T,I:(O,W), (d) f(z)=zsinz, I =10,00),

(©) f(z)= sin%, I=(0,1).

Beweisen Sie: Wenn f auf [a, c0) definiert und stetig ist und weiterhin lim f(x) existiert
Tr— 00

und endlich ist, dann ist f auf [a,00) gleichmiBig stetig.

Besitzt die Gleichung 2* = 4x aufler der Losung zg = 4 noch weitere reelle Losungen?

. Gegeben sei eine beliebige, beschriankte, ebene Figur mit Fldcheninhalt F'. Zeigen Sie, dass

eine Gerade existiert, die diese Figur in zwei flichengleiche Teile zerlegt.

. Untersuchen Sie folgende Funktionen f : I — R auf Stetigkeit, gleichméflige Stetigkeit

und Differenzierbarkeit iiber dem Intervall I. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion.
Bestimmen Sie gegebenenfalls die Ableitung der Funktion f.

1 sinx
@ f =12 T iy o rw={ = T I—r
0 : x=0, 1 : x=0,

(¢) f(x)=Inz,I=(0,00) (d) f(zr)=zsinz, = (0,00)

(¢) (HA) f(r) = 1, I=(-1,1) (f) (HA) f(x) =sin>, [=(0,1)
1
arctan— : x #0,
(g) (HA) f(z) = x I =R bzw. I =R\ {0}
0 =0,

Beweisen Sie: Wenn f iiber dem Intervall I differenzierbar und f’ auf I beschrinkt sind,
so ist f auf I gleichméBig stetig. (Gilt auch die Umkehrung, d.h., wenn f differenzierbar
und gleichméBig stetig auf I ist, so ist f’ dort beschrinkt?)

Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen mit Hilfe der Definition:
(@) flz)=vz (z>0) (b) f(z)=a" (a>0)

Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen (im natiirl. Definitionsgebiet):

(a) f(z) =262 (b) f(x)= arctan x €[-1,1)

(¢) f(x)=In |z + Va2 + QQ} (d) f(z) =2 (z>0) (e) f(z)=2? sin% (x #0)
(f) flz)=al") (a>0) (g) flz)=2"" (z>0) (h)(HA) f(z)=al") (a,2>0)
(i) f(z) =log,m) ¥(x) (v,¢ > 0 differenzierbar)

Ermitteln Sie die erste Ableitung von y(z) = u(z)"®), wobei u und v differenzierbare
Funktionen mit u(x) > 0 sind.

Ermitteln Sie die 1., 2. und 3. Ableitung der Funktion f(z) = |z|®> und zeigen Sie, dass
/"(0) nicht existiert.
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15. Sind folgende Funktionen im Punkt x = 0 differenzierbar? (Wenn ja, ist f" in x = 0 stetig?)

1 1
rsin— : x#0 22cos— : x40
(a) f(z) = P ; o
0 =0 0 =0
(¢) fl@)={ l4ex (d) (HA) f(z) = z
0 =0 0 c =0

(&) (HA) f(z) = 2

16. Berechnen Sie mit Hilfe der Regel von 1’'Hospital folgende Grenzwerte:
(a) Die beiden Grenzwerte aus (4.2) von Aufgabe 3.

1 1
b) 1 @] li T (d) L - —
(b) xgﬁox nz (a>0) () minﬁox (d) xli% (az sinx x2>
. 1 1 . arcsin 2z — 2arcsin x R ik
@ by (5 =) 0 @ i, E ® Jm e

4.4 Lokale und globale Extremwerte, Kurvendiskussion

Folgerung 4.37 Sind f : (a,b) — R n-mal stetig differenzierbar (n > 2), z* € (a,b) und
fla)=...=f" V") =0,
so folgt aus Satz 4.30

O (@ + 9 (x — a¥))
n!

flx) = f(a™) +

mit ¥ € (0,1). Ist also n eine gerade Zahl, so ist f(x*) ein lokales Minimum (bzw. Mazimum,),
wenn f™(z*) > 0 (bzw. f)(2*) < 0) gilt. Sind dagegen n ungerade und f™(z*) # 0, so liegt
in x* kein Extremum der Funktion f vor.

(x —2")", =z € (a,b),

Wir betrachten folgende Aufgabenstellung: Man finde den kleinsten und den gréfiten Funktions-
wert der stetigen Funktion f : [a,b] — R. Nach obigen Uberlegungen sind die Punkte

e € (a,b) mit f'(z) =0,
e z € (a,b), in denen f nicht differenzierbar ist,
ex=qgundx=5b
extremwertverdéchtig. Minimum und Maximum von f findet man dann durch Vergleich aller
Funktionswerte in den extremwertverdéchtigen Punkten.
3

Beispiel 4.38 Minimum und Maximum der Funktion f : [—g, 7] , © +— |x| +sinz sind gleich

3
0 bzw. S

Beispiel 4.39 Aus einem quadratischen Blech der Seitenlinge a ist eine oben offene Schachtel
mit grofstmaoglichem Volumen herzustellen:
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Es sei x > 0 die Seitenldnge der an den vier Ecken auszuschneidenden Quadrate. Das Volumen
der Schachtel ist dann gleich V(z) = (a — 2x)%x, x € [O, g] . Es folgt

V'(z) = (a — 22)* — 4(a — 22)z = (a — 22)(a — 62).
Also ist V'(z) =0, x € <0, 4

4
2) = T=x0= % . Somit ist V(o) = 01 a® globales Mazimum,
da V(0) =V (g) =0 gilt.

Beispiel 4.40 Um eine Halbkugel vom Radius v > 0 ist ein gerader Kreiskegel kleinsten Volu-
mens zu beschreiben:

Es seien R > 0 der Radius der Grundfliche des gesuchten Kreiskegels, h > 0 seine Hohe und
@ > 0 der Winkel (in der Spitze des Kreiskegels) zwischen Hohe und Seitenlinie. Dann gilt

R=—" , h = ,L, und das Volumen des Kreiskegels ist gleich
cos sin @

1 1 r3 s
Ln=le P v pe(0l).
3" 3" cos? @ sinp (), v 2

Es ist also die Funktion f : [O, g} — R, ¢+ cos? p sin zu mazimieren. Nun gilt

1
f'(¢) = —2cos psin® ¢ + cos® p = 2cos® v <§ — tan? go) ,

1
d.h. pg = arctan —= ist extremwertverddchtiger Punkt. Wegen f(0) = f (E> =0 und f(¢p) >0

V2 2
ist f(po) wirklich globales Mazimum von f : [O, g} — R.

Beispiel 4.41 FEine Last vom Gewicht G, die auf einer horizontalen FEbene liegt, soll durch
Einwirkung einer Kraft verschoben werden. Unter welchem Winkel 6 € <0, E) zur Horizontalen

muss diese Kraft angreifen, wenn sie moglichst klein sein soll? Gegeben sei dabei der Reibungs-
koeffizient p .

G

Es sei ' der Betrag der angreifenden Kraft. In Richtung der Horizontalen wirkt dann die Kraft
F cosf, welche die Reibungskraft R = u(G — F'sin€) zu iberwinden hat. Um die Last fortzube-
wegen, ist also die Bedingung

uG

Fcosf — F'sinf dh. F>——
cos > u(G sind), >cos€+,usin<9
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zu erfiillen. Dies bedeutet, dass die Funktion f : {0, g} — R, 0+ cosO+ pusinb zu mazimieren
ist. Aus der Gleichung f'(0) = pcos@ —sinf = 0 erhalten wir den Winkel 6y = arctan i, der

wegen f"(0y) = —(usinby + cosby) < 0 auch wirklich das Mazimum liefert. Fir einen Stein,
der auf einem Holzbrett zu bewegen ist, gilt p ~ 0.4 und somit 6y = 22°.

Beispiel 4.42 Sindp: C — C, z — p(2) ein nicht konstantes Polynom, zy € C und p(zy) # 0,
so hat die Funktion f:C — R, z — |p(z)| in zo kein lokales Minimum.

Satz 4.43 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes nicht konstante Polynom p : C — C hat
wenigstens eine Nullstelle in C. (D.h., es existiert ein z* € C mit p(z*) =0.)

Bemerkung 4.44 Man nennt eine Funktion f : (a,b) — R streng konvex, wenn aus x1, 9 €
(a,b) und A € (0,1) folgt, dass f(Ax1 + (1 — Nax2) < Af(z1) + (1 — A)f(x2). Die Funktion
f i (a,b) — R heifit streng konkav, wenn —f : (a,b), x — —f(x) streng konvex ist. Ist
die Funktion f : (a,b) — R zweimal differenzierbar, so ist sie streng konver (bzw. konkav),
falls f"(x) > 0 (bzw. f"(z) < 0) fiir z € (a,b) gilt. Punkte, in denen das Kriimmungsverhalten
wechselt, nennt man Wendepunkte.

Beispiel 4.45 Wir wollen uns eine mdglichst genaue Vorstellung vom Graphen der Funktion

?4+32+2  (z+1)(z+2)
22 —4x+3  (x—1)(z—3)

f:R\{1,3} — R, zm~

erarbeiten (Kurvendiskussion). Wir berechnen dazu

—Tr? 4+ 22 4+ 17
, pr—
F@) (2% — 4z + 3)?

und erhalten als Nullstellen der Ableitung (d.h. als Lisungen der Gleichung f'(x) = 0) die Zahlen
1 2
=-x=-v30
x1,2 7 7 ;

die also extremwertverddchtige Punkte sind. Aus 5 < v/30 < 6 folgt
11 < 13 p 11 < 3o < 9

— <z — und ——<u=x —=.

7 o T 7 T

Als weitere Hilfsmittel benutzen wir

o die Grenzwerte im Unendlichen
lim f(zx)=1,

r—+00

das Verhalten an den Polstellen tp1 =1 und xps = 3

imf(x) miggof(x) +00, xffiof(x) lim f(2) 00,

die Nullstellen, d.h. die Losungen der Gleichung f(z) =0,

.%'le—l, .%'NQZ—Q,

den Schnittpunkt (0, f(0)) des Graphen mit der y-Achse, also

03)

Gegebenenfalls kann man noch die Funktionswerte in den extremwertverddchtigen Punkten
berechnen oder auch mittels der zweiten Ableitung das Krimmungsverhalten bestimmen.
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4.5 Der Banach’sche Fixpunktsatz und das Newton-Verfahren

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Réumen (X, dx) und (Y, dy ) nennt man
kontrahierend, wenn ein ¢ € (0, 1) existiert, so dass

dy (f(x1), f(x2)) < gdx(x1,22) Va0 X
gilt.

Satz 4.46 (Fixpunktsatz von Banach) Fs seien (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum
und f : X — X eine kontrahierende Abbildung mit der Kontraktionskonstanten q. Dann besitzt
f in X genau einen Fixpunkt z*, d.h. eine Lisung der Gleichung x = f(x). Dabei gilt fiir
jedes xg € X und

xn = f(zp—1), neN, (4.3)

die Bezichung lim x, = x* mit der a-priori Abschitzung
n—oo
n

dna*S
(on, ") <

d(wl, 1‘0) , meN. (4.4)
Das durch (4.3) beschriebene Verfahren zur niherungsweisen Berechnung einer Losung der Glei-
chung = = f(z) nennt man Methode der sukzessiven Approximation.

Beispiel 4.47 Unter Verwendung des spez. MWS der Differentialrechung zeigt man, dass die
1 2

Abbildung f : [1,2] — [1,2], x — 5 <:U + —) kontrahierend mit der Kontraktionskonstanten
x

1
List. Fir xo € [1,2] konvergiert also die durch x, = 3 (mnl +

: > definierte Zahlenfolge

n—1

gegen /2. Dabei folgt aus (4.4) fir vo = 1 die Abschitzung

ﬂ:n—\/i‘§2_".

Bemerkung 4.48 Ist f : [a,b] — [a,b] eine stetige Funktion, so folgt aus dem Zwischenwert-
satz fiir stetige Funktionen (angewandt auf G : [a,b] — R, z — = — f(x)), dass [ auf [a, D]
mindestens einen Fizpunkt besitzt.

Fiir eine gegebene Funktion f : (a,b) — R suchen wir Losungen der Gleichung

d.h. Nullstellen der Funktion f. Wir setzen voraus, dass f zweimal stetig differenzierbar ist,
wobei f/(z) # 0 Yz € (a,b) gelte, und verwenden folgende geometrische Uberlegung. Es sei
xo € (a,b) eine gewisse Ndherung fiir eine Losung von (4.5).
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Die Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt (zg, f(z¢)) hat die Gleichung

y = f(zo) + f'(x0)(x — x0) .

f (o)
F'(wo) )
fiir eine Losung von (4.5) ansehen. Durch wiederholte Anwendung dieser Uberlegungen erhalten
wir das Newtonsche Interationsverfahren

Tgl = Tp — ;’((z)) C n=012,..., (4.6)

Diese Tangente schneidet die z-Achse im Punkt z1 = ¢ — , den wir als neue Niherung

die der Methode der sukzessiven Approximation (4.3) fiir die Funktion

entspricht.

(a) Anwendbarkeit und lokale Konvergenz des Newtonverfahrens
Es gilt
[f'@)]? = (@) f(x) _ f"(z)[(2)
[f' ()] /()]
woraus man schlieffen kann, dass fiir eine hinreichend gute N&herung xy an eine Nullstelle
von f eine Umgebung existiert, sagen wir U = [zg — r, 29+ r| C (a,b) mit einem r > 0, so
dass die Ungleichung

g(x)=1-

lJ(z)|<q¢<1, xzeU, (4.7)

gilt. Es muss aber auch g(z) € U fiir alle z € U gelten. Aus dem spez. MWS der Differen-
tialrechnung und der Definition von g(x) folgt aber nun fir x € U

l9(x) — ol <g(x) — g(xo)| + |g(z0) — ol < gl — zo| + ;,22003
Setzen wir also voraus, dass
f (o) o
F/(z0) <(1-9q) (4.8)

gilt, so erhalten wir, dass das Newtonverfahren (4.6) fiir eine Anfangsniherung z¢ € (a,b),
die (4.7) und (4.8) erfiillt, gegen eine Losung z* € U der Gleichung (4.5) konvergiert.
Die Bedingung (4.8) besagt dabei, dass die Startndherung z( hinreichend gut sein muss,
und zwar um so besser, je grofler die Zahl ¢ in (4.7) ist. Man sagt deshalb, dass das
Newtonverfahren i.a. lediglich lokal konvergent ist.

(b) Quadratische Konvergenz des Newtonverfahrens

Ist f: (a,b) — R sogar dreimal stetig differenzierbar, so existiert eine Zahl ¢y > 0 mit
der Eigenschaft |¢"(z)] < 2c¢o Va € U. Es folgt wegen

Tnp1 = g(zn) = g(@")+g @) (xn —27) + %9"(56* +0(zy — ")) (20 — 2%)?

1
= 2"+ 50" (@ + 0(wn = 27)(@n —2")?, 0€(0,1),
die Abschétzung
|ni1 — 2*| < colwn — 2™,

weshalb man das Newtonverfahren (4.6) in diesem Fall quadratisch konvergent nennt.
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(¢c) Das Newtonverfahren fiir konvexe Funktionen

Wir beschreiben hier eine Situation, in der das Newtonverfahren auch global konvergent
ist. Die stetige Funktion f : [a,b] — R habe die Eigenschaften

1. f(x) >0V € (a,b],
2. fa)f(b) <0
3. f"(z) >0Va e (a,b) (Konvexitit).
Dann existiert offenbar genau ein z* € (a,b) mit f(z*) = 0. Wir setzen zg = b. Es folgt

f(zo)
f'(x0)

Tl =X — < Xy

und

1 —2F = xog—aF —

1 ! *
= e [f(@0) + f'(z0)(z" — x0)]

= o S = 30 6 — ) — o)

— ey /0 O — ) (e ) >0,

dh. z* < 21 < 29 und f(z1) > 0. Induktiv schliefit man also auf z* < z,11 < x,,
n=0,1,2,... Somit folgt die Existenz des Grenzwertes

T = lim x,,
n—oo

wobei aus (4.6) fiir n — oo die Beziehung

/(@)
f'(@)’

T=T—
d.h. f(Z) =0, und somit T = z* folgt.

Beispiel 4.49 Wir suchen die Nullstellen der Funktion f : R — R, z +— g —sinz, d.h. die

Losungen der Gleichung

g_sinm =0 bzw. z=2sinz=:g(x).

1
Aus f'(z) = 5 —cosz ergibt sich das Newtonverfahren

Ty — 28inx, sin x,, — T, COS T,

(4.9)

Tp4+l = Tn — =
1—2cosx, 1—2cosx,

In den folgenden Tabellen vergleichen wir die Ergebnisse des Newtonverfahrens (4.9) mit denen
der sukzessiven Approximation
Tpi1 = 2sinxy, . (4.10)

fiir zwei verschiedene Startwerte xy .
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| Sukz. Appr. (4.10) | Newtonverfahren (4.9) |
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zo | 3.0000000000000000 | 3.0000000000000000

x1 | 0.2822400161197344 | 2.0879954127013778

zo | 0.5570154662136501 | 1.9122292580258147
z3 | 1.0573103488340820 | 1.8956526275469130
x4 | 1.7420748663201644 | 1.8954942815405740
x5 | 1.9707353101974190 | 1.8954942670339812
zg | 1.8421695065410935 | 1.8954942670339809

‘ ‘ Sukz. Appr. (4.10) ‘ Newtonverfahren (4.9) ‘

zg | 0.5000000000000000 0.5000000000000000
x1 | 0.9588510772084060 | -0.1076168810751763
zo | 1.6370641951729958 | 0.0008396553633925
z3 | 1.9956101764404637 | -0.0000000003946501
x4 | 1.8222309416572313 | 0.0000000000000000

Man sieht die bedeutend schnellere Konvergenz des Newtonverfahrens, welches fiir verschiedene
Startwerte auch verschiedene Ldésungen approximieren kann. Die Methode der sukzessiven Ap-
prozimation kann fir xg # 0 die Losung x = 0 nicht approximieren, was auf die Ungleichung
lg'(0)| > 1 zuriickzufiihren ist.

Beispiel 4.50 Wir wollen die m-te Wurzel (m € N, m > 2) aus einer positiven Zahl A ziehen.
Die Funktion f(x) = ™ — A ist auf [0,00) konvez, und es gilt f'(x) > 0 fiir x > 0. Wir haben
also auf jedem Intervall (0,b] mit 0 < Am < b eine Situation vorliegen, wie sie oben unter (c)
betrachtet wurde. Mit f'(z) = ma™ ! liefert das Newtonverfahren die Iterationsvorschrift

zp— A <1 1 > n
g _ x _—
mam! m) " mam!

Tpn41 = Tn —

im Spezialfall m = 2 also

Tp+1 =

(vgl. Bsp. 4.47).

Das Hornerschema

1 +A
an Ty

Zur Durchfithrung des Newtonverfahrens hat man im n-ten Schritt sowohl den Funktionswert
f(z,,) als auch den Wert der ersten Ableitung f’(x,) zu berechnen. In dem Fall, dass f(z) ein

Polynom ist, d.h.

m
flx) = Z apz® = amr™ + ap12™ "

k=0

+-+az+ag,

1aBt sich diese Berechnung sehr effektiv realisieren. Zur Berechnung von f(zo) geht man wie

folgt vor. Es ist

f(x) = f(zo) = (z — 20) fi(x) =t (z — o) (bn—12™ " + -+ + by + bp)

mit

m = bm—1, @m—1=bm—2 —byn_170, ...

bzw.

bn—1= am, bm—2=am-1+byp_170, ...

Wir erhalten das (kleine) Hornerschema

a; =by —bizg, ag = f(xg) — bozo

bo = a1 + bixo, f(xo) = ap+ boxo .
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1. bm—l = Aam,
2. for k:=m —1to 0step —1 do byp_1 := ap + b * xg,
3. f(xo) = b,1 s

welches tabellarisch auch in der Form

Qm m—1 Am—2 T a1 ao
+ + + +

Tobm-1  Tobm—2 -+ wob1  webo

bmfl bm72 bmf?) ce bO f(xO)

geschrieben werden kann. Aus der Beziehung f(x) — f(z¢) = (z — xo) f1(x) folgt nun
f'(@) = filz) + (@ = z0) fi(x),

d.h. f'(zo) = fi(zo). Zur Berechnung von f’(x¢) hat man also nur das Hornerschema auf das
Polynom fi(x) anzuwenden.

Attraktoren und Repeller
Es seien f : R — R eine stetig differenzierbare Abbildung und z* € R ein Fixpunkt dieser
Abbildung, d.h. z* = f(z*).

(a) Essei |f/(z*)] < 1. Wegen der Stetigkeit von f’ existieren ein € > 0 und ein ¢ > 0, so dass
If'(z)| <qg<1 Vzell:=x*—¢ca*+¢].

Fiir zy € I} und z, = f(z,—1), n € N, folgt dann unter der Annahme, dass x,,—; € I}
gilt,

=] = [ @m1) = £ @) = 1f (@) +9 =2 1)| o1 — 2] < gl 127 <&,
also auch z,, € I} und somit z,, € I} fiir alle n € Ny. Auflerdem folgt
|zy, — 2| < ¢"|xo — z¥].

Der Fixpunkt heifit in diesem Fall Attraktor. (Die Folge (z,,), >, wird von * angezogen.)

(b) Ist |f/(x*)] > 1, so existieren ein € > 0 und ein ¢ € R mit
If'(z)| >q¢>1 Vzell=["—¢ez"+¢].
Sei xg € IF \ {z*} . Solange =, = f(x,_1) € I} gilt, erhalten wir wie im Fall (a)
nst — 27| = |F@n) = F@)| > qlim — a7 > ... > "o — 2.

Es gibt also auf jeden Fall einen Index n mit x4+ ¢ I7 . Man nennt den Fixpunkt z* einen
Repeller. (Die Folge (z,,), 2, verldsst jede hinreichend kleine Umgebung von z*.)

(c) Wir wenden (a) und (b) auf die logistische Iteration
Tn = fk(xnfl) mit fk(x) =x+ kx(l - x)’ k> 0,

an. Die Abbildung f; : R — R hat zwei Fixpunkte 2] = 0 und 25 = 1. Wegen
f(x) =1+ k(1 —22) gilt f/(z7) =14k und f/(z3) =1 —k, so dass =] fiir alle k£ > 0
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Repeller ist, 25 dagegen fiir 0 < k£ < 2 Attraktor und fiir £ > 2 Repeller. Fixpunkte der
zweiten Iterierten g(z) = f2(x) := f(f(x)) entsprechen offenbar 2-periodischen Folgen der
logistischen Iteration. Diese Fixpunkte geniigen also der Gleichung

r=g(z)=z+kr(l —x)+klx+kx(l —2)][1 —x— k(1 —2x)].

Man erhélt 27" =27 =0, 23" = 25 = 1 und

w1 ko [k
x3/4—E<1—|—§:F Z—l)eR

fir £ > 2. Es entstehen also “im Parameterwert £ = 2” zwei neue Fixpunkte von f,?
Gleichzeitig wird der Attraktor 3 zum Repeller. Dabei gilt 2}* = f(25*) und 23* = f(z}*).

Die Fixpunkte x:’;% von f,? sind attraktiv fiir 2 < k < v/6, weil

gl(ng*) — g/(wz*) — fl(xg*)f/(xz*) =5_ /{?2

gilt.

Ubungsaufgaben

. Geben Sie fiir folgende Funktionen die Potenzreihenentwicklung im Punkt zp und den

Konvergenzbereich an. Verwenden Sie dazu bekannte Taylorreihen!

(a) f(z)=e¢*",20=0 (b) f(z)=a":=e"M 2 =0,z =7 (a>0)

z_ =z 1
(¢) f(z)=sinhzi=———, 20=0,20=7 (d) f(z)=—7,20=2
Z fe—
1
(e) f(z)= T2 20=0, (HA) =1 (f) (HA) f(z) =sinz, zo=7
Man berechne die Summe folgender Potenzreihen mittels bekannter Taylorreihen:
& z2n+1 e g
pu— b p— _—
Beweisen Sie folgende Version der 'Hospitalschen Regel: Es seien f,g : (a,b) — R dif-
f'(=)

ferenzierbar (a = —oo ist zugelassen), ¢'(z) # 0 Va € (a,b), hnio )
r—a g\x

li =00.D ilt
Jim g(x) = co. Dann gi

lim @ =A.
ko g(a)

Bestimmen Sie die Ableitungen der Umkehrfunktionen folgender Funktionen:
T m
(a) f:|

—5,5} — [-1,1], z —sinz (b) (HA) f:[0,7] — [-1,1], 2 — cosx
(¢) f: <—§,§> — R, z+—tanz (d) (HA) f(0,7) — R, z +— cotx

™

Man zeige: Ist f : (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar, so gilt

f”(m)zlim f(m—i—h)—Qf(m)—i—f(x—h)‘

h—0 h2




68 KAPITEL 4. DIFFERENTIALRECHNUNG

6. Man gebe fiir folgende Funktionen die Taylorentwicklung bis (z — x¢)"™ und das Restglied
R, (f;x0,x) nach Lagrange und Cauchy an:

zo=0,n=3 (b) fla)=2"—1,20=1,n=3

(2) f(z)=

et —1

7. Man schétze den Fehler ab, der bei folgenden N&herungen entsteht:

2 .%'3

(a) \/1—|—x%1—|—%—%,0§x§1 (b) sinx%x—E,nggg

(Z) Man zeige, dass die Funktion

0 o=
f:R— R, xH{emz 2 A0
im Punkt x = 0 ein Minimum hat, die Funktion
0 Dox =

'R R -
giET x'_){xem2 : x#0

bei # = 0 dagegen kein Extremum besitzt, obwohl £ (0) = ¢ (0) =0 Vn € N gilt.
8. Man zeige, dass x = 0 die einzige reelle Losung der Gleichung e* = 1 + x ist.

9. Wenden Sie auf die Funktion f(x) = 22 und das Intervall [a, b] den speziellen Mittelwertsatz
f()— f(a) = f'(a+3(b—a))(b—a) an und bestimmen Sie ein ¥ € (0,1).

10. Beweisen Sie unter Verwendung des speziellen Mittelwertsatzes

(a) |arctanx — arctany| < |z —y|, z,y € R, (b) %<ln(1+x)<x,x>0.
x

2

11. Es seien a,b € R, . Welches in die Ellipse {(m,y) eR?: % 4 g—j = 1} einbeschriebene

achsenparallele Rechteck besitzt den grofiten Flacheninhalt?
12. Bestimmen Sie die Extrema der Funktion f:[2,00) — R, z +— (z + 2)% — (z — 2)§ .

13. Bestimmen Sie fiir folgende Funktionen f : R — R Unstetigkeitsstellen, Nullstellen,
Nichtdifferenzierbarkeitspunkte, Extremwerte, Wendepunkte, Monotonieintervalle, Konve-
xitéts- und Konkavitdtsintervalle und Intervalle mit Vorzeichenkonstanz sowie evtl. Asym-
ptoten, das Periodizitdts- und Symmetrieverhalten:

(2~ 1)(a?+ 1)

(@) f@)={  2-1 =l 1
1 Colxl =1
0 : z € (0,4
(b) flz) = e (a > 0)
sonst
r—a
( 0 D= M , kel
(© fl@) =19 cosz 4
o : sonst
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(x+17°
(d) (HA) f(z) = W : x#i

Es seien f : [a,b] — [¢,d] und g : [¢,d] — R zwei konvexe Funktionen. Man zeige: Ist g
monoton wachsend, so ist auch die Funktion g o f : [a,b] — R konvex.

(Z) Ist die Monotoniebedingung an g wesentlich? Wenn ja, ist sie notwendig?
Es seien f : [0,00) — R stetig, f(0) =0 und f’: (0,00) — R monoton wachsend. Zeigen

x
Sie, dass dann auch g : (0,00) — R,  — “—= monoton wachsend ist.
T

Bestimmen Sie im Intervall [0, 7] alle Teilintervalle, in denen f(z) = § cos® z konvex ist.

Die sog. Legendre’schen Polynome P, (x) kann man iiber die Formel
1 .
Po() = g 7(@) mit - fule) = (@° = 1)"
definieren.
(a) Zeigen Sie, dass (1 — 2?)P"(x) — 2oP!(z) + n(n + 1)P,(z) =0 Vz € R gilt.

(b) Zeigen Sie, dass P,(z) nur reelle und einfache Nullstellen besitzt, die sémtlich im
Intervall (—1,1) liegen.

1 x
Man zeige, dass die Funktion f : (0,00) — R, z — <1 + —> streng monoton wachsend
x

ist.
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Kapitel 5

Integration

5.1 Funktionenfolgen

Auch in diesem Kapitel sei K = R oder K = C. Sind X eine nicht leere Menge und f: X — K
eine Funktion, so nennt man diese Funktion beschrénkt, wenn das Bild f(X) = {f(z) : x € X}
in K beschrénkt ist, d.h., wenn eine Zahl M > 0 existiert, so dass |f(z)| < M Vz € X gilt.

Definition 5.1 Sind V ein linearer Raum tiber K (K-Vektorraum) und ||.|| : V. — R eine
Abbildung, so nennt man (V,||.||) einen normierten Raum, wenn folgende Aziome erfiillt
sind:

(N1) ||| >0 Vz eV und ||z|| =0 <= =0,
(N2) [|[Az|| = |Al]lz|]| YzeV,VAeK,
(N3) oz +yll <[l +llyl Va,yeV.

Wie gewohnlich definieren wir fiir zwei Funktionen f,g: X — K und «, 8 € K die Linearkom-
bination dieser beiden Funktionen af 4+ 8¢ durch

(af + Bg)(@) = af (x) + Bglz) Ve X.

Mit B(X,K) bezeichnen wir die Menge aller beschrinkten Funktionen f : X — K. Versehen
mit obiger Vorschrift zum Bilden der Linearkombination und || f||, = sup{|f(z)|: z € X} ist
(B(X,K),|.l,,) ein normierter Raum. Im Fall X = Ny erhalten wir B(X,C) = ¢>° (vgl. Beispiel
2.98).

Satz 5.2 Ist (V,|.||) ein normierter Raum, so ist (V,d) mit d(x,y) = ||z — y|| ein metrischer
Raum.

Man nennt (V,||.||) einen Banachraum, wenn der entsprechende metrische Raum vollsténdig
ist. Da (K",dy), (K", d2) und (K", ds) vollstandige metrische Rédume sind (vgl. Aufgabe 2,
Abschnitt 2.5, Beispiele 2.19, 2.21) und Folg. 3.33, sind (K", ||.||;), (K", ||.||3) und (K", |.||..)
mit

1
n n 2
Izl =D l&l,  Nally = (Z \@\2) und - [|z]| o = max{|&|: k=1,...,n},
k=1 k=1

x=(&,...,&) € K", Banachrdume.

Beispiel 5.3 Der Raum (B(X,K),||.||,) st ein Banachraum, insbesondere also auch der Raum
(0>°,]].l) (vgl. Beispiel 2.28).

71



72 KAPITEL 5. INTEGRATION

Wir betrachten eine Folge (f,),~; von Funktionen f, : X — K. Man sagt, die Folge (f),~;
konvergiert punktweise gegen die Funktion f : X — K, wenn lim f,(z) = f(z) fiir alle
n—oo

z € X gilt. Die Funktionenfolge (f,), =, heifit gleichmifig konvergent gegen f, wenn fiir
jedes € > 0 ein ng € N existiert, so dass

|fu(z) — f(2)| <e VzeX

gilt. Offenbar folgt aus der gleichméfligen Konvergenz von f,, gegen f die punktweise Konvergenz
von f, gegen f. Die gleichméBige Konvergenz von Funktionen aus B(X,K) ist dquivalent zur
Konvergenz in der |.|| -Norm.

Beispiel 5.4 Die Funktionen

2nx o 0<z<(2n)7!
fn:il0,]] — R, z+—<{ 2(1-nz) : 2n) ' <z<n?
0 : nl<z<l1

konvergieren punktweise, aber nicht gleichmdiflig gegen die Funktion f : [0,1] — R, z — 0.
Die Folge (gn),=, mit gn(z) = n~t f,(x) konvergiert gleichmifig.

Satz 5.5 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und f : X — K die Grenzfunktion einer
gleichmdflig konvergenten Folge stetiger Funktionen f, : X — K. Dann ist auch f: X — K
stetig.

Der Beweis von Satz 5.5 zeigt, dass dieser auch wie folgt formuliert werden kann: Es seien (X, d)
ein metrischer Raum und f : X — K die Grenzfunktion einer gleichméflig konvergenten Folge
von Funktionen f, : X — K. Sind die Funktionen f, in zy € X stetig, so ist auch f in xg
stetig.

Beispiel 5.6 Die stetigen Funktionen f, : [0,1] — R, x — 2™ konvergieren nicht gleichmdifig
0 : 0<z<1,

gegen die unstetige Funktion f:[0,1] — R, z — { . )
o ox=1.

Satz 5.7 Es seien Xog C X eine nichtleere Teilmenge des metrischen Raumes (X,d), xg €

X ein Hdufungspunkt von Xg und f, : Xo — K, n € N, auf X gleichmdfig gegen f :

Xo — K konvergierende Funktionen. Existiert lim f,(z) =: v, € KVn € N, so ezistiert auch
Tr—2T0

lim f(z)=:v €K, und es gilt v = lim -, .
n—oo

r—T(0
Hier noch eine unmittelbare Folgerung aus Satz 5.5.

Folgerung 5.8 FEs sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Menge BC(X,K) der beschrankten und
stetigen Funktionen f : X — K (vgl. auch Folgerung 3.35) ist ein abgeschlossener Teilraum
von B(X,K) und somit ebenfalls ein Banachraum (vgl. Satz 3.8).

Die Begriffe der punktweisen und gleichméffigen Konvergenz lassen sich auch auf Funktionen-
o

reihen Z fn mit f, : X — K iibertragen, indem man die entsprechende Folge (s,,), =, der

n=1

n
Partialsummen s, : X — K, z — Z frx(z) betrachtet. Insbesondere ist also die Summenfunk-

k=1
tion einer gleichmfig konvergenten Funktionenreihe stetiger Funktionen stetig.
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o0
Satz 5.9 Ist die Zahlenreihe Zan konvergent und gilt |f,(z)| < ap Vo € X, Vn € N, so ist

n=1

o0
die Funktionenreihe Z fn auf X gleichmdf$ig konvergent.

n=1

o

Beispiel 5.10 Ist r > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe Z an(z — 20)", so konvergiert
n=0

diese Reihe gleichmdapig auf K,(zo) fir jedes p € (0,r).

5.2 Integrierbare Funktionen

Im Weiteren sei —o0o < a < b < co. Unter einer Zerlegung Z des Intervalls [a,b] verstehen wir
eine Menge von Punkten Z = {xg,z1,...,2p} mita =z < 21 < ... < x, = b. Die Menge aller
Zerlegungen des Intervalls [a, b] bezeichnen wir mit Z[a, b] . Man nennt die Zerlegung Z; € ZJa, b]
feiner als die Zerlegung Z5 € Zla,b], wenn Zy C Z; gilt.

Definition 5.11 FEine Funktion f : [a,b] — C nennen wir Treppenfunktion, wenn eine
Zerlegung Z = {xg,x1,...,xm} € Zla,b] und Zahlen v, € C existieren, so dass f(x) = i
Ve e (xp—1,2k), k=1,...,m, gilt. In diesem Fall nennen wir Z eine geeignete Zerlegung
fiir die Treppenfunktion f und definieren

b b m
[ = [ s@ds =3 o - ). (5.1)
a a k=1

Die Menge aller Treppenfunktionen f : [a,b] — C bezeichnen wir mit 7 [a,b]. Ist Z € Z]a,b]
eine geeignete Zerlegung fiir f € 7a,b], so ist auch jede feinere Zerlegung geeignet fiir f.
Bezeichnen wir also mit Zf die Menge der fiir f € 7a, b] geeigneten Zerlegungen, so folgt aus
Ze€Zp, Zy € Zla,b] und Z C Z; stets Zy € Zy .

Ein lineares Funktional F' : V — K auf dem normierten Raum (V, ||.||) nennt man beschrénkt,
wenn eine Konstante v > 0 existiert, so dass |F(x)| < v |jz|| Vz € V gilt.

Satz 5.12 Die Menge T [a,b] ist ein linearer Teilraum des Banachraumes B([a,b],C). Die Defi-
nition des Integrals (5.1) ist korrekt, d.h. unabhdingig von der Wahl der Zerlequng Z € Zy . Fer-

ner beschreibt fab : Tla,b] — C ein lineares und beschrinktes Funktional, d.h., fir f,g € T[a,b]

und o, B € C gilt
b b b
/(af+ﬁg)=a/ f+ﬂ/ g, (5.2)

Lﬂﬂgw—aMﬂu. (53)

Definiert man |f] : [a,b] — R, x +— |f(x)|, so ist mit f € T[a,b] auch |f| € T|a,b] und es gilt

wobei

lﬂWslﬂﬂ vieTlal. (5.4)

Definition 5.13 Die Abschliefung der Menge T [a,b] C (B([a,b],C),|.||,,) bezeichnen wir mit
Rla,b], und ihre Elemente nennen wir integrierbare Funktionen.
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Eine Funktion f € B([a,b],C) ist also genau dann integrierbar, wenn eine Folge (fy,),~; von
Treppenfunktionen f,, € 7la,b] existiert, so dass lim ||f, — f||,, = 0 gilt. Aus (5.3) folgt, dass
n—oo

der Grenzwert
hm fn / f (5.5)

existiert. Die Schreibweise f < g werden wir fur reellwertige Funktion f,g: X — R verwenden,
und zwar in dem Sinne, dass f(z) < g(z) Vo € X gilt.

Satz 5.14 Die Definition (5.5) des Integrals einer Funktion f € Rla,b] ist korrekt, d.h. un-
abhingig von der Wahl der approzimierenden Folge von Treppenfunktionen f,. Die Menge
Rla,b] ist ein linearer Teilraum von B([a,b],C) und die Abbildung f; : Rla,b] — C ein li-
neares beschrinktes Funktional. Dabei gilt

b b
(@) 1f] € Rla.b] wnd | [ f‘S/ fl ¥feRlab,

b
/f\g(b—a)anoo VfeRab,

b b
) / fs/ g Vfg€Rlab mit f<g,

(d) f € Rlai,b1] fiir alle f € Rla,b] und a < a; <b; <b,

b c b
(e) feRla,b und/ f:/ f+/ f fira<c<bund f € Ra,c]NR[cD],
(f) fg € Rla,b] Vf,g€ Rla,b], wobei (fg)(x):= f(x)g(x) V€ [a,b].

b a a
Fiir b < a definiert man / f= —/ f . Dann gilt / f=0und
a b a

/abfZ/acf—l-/cbf Va,b,ceR.

Bemerkung 5.15 Aus f = u+ iv € R[a,b] mit u,v : [a,b] — R folgt u,v € R[a,b] und

/jf: / /abv /j;:ﬁ.

Satz 5.16 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — C ist genau dann integrierbar, wenn die
einseitigen Grenzwerte f(x£0) fir alle v € (a,b) und die einseitigen Grenzwerte f(a+0) sowie
f(b—0) existieren.

Folgerung 5.17 Jede stetige Funktion f : [a,b] — C ist integrierbar, ebenso jede monotone
Funktion g : [a,b] — R.

Folgerung 5.18 Ist f : [a,b] — [0,00) eine stetige Funktion, die nicht identisch verschwindet,

b
sogilt/ f>0.

Satz 5.19 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Ist f : [a,b] — R eine stetige Funkti-
on, so existiert ein & € (a,b) mit
b
[ r=1©w-a.
a
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5.3 Stammfunktionen

Die Differenzierbarkeit einer Funktion f = u + iv : (a,b) — C (mit w,v : (a,b) — R) in
xo € (a,b) ist dquivalent zur Differenzierbarkeit von «w und v in g, wobei f’(zg) = u/(zo)+iv'(z0)
gilt. (Man vergleiche dazu die Definition 4.1.) Insbesondere folgt aus f'(z) =0 Vz € (a,b),
dass f = const auf (a,b).

€T
Satz 5.20 Ist f € Rla,b], so ist @ : (a,b) — C, z — / f stetig. Falls f in xo € (a,b) stetig
ist, so ist ® in xg differenzierbar und es gilt ®'(zq) = f(xao)

1 r <1
Beispiel 5.21 Fiir die Treppenfunktion f :[0,2] — R, x +— { ) ) } gilt
DT>

/x F T : 0<x <1,
0 B 20 —1 : 1<ax<2.
Definition 5.22 FEine stetige Funktion F : [a,b] — C heifit Stammfunktion der Funktion

f:(a,b) — C, wenn F : (a,b) — C differenzierbar ist und F'(x) = f(z) fir alle z € (a,b)
gilt.

Folgerung 5.23 Jede stetige Funktion f : [a,b] — C besitzt eine Stammfunktion auf [a,b] .

Folgerung 5.24 Ist F' : [a,b] — C eine Stammfunktion der Funktion f : (a,b) — C, so ist
die Menge aller Stammfunktionen der Funktion f gleich {F +c:ce€ C} .

Die Menge aller Stammfunktionen der Funktion f wird auch mit / f(x) dx bezeichnet. Ist F(x)

eine Stammfunktion von f(x), so schreibt man abkiirzend fiir die Menge der Stammfunktionen
von f

/f@Mx:F@H%,

2
z.B. / vdr = = + ¢. Die Bestimmung einer Stammfunktion F'(z) auf einem gewissen Intervall

(a,b) zu einer gegebenen Funktion f(x), d.h. das Auffinden einer Funktion F': (a,b) — C mit
F'(z) = f(z) Yz € (a,b), nennt man auch unbestimmte Integration.

Satz 5.25 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechung) Sind f : [a,b] — C eine
stetige Funktion und F : [a,b] — C eine Stammfunktion von f, so gilt

b
/f:F@—F@.

5.4 Integrationsmethoden

Hier soll noch auf eine andere Schreibweise der Ableitung einer Funktion eingegangen werden.
Nach Definiton 4.1 ist f : G — K genau dann in zg € G differenzierbar, wenn

f(z) = f(20) + (2 — 20)9(2), z€G,

mit einer in zy stetigen Funktion g : G — K gilt. Das ist dquivalent dazu, dass

F(2) = Fz0) + (2 — 20)g(20) + h(z) mit  Tim -

z—2z20 2 — 2

=0



76 KAPITEL 5. INTEGRATION

gilt oder, einfach anders geschrieben (mit Af(z9) = f(z) — f(20) und Az = z — z)
Af(z0) = g(z0)Az + o(Az).

Dabei versteht man unter o(Az) eine (unendlich kleine) GroéBe mit der Eigenschaft

Die GroBe df (z0) := g(z0)Az = f'(20)Az nennt man Differential der Funktion f an der Stelle
2o . Offenbar ist das Differential der Funktion z +— z gleich dz = Az, so dass df (z0) = f'(z0)dz,
und man erhélt

df (20) df (z)
1 _ / —
flzo) = ——= bazw. [(z)=—=7—.
: ,df s : .
Kurz schreibt man auch nur f/ = — . Die Kettenregel fiir die Funktion w — f(z(w)) ldsst sich
nun in der Form
o _da
dw  dz dw

schreiben. Ist die Abbildung z +— y(z) umkehrbar, so ist die Ableitung der Umkehrfunktion

d 1
y — z(y) gleich @ _ —- (vgl. Satz 4.9).
dy e

5.4.1 Grundintegrale

d
(a) Aus o (z°T1) = (a + 1)z folgt fiir a # —1
a+1
/xadx: z +c,
a+1
wobei
R . acf{0,1,2,...},
x €la,b] C{ (—00,0)U(0,00) : ae€{-2,-3,—4,...},
[0, 00) : aeR\Z.

d In|z| 1 1 dz )
= —sgnz = —, also [ — = In|x| + ¢ fiir
x x

(b) Fir z € (—00,0) U (0,00) gilt - 2]

x € la,b] C (—00,0) U (0,00).

d si d
(¢) Aus zlna: = cosx und (C:Zosx = —sinz folgt
x x

/cosxdx:sinx—i—c und /sinxdx:—cosx—i—c fir z € [a,b] CR.

Ebenso erhalten wir

d
(d) /1:;2 =arctanz +c¢, z € [a,b] CR,

und

(e) /exdx:ex—i—c, x € [a,b] CR.
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5.4.2 Einfachste Integrationsregeln
(a) aeC: /af(x)dw:a/f(m)dx

) [ 7@ +g) do= [ fa)dos [ go)do

) Sind/f(x)dx:F(x)—i—cunda,ﬁER,sogilt

W = aF'(az + 3) = af(az + ),
also, falls a # 0,
/ flax+ B)de = ~ F(az + B) +

(vgl. auch Abschnitt 5.4.3).

Beispiel 5.26
1 2 2 1 3 s
a 3 +2) dr= z3 +4x3+4)der=—-x3+3z3+4x+c
5

d
(b) / _xl =lnfz—1]+¢

z
()/ dz _1/ dzx _1 " §+
c 1121 71+(%)2—2arcan2 c
222 -3 1 6
(d)/ﬁdm:/ dr=2* =52+ 6In|z+ 1| + ¢
r+1 r+1
1 x—\/g
e dz = In +c
()/x2—5 2f/< V5 m+\f> 25 |z++5
dzx dz dz dz r—3
(f) _ = - = — =In c
22 —-52+6 (x —2)(x —3) x—3 x—2 x—2

1 1
(g) /siand:U:5/(1—0082$)da@:§—zsin2x+c

5.4.3 Die Substitutionsregel

Es seien / f(x)dz = F(z) + ¢ und z(y) eine reellwertige differenzierbare Funktion. Dann gilt
dF
——%Qﬁzf%mwﬁﬂwzf@@»f@m
d.h.
[ Haw)s @ dy = Faw) +c.

Ist y — z(y) umkehrbar, so gewinnt man aus F'(z(y)) die gesuchte Funktion F'(x). Man substi-
tuiere also x = z(y) und ersetze dz durch 2/(y) dy .

Merke: z = u(y) impliziert dz = u/(y) dy, bzw. y = v(z) impliziert dy = v'(z) dx .
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Beispiel 5.27

Yy = sinx 3 1
(a) /Sin2xcosxdaz: :/y2dy:y—+c:—sin3:c—|—c
dy = cosxzdx 3 3
Yy = cosx
(b) /sin?’xdx: /(1—0082x)sinxdx =
dy = —sinxdx

3 1
:—/(1—y2)dy:2——y+c:—cos?’x—cosx—i-c

3 3
¢ Flo) dz = /oo = % =In c=Inl|f(z c
©) / f(z) dy = f(z)dx y lyl + |f(z)] +
_de _| ® = fteny o
(d) /($2+1)2 B der = (1+tan2y)dy: (1+.%'2)dy _/1—|—tan2y —/COS ydy

1 1 1
= 5/(1+C082y)dy = % +Z Sin2y—|—c: §(y+sinycosy+c)

= L (arctanz + —2— ) +
—2 arctan r 1_{_332 &

5.4.4 Partielle Integration
Aus der Produktregel fiir die Differentiation folgt

uv' = (uv) —u'v,

also

Beispiel 5.28

(a) /xcosxdm:xsinx—/sinxdaz:xsinx+cosx+c
(b) /ln|x|dx::cln|x|—/dx:xln|x|—x—|—c

(¢c) Mittels partieller Integration ergibt sich /sinxcosxdm = sin’z — /cosxsinxdw und

somit
. 1 .,
smxcosxdxzism T +c.

(d) Durch zweimalige partielle Integration folgt
/excosxdx =e’sinx — /emsinxd:n =e*sinz + e* cosx — /excosxdaz,

also .
/excosmdx = §e$(sinx+cosx) +c.
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dzx

mﬂl:l,l... Dann gilt

(¢) Wir setzen Jy(z) = /

Ji(z) = arctanz + ¢

~ )+
C.
14 22

und nach Beispiel 5.27,(d)

1
Jo(z) = 5 (arctanx +

1

Mit u(x) = @i

und v(x) = x erhalten wir

B T +/ on x? dx
- (3:2 +1)n (xz + 1)n+1
und somit die Rekursionsformel

T n 2n—1
2n(z2 4+ 1)" 2n

Jn+1(x) =

5.4.5 Integration rationaler Funktionen

Unter einer rationalen Funktion verstehen wir eine Funktion
P(x)
f(x) = ;
= 0w
die sich als Quotient zweier Polynome P(z) und Q(z) (mit reellen Koeffizienten) schreiben lisst.
Ein solcher Quotient kann immer in der Form
P(z) Pi(z)
Q(z) Q(x)
mit Polynomen Py(z) und P;(z) dargestellt werden, wobei der Grad des Polynoms P; (z) kleiner

als der Grad des Polynoms Q(z) ist. Jedes Polynom Q(x) gestattet eine Zerlegung in lineare
und quadratische Faktoren der Gestalt

= Py(x) +

Q(z) = a(z —a))™ - (z — a)"™ (2* + prz + @)™ - (2® + pjz + ;)" ,

wobei a, a;, p;,q; € R und p? —4q; <0 gilt. Damit lisst sich die Partialbruchzerlegung

kE n; Joomy
P1 (1‘) Aig Bl'g.%' + Cz‘g
Q) Zim-aw) Zim @ +patq)f

mit gewissen reellen Zahlen A;y, By, Cjy gewinnen.

Folgerung 5.29 Die Integration rationaler Funktionen kann stets auf Integrale der Form

d B C
Y und de, n=12,..., pP?P—4q¢<0,
(z—a)" (2> +px+q)"

zurtickgefithrt werden. Dabei gilt
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und

(b) /(xixa)n: 1in(x_a)1in+c firn=2,3,...

(c) Unter Verwendung von

o3

2 2 2 $+
x2+pw+q:<m+§) +q—p—:<q—p—> —— | +1

erhalten wir

Bz +C B 2 c-Be
#dm:_/#dﬁ/izdx
e+ px+q 2 T4 +pxr—+q

22+pr+q

B c- 5B dx

5 @ +pr+q)+—3 2
-7 P

4 LQQ +1

"

c- B z+2

In(z“+pzx+q)+ 2_ arctan 2

(d) Firn=2,3,... erhalten wir

/ Bz +C B/ 2x+p d+/ Cc-Be .
(2 +pxr+q)" (2 +px+q

)"
_Bp
2

A e &
(%) K) B

2 1-n
2(1_n)(az +px+q) "+

T+ 5
mz'ty:72
-

(vgl. Bsp. 5.28,(¢)).

2 2 13
Beispiel 5.30 Wir berechnen / v’ + 22+ dx . Der Ansatz
(x —2)(x? +1)2

222+ 21 +13 B A Bx+C Dzxz+FE

-2 +12 z-2 @11 T@rip
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liefert A=1, B=-1,C=-2, D=-3, E=—4 und somit
202+ 2z +13 dx T+ 2 3x+4
dr = — dr — | ———— dzx
(x —2) (22 +1)2 x—2 2 +1 (22 +1)2

_ 1n|x_2|_1/ 2z dx—2J1(x)—§/(27x—4J2(x)

2/ 22+1 2 22 +1)2
1 3 1
= ln‘x—2’—§1n!$2+1]—2arctanm+§:'32—+1

-2 <arctanx + %) +c
4+ 1

-2 2x — 2
\x ‘ — 4 arctanx — 2

Va2 +1 r? +1

= In
Beispiel 5.31 Wir haben

x5 z(zt+1) -2 x

Es gilt

2
x4+1:x4+2x2+1—2x2:(x2+1)2—(\/ix) :<x2+\/§x+1) (wQ—\/ix—i—l).

Damit kann man die Partialbruchzerlegung von %—Fl finden. Hier kommt man aber schneller
x

mittels Substitution zum Ziel. Es ist namlich

x
g =
/x4—|—1 o

5.4.6 Integration trigonometrischer Funktionen

2 =y

2cdr = dy

1/ dy L arctany + ¢ = + arct (%) +
= — = — arctan C = — arctan(x C.
2/ 2+1 2 Y 2

Eine Funktion der Gestalt

m - .
i,j=0
R(z,y) =

- n
> By

1,j=0
mit a;5, 3;; € R nennt man rationale Funktion in den Verdnderlichen z und y. Wir betrachten

x
Integranden der Form R(cos x,sinz) . Mittels der Substitution ¢ = tan 3 transformieren wir das

Integral / R(cos z,sinx) dx in ein Integral mit rationalem Integranden. Es gilt ndmlich

1
dt = 5(1+t2)dx,

. LT T 2 tan § 2t
smx:2sm§cos§: 1+tan2% = T

x 2 1—¢t?
—2cos?S - 1=—" 1=
ST TSR g 1+ tan? £ 1+1¢2
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. 1—¢* 2t dt
/R(cosx,smm)dx:2/R<1+t271+t2> 1+

Folgende Spezialfille sind von Interesse. Dabei bezeichnen R;(x,y) rationale Funktionen in x
und y .

und somit

(a) R(z,y) = Ri(2* y)a:

/R(cosx,sinx) dx = /R1(1 — sin® z, sin ) cos x dx

t = sinx

= /R1(1 —t2,t) dt

dt = coszdx

(b) R(x,y) = Ra(x,y?)y: analog zu (a) mit t = cosx

(c) R(z,y) = Ra(a? 2 "y):
/R(cosx sinz)dr = /R (cos® z, tan z) dx = /R _ tanz | dx
bl - 3 bl - 3 1 +tan2m’

1 dt
_/R3<1+t2’t> 1+

t = tancx

dt = (1+t¥)dx

Beispiel 5.32

(a) dz dzx
a _— = _ =
sin* z cos? tan? z cosb

14 t%)? 2 1 2 1 1
:/gdt:/<1—|——+t—4> dt=t————+4+c=tanx—2 cotx—g cotd x4 ¢

t = tancx

dt = (1+t})dx

4 t2 t 33
t = tan%
1—¢2
(b)/ dr | cosz — g :/ 2 dt
2+ cosx 1+1¢ 1—¢2 1+1¢2
1 ) 2+
dt = S(1+1%)dz +1

t
dt 2 dt e 2 dz 2 t
B Iy R
/3+t2 3/1+(L)2 J dt \/g 1+22 \/garcan\/g c
SRV
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t = tang
1—t2
(c)/ dz _ | cosz = — :2/ dt
1+2cosz I+t 3—¢2
1
dt = 5(1+t2)dm
1 1 1 1 3+t 1 3+tanZ
:—/< + )dt:—ln V3+ —i—c:—lnm—i—c
vV3J) \V3—t 3+t V3 V3t V3 |V3—tan%

(d) /xQCosxdx:xQSinx—Q/x sinx dz

2

=z sinx—l—?mcosx—chosxdx = g2

sinx +2x cosx —2sinx + ¢

(e) Fira,B € R, B #0 ergibt zweimalige partielle Integration

1
/eaxcosﬁxdx = —e‘”sinﬁx—g/eaxsinﬁxdaﬂ
p p
= le‘”simﬂx—l—i2e‘”cosﬂ:r:—Oé—z/ec‘”ccosﬁazdaz,
B B B
so dass wn ]
/e‘”cosﬂxdx _ ¢ (5 Mnﬂgi;g cos fz) +c.

5.4.7 Zur bestimmten Integration

Die Formel der partiellen Integration schreibt sich fiir bestimmte Integrale in der Form

Sind ¢ : [¢, d] — [a, b] eine stetige, monotone und auf (¢, d) differenzierbare Funktion mit ¢(c) =
a und o(d) =b, ¥ : [a,b] — |[c,d] die entsprechende Umkehrfunktion und F : [¢,d] — R eine
Stammfunktion zu f(p(t))¢'(t), so folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung unter Anwendung der Substitutionsregel

b
[t de = (@) = F@®) - F@) = [ re)d @ dr.

Die Monotonie der Funktion ¢ ist hierbei eine wesentliche Voraussetzung, um die Existenz
ihrer Umkehrfunktion v zu sichern. Eine formale Anwendung obiger Formel kann zu falschen
Resultaten fithren. So ist offenbar

£l 2 3
/ sinzdr = [—cosx]) ==,
0 2

aber

t = sin x

%ﬂ 73 tdt V3 1
/ sinzdr =] dt = cosz dx :/ = [_\/1_152] 2 :_54_1:
0 0 0
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Dabei hat man nicht beachtet, dass dt = v/1 — t2 dz nur auf dem Intervall (07 %) gilt, auf (%, %’T)
aber dt = —v/1 — t2 dz ist. Richtig ist

27 us

27
3 2 3
/ sinzdx = / sinx dx + / sin x dx
0 0 T

V3

1 Vo 3
tdt 2 tdt 1 s 1 3
A L BV =yl S V] [ BE S

/o 1—1¢2 1 V1—t¢2 { 0 1 2 2

Ohne Monotonievoraussetzung an ¢ : [¢,d] — R ldsst sich die Substitutionsregel in der Form

d w(d)
/ o) (8) dt = / f(z) da
c v(c)

verwenden.

Ferner kann eine formale Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
bei Nichtbeachtung von singulidren Stellen (z.B. Polstellen) des Integranden zu Fehlern fiihren.
So liefert zwar

|x|sgnzx| =2-(-2)=4

/ Udx B {2
mvard 11
ein richtiges Ergebnis, aber
/1 da [ 1!
—2 frg —_— g —2
1 X _1
offenbar ein falsches. Im ersten Fall ist die “Stammfunktion” stetig, obwohl der Integrand in

x = 0 eine Unstetigkeit aufweist. Im zweiten Fall dagegen hat auch die “Stammfunktion” in
x = 0 eine Unstetigkeit.

5.5 Ubungsaufgaben

1. Man bestimme mit Hilfe (elementarer) Zuriickfithrung auf Grundintegrale

1

(a)/(l—ﬁ>\/de, (b) ﬂ*j?lt_ﬁ_%x, (©) /mdx,
() /e::lldz (o) /taandm, (f) (HA) /(1_x)(1_2x)(1_3z)dm,

@) (14) [Ttar ) (HA)/ﬁ‘zjf“dm

2. Man bestimme mit Hilfe geeigneter Substitutionen

dzx

2) /ﬁdfﬂ’ (b) /%Sm%dx’ (c) /\/% (d) /(mlnm) In(lnz)’
() /tanxdm, (£) /sin5xcosxda3, (2) / ey (HA)/%@,

S x

(HA)/ xd;Q, (i) (HA) /Qi:gg de, (k) (HA) /xeaﬂ dx |
) a) [
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3. Man bestimme mittels partieller Integration

(a) /(%)2@, (b) /\/Eanxdx, (c) /arctanﬁdw,

1
(d) /sinxln(tanx)dm, (e) /xlnl—i_xdm, (f) /siandx,

(g) (HA) /ecwc sin Bz dr (o, €R, 8#0), (h) (HA) /1,26—21: dz |

(i) (HA) / 2sin2pdr, (j) (HA) / arctanz dz,  (Z) / e da

4. Man berechne mittels Partialbruchzerlegung

@ /%dw’ ) /% ) /(x+1)(xf$2)2(x+3)2’
(d) /<m>2d% (e) /365—#904—235;’136—2352—#96—1—1’ (£) /ﬁd——gil’
8) (HA )/ (@ +1 jiﬂ; )z +3) (HA)/< 3x+2>2dm’

dx e dr
HA —_
i) ( )/m3—|—1’ )/x2+2x—|—2
5. Man berechne

sin x cos x dx dr

——d b -
« /Sin4m—|—cos4x = () /1+2sin2x’ © /(562—1)( 2+1)°

1+ 22+ 5 22
d d e, () [ ——sd HA

dx a+x
HA d

(g) /( 4x+4)(x2—4m+5 /\/: ( )/arcsmx T,

(j) (HA) /x(arctanx)Q dr, (k) (HA) / \/1+x2 N (1—|—x2)

6. Entwickeln Sie eine Rekursionsformel zur Berechnung von

(a) In(z) = / 9T (1) (HA) S, (z) = / sin” vdz .

cos™ x

(Z1) Berechnen Sie

(a) ﬂdw, (b) /M dz, (c) /(tanw) tan(z + a) dz,

vcos 2z V1—2z2
(9sin? x — 3sin® z) cos & — 5sin 2z + 10 cos x
@ [ar'@ar. © [ — Sain ) cosy — Be dar,
sin“xz —2sin’x + 2sinx — 1

2
Ccos” T dx
f ——d .
(®) /1+sin2x z, () /1—|—sinx—|—cosx

7. Berechnen Sie die Fliche, die von den Graphen der Funktionen f(z) = 2 — 22 und g(z) =
x? — 2z + % eingeschlossen wird.

8. Berechnen Sie

1 35 dzx L pdx T xsinx
@ [ e, m) [T = @ [ @ [
1 9 54+4r —x o a+bx o l-+cos“x
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9. Zeigen Sie, dass fiir eine stetige Funktion f : [0,1] — R gilt

(a) /ng(sinx)dx:/ogf(cosx)dx, (b) /Oﬂxf(sinx)dw:g/oﬂf(sinx)dx.

10. Beweisen Sie folgende Abschétzungen:

1 1 dzx T 1 2 sinx V2
- - < (p = d ye
(a)2</0 T <% ()2</% r <

200
3 1
(Z) 0</ O dr <
100 7 X 1007

11. Bestimmen Sie

1 [* . /1 1 1
(2) lim — / arctanydy, (b) lim / VILEA ) lim 2 / St gt
a 0 T xT—> z

T—00 I T—00 t2

12. Sei f:[0,00) — (0, 00) stetig. Man zeige, dass die Funktion

/xtf(t) dt

p:[0,00) — R, e S U
| s

monoton wachsend ist.

(Z2) Essei f :[a,b] — R beschrinkt und konkav. Man zeige, dass dann

(b—a)wg/abf(x)dmg(b—a)f<a+b>

2

gilt.

5.6 Das Riemann-Stieltjes-Integral

In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit u : [a,b] — R eine monoton nicht fallende Funktion.
Fiir eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R und eine Zerlegung Z = {xg, x1,...,xn} € Zla,b]
definieren wir die Groflen

my(f; Z) = inf {f(z) : @ € [rp—r,2x]} ;. My(f; 2) = sup{f(z) : x € [wp—1, 71} ,

die Schwankung wy(f; Z) = My(f; Z)—my(f; Z) der Funktion f auf dem Teilintervall [zy_1, z]
und die Darbouxsche Unter- und Obersumme

m m

Sulfi Z.p) = mp(f: Z) [u(wr) — plar—1)] 5 Solfs Zop) = My(f; Z) [u(zx) — p(wp-1)] -

k=1 k=1

Offenbar gilt

— [fllo [1(0) = p(a)] < Su(f; Z, 1) < So(fs Z, 1) < [[flloo [1(b) — p(a)] ¥V Z € Z[a, ],

so dass sie folgende Definition sinnvoll ist.
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Definition 5.33 Das untere und das obere Darbouxsche Integral der Funktion f bzgl. u
sind definiert als

b —=b
/fd,u::sup{Su(f;Z,,u):ZeZ[a,b]} bzw. /fdu::inf{SO(f;Z,,u):ZeZ[a,b]}.

Sind diese beiden Zahlen gleich, so nennt man f Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl. p und
verwendet die Bezeichnung

b

/abfduz/abf(:ﬂ)du(w) - [fduzjafdﬂ

Qa

fiir das Riemann-Stieltjes-Integral der Funktion f bzgl. p.

Ist f € B([a,b],C), so sagen wir genau dann, dass f bzgl. u Riemann-Stieltjes-integrierbar ist,
wenn Re f und Im f diese Eigenschaft haben, und setzen

/abfd,u::/abRefdu%—i/ablmfd,u.

Die Menge der auf [a,b] bzgl. 1 Riemann-Stieltjes-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir
mit R,[a,b]. Im Fall p(x) = « sprechen wir von Riemann-integrierbaren Funktionen und
bezeichnen die entsprechende Menge mit R[a, b].

Folgerung 5.34 Es sei [ : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion.

(a) Ist die Zerlegung Z1 € Z[a,b] feiner als die Zerlequng Z € Z|a,b], so gilt

Su(f; Z,p) < Sulfi Z1, 1) < SolfsZ1, 1) < So(f3Z, 1)

Insbesondere ist eine beliebige Untersumme nicht grofier als eine beliebige Obersumme, so

dass
b

[fdug]afdu.

a

(b) Die Funktion f ist genau dann bzgl. i Riemann-Stieltjes-integrierbar, wenn fiir jedes e > 0
eine Zerlequng Z = {xg,x1,...,Tm} € Zla,b] existiert, so dass

So(f;2) = Sul(f: Z) =Y wi(f)luwn) — plap—1)] < e
k=1

gilt.
(¢) Die Funktion f ist genau dann bzgl. u Riemann-Stieltjes-integrierbar, wenn eine Zahl I
existiert, so dass es fir jedes € > 0 eine Zerlequng Z = {xg,x1,...,Tm} € Zla,b] gibt mit
m
I=Y " f&)mlar) — plar-n)l| <e V& € [wpor,zi], k=1,...,m.
k=1

b
In diesem Full ist dann I = / fdu.

(d) Es seien f € R,la,b], f(la,b]) C [e,d], ® : [c,d] — R stetig und g(z) = ®(f(x)),
x € [a,b]. Dann ist g € R,[a,b)].



88 KAPITEL 5. INTEGRATION

b
Beispiel 5.35 Ist f : [a,b] — C, x — v konstant, so gilt / fdp = ~[u(b) — u(a)]. Die

0 : =z rational

Funktion r : [a,b] — R, x — { } ist nicht Riemann-integrierbar.

1 : =z irrational

Satz 5.36 Die Menge R,[a,b] ist ein linearer Teilraum des Raumes B([a,b],C) . Das Funktional
b
/ dp : Ryfa,b] — C ist linear und beschrdnkt. Dabei gilt
a

b b
(a) / fduS/ gdp Y f,g € Ryla,b] mit f<g,

b b
o) 1l e Bylont] wnd | [ 7 < [C1f1d0 < 17 1) - (@] V5 € Rt

b b
(c)/fd(oz,u):oz/ fdp VfeRya,b], Va>>0,

b b b
M)/ﬁfﬂu+5):/nf@k+/ifw'erRAmMﬁRde,

(e) feRylar,bi] fir alle f € Ry[a,b] und a < a; <b; <b,

b c b
(f)/fd,u:/fd,u—l—/fd,u VfeRya,bl unda<c<b,

(8) fgeRu[a,b] V[ geRyab].

Folgerung 5.37 Sind f, € R,[a,b] VneN, f e B([a,b],C) und lim | f, — f|l.o =0, so folgt
feR,a,b] und

b b
lim fnd,u:/ fdu.
Somit ist R, [a,b] ein abgeschlossener Teilraum von (B([a,b],C),||.||,) -

Satz 5.38 Die Funktion f € B([a,b],C) habe nur endlich viele Unstetigkeitsstellen auf [a,b] und
p sei an diesen Stellen stetig. Dann gilt f € R,[a,b].

Folgerung 5.39 Jede stetige Funktion f : [a,b] — C gehort zu R,[a,b]. Ist p : [a,b] — R

stetig, so gilt Rla,b] C Ry[a,b]. Insbesondere gilt R[a,b] C Rla,b], und auf Rla,b] fallen das in

Definition 5.13 erkldrte Integral und das Riemann-Integral zusammen.

1

x
0 : =0

bar iber [0,1], aber nicht integrierbar im Sinne von Definition 5.185.

sin x>0

Beispiel 5.40 Die Funktion f :[0,1] — R, z +— 1st Riemann-integrier-

0 : =<0
Beispiel 5.41 Es seien h(z) = { ) 0 } und ps(x) = h(x —s). Ist f € B([a,b],C) in
x>

s € (a,b) stetig, so gilt

/abfdﬂszf(S)-
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o o
Sind auflerdem v, > 0, Z’yn konvergent, s, € (a,b) und y(z) = Z’ynh(x — Sp) Sowie
n=1 n=1

fla,b] — C stetig, so gilt
b 00
[ an=>" st
a n=1

Satz 5.42 Es seien 1/ € Ra,b] und f € B([a,b],C). Dann gilt f € R,[a,b] genau dann, wenn
f i € Rla,b] erfillt ist. In diesem Fall gilt dann

/abfdMZ/abf(w)ﬂ/(w)de/abfﬂ’-

Satz 5.43 (Substitutionsregel) Die Funktion ¢ : [c,d] — [a,b] sei monoton wachsend, ste-
tig und surjektiv (und damit bijektiv). Ferner seien f € Ry[a,b], d(y) = p(e(y)) und g(y) =
f(e(y)). Dann ist g € Rsle,d], und es gilt

d b
/gd&z/fd,u.

5.7 Funktionenfolgen (Fortsetzung)

5.7.1 Vertauschen von Grenziibergingen

Wir waren bereits in Abschnitt 5.1 auf die Begriffe der punktweisen und gleichméfiigen Kon-
vergenz von Funktionenfolgen bzw. -reihen eingegangen. Die Aussagen des Satzes 5.5 und der
Folgerung 5.37 lassen sich auch in der Form

lim lim f,(x) = lim lim f,(z)
n—oo r—I( T—xo N—00

bzw.
b b
lim / fndu :/ lim f, du
n—-aoo a a n—oo

schreiben. Fiir beide Aussagen wurde jeweils die gleichméflige Konvergenz der Funktionenfol-
ge vorausgesetzt. Dass solche Vertauschungen von Grenziibergéngen auch in anderen Zusam-
menhéngen keineswegs ohne zusétzliche Voraussetzungen moglich sind, sollen folgende Beispiele
zeigen.

Beispiel 5.44 Die Funktionen f, : [0,1] — R, = +— nz(1 — 2?)" konvergieren punktweise
gegen die Funktion f :[0,1] — R, x — 0. Es gilt aber

1 1 1
lim fn== 75/ lim f,.
n—oo Jq 2 o Moo

Beispiel 5.45 Die Funktionen f,(x) = sni(/?zx) konvergieren auf jedem Intervall [a,b] gleich-
n

mdafig gegen Null, ihre Ableitungen f](x) = \/ncos(nz) aber nicht (auch nicht punktweise).

Satz 5.46 Die Funktionen f, : (a,b) — R, n € N, seien differenzierbar. Es existiere ein
zo € (a,b), so dass (fn(x0)),>, konvergiert. Die Folge (f}), >, konvergiere gleichmifig auf
(a,b). Dann konvergiert (fp), =, gleichmdifig auf (a,b) gegen eine differenzierbare Funktion f :
(a,b) — R, und es gilt

f'(z) = lim f/(x) Vaz € (a,b).

n
n—oo
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5.7.2 Fourier-Reihen

Eine Funktion p : [—m, 7] — C der Gestalt
pla) = > e, (5.6)

wobei n € Ny und v € C, nennt man trigonometrisches Polynom n-ten Grades, falls ,, # 0
oder v_, # 0. Die Koeffizienten v in der Darstellung (5.6) geniigen wegen

T 2 m=0
/ e dxr = { (5.7)
— 0 : meZ\{0}

der Beziehung

1 (7 .
M=o - p(x)e ke dz | (5.8)
Die Formel (5.7) besagt, dass das Funktionensystem {\/%—W e in e Z} beziiglich des inneren
s
Produktes (f,g) = f(x)g(x)dx ein orthonormales Funktionensystem ist. Ist nun die

Funktion f : R — R eine beliebige 27-periodische Funktion mit der Eigenschaft f € R[—m, 7],
so sind die vy, =: fi in (5.8) fiir alle k € Z erklért, und man kann sich die Frage stellen, ob

_ 1 7 ikx . T ikx
fla)=lim > fre™ = 3 fre (5.9)
gilt. Die Reihe in (5.9) heifit Fourier-Reihe der Funktion f. Die Koeffizienten
—~ 1 ™ .
-
2 J_,
nennt man die Fourier-Koeffizienten der Funktion f. Die n-te Partialsumme der Fourier-

Reihe in (5.9) bezeichnen wir mit S, (f;z),

n

Sn(f;x) = Z ﬁceikx-

Satz 5.47 Ist f € R|—m, 7|, so gilt

@ [ 1@ -suof do< [ 1@ - 3 | dr v,
i - k=—n
wobei das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn ~;, = ﬁg Vk=—-n,...,n,

(b) Z |j/’\n|2 §/ |f(2)|? dz (Bessel’sche Ungleichung),

(¢c) lim fa=0.

n—+oo

Es gilt (unter Beriicksichtigung der Periodizitét von f(x))

Sulfie) = 5= | F@Due—dt =5 [ - 0Da)ar.
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Dabei bezeichnet D,,(x) den sogenannten Dirichlet-Kern

Dp(x) = > € = M (5.10)

L
Sln2

wobei offenbar D, (z)dx = 27 gilt.

—T

Satz 5.48 Die 2mw-periodische Funktion f : R — C sei stetig differenzierbar mit eventueller
Ausnahme endlich vieler Punkte auf einem Intervall der Linge 2w . In diesen Punkten mogen
die links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f und f’ existieren. Ferner sei in einem solchen
Ausnahmepunkt T stets

F(@) = 3 fG+0) + f(F - 0)].

Dann konvergiert die Fourier-Reihe punktweise gegen f(x) und auf jedem Intervall [, 5], —o0 <
a < B < oo, welches keine Unstetigkeitspunkte von f enthdlt, gleichmafsig.

Ist f € R[—m, 7] reellwertig, so folgt = E und somit
o - o
ne = . .
nz_oo fne™* = 3 + ngl [an cos(nx) + by, sm(nx)]
mit

an = an(f) = L f(z)cos(nz)dx und b, =b,(f) = L[ f(z)sin(nz) dx .

7T 7T

Gilt f € R[—m, 7|, so zeigt die Beziehung

—~ 1 ™ . 1 ™ . 1 ~
Fomgr [ t@eede = o [ pweittan = o 7L
n

~ o _ﬂ 2min J_,
dass hohere Glattheit der Funktion zu schnellerem Fallen der Fourierkoeffizienten fiihrt.
Beispiel 5.49 (Sdgezahnkurve) Es seien a > 0 gegeben und f : R — R die 2r—periodische

Funktion mit
ar . —Tnwm<x<T,
fx) =

0 : r=m.

oSS
ST

Séagezahnkurve
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Die Fourierreihe dieser Funktion ist gleich

sinz sin2x sin 3:13 sin nx
2 — =9 n+1 ]
a ( 1 ) + 3 ) a Z

1
Fiir a = 5 und T = g erhalten wir die Zahlenreihe (vgl. Beispiel 4.35)

11 = (-1)
- 44— =) 2 5.11
3+5 ;Qn—l ( )

Beispiel 5.50 (Rechteckfunktion) Es seien a >0 und f : R — R 2mw-periodisch mit

a : O<ax<m,
flx) = 0 : z=0,z=m,
—a @ —nT<x<0.
- T
Rechteckfunktion

Die Fourierreihe dieser Funktion hat die Gestalt

4 1 1 4a N sin(2n + 1
?a<sinx—|—§sin3x—|—gsin5x—|—--->zfz%.

Fira="2 undz = g erhalten wir wieder die Reihe (5.11).

4
Beispiel 5.51 Fiir —nw <z <7 gilt
2 9 3 n+1
xZ:%—4<cosx—C082(2x)—i—cos?)(Qx)— ):——42 cos(nx) .

Es folgt fiir t = m bzw. x =0

2 * 1 0
n=

n=1

n+1

Beispiel 5.52 Fiir —n <z <7 gilt

4 cos3r  cosbx T 4 = cos(2n + 1)z
%<cosx+ 32 + 52 +"'>—§—;nzzow,

T
|33|:§

woraus mit t =0

> 1
5= e

n=0

folgt.
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Beispiel 5.53

riickwirtige Sagezahnkurve

Fiir x € (0,27) gilt

0 .
™= ZSIDTLZE

n=1

Beispiel 5.54 Fiir x € R st

| sin ] 411 & cos(2nx)
sinz| = — |z — — .
|2 / 4n? — 1

f(z) =|sinz|

5.8 Uneigentliche Integrale

Ist f :[0,00) — [0,00) eine stetige Funktion, so ist die Frage, ob der Flicheninhalt unter

A
dem Graphen dieser Funktion endlich ist, &quivalent zu der Frage, ob der Grenzwert Alim f
— 00 0
endlich ist. Betrachten wir z.B. die Fliche unter dem Graphen der Funktion f : [1,00) — R,
x +— 272 so miisste diese auf jeden Fall kleiner als (siche Abb.)
1
Lt + +- Z e

sein. Da diese Zahlenreihe bekanntlich konvergiert, d.h. eine endliche Summe besitzt, ist dieser
Fliécheninhalt also auch endlich. Ein vollig analoger Sachverhalt liegt vor, wenn man z.B. die
Funktion x — % auf dem Intervall (0, 1] betrachtet.
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Definition 5.55 Es seien a € R und f € Rla, A] fir alle A > a. Dann definieren wir das

uneigentliche Integral
o0 A
= i
/a = fim / I

falls dieser Grenzwert existiert. Ist dieser unendlich oder existiert er iberhaupt nicht, so nennt

oo
man das Integral / f(x)dz divergent, sonst heifit es konvergent. Analog definiert man
a

.

Ferner definiert man unter Verwendung eines beliebigen a € R

Jor=loe s
Bemerkung 5.56 Ist F(z) eine Stammfunktion zu f(x) auf [a,00), so gilt

/Oof: lim F(A)— F(a) = F(0) — Fl(a),

A—o0

falls dieser Grenzwert existiert.

Beispiel 5.57 Wir betrachten folgende uneigentlichen Integrale:

0o A )
(a) / do_ _ lim do_ _ lim arctan A = E, / da =.
0

1+22 A-cofy 1422 A-c 2 oo 1+ 22
> d Ad
(b)aGR:/ L~ lim a
1 T A—o0 1 %
Al 1
— Ca#1, o0 a<l,
A—o0 a>1
InA Da=1, a—1

00 A
(¢) Das Integral / sinx dz divergiert, da / sinzdr =1—cosA.
0 0
<1 1 174
(d) / — cos —dx = lim [—sin—] =1.
2/x L Zz A—o0 €T 2/m

Die Anwendung der folgenden Definition eines uneigentlichen Integrals macht sich z.B. dann
erforderlich, wenn die Funktion f(z) im Punkt a eine Polstelle hat.
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Definition 5.58 Es seien —o0o < a < b < oo und f € Rla+n,b] Vn € (0,b — a). Existiert der

Grenzwert
b b
lim/ ::/
Jm [ r= s

so nennt man diesen uneigentliches Integral der Funktion f(x) dber dem Intervall [a,b]. Ist
dieser Grenzwert endlich, so heifit das Integral konvergent, sonst divergent.

Auch andere Situationen sind denkbar. Ist z.B. ¢ € (a,b) eine Polstelle der Funktion f(z), so

definiert man
b c—¢ b
= i li .
=t [ g [
Bemerkung 5.59 Ist F(z) eine Stammfunktion zu f(x) auf (a,b], so gilt

[ = Jm ) - Flat )] = F0) - F+0),

falls dieser Grenzwert existiert.
Bemerkung 5.60 Ist f € Rla,b], so gz’lt/ f= hm / f.

Beispiel 5.61 Wir betrachten folgende uneigentlichen Integrale:

1 1
d d
(a) a € R: / &~ lim i
0o T n—+0/, x¢
1 n“
. — : 1, <1,
= lim l-a 1—a a7 = 11—« “
= +0 —Inn a=1, oo o oax>l.

1 1-6 1
dx dx T
b /7:Iim/ ————— = lim arcsin(l —¢) = —, / — =
( ) 0 1 — 22 d—+0 Jo V1 — 22 §—40 ( ) 2 1 V1 —zx2
2

d
Beispiel 5.62 Das Integral / o divergiert, der sogenannte Cauchy’sche Hauptwert
3 T

/2 d_x_ . /sd_w+/2£
VP s e—to\J 3 =z . dr

existiert aber. Ebenso definiert man den Cauchyschen Hauptwert

00 A
V.p./ f::Ali_r)réo/Af.

Satz 5.63 (Integralkriterium fiir Reihen) Sei m € N. Ist die Funktion
[+ [m, 00) — (0, 00)
monoton nicht wachsend, so sind

;f(n) und /Oof

m

gleichzeitig konvergent bzw. divergent. Im Falle der Konvergenz gilt

SINIOEN AFED SF0} (5.12)

n=m+1
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Beispiel 5.64 Wir wenden Satz 5.63 an:

KAPITEL 5. INTEGRATION

(a) Mit f(z) =a~ folgt aus Bsp. 5.57,(b) die Konvergenz der Reihe

o0
1
2

n=1

fiir o > 1 und ihre Divergenz fir 0 < o < 1. Aus (5.12) folgt fir o > 1

1 1
o n®  a-—1
und somit -
1 1
< I
n=1

(b) Mittels der Subsitution x = Int erhalten wir fir o > 1

m2 T J2
woraus die Konvergenz der Reihe
o

folgt.

1
1;2 n(lnn)e

dt

t(lnt)>’

Satz 5.65 Sei m € N. Ist die Funktion f : [m,00) — (0,00) monoton nicht wachsend, so

konvergiert die Zahlenfolge (V) mit

vnngf(k)—fn 3

wobei auferdem

0< lim ~, < f(m)

gilt.

Beispiel 5.66 Fir f(x) = % und m = 1 erhalten wir aus Satz 5.65 die Konvergenz der Reihe

"1 " dx
Tn = P -
1 k 1 X
Dabei gilt
lim ~, = v = 0.5772156649015329. ..
n—oo

Beispiel 5.67 Fir 0 < A < B gilt

/B sinx cosx1B
dr = {— ]
A x A
<

also
1

T
<+

B

+

-,
1 /AB

1

1
=14+-+---+——Inn.
2 n

(Eulersche Konstante).

B cosx
5 dz,
z
dx 2
2 A
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* sinz , . . .
dx , da mittels obiger Abschdtzung gezeigt

Hieraus folgt die Konvergenz des Integrals /
0 X

An o
werden kann, dass fir jede Folge (Ay), >, mit lim A, = oo die Folge </ S dm) eine
0 z n=1

n—oo

o -
Cauchy-Folge ist. Wir berechnen den Wert des Integrals / ST j¢. Dazu sei
0 x
1 1
-, o<t <S
ft) = t sint 2
0 , t=0.
FEs gilt fiir ein 6 € (0,1)
3 t4
F6) = £(0)  sint—t gt 5 o 1
t ~ tZsint t?sint 317

also f'(0) = —% . Ahnlich zeigt man, dass

1,1
cost 1 t*cost — 5 + & cos(2t)
sin?t  t? t2sin?t

f1(t) =

fiir 0 < |t| < & beschrdnkt bleibt. Fir beliebiges n € N erhdlt man mittels partieller Integration

/02 f)sin(nt)dt = —%[f(t)cos nt) 0% / f'(t) cos(nt)dt "%,

also
lim ( / Psin(nt) , / : sin(nt) dt) ~0.
n—00 0 t 0 sint

Unter Verwendung der Substitution x = nt folgt
/g sin(nt) g — /"g sinxdx n—oo /OO sinxdx,
0 t 0 T o T

. 2 sin(nt) g — /°° sinx g
0

n—oo Jq sint T

d.h.

Aus (vgl. (5.10))

2 1)t
/QSID[(%L dt = /D (2t)d /D
0 sint
o -
/ sm:cdw:E.
0 X 2

Bemerkung 5.68 Konvergiert ein uneigentliches Integral auch iber |f(x)|, so nennt man es
0

absolut konvergent. Gilt z.B. |f(x)| < g(x) fir alle z € [a,00) und ist g konvergent, so

a

folgt nun

o
ist/ f absolut konvergent.
a
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Beispiel 5.69 Die Gammafunktion I'(z) ist wie folgt definiert. Fir x > 0 setzt man

0o 1 0o
F(:c):/ ett”fldt:/ ett”fldtJr/ e tt*ldt.
0 0 1

0<e B l<¢=l  ta>0,

Wegen

1

konvergiert das Integral e "L dt fiir jedes x > 0. Da hm e” = 0 fiir jedes m € N gilt,

oo
konvergiert das Integral

H\c\

e 1L dt sogar fir jedes x € R. Fiir x > 0 ist

[e.e] 00 [e.e]
I(z+1) / T At = e*tt:”} . + x/ e 't dt = 2T (x) . (5.13)
0 0

r(1) :/ e tdt=1.
0

I'n+1)=n!, neNp.
Aus (5.13) folgt fiir x >0 und n € N

Ferner gilt

Es folgt

Fz+n)=@+n—-1)---(x+2)(x+ 1)al'(z).

Diese Beziehung kann man zur Definition von I'(z) fir negative, nicht ganzzahlige x benutzen:
Fir —n <oz < —n+ 1 definiert man

I'(z+n)
r(rx+1) - (x+n—-1)

I(z):=

5.9 Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie folgende Riemann-Stieltjes-Integrale:

3 -1 : r=-—1
(a)/ xdu(z), wobei u(x) = 0 @ —l<z<?2
-1 1+ 2<z<3
—1 O§x<%
2 0 l<p<s
(b) (HA) [ wdula), wobei p(a) = | P 2ETTE
0 )
2 3<x<2
2 T+ 2 —2<zr< -1
(c)/ 2% du(zx) , wobei p(x) = 2 r —l<z<0
-2 2 +3 0<z <2

2. Man untersuche die Funktionenfolgen (f,,) auf gleichméBige bzw. punktweise Konvergenz:

(a) fo(z) = sinnmc7 —co<z<oo, (b) fulz) :sin%, —00 < x < 00,
(©) fule) = ; +1m 2 e(0.1], (d) (HA) fu(x) =2, zc[0,1—¢] (> 0),
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3. Man untersuche folgende Reihen auf gleichméflige Konvergenz:

(a) Zx",xe(—q,q),0<q<1, (b) Zm",xe(—l,l),
n=0 n=0

o ntl 00
(c) (HA) > CESh [~1,1],  (d) (HA) Y (=" —2""), 2 €0,1],
n=0 n=1
(e) ii—?,xe [a,b], —co <a<b< oo, bzw. (Z) z € R,
n=0
(f) (HA) Y COST(L;”) ,z€R.
n=1

4. Man stelle durch eine Reihe dar:
1 T T
tant t
(a) / arctan dt, (b) (HA) / %dt, (c) (HA) / e dt.
0 0 0

5. (HA) Zeigen Sie, dass fiir eine 27-periodische, auf [, 7] Riemann-integrierbare Funktion
f iR — R und beliebiges o € R gilt

[ L

6. Zeigen Sie: Bei einer m-periodischen Funktion verschwinden die Fourier-Koeffizienten mit
ungeraden Indizes.

7. Seien f,g : R — C 2m-periodische Funktionen. In welchem Zusammenhang stehen die
Fourier-Koeffizienten von f und g, wenn

(a) g(z) = f(=z), (b) g(x)=f(x+h) (h=consteR)?

8. Geben Sie, ausgehend von dem trigonometrischen System {eim}zoz_oo , ein Orthonormal-
system (ONS) zur Entwicklung von Funktionen der Periode 2¢ # 27 an, d.h. ein ONS
beziiglich des Skalarprodukts

Z -
(f.g) = /_ e,

Wie berechnen sich die entsprechenden Fourier-Koeffizienten?

9. Entwickeln Sie folgende Funktionen in eine Fourier-Reihe und geben Sie die Summe dieser
Fourier-Reihe an:

(a) f(x)=|cosa|, (b) (HA) f(w):{

(¢) f(x)=zcosx, —nm<zxz<m, (d) (HA) f(z)=zsinz, —7<z<m.

T+x @ —7w7<zx<0,

T—x @ O<z<m,

10. Zeigen Sie: Ist f : R — C stetig differenzierbar und 2m-periodisch, so gilt

[e.e]

7 (Il + D2 ful? < o0,

n=—oo

o0
und die Fourier-Reihe Z Fne'™ ist absolut konvergent.

n=—oo
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11. Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale bzw. zeigen Sie deren Divergenz:

(a) /02(35—71 /\/T (©) /Oooe_‘mdx (a>0)
d) (HA) / " sin(Bz)dz (@ <0, B€R) (c) (HA) /

zlnx

8 dx arctan x © 2
£) (HA) / ﬁsin;dac @ [ 2= /0 arctan® (i) (HA) /0 ve do

0o vz 1+ 22
0 dx *  dz * zlnx
i) (HA — (k) (HA Z ——d
s [T s [ @ [

12. Zeigen Sie:

(a) Konvergiert fjo |f|, so konvergiert auch faoo f. (Man sagt , faoo f konvergiert abso-
lut.)

(b) Sind |f(z)| < g(z) V& € [a,00) und [ g konvergent, so konvergiert [ f absolut.

13. Untersuchen Sie folgende Integrale auf Konvergenz:

(a) /Oooamj”dx (b) (HA) /100% () )/ -
(d) /O ® ot dr (e) /01 o g /Ooox“e_mdx (o, € R)

et —1

14. Berechnen Sie die Mantelfliche F' und das Volumen V' des Rotationskorpers, der bei Ro-
1
tation des Graphen der Funktion f: (0,1] — R,  — ——= um die 2-Achse entsteht.

Iz

15. Berechnen Sie die folgenden Cauchyschen Hauptwerte:

(a) vp. / ) e / LI / * arctan

1zl oo 1422

(d) (HA) v.p. /00 11:_;2 dx (e) (HA) v.p. /00 sinz dz



Kapitel 6

Differentialrechnung fiir Funktionen
mehrerer Veranderlicher

6.1 Bezeichnungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Matrizen A = [ Qg ] "

j:lZ:l e R™*" " die wir ja bekannt-

lich als lineare Abbildungen

m

A:R" — R™, x:[ﬁ]kn:l»—uélx:: [ Z@jkfk]
k=1

J=1

interpretieren konnen. Den linearen Raum R” versehen wir mit dem inneren Produkt

(@,y) = &,
k=1

wobei x = [ & ]kn:1 LY = [ Nk ]1::1 , und mit der Norm

2] =V {z, x) =

n
> 1€kl = llzll,
k=1

(vgl. Abschnitt 5.1). Mit ker A bezeichnen wir den Kern der Matrix A und mit im A ihr Bild,
kerA={zxeR": Az =0}, imA={Az:zecR"}.
Das Spektrum o(A) einer quadratischen Matrix A € R™*" ist die Menge ihrer Eigenwerte
o(A) ={X € C:dimker(A — \I) > 0} .

R™MXT gls

Wir definieren nun die Norm einer Matrix A €
||A]| :=sup {|Az| : z € R", |z| =1} .
Mit GR™ "™ sei die Menge der invertierbaren Matrizen A € R™*™ bezeichnet.
Satz 6.1 FEs gilt:
(a) |Az| < ||A]| |z| Yz € R", VA € R™*™,

101
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(b) ||AJ| ist die kleinste Zahl M , fiir die |Ax| < M|x| Vz € R™ gilt, d.h.
|Al| =inf{M € R : |Az| < M|z| Vx € R"} .

(©) Al = sup {|Az| : 2 € B, Jo] < 1} |
@ 4] ={% :xeR"\{@}}.

(e) (R™*™ ||.]]) ist ein normierter Raum. Dabei gilt

IAB|| < [IA[l|BIl VAeR™", BeR™.

(f) Aus A€ GR™" B e R und |A— B|[|A7|| <1 folgt B € GR™".
(g) GR™ ™ ist eine offene Menge in (R™ " ||.||) , und die Abbildung
anXn _ anXn, A A—l
1st stetig.

Ist A € R™*" eine symmetrische Matrix, so existiert eine orthonormale Basis {bi,...,b,} aus
Eigenvektoren der Matrix A zu den (reellen) Eigenwerten A\; < ... <\, . Fiir x € R” folgt

n n

T = Z (x,bg) by und somit Az = Z (x,bg) Aby, = Z A (x, bg) by
k=1 k=1 k=1

Satz 6.2 Fiir eine symmetrische Matrix A € R™*"™ gilt
mino(A) =min{R(z) : x €e R"\ {O}} und maxo(A) =max{R(z):z € R"\{O}},
(Az, x)

wobei R(x) = .2)

einen sogenannten Rayleigh-Quotienten bezeichnet.
Folgerung 6.3 Fiir A € R™*" gilt

IA]| = max {\/X oY= a(ATA)} .

6.2 Differenzierbarkeit

Wir betrachten im Weiteren Funktionen f : @ — R™, z +— f(z) auf einer offenen Menge
Q) C R", die iiber die Bezeichnungen

p1(z) 01(&1,---, &)
Fa) = <P2.(90) _ <P2(§17;--,§n)
gDm(CC) SDm(glaaEn)

durch m reellwertige Funktionen ¢; : 2 — R von n reellen Verédnderlichen gegeben sind.

Definition 6.4 Die Abbildung f : @ — R™ heifit differenzierbar im Punkt xo € Q, wenn
eine Matriz A € R™*™ existiert, so dass

lim |f(z) = f(x0) — Az — 20)|

T—T0 |z — 20|

=0 (6.1)

gilt. Im Falle ihrer Existenz ist die Matriz A eindeutig bestimmt, wird Ableitung der Funktion
[ im Punkt xo genannt und mit f'(xo) bezeichnet.
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Die Bedingung (6.1) kann auch in der Form

h
f(@o+h) = f(zo) = Ah +r(h) mit  lim ’T‘(h’)‘ =0

(h € R™) geschrieben werden.

Folgerung 6.5 Ist f in xg differenzierbar, so ist f in xg stetig.

Bemerkung 6.6 Offenbar ist f genau dann in xq differenzierbar, wenn alle p;, j=1,...,m,
in xg differenzierbar sind. Ist f : Q@ — R™ in jedem Punkt x € Q differenzierbar, so ist die
Abbildung f': Q — R™ "z — f/(x) erklirt.

Beispiel 6.7 Sind A € R™*" und f: R" — R™ | x +— Ax, so gilt f'(x) = A fiir alle z € R™.

Beispiel 6.8 Die Funktion f :R? — R,z { & 4+£2 ist in xg = O differen-
0 cr=0

zierbar, wobei f'(©)=1[0 0] gilt.

Satz 6.9 (Kettenregel) Es scien f: Q — R™ inxg € Q und g : Q1 — RF in yg = f(x0)
differenzierbar, wobei auch Q1 C R™ eine offene Menge sei und f(Q2) C Q4 gelte. Dann ist die
verkettete Funktion H : Q — R* | 2+ g(f(z)) in zo differenzierbar, wobei

H'(x0) = ¢'(f(z0)) f (o)
gilt.

Es ist leicht einzusehen, dass die Differenzierbarkeit von f1, fo : @ — R™ in x¢ € Q die
Differenzierbarkeit von ay f1 + aso fo in zq fiir beliebige aq, as € R impliziert, wobei gilt

(e1f1 + azf2)'(z0) = e fi(xo) + e fs(xo)
Wir bezeichnen mit {e?, ..., e} die Standardbasis in R™ .

Definition 6.10 Ezistiert fiir xg € Q, k € {1,...,n} und j € {1,...,m} der endliche Grenz-

wert

lim wj(wo + teg) — ;j(20) ’

so nennen wir diesen partielle Ableitung der Funktion ¢; : 8 — R nach & im Punkt xg

9w
und bezeichnen diesen mit Oi;(w0) oder Dypj(zo) .

/33

Satz 6.11 Ist f : Q — R™ im Punkt xq differenzierbar, so existieren alle partiellen Ableitungen
9pj(x0)
3

,j=1....m,k=1,...,n, und es gilt

f’(mo):[w]m "

Ok |jm1 =1
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Spezialfalle:
(a) n=1,dh. f:(a,b) — R™:

(by m=1,dh. f:Q—R:
o[ 2 2]

o 1 9%
T
Man nennt Vf(z) = [ %éx) %{x) } den Gradienten von f im Punkt x.
1 n

Definition 6.12 FEs seien e € R" eine Richtung, d.h. le| =1, f : @ — R eine reellwertige
Funktion und xo € Q. Existiert der endliche Grenzwert

lim f(wo+te) — f(xo) ,
t—0 t

9f (x0)
Oe

so heiffit dieser Richtungsableitung von f im Punkt x¢ in Richtung e und wird mit

bezeichnet.

Man beachte, dass die partiellen Ableitungen spezielle Richtungsableitungen sind. Nehmen wir
an, dass f :  — R im Punkt zy € Q2 differenzierbar ist, und definieren wir fiir hinreichend
kleines £ > 0 die Funktion g : (—¢,e) — R, t — f(xo + te), so folgt aus Satz 6.9

0750 _ (0 = f(ao)e = (VH(ao).e)

Ist also der Gradient von f im Punkt xy ungleich dem Nullvektor, so gibt V f(z() die Richtung
an, in der f von xg ausgehend sich am schnellsten dndert.

Beispiel 6.13 Die partiellen Ableitungen der Funktion

26162 40
f:R? —R, z+— \/5%‘1‘5%
0 :x=0
sind fir x # O gleich
of) 28 of@) g
RNCEE Ik NGRSk

fiir x = © sind beide gleich Null. Im Punkt xqg = © existieren aufler den Ableitungen in Koordi-
natenrichtung keine weiteren Richtungsableitungen. Somit ist f in xg = © auch nicht differen-
zierbar.

5%52 . e}
.. L . 9 5o o LF . .
Beispiel 6.14 Fir die Funktion f : R® — R, z £+ & existieren in
0 : r=0

xo = O alle Richtungsableitungen, obwohl sie in diesem Punkt nicht differenzierbar ist.
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Beispiel 6.15 Es seien f : Q — R™ in o € Q differenzierbar, b € R™ und g : Q@ — R!,
x +— (f(x),b) . Dann ist g in xo differenzierbar, wobei g'(xo) = bY f'(x0). Dies folgt aus der
Kettenregel und Beispiel 6.7, aber auch direkt aus

lg(zo + h) — glxo) — b f(xo)h| = |{f(zo+h)— f(zo) — f'(z0)h,b)]
= [ (r(h), )|
< r(h)[ 0]
Man nennt 2 C R" eine konvexe Menge, wenn
A1+ (1 =Nz € Q Vap,a2 € Q, VA e (0,1)
gilt.

Satz 6.16 FEs seien Q C R™ konvex und f : Q — R™ differenzierbar mit beschrinkter Ablei-
tung, d.h., es ist || f'(x)|]| < M fiir alle x € Q und ein M € R. Dann gilt

|f(z1) = fa2)] < Mz — @2 Vay,az2 € Q.
Ist also f'(x) = © fiir alle x € Q, so ist f auf Q konstant.

Mit C!(€2, R™) bezeichnen wir die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen f : @ — R™,
d.h., es existiert f'(x) fiir alle z € Q und fiir jedes 2o € Q und beliebiges ¢ > 0 existiert ein
d >0, sodass ||f'(z) — f'(x0)|| <eVa e Us(xp).

Satz 6.17 Es gilt f € C1(Q,R™) genau dann, wenn alle partiellen Ableitungen Dypj: Q — R,
i=1,....m,k=1,...,n, existieren und stetig sind.

6.3 Extremwerte

Wir betrachten hier reellwertige Abbildungen f : 2 — R auf einer offenen Menge Q2 C R"™.
Existiert die partielle Ableitung nach &; von Dy f =
0 f
9E; 08k

, so bezeichnen wir diese mit D f oder

g,

. Es gilt also

_p. O?f 0 [(Of
Dipf = DiDif) bow. gem= 50 (a_g;) '

Satz 6.18 Es seien Q C R? und f : Q — R eine Funktion. Die partiellen Ableitungen
Dif,Dof , Dorf : Q@ — R mdgen existieren. Ist Do f in xog € ) stetig, so existiert auch

Do f(xo), und es gilt Diaf(xo) = Day f (o).

Ist f:Q — R in xg € Q differenzierbar und ist xy ein Extremalpunkt von f, so ist tp = 0
Extremalpunkt von gx(t) = f(xo + te}) fir alle k = 1,...,n. Also gilt dann 0 = ¢, (0) =
f(zo)ef = Dif(xo), k=1,....n.

Sind nun f : Q@ — R in einer Umgebung U.(zo) C 2 von z( zweimal differenzierbar, z € U, (z)
und g : [-1,1] — R, t — f(zo + t(x — x0)), so gilt

9(1) = 9(0) + ¢'(0) + 5 ¢ ()
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fiir ein ¥ € (0,1) und nach Satz 6.9 und Beispiel 6.15
i d /
gi(t) = - [0+ 1tz —x0))(x — o)

= % (Vf(zo +t(z — 20)), x — 20)

= (z—20)" DV f(wo + t(x — 20))(z — 20)
= (AQ®)(z — z0),x — 7o)

mit A(t) = DV f(zo + t(x — z0)) = [ Di;jf(xo + t(x — x0)) ]j;:l . Es folgt

F(2) = (o) + f'(ao) + 5 (W) — 20). = — 0) .

Satz 6.19 Sind f : Q — R in xg € Q differenzierbar und xq¢ ein Extremalpunkt von f, so
gilt Vf(zg) = ©. (Man sagt, x¢ ist stationdrer Punkt von f.) Ist f auflerdem in einer
Umgebung von xg zweimal differenzierbar und sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
in xq stetig, so ist f(xzg) ein lokales Mazimum (bzw. Minimum) von f, wenn die Matriz A =
[ Dy f(z0) ]];2:1 negativ (bzw. positiv) definit ist.

Folgerung 6.20 Es seien Q C R? und xo € Q ein stationdrer Punkt der Funktion f : Q — R,
die den Bedingungen des Satzes 6.19 gentigen mdge. Wir setzen

Ao 9 f (x0) N 9 f (x0) o= 9 f (x0)

g C060% 08

Gilt AC—B? > 0, so liegt im Punkt xq ein Extremum von f vor, und zwar ein lokales Minimum,
falls A > 0, bzw. ein lokales Maximum, falls A < 0. Ist AC — B% < 0, so liegt in xq kein
Extremum vor.

Beispiel 6.21 Fiir f : R? — R mit f(&1,8&) = & + 26160 +4€2 + 26 — 10& + 5 liegt im Punkt
xo = (—3,2) liegt ein lokales Minimum vor.

Suchen wir von einer stetigen Funktion f : Q@ = QU 9Q — R den groBten und kleinsten
Funktionswert, so kommen als extremwertverdéchtige Punkte

e die Punkte x € Q, in denen f differenzierbar ist und fiir die V f(z) = © gilt,
e die Punkte x € Q, in denen f nicht differenzierbar ist,
e die Randpunkte z € 92

in Frage. Ist dann © kompakt, so sind Maximum und Minimum der Funktionswerte von f auf
allen extremwertverdéchtigen Punkten zugleich globales Maximum bzw. Minimum von f auf
QUIN.

Beispiel 6.22 Der grifste Wert der Funktion
f(&1, &) =sin& +sinéy —sin(& + &)
auf der Menge Q = {(£1,&) €R?: &, >0, & >0, & +& < 2n} ist gleich

((Z2)-2

373 2
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Beispiel 6.23 Wir betrachten f,g: R? — R mit f(£1,&) = £ + €3 und g(£1,&) = & + €2,
Der Punkt (0,0) ist stationdrer Punkt fir beide Funktionen. Fir f liegt in (0,0) ein (globales)
Minimum vor, fiir g dagegen kein Extremum. Die Folgerung 6.20 liefert hier keine Aussage, da
in beiden Fillen AC — B? =0 gilt.

Wenden wir im Beispiel 6.22 auf den einzigen stationiren Punkt (£9,£9) = (%’r, %’r) die Folgerung
6.20 an, so erhalten wir A < 0 und AC — B? > 0. Kénnte man daraus bereits schlussfolgern, dass
in diesem Punkt der grofite Funktionswert angenommen wird? Das folgende Beispiel zeigt, dass
man diese Frage mit nein beantworten muss. (Im Gegensatz zum Fall reellwertiger Funktionen,
die nur von einer reellen Verdnderlichen abhéngen!)

Beispiel 6.24 Auf Q = [-5,5] x [~1,1] betrachten wir die Funktion

fl&,6) =€ — 48 + 266 - 6.

Der Punkt (0,0) ist einziger stationdrer Punkt in Q = (=5,5) x (=1,1), und dort gilt A < 0
sowie AC — B? > 0, wobei f(0,0) = 0 ist. Die Funktion f nimmt aber auf dem Rand von
auch positive Werte an, z.B. ist f(5,1) = 34.

Beispiel 6.25 Unter allen Dreiecken, die einem Kreis mit dem Radius R > 0 einbeschrieben
sind, bestimme man das Dreieck mit dem gréfsten Flicheninhalt.

0 (B

Lésung: Wir verwenden die Formel fiir den Flicheninhalt F' eines Dreiecks, die besagt, dass F
gleich dem halben Produkt aus den Lingen zweier Seiten und dem Sinus des eingeschlossenen
Winkels ist. Es folgt

1 1
F = §R2(sina +sinb +sinc) = §R2 [sina + sinb — sin(a + b)] ,

2 2
a>0,b>0,a+b<2m. Aus Beispiel 6.22 folgt, dass F fiira =b= ?ﬂ <:> c= g) mazimal

wird.

Satz 6.26 (Umkehrabbildung) Es seien f € CL(Q,R"), 29 € Q, f'(z0) € GR™ " und yo =
f(xo). Dann ezistieren offene Mengen U C Q und V- C R™ mit xy € U und yo € V', so dass die
Abbildung f : U — V bijektiv ist. Die Abbildung f~! : U — V gehort zu CY(V,R"), und es
qgilt

fir alley e V.
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Beweis. Wir setzen A = f/(x¢) und p = . Dann existiert ein 6 > 0, so dass

_
2[4
| f/(z) — AH <p VazeUs(xg)
gilt. Fiir festes y € R™ definieren wir ¢, : @ — R, 2 +— x4+ A7y — f(x)]. Somit gilt f(z) =y
genau dann, wenn ¢, (z) = z erfiillt ist. Wir haben ¢ (z) =1 — A7 f/(x) = A~ A — f'(z)], so

dass 1
Iyl < A 14 - @l < 4 o= v e Uytan).
Aus Satz 6.16 folgt

1
loy(@1) — @y(@2)| < §|$1 — x| V1,22 € Us(zo) . (6.2)

Also hat ¢, in Us(xg) hochstens einen Fixpunkt, so dass f : Us(xg) — R™ injektiv ist. Wir
setzen U = Us(xzg) und V' = f(U). Sei y* € V beliebig. Dann existieren ein z* € U mit
f(xz*) = y* und ein € > 0 mit K (z*) C U. Sei nun y € U.,(y*) . Dann folgt

loy(a®) — ] = |47y — )] < A ep = 5.

Ist x € K (2*), so gilt

1 €
lpy(@) — 2] < lpy (@) = 9y ()] + |y (27) — ¢y (2)] < Sl — 2"+ 5 <e,

d.h. p(x) € Ko (z*). Somit ist ¢ : K (z*) — K.(z*) eine kontraktive Abbildung, auf die
der Banachsche Fixpunktsatz angewendet werden kann. Es existiert also ein x € K (z*) mit
p(x) = z, was gleichbedeutend mit f(x) = y ist. Dabei gilt y € f(K.(z*)) C f(U) =V, d.h,,
V ist offen und f : U — V ist bijektiv.

Seien nun y,y +k € V. Dann existieren z,2 +h € U mit y = f(z) und y + k = f(x+ h). Dann
ist

py(z+h)— o) =h+ A [f(@) = fle+h)]=h—A""k.
Hieraus folgt [A~1k| > 1|h| wegen |h— A~1k| < %|h| (siehe (6.2)) und |h| < |h— A7 k| +|A 7 k|
Somit ist || < 2 { A7 |k| = p |k, so dass k — © impliziert h — ©. Aus Satz 6.1,(f) und
If'(z) — A||||A7Y| < p||A7Y| = & folgt, dass [f/(x)]~! =: B existiert. Damit ist

f Ny +k) —fy) = Bk =h— Bk = —B[f(z +h) - f(z) — f'(x)h],

also

F k)~ W)~ BE _ |BIIA |f@+h) — F@) — /()b
Z = K] )

1B |f(z+h) = f(z) = f'(2)h]
p I '

Hieraus folgt (f~1)(y) = B = [f'(f"'(y))]~!. Die Abbildung (f~1) : V. — R™*" ist stetig, da
f~', f/und A — A~! stetige Abbildungen sind (vgl. Satz 6.1,(g)).

<

a

Fiir die Formulierung des folgenden Satzes verwenden wir die Schreibweise (z,y) € R"T™  wobei
z=(£1,...,6) €ER*undy = (11, ...,7m) € R™ gelte. Fiir A € R™*(t™) seien A; € R™*" und
Ay € R™™ die Matrizen mit A = [ A; Ay | . Sind Q C R*™™ f:Q — R™, (z,y0) €
af(x07y0) und AQ mit af(x07y0)

und A = f'(z9,yo), so bezeichnen wir A; mit
Oz oy
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Satz 6.27 (Implizite Funktionen) Es seien @ C R"*™ eine offene Menge, f € C1(Q,R™),

Af (w0, y
(z0,90) € @, f(z0,y0) = © und %
und W C R™ mit (xg,y0) € U und z9 € W, so dass zu jedem x € W genau ein y € R™ mit
(x,y) € U und f(x,y) = O ezistiert. Die so definierte Funktion g : W — R™ x — y gehirt
zu CL(W,R™) und hat also die Eigenschaften

€ GR™* ™ Dann existieren offene Mengen U C Q

g(xo) =yo sowie f(z,g9(z)) =0 VreW.

Ferner gilt

0f (x,9(x))] " 0f (z, 9(x))

/ [ —

gle) = [ Jy ox VeeWw. (6.3)
x

Beweis. Wir definieren F: © — R, (z,y) - [ o | D e,
T,y

wobei

I C)
F'(:co,yo) = | Of(wo,y0) Of(x0,v0) c gR(n-f—m)X(n-l-m) ‘

Nach Satz 6.26 existieren offene Mengen U C ©Q und V' C R"™™ mit (zg,y0) € U und (z¢,0) €
V,so dass F : U — V bijektiv ist und F'~! € C1(V,R"*™) gilt, wobei

(F~Y(z,y) = [F'(F Y (z,9)] " VY(z,y) V.

Wir setzen W = {x € R" : (z,0) € V'} . Die Menge W ist offen, da V offen ist. Fiir alle z € W

v } . Damit ist die Abbildung

existiert genau ein y € R™ mit (x,y) € U und F(z,y) = [ o

g: W — R™, x> y definiert, und es gilt dabei

(x,9(x)) €U, f(z,g(x)) =0 und F(w,g(x)):[é} VeeW.

Also ist [ g(g;) } = F~!(x,0). Danach Satz 6.26 F~1 € C1(V,R"*™) gilt, folgt g € CL(W,R™).
Dabei gilt wegen f(x,g(z)) = © Va € W und der Kettenregel
In Of(x,g(x))  0f(z,9(x))
@ — /,I, T — ) + ’ /SC ,
S, g( ))[g,(m)] D 9y g (z)
woraus (6.3) folgt. O

Wir suchen ein Extremum der differenzierbaren Funktion f : Q ¢ R*™™ — R unter den m
Nebenbedingungen

(I)i(gl,...,gn,nl,...,nm):0, izl,...,m. (64)

Wir setzen voraus, dass ® : Q@ — R™, (z,y) — [ ®i(z,y) ]ZZI stetig differenzierbar ist und

dass die Matrix ®'(x,y) fiir alle (z,y) € Q, die (6.4) geniigen, den Rang m hat. O.E.d.A. sei die
Matrix "

on; i,j=1

fiir alle (z,y) € Q, die (6.4) erfiillen, regulér.
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Es sei nun (xq,yo) €  ein Extremalpunkt von f unter den Nebenbedingungen (6.4). Nach dem
Satz 6.27 iiber implizite Funktionen existieren eine Umgebung W C R”™ von zy und Funktionen
@j: W — R mit

77] @](51? “75”)’ jzl,"'ama

anstelle von (6.4). Damit ist zy ein Extremalpunkt von F': W — R mit

F(z) = f(z,01(x), ..., om(z +Z/\<I> ), m(T)),
wobei die A; € R vorerst noch unbestimmte Faktoren sind. Es folgt
OF (x0)
= 0 ) k: - 17 ) n )
73"

also (fllI‘ (x’y) = (xo,yo))

of ~~[0f 3(,0]] % 0®; dp;

0 = =+ 3N |
23 ; [On; 0% ; Z < On; O
af = 8@]
= —+ =1,...,n.

Ok ]Z; 377] ] 23 ZZ: 3&

Unter den gemachten Voraussetzungen existieren Zahlen \Y, i = 1,...,m, mit
Z 0P (0, yo) )\g _ _af(l"oayo) . j=1,...,m,
= on on;
und wir erhalten die n + m Gleichungen
(9f (z,9) (9(1) (z,9)
ANi— k=1,... .
o5 2; 0, T (6:5)
5] " 0D, (x,
f(x,y)+2)\z— (x y): , J=1, s (66)

In; pat an;
zusammen mit den m Nebenbedingungen (6.4) zur Bestimmung von

ISTTTRIT S SO LD\ SR
Die Zahlen A; heiflen Lagrangesche Multiplikatoren.

Es sei bemerkt, dass in (6.4) und (6.5), (6.6) die unabhéngigen Verédnderlichen &, ..., &, und
N1, --.,Nm gleichberechtigt auftreten, obwohl dies in der Herleitung nicht der Fall war. Die Be-
dingungen (6.5), (6.6) sind lediglich notwendig fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums in
(z0,y0) € © unter den Nebenbedingungen (6.4).

Beispiel 6.28 FEs seiena >b>c¢ >0 und o, 8,7 € R\ {0} . Wir schneiden das Ellipsoid
frerw.8.8.8))
b2
mit der Ebene
{zeR*: a&+B&L+7& =0}

und suchen die Ldngen der Halbachsen der Schnittellipse.
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6.4

1.

10.

Ubungsaufgaben
Man zeige, dass glligl 512i1;r10f(£1,£2) und ngiLnO glliglof(gl,gg) existieren, xh_I% f(x) aber nicht:
& —& B £363
(a) f(§17§2) - 51 n §2 (b) (HA) f(§17§2) - é-%g% + (51 - 52)2

1 1
. Man zeige, dass fiir f(&1,&2) = (&1 +&2) sin — sin — die Grenzwerte lim lim f(&;,&2) und
&1 &2 £§1—082—0

lim lim f(&1,&2) nicht existieren, aber lim f(z) = 0 gilt.

§2—081—0 r—0

(HA) Berechnen Sie

G
G+ 8 . sin(&6) . ( 1 ) G146
a) lim —>0——=, (b lim ——== (a €R), (c lim 1+ — .
(a) lim e ¢l (b) L ( ), () o &
SIS z#0
. (HA) Man zeige, dass f(z) =< & +&2 in xg = O nicht stetig ist, obwohl
0 c r=0

f in xy = © léngs jeder Halbgeraden {(tcosa,tsina): 0 <t < oo} stetig ist.

(a) Man bestimme Dy f(&1,1) fiir f(&1,&2) = &1 + (§2 — 1) arcsin \/g
(b) Sei f(&1,&2) = sgn (&1€2) V/|€1&2| - Berechnen Sie Dy f(0©) fir k = 1,2. Ist f in 29 = ©

differenzierbar?

§16(6 — &)

. (HA) Man zeige, dass fir f(x) = £2 + ¢2 SRR die partiellen Ableitun-

gen Doy f(©) und Di2f(O) existieren, aber I(l)iCht ﬁbel;eir:fstim@men.
Man leite f(&1,&2) = \/m in Richtung der Geraden
(@) =&, () &=2a+1, () (HA)&=0, (d) (HA) & =0
ab. Man gebe die Richtung der Geraden so vor, dass die Richtungsableitung im Punkt
(@) (L1), () (1,3), () (1,0), (d) (0,1)
positiv wird.
(HA) Es sei f: {x ER3: & >0,k = 1,2,3} — R, z— 5%/%. Man bestimme die
Richtungsableitungen von f in die Richtungen, die durch die Vektoren { % % % }T
bzw. [ 1 3 4 ]T gegeben sind.

. Essei f(&1,&) = €2 — &€&+ &2 . In welche Richtung ist die Ableitung im Punkt 2o = (1, 1)

(a) gleich Null, (b) am groften, (c) am kleinsten?
Seien Q = {(r,¢,&) € R*:0 <7, 0 < < 27, & € R} und
f:Q—>R3\@a (Ta@’gfi)'_)(TCOSSD?TSinSD,&i)'

Man bestimme die Ableitung dieser Funktion und deren Determinante.

(Z) Bestimmen Sie Umkehrabbildung f~! und deren Ableitung.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

KAPITEL 6. FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER

(HA) Man bestimme die Ableitung und deren Determinante der Funktion
f:Q—R> (r,p,0)— (rcosypsinf,rsinpcosf,rcosh),
wobei Q@ = {(r,p,0):0<r,0<p<2r,0<0 <7} .
Man untersuche folgende Funktionen auf Extremwerte
(a) f(&1,6) =& +36& — 158 — 126 (b) (HA) f(&1,8) = 81792 (¢F — 263)
Bestimmen Sie die Extremstellen von f(£;,£2) unter den angegebenen Nebenbedingungen

(a) f(£1,&) =6—4& — 3¢, wobei &7+ &3 =1,
(b) f(&1,62) = cos? &1 4 cos? &, wobei & — & = T.

Bestimmen Sie den grofiten und kleinsten Wert von (&1, &2) im angegebenen Gebiet:

(a) f(&1,&) =8 +E - G&L+a+&, & <0,6&<0,&+&> -3
(b) (HA) f(&1,62) =sin& +sinép +sin (§1 +&2), 06 <5, 056 <73
Durch e @ o
a—12+b—§+c—§:1, a,b,c>0,
sei eine implizite Funktion 3 = f(£1,&2) gegeben. Man bestimme ihre partiellen Ableitun-
gen erster und zweiter Ordnung!

Man bestimme von folgenden, implizit gegebenen Funktionen (a) & = f(&1) bzw. (b)
& = f(&1,&) die Extremstellen:

(a) & +& —3a&1&a=0 (a>0)
(b) (HA) £f +&5+65 — 261 +48 — 66 —11=0

Man zerlege die Zahl a > 0 in drei nichtnegative Summanden, so dass deren Produkt
moglichst grofl wird. Man beweise mit dem gewonnenen Resultat, dass das arithmetische
Mittel dreier Zahlen &1, &5, &3 > 0 nicht kleiner ist als ihr geometrisches Mittel, d.h.

514_%724_53 > /€166 .

(HA) Unter allen in eine Kugel einbeschriebenen Zylindern ist der Zylinder maximalen
Volumens zu finden!



Kapitel 7

Anhang:
Der Satz von Stone-Weierstrail

Satz 7.1 (Weierstra) Ist f : [a,b] — C stetig, so existiert eine Folge (pp),—, von Poly-
nomen pyn(z) mit lim ||p, — fll,, = 0. Mit anderen Worten: Die Menge der Polynome Clx]
n—oo

mit komplexen Koeffizienten ist dicht im Banachraum (C([a,b],C),|.||,,) der komplexwertigen
stetigen Funktionen diber [a,b] . (Ist f reellwertig, so konnen auch die p,(z) reell gewdihit werden.)

Folgerung 7.2 Fir jedes Intervall |—a,a] existiert eine Folge (py),

pn(x) mit p,(0) =0, die auf [—a,a] gleichmdfig gegen |x| konvergiert.

von reellen Polynomen

Wir betrachten im weiteren Mengen A (auch Familien genannt) von Funktionen f : E — K
auf einer Menge F mit Werten in einem der Zahlenktrper K = R oder K = C.

Definition 7.3 Man nennt eine Familie A von Funktionen eine Algebra, wenn mit f,g € A
und vy € K auch f+g, vf und fg zu A gehoren. Man sagt, dass A die Punkte von E separiert,
wenn fir zwei beliebige, voneinander verschiedene Punkte x1,x9 € E ein f € A mit f(x1) #
f(x2) existiert. Man sagt, A verschwindet nirgends auf E, wenn zu jedem z € E ein f € A
mit f(x) # 0 existiert.

Folgerung 7.4 Es sei A eine Algebra von Funktionen auf E , die die Punkte von E separiert
und nirgends auf E verschwindet. Dann existiert zu beliebigen x1,x9 € E mit x1 # x2 und
beliebigen 1,72 € K ein f € A, so dass f(x;) =;,j=1,2, gilt.

Satz 7.5 (Stone-Weierstrafl) Fs sei A eine Algebra reellwertiger und stetiger Funktionen auf
einem kompakten metrischen Raum K . Separiert A die Punkte von K und verschwindet nirgends
auf K , so ist A dicht im Raum (C(K,R),|.||,) der stetigen reellwertigen Funktionen auf K.

Mit anderen Worten: Zu jeder stetigen Funktion f : K — R existiert eine Folge von Funktionen
aus A, die auf K gleichméaflig gegen f konvergiert.

Beispiel 7.6 Die Algebra aller Funktionen f : T — C der Gestalt f(e'*) = > p_oke*™, n €
No, 7% € C, separiert die Punkte des Einheitskreises T = {eiI 0<x < 27?} und verschwindet
nirgends auf T . Diese Algebra ist aber nicht dicht in (C(T,C),||.||,.) -

Satz 7.7 Es sei A eine Algebra komplexwertiger und stetiger Funktionen auf dem kompakten
metrischen Raum K mit der Eigenschaft, dass aus f € A auch f € A folgt, wobei f(z) := f(x),
x € K. Separiert A die Punkte von K und verschwindet nirgends auf K, so ist A dicht im
Raum (C(K,C),||.|l») -
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