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1 Analytische Geometrie und Vektoralgebra

1.1 Lineare Gleichungssysteme

Eine lineare Gleichung fiir eine Unbekannte ist von
der Form ax = b mit gegebenen Zahlen a und b.

Beispiel: 3x = 6

genau eine Lésung r=2

Ox =6

keine Losung

Ox =0

unendlich viele Losungen

— es gibt nur diese drei Félle:

a # 0 = genau eine Losung, x = g

a =0, b # 0 = keine Losung

a = 0, b = 0 = unendlich viele Losungen

Betrachtet werden nun zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten:
ax+by=f

cx+dy=g

Beispiel 1 :
S5z +2y =13 (1)

2+ 3y =14 (2)

Sei x, y eine Losung, dann gilt

3(1) : 152 + 6y = 39
2(2) : 4dx + 6y = 28
= (3(1) —2(2)) 11z =11 =>z=1
(Dmitx=1=5+2y =13=>y=4
Probe zeigt, dass 1,4 wirklich die Losung ist. Das Gleichungssystem hat also genau eine Lsung.

Beispiel 2 :
or + 2y =13

10z + 4y =14

Dieses Gleichungssystem hat keine Losung, denn
5x + 2y = 13 = 10x + 4y = 2(5x + 2y) = 2 % 13 = 26 # 14

Beispiel 3 :
o5 4+ 2y =13



10z 4+ 4y = 26
Dieses Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen:

y = t (t ist beliebige Zahl)

13 -2t
T =
5

Ein lineares Gleichungssystem der Form
ax +by = f (3)
cx +dy =g (4)
hat stets entweder keine, genau eine oder unendlich viele Losungen.

Im folgenden fiihren wir 3 Beweise dafiir. Jeder beruht auf einer anderen Idee und jede
dieser Ideen werden wir spater ausbauen.

1 Algebraische Herangehensweise

Es wird angenommen, dass x,y eine Losung ist. Dann gilt:

d*(3)—bx(4):
adx + bdy = df

bex + bdy = bg

adxr — bex = df — bg
(ad — be)x = df — bg (5)

—c#*(3)+a(4): ) ;
—acx — by = —c¢

acr + ady = ag

(ad —be)y = ag — cf (6)

Fallunterscheidung;:

Fall 1: ad — bc # 0 = genau eine Losung:

_df=bg  ag—cf
= ad—bc’y_ ad — be

Die Probe zeigt, dass dies tatséchlich eine Losung ist. Zum Beispiel ist

df —bg bag-—Cf

Cm—~_l)ZJ:Cchci—l)c ad — bc
adf — abg + abg — bef
- ad — bc
flad — be)
T Tad—be /



Haben also genau eine Losung.
Fall 2: ad —bc =0
(5) und (6) lauten dann:

0z = df — bg

Oy =ag—cf

Fall 2.1.: df — bg # 0 oder ag — cf # 0
= keine Losung

Fall 2.2.: df —bg=0und ag —cf =0
(5) und (6) lauten dann:

Ox
Oy

I
o o

haben also nichts erreicht.

Fall 2.2.1.: a® +b? + ¢ + d? > 0 (wenigstens eine der Zahlen ist von 0 verschieden)
Sei a # 0, t wird beliebig gewahlt und y = t gesetzt,

— bt
:x:f
a
Dann ist
— bt
am+by:af +bt=f—-bt+bt=f
a
— bt — cbt + adt
crtdy = L0 gy - L= bt adl
a a
_cf+tlad—bec) cf ag
N a T a7

WEeil t beliebig gewdhlt wird, erhalten wir unendlich viele Losungen. Dies gilt analog
firb#0,c#0,d#0.

Fall222:a=b=c=d=0
(3) und (4) lauten dann:

0z+0y=f
Ox+0y=g

Fiir f24g¢2 > 0 hat dieses System keine Losung, fiir f = g = 0 unendlich viele Lésungen.
#



Dieser Beweis liefert eine Methode, die Losung auch wirklich zu bestimmen. Der Beweis
motiviert folgendes:

Satz 1 Fir Zahlen o, (3, 7y, § ist die Determinante i ? ‘
. a O e
definiert als v 5 =ad — 3.

Beweis 1 liefert das folgende préizisere Resultat:

Satz 2 (Cramorsche Regel) (a) Ist

a b
e d ’750, so hat das
System (3), (4) genau eine Lisung, ndmlich

fob a f
g d c g
rT =1 = < !
a b Y a b
c d c d
(b) Ist ‘(cl Z = 0, so hat das System (3), (4) entweder keine

oder unendlich viele Lésungen.

2 Operatortheoretische Herangehensweise

Betrachten wir neben dem System

ar+ by = f (3)
cr +dy =g (4)
noch das System
ax +by =0 (7)
e +dy =0 (8)
homogenes
System (7), (8) hat immer die triviale Losung x = 0, y = 0. Gleichungssys-
tem

Fall 1: Das System (7), (8) hat nur die triviale Losung.

Dann hat das System (3), (4) entweder keine oder genau eine Losung. In der Tat,
nehmen wir an (3), (4) hat zwei verschiedene Losungen x1,y; und z2,y2. Dann gilt:

ary1 +by1 = f aro+bys = f
cr1+dyi =g crat+dy =g

= a(x; —x2) +b(y1 —y2) =0
C(SUl — (EQ) + d(y1 — yz) =0
= x1 —x2 =0,y1 =y2 =0, da (7), (8) nur die triviale Losung hat.

=1 =22,91 = Y2 ./



Fall 2: System (7), (8) hat eine nichttriviale Losung xg, yo. Behauptet wird, dass dann
das System (3), (4) keine oder unendlich viele Losungen hat.

Diese Behauptung ist dquivalent zu folgender Behauptung:
Wenn (3), (4) eine Losung hat, so hat es unendlich viele Losungen.

Sei also x1, y; eine Losung von (3), (4). Dann bilden x = x1 + txo, y = y1 + tyo fiir
beliebiges t eine Lésung von (3), (4):

ax + by = a(x1 + txo) + b(y1 + tyo)
= axy + by +taxg +byo = f
—_—
f 0

cx +dy = c(z1 +txo) + d(y1 + tyo)
=cx1 +dyy +tcxg+dyg =g
——— \‘0,_/
g
Da xg # 0 oder yg # 0 ist, erhalten wir wirklich unendlich viele Losungen fiir das
System (3), (4). #

Beweis 2 ldsst sich ohne Miihe auf Gleichungssysteme von m Gleichungen mit n Unbe-
kannten iibertragen, d.h. es gilt folgendes:

Satz 3 Fir beliebiges m 2 1, n = 1 (m,n € N) besitzt das Glei-
chungssystem

a11T1 + ...+ a1nTn = f1

a21T1 + ... + a2y = fo

Am1%1 + o+ @y = fm

entweder keine, oder genau eine oder unendlich viele Lésungen.

3 Geometrische Herangehensweise

Man wahlt in der Ebene ein rechtwinkliges Koordinatensystem. Dann wird jeder Punkt
der Ebene durch genau ein geordnetes Paar reeller Zahlen gegeben. Umgekehrt: Jedes
geordnete Paar reeller Zahlen entspricht genau einem Punkt der Ebene.

A

(2,25]2)

(-2[1) 1

0 1 225 X

Die Menge aller geordneten Paare (x;y), die eine Gleichung der Form ax + by = f
erfiillen, ist entweder die leere Menge @, eine Gerade oder die gesamte Ebene.

17.10.05



In der Tat, sie zunéchst b # 0.

und dies ist eine Geradf.
A

1/71062—

%
o
@ >
0 1 T X
Sei also b = 0, d.h. die Gleichung lautet
axr = f
a#0 = !
a
N
Gerade (keine Funktion)
1
0 1[I X
a=0,f#0 a=0,f=0
0=f 0=0
n.d. y 5
. 7
-X » X
leere Menge ganzel Ebene

Bezeichnen mit G; bzw. G5 die Menge aller Punkte der Ebene, deren Koordinaten, d.h.
die Zahlen in der Darstellung als geordnetes Paar, die Gleichung

ar+by=f bzw. cx+dy=yg



erfiillen. Die Menge der Losungen des Gleichungssystems (3), (4) wird dann in der
Ebene durch G; N G5 dargestellt.

Go G1 | Gerade | @ | Ebene
Gerade ? @ | Gerade
%] %] %] %)
Ebene | Gerade | @ | Ebene

Gl G2 Gl = GZ
= = Gerade

In jedem Fall besteht G; NG5 aus keinem, genau einem oder unendlich vielen Punkten.

#

Der vorherige beweis hat zugleich folgendes ergeben:

Satz 4 Die Gleichung
ar+by+c=0
beschreibt eine Gerade in der Ebene fiir a®+b* > 0, die leere Men-

ge fir a = b = 0 und ¢ # 0 und die ganz Ebene, wenn a =b =c =0
18t.

1.2 Analytische Geometrie in der Ebene

Die im Beweis 3 aus 1.1. benutzte Identifizierung von geordneten Paaren reeller Zahlen
und Punkten der Ebene bildet die Grundlage fiir die Analytische Geometrie.

geordnetes Paar Punkte

(Koordinaten) -

Rechtwinkliges Koordinatensystem

Man kann so mathematische Sachverhalte sowohl algebraisch als auch geometrisch for-
mulieren (% dann be an%elrh
athematischer Sac Verha]t\

Algebraischer Geometrischer

Sachverhalt Sachverhalt

Analytische Geometrie

Gle?chungen < > Fig+uren
Rechnung Anschauung



Analytische Geometrie ist die Kunst, die geeignete Darstellung (algebraisch oder geo-
metrisch) eines mathematischen Sachverhalts zu finden und damit zu arbeiten.

Beweis 3 zeigt den Vorteil des Wechsels von algebraischer Sprache zu geometrischer
Sprache. Das folgende Beispiel zeigt, dass auch der umgekehrte Wechsel von Vorteil
sein kann:

Beispiel 1:

Die Strecken, die die Mittelpunkte gegeniiberliegender Seiten eines Vierecks miteinander
verbinden, halbieren einander.

Man {ibersetzt das Problem in algebraische Sprache:

Voriiberlegung: Wenn 2 Punkte P = (21, y1) und Q = (x2,y2) gegeben sind, so hat der
Mittelpunkt der Strecke PQ die Koordinaten (Z13%2 #11vz)

A
Yo Q
y1tyd
2
Y1 z nach dem Strahlensatz
x1 T1+x2 Zo g

(13J2r$4 |ys-5y4)

Y(m;% | y2-5y3)

(z4lya)
(:1:1+zg |y1+y2 )
2 2

($1|y1)(x1+£§ | y1ty2 ) (x2‘y2)
2 2

Um zu zeigen, dass sich XZ und YW halbieren, geniigt es zu zeigen, dass die Mittel-
punkte von XZ und YW {ibereinstimmen:

Mittelpunkt von XZ:

(””1;“ + Zates yadwe 4 y3;y4> _ (xl trpt+w3 24 Y1 ty2+ys+ y4>
2 ’ 2 4 ’ 4

Mittlpunkt von XW:

(””2;“ + Zufoa Vofis 4 w;w) B (a:l tar a3 tas g1ty +ys +y4>
D) ) 2 - 4 ’ 4

10



Dabei erhilt man tatsachlich beide Male dasselbe.

Zur Losung von Problemen mittels Analytischer Geometrie ist die Bewéltigung eini-
ger Grundaufgaben erforderlich. Betrachten wir einige dieser Grundaufgaben in den
folgenden Beispielen.

Beispiel 2

Man bestimme die Gleichungen aller Geraden, die durch einen Punkt (zg, yo) gehen.

Z0,Y0

Geradengleichung ist von der Form:

axr+by+c=0
Punkt (x0,y0) liegt auf einer solchen Geraden genau dann, wenn gilt:

axg+byo+c=0

Man erhélt somit
¢ = —axg — byo,
d.h. die gesuchten Gleichungen sind
a(z —xo) + b(y —yo) =0
fiir beliebige a und b, a? + b2 > 0.
Beispiel 3
Man bestimme die Koordinaten des Schnittpunktes zweier Geraden.

ar+by+ f=0

cx+dy+g=20

Dieses Problem wurde im Abschnitt 1.1. behandelt. (Satz 2 — Cramorsche Regel.)
Beispiel 4

Man bestimme die Gleichung der Geraden durch zwei verschiedene Punkte (z1,y;) und
(z2,2)-

11

Gleichungssystem
mit 2 Glei-
chungen und 2
Unbekannten



Nach Beispiel 2 ist die Gleichung von der Form
a(z —z1) +b(y —y1) =0 [ mit (z1,1)]
Punkt (x2,y2) liegt genau dann auf der Geraden, wenn gilt:
a(xa —x1) + b(y2 —y1) = 0.
Sei z.B. x1 # x5 erhidlt man

b(y2 —y1)
To — T1

und somit ist die gesuchte Gleichung

*b(yz - yl) (

prap—— z—x1)+bly—y1)=0

bl(y2 —y1)(z — 1) — (22 —21)(y —91)] = 0,6 # 0

Man setzt haufig b = 1.
Beispiel: Gerade durch (0,1) und (3,5):

bx[5-1)(z—-0)—(3-0)(y—1)]=0
bx[dr —3y+3]=0
dr—-3y+3=0

Beispiel 5

Man bestimme den Abstand zweier Punkt (z1,y1) und (z2,y2).

v\
Y2 (3327y2)
d |y2 - y1|
Y1
(Ilayl |$2 - 5171|
> X
€2

T1
Pythagoras: d? = |zy — z1> + |y2 — v1|?

d=+/(z2— 21)2+ (y2 — 11)?

Abstand von (0,1) zu (3,5):

d=v/(B-02+(-12=v32+42=25=5

Beispiel 6

Man bestimme die Gleichung der Geraden, die auf einer gegebenen Geraden zu einem

gegebenen Punkte senkrecht steht.

12
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axr+by+c=0

(500790)

Die gegebene Gerade hat die Gleichung
a(x —x0) + by — yo) = 0.
[Beispiel 2]
Wir behaupten, dass die gesuchte Gerade die Gleichung
b(z —x0) —aly —yo) =0

hat.

Beweis:
R Q
(x07y0)

Zum Beweis wihlen wir Q = (z¢ + blyo — a) auf der gegebenen Geraden und R =
(xo + alyo + b) auf der gesuchten Geraden.

Wir zeigen, dass |[RQ|? = |PR|* + |PQ|? gilt.

Daraus folgt, dass das Dreieck PQR rechtwinklig ist.
[Umkehrung des Satz des Pythagoras (nach dem Kosinussatz)]
Nach Beispiel 5 ist:

IRQI? = (b—a)® + (—a —b)* = b* — 2ab+ a® + a® + 2ab + b* = 2b* + 24>

IPR]> +|PQ|> = (—a)® + (=b)* + b* + (—a)® = 2a> + 2b*
#

Man bestimme den Abstand eines Punktes (p, ¢) von einer Geraden ax + by + ¢ = 0.

(p,q)
d

ar+by+c=0

(z0,%0)
Eine zu ax + by + ¢ = 0 senkrechte Gerade hat die Gleichung

bxr —ay+d=0

[Beispiel 6] bz — x) —
a(y —yo) =0
bx — ay -—

13
bxg + ayo
———

irgendeineKonstante d



Der Punkt (p,q) liegt auf dieser senkrechten Geraden genau dann, wenn gilt:
bp—aq+d=0.
Die senkrechte Gerade durch (p,q) hat also die Gleichung
bx —ay + aq — bp = 0.

Die Koordinaten (zg,yo) des Fufspunktes des Lotes von (p,q) auf die gegebene Gerade
sind somit die Losung des Gleichungssystems

axg + by = —c

bro + ayo = bp — aq

Cramorsche Regel:

a b 2 12
b —a ‘ =-a b,
—a? — b% £ 0, sonst wire es keine Gerade
—c b
bp—aq —a ac — b*p + abq
Tn = =
0 a2 — 12 —(a2 + b?)

b%p — ac — abg B a?p + b%q — a®p — ac — abg
a2+b2 - a2+b2

_alap+bg+c)

a? +b?
a —c
_|b bp—aq ‘_abp—a2q—|—bc_a2q—abp—bc
Yo= T2 e T iz a2
_a2q+b2q—b2q—abp—bc_ b(ap + bg + ¢)
- a? + b2 B 2

Nach Beispiel 5 ist also

d* = (zo —p)* + (yo — 9)?
2 <a(ap+bq+c)>2 N (b(ap+bq+c)>2

a2_|_b2 a2+b2

) 9 a? b2
d? = b
(ap +bq +) ((a2 e PR e b2)2)

2= (ap + bq + c)?
N a2+ b?

d = laptbaic]
Vi

14

Hessesche Nor-
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Zum Beispiel: P = (1,2) 3x + 4y -1 =10

,Hessesche Normalform* der Geraden:

3r+4y—1

V32 +42

3,04 1,

3,04, _1_

57757 75
3 4 1 3 8 1

d=|2%1+-%2— | =242 2| =2

R 5’ ‘5+5 5‘ £

Geometrische Orter

Analytische Geometrie erlaubt es, sogenannte ,,geometrische Orter“, d.h. Mengen von
Punkten mit gegebenen Eigenschaftn zu behandeln. Hier sind grundlegende Beispiele.

Kreis:

= Menge aller Punkte, die von einem gewissen Mittelpunkt den gegebenen Abstand
haben

Wir wihlen einen Punkt (xg, yo) in der Ebene und eine Zahl R > 0. Die Mengen aller
Punkte der Ebene, die von (zg, yo) den Abstand R haben, ist ein Kreis.

(x,y)

Kreisgleichung: nach dem Ab-
(x—0)> + (y —y0)® = R® stand  zweier

Punkte
Fiir den Einheitskreis (Mittelpunkt(0,0) und Radius 1) erhalten wir
N/

A

AR
1/

Ellipse:
Wir wéhlen in der Ebene zwei Punkte F; und F5. Wir wahlen ferner eine Zahl a > 0.
Die durch diese Vorgaben definierte Ellipse ist die Menge aller Punkte M in der Ebene,
flir die gilt:

|MF1| + |MF2‘ =2a

Wir withlen ein Koordinatensystem wie in der Abbildung:

y
1 (x.y)
c c N
> X
Iy Fy
(-¢,0) (c,0) 15



Die Ellipsengleichung lautet dann

| M Fy | | M Fa|

Vie+e2+y2+/(z—c)2+y2=2a

Wir nehmen an, dass a > c ist. (sonst entsteht keine Ellipse)

Wir formen die obige Gleichung um:

(T +c)?+y? =2a—/(z—0)+y
(x+¢)?+y? = (2a—/(x — )2 +92)? ist aquivalent fir 2a 2 \/(x — ¢)? + y?
2?2 2+ +yP =40 —da/(x — )2+ 2+ (x —c)? + 42
22 4 2cx + A +y? :4a274a\/m+x272m+c2+y2
4ar/(x — c)? + y2 = 4a® — dex
av/(x—c)2+y?=a®—cx ist dquivalent fir a®> —cx >0
a*((z —)* +y*) = (a® — cx)?

a?(z? — 2cx + 2 +y?) = a* — 2a’cx + *2?

a’z? — 2d%cx 4 a®c + a*y? = a* — 2d%cx + 22?
(CL2 _ 62)$2 + a2y2 _ a2(a2 _ C2)
Wir setzen b = Va2 — 2 [da a > ¢ wird a® — ¢ immer positiv] :

b2.’IJ2 + a2y2 _ a2b2

i—z + g—z =1 Ellipsengleichung

Sei nun die Ellipsengleichung giiltig, dann ist:
r<0=a’>—cx>0

z>0=>zZa
=cr<ca<aa<a’

=a2—cx>0

Damit ist gezeigt, dass sich das 2. Quadrieren umkehren lésst.
Wir haben desweiteren:

22
—a =z = alweil — = 1]
a

=-a-cSzrz—cZa-cZa+c
= (x—c)? < (a+c)?

nach Ellipsengleichungy® < b* = a® — 2,

=@—c)?+y*<(a+e)+a*—c2
(x—c)?> +9? <a® +2ac+ P +a®> - &2

(z—c)* +9* < 2% + 2ac < 2a"2a x a = 4a®

16



=/ (r— )2+ y? < 2a.

Damit ist auch das 1. Quadrieren umkehrbar.

Die eingerahmte Gleichung ist also die Ellipsengleichung.

F1,F5... Brennpunkte
Auveeeeeeennnn grofse Halbachse
b kleine Halbachse

Fiir ¢ = 0 erhdlt man einen Kreis. Fiir ¢ = a erhélt man die Verbindung zwischen Fj
und Fs.

Exzentrizitdt der Ellipse

/ b2
€ = —aZ

— gibt Abweichung von der Kreisgestalt an.

Beispiel:

M%n d Planetenbahnen sind Ellipsen

Sonne
Sonne - Erde : ¢ = 0,017

Erde - Mond : ¢ = 0,056
Sonne - Pluto: € = 0.25
Hyperbel: 24.10.05

Gegeben seien in der Ebene zwei Punkte F; und F5 mit dem Abstand 2c. Die Menge
aller Punkte M der Ebene mit ||MFy| — |[M Fs|| = 2a heifst Hyperbel. Wegen Dreiecks-
ungleichung konnen wir 0 < a < ¢ voraussetzen (ansonsten entsteht die leere Menge).

A
M(x,y)
Fi Fo
(-c|0) (c[0) . ,
Dreiecksungleichung
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2c+uzve2cZ2v—u

v
A 2e+vZues 2= u—v
2c
2c2 |lu—v|=2a

a=20 a=-c
y #wei Grenzfalle: yt

Iy

Sei also 0 < a < ¢, dann setzen wir
b=+vVc2—a?

Wie im Falle der Ellipse kann man zeigen, dass bei obiger Wahl des Koordinatensystems
die Gleichung der Hyperbel

M)

2

oS- =1 Hyperbelgleichung
lautet.
Die Parameter a, b, ¢ sind wie in der Abbildung. Die Geraden y = —gx sind sogenannte

Asymptoten der Hyperbel:
Gleichung der Hyperbel ergibt fiir x > 0, y > 0:

und in der Analysis wird gezeigt, dass

b b a?
1) = _—x— — 1 - =
(z) ax am x2

— 0 fiur x — o

Unterschiedliche Koordinatensysteme ergeben natiirlich unterschiedliche Gleichungen.
Sei z.B. ¢ = 2, a = /2. Wir haben dann

b=+vVe2—a2=v4-2=+2.
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Parabel:

Gegeben sie in der Ebene eine Gerade D und ein Punkt F auferhalb von D. Die Menge
aller Punkte M der Ebene, fiir die gilt

|MF| = dist(M, D)

heifit Parabel.

Gleichung;:
|MF| dist(M,D)
~ =
?+(@y—c?= y+c
4 (y—o)?=(y+of
2? +y? —2yc+ 2 =% + 2yc +
y =12

Parabolspiegel: (entsteht bei Rotation einer Parabel um die y-Achse)

Diese haben die Eigenschaft, dass parallel einfallende Strahlung im Brennpunkt F ge-
sammelt wird.

Beweis:

Parabel sei y = -2, Wir wihlen einen Punkt P(p, 1p®)auf der Parabel.
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Gleichung der Tangente an die Parabel im Punkt P:

p
= — b
y 2cac+

[Analysis: Anstieg der Tangente = Wert der Ableitung im gegebenen Punkt]

1, 1

- - P =

Y=t Y 4c2m
oy — P
p
tan 3 = —
an (8 %

o 1
tan 0 = tan(90° — ) = coty =
tan -y

Also: |tany = %

Dann ist: @« = a3 — asy
Wir wissen, dass tan oy der Anstieg der Tangente ist:

tanay = tan 3 = 22
c

Gleichung der Geraden durch F und P:

y=kx+c



Somit ist:

tan a; — tan as

tana = tan(al - 042) = 1+ tan aq tan asy

p_1(p _. P _ D yc
o 2c p \ 4c _ 2c 4c p
n 1 o P21
1+i*5 (Z —C) 1+862 2
2 2 q.2 2
ya c p~44c” 8¢ +2p 5 5 2
_ 4c + p _ 4cp 16c2 (p +4c )1GC
1, P = 4cp(8c? + 2p?
Ly 2 p(8¢c? + 2p?)

(p? +4c®)16¢*  2c

© 8cp(p? +4c?) E
= tany = tana = a = y#

Gemeinsame Figenschaften von Ellipse, Hyberbel und Parabel

In den obigen Definitionen spielte die Definition der Parabel eine gewisse Sonderrolle.
Es gibt mehrere Definitionen von Ellipse, Hyperbel und Parabel, die alle mehr oder
weniger auf dem gleichen Prinzip beruhen.

Hier sind 2 Beispiele:
Als erstes sei in der Ebene eine Gerade D und ein Punkt F aufserhalb von D gegeben.
Sei desweitere € > 0 eine gegebene Zahl. Die Menge der Punkte M der Ebene mit
|MF|
dist(M, D)

— €

ist eine Ellipse fiir 0 < e < 1,
eine Parabel fiir e = 1,

eine Hyperbel fiir 1 < € < oo.

distM.D)

IMF|
F

Das konnen wir beweisen.

Als zweites kann man Kegelschnitte betrachten.
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Das koénnen wir noch nicht beweisen.

Algebraische Kurven

Eine algebraische Kurve der Ordnung n in der Ebene ist gegeben als die Menge aller
Punkte (x,y), die eine Gleichung der Form

Z akla:kyl =0

k+1<n, k120

erfillen.

Kurven der Ordnung 1

k, 1l 0,0 0,1 1,0
E Ry = apoT Y + ap1® Yy + ajppxry
k+I<1, k120

Gleichung einer Kurve 1. Ordnung ist also: ’ a10x + a1y + agg = O‘

— drei Koeffizienten werden beliebig gewahlt

Wir wissen, dass dies fiir a3, + a2; > 0 die Gleichung einer Geraden ist. Fiir a;g =
ap1 = 0 entsteht die leere Menge (agg # 0) oder die ganze Ebene (agy = 0).

Kurven der Ordnung 2

Diese werden gegeben durch eine Gleichung der Form

k,
Z = 0RITY

k+152, k120

={ ag0®? + a112y + ap2y® + a10z + a1y + ano ‘

Fiir agyp = a11 = apz = 0 wird dies eine Kurve 1. Ordnung. Sei also a3, + a3, + a3y > 0.

Man kann zeigen, dass man ein neues Koordinatensystem so wihlen kann, dass die
durch obige Gleichung beschriebene Menge im neuen System genau eine der folgenden
Gleichungen hat:

n 3
» X
LS +% =1 ab#0
Ellipse
52 n2
2a72+b72:_1 a,b;é()

22
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leere Menge @

Bl +% =0 a,b#0

S -L =1 ab#0

5% -5 =0 ab#0

() (i)

Paar sich schneidender Geraden
6. ’ & =cn? c#0 ‘

Parabel

Tle+r=0 40

leere Menge

8./ -1”=0 b#0]

S E=%D

Paar paralleler Geraden

o[-0

eine Gerade (zwei zusammenfallende Geraden)

1.3 Ebenen und Geraden im Raum

Wir wihlen im Raum ein rechtwinkliges Koordinatensystem und koénnen dann den
Raum mit der Menge aller geordneten Tripel (x,y,z) von reellen Zahlen identifizieren.

°(x,y,2)

| -
/

X

Beispiel: Wie grof ist der Abstand zweier gegebener Punkte (21,y1,21) und (z2,y2,22)7

(72,2,22)
/1/ c

(561/!/1721)a

e? = a? +b?
> =e*+ ¢

= d>=a>+ 5+
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und a = |ya — y1|, b = |z2 — 21|, ¢ = |22 — 21| ergibt

d=/(z2 —21)2 + (y2 = y1)? + (22 — 21)?

— Hier ist das Analogon zu Satz 4 in 1.1.:

Satz 1 Die Menge aller Punkte des Raumes, deren Koordinaten
die Gleichung der Form

axr+by+cz+d=0

erfiillen, ist

eine Ebene fiir a®> +b*> +¢* > 0,

die leere Menge fira=b=c=0,d # 0,
der ganze Raum fira=b=c=d=0.

Jede Ebene im Raum wird durch eine Gleichung der obigen Form mit a? + b% + ¢ > 0
gegeben.

Beweis: Wir wihlen einen Punkt (x,y0,20) mit
axg+byg+czg+d=0
(setzen a? + b% + ¢* > ( voraus)
Wir bezeichnen die durch die Gleichung
axr+by+cz+d=0

beschriebene Menge E. Dann gehort also P = (z0,y0,20) zu E.

Wir betrachten den Punkt Q = (z¢ + a,yo + b,20 + ¢) und einen beliebigen Punkt M =
(x,y,2) € E.

Wir zeigen, dass st&s M7 auf PQ senkrecht steht. Daraus folgt, dass E eine Ebene ist.
Dazu zeigen wir, dass gilt:

|MQP* = [PMJ* + | PQ|*

(Umkehrung des Pythagoras liefert dann MP L QP).
Aus obigem Beispiel folgt

IMQP? = (z—xg—a)*+ (y —yo — b)* + (2 — 20 — ¢)°
|PM|? = (z — x0)* + (y — y0)” + (2 — 20)*
|PQ|2:0,2+62+02

und damit
(x—x0—a)’+...=(x—20)* +...+a*+... (7

—2a(x —x09) —...=0
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2a(x — z0) + 2b(y — yo) + 2¢(z — 29) =0
ax + by + cz — (axo + byo + cz9) =0

d

Letztere Gleichung ist aber genau fiir (x,y,z) € E erfiillt.

Sei nun E eine beliebige Ebene im Raum. Wir wéhlen einen Punkt P = (20, yo, 20) in
der Ebene und bezeichnen mit Q einen von P verschiedenen Punkt auf der Senkrechten
zur Ebene in P.

Q

A

Die Koordinaten von Q seien (xo + a,yo + b,2, + ¢).
Dann ist E die Menge aller Punkte M = (x,y,z) mit

IMQ|* = |PM|* + |PQJ
Gleiche Rechnung wie oben ergibt
ax + by + cz — (axo + by + czg) = 0.

Bezeichnet man —(axg + byo + ¢zp) mit d, so folgt die Behauptung.

Satz 2 Die Menge aller Losungen (x,y,z) von m linearen Glei-
chungen mit drei Unbekannten ist leer, eine Gerade, eine Ebene
oder der ganze Raum.

Beweis: Wir nehmen an, dass alle Gleichungen nichttrivial sind (d.h.a? + b7 + ¢? > 0).
m =1
ax+by+cz+d=0

Behauptung folgt aus Satz 1 (— Ebene)

Nach Satz 1 beschreibt jede Gleichung eine Ebene. Losungsmenge beider Gleichungen
ist der Durchschnitt dieser beiden Ebenen.

Wir haben folgende Félle:

— ' &y

parallele Ebenen zusammenfallende zwei sich

Ebenen schneidende Ebenen
o] Ebene Gerade
m=3

25
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‘Wir nehmen eine dritte Ebene hinzu:

0

%]
b. wird einer der 3 Fille aus ,m = 2“.

parallel liegt darin sch%eidet

Gerade Punkt

C

\
B

m 24

©
= Q
=
S}
0

#
FEinige Grundaufgaben

Gegeben seien zwei verschiedene Punkte im Raum.Wir suchen eine Beschreibung der
Geraden durch diese Punkte. Man konnte diese Gerade als Schnitt zweier Ebenen

sz +biy+cz+di =0
a2 + by + coz +do =0
darstellen.

Giinstiger ist aber die durch folgenden Satz gelieferte Beschreibung, die Parameterdar-
stellung genannt wird.

Satz 3 Die Gerade durch zwei verschiedene Punkte (x1,y1,21)
und (x2,y2,22) ist gleich der Menge aller Punkte (z,y,z), fir die
eine reelle Zahl t mit

x=z1+t(xe —x1) = (1 — t)z1 + tas

y=y1 +t(y2 —y1) = (1 = )y1 + tye

z=2z1+t(za —2z1) = (1 —t)z1 + tzo

existiert.

Beweis: Dies ist offensichtlich fir (z1,y1,21) = (0,0,0):
z

($1,y1 721)
$272/27Z2)

000 Y
X

Andernfalls wihlen wir ein neues, achsenparalleles Koordinatensystem mit Ursprung in
(T1,y1,21):




In den neuen Koordinaten ist die Gerade durch die Gleichung

f = t(aﬁg — 371)
n=1t(y2 — y1)
¢=1t(z2 — 21)

gegeben, da Q im neuen Koordinatensystem die Koordinaten (zs — x1,y2 — y1,22 — 21)
hat.

Der Zusammenhang zwischen alten und neuen Koordinaten ist gegeben durch

r=x1+¢&
y=uy1+n
z=z1+(¢

Dies liefert
x—x1 =t(xg —x1) — a1 + (T2 — 21)

y—y1=ty2 —y1) = y1 +t(y2 — y1)

z—z1=t(za —21) = 21 +t(22 — 21)

Satz 4 Die Ebene durch 3 Punkte P, = (z1,y1,21), P» =
(x2,y2,22), P3s = (r3,y3,23), die nicht auf einer Geraden liegen,
ist gegeben durch die Gleichung

Y2 — Y1 22— 21 T2 —T1 22— 21
r—T -y —
( ) Ys—Y1 23— 2 ‘ (=) T3 —x1 23— %1
To — T —
(2 —21) 2 1 Y2—U -0,
T3 —T1 Y3 — Y1

und auferdem ist diese FEbene gleich der Menge aller Punkte
(x,y,2), fiir die reelle Zahlen A und p existieren, sodass gilt:

x=x1 + Mags — 1) + plrs — z2)

y=y1+ My2 —y1) + u(ys — y2)
z=21+Mz2 — 21) + p(z3 — 22)

(Parameterdarstellung)

Beweis: Die Gleichung 1 ist von der Form
ar+by+cz+d=0.

Die Gleichung ist erfiillt fir (x,y,z)=(z;,yi,2:) (i=1,2,3).

Die Gleichung beschreibt also entweder eine Ebene (auf der Py,Ps,P5 liegen) oder den
ganzen Raum. Der ganze Raum liegt genau dann vor, wenn alle 3 Determinanten Null
sind. Man kann zeigen (tun wir spéter), dass dies wiederum genau dann der Fall ist,
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wenn Pp, P, P; auf einer Geraden liegen. Diesen Fall haben wir ausgeschlossen, also ist
die Gleichung die Ebene durch P;,Ps,Ps5.

P

Py
Py

g

Gerade durch P, und P5 ist gegeben durch
r =22+ t(l’g — 1’2)

y=y2+t(ys — y2)
z =29+ t(z3 — 29)
(nach Satz 3)

Wir verbinden P; mit der Geraden durch P, und Ps iiber einzelne Geraden. Die entste-
hende Menge ist eine Ebene minus g und ist gegeben durch die Parameterdarstellung
(erneut Satz 3)

r =T —+ )\(1172 —+ t(l’g — IZ’Q) — 501) =1 —+ )\(5132 — xl) —+ )\t(l‘g — SCQ)

analog fiir y und z

Wir setzen p = At und erhalten
x=ux1+ Nxy —x1) + p(xs —x2) analog fir y und z

Der Punkt P, hat die Koordinaten (x5 — x2,ys — ya,23 — 22). Der Fall (A\u) = (0,u)
liefert
x=x1+ Nas —x2) analog fir yund z

und nach Satz 3 ist dies gerade die Gerade g.
Somit wird duch die Gleichung 2 die Ebene durch P;,Ps,P3 beschrieben. #

Wir haben
x=x1+ May — x1) + p(zs — x2)

=z + May —x1) + p(zs — 21 + 1 — 22)
=x1+ (A —p)(re — 21) + p(rs — 21)
=z + N(z2 —21) + 4/ (x5 — 21)

und (\,u) durchlduft die ganze Ebene genau dann, wenn (N ,u') = (A — p,u) die ganze
Ebene durchlauft.

Statt 2 kann man also auch mit der Parameterdarstellung

r =T + /\(332 - 361) + M(QC?, - 331)
y=uy1+ My2 —y1) + u(ys —y1)
z=21+ Mza — 21) + p(zs — 21)

arbeiten.
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Nochmals zu Kegelschnitten:

Wir betrachten einen Doppelkegel
Z
A

I (x.5:2)

A y
X
az = /22 + y? oberer Kegel

’]

’ 2?2+ 9% =%z Doppelkegel

= Gleichung eines Kegels im Raum
(durch das Quadrieren erhélt man auch den unteren Kegel)

Ebene im Raum:

X

Wir wahlen Pj,Ps,P; wie in der Abbildung. Dann hat P; die Koordinaten (x;,y;,2;).
Ebene im Raum wird gegeben durch

x=x1+ NMay —x1) + p(es — 1)
y=y1+Ny2 —y1) + p(ys —y1)

z=21+Aza — 21) + p(z3 — 21)

Man kann sich unschwer iiberlegen, dass A gerade die ¢&-Koordinate und p gerade die
n-Koordinate ist. Wir ersetzen also A und g durch £ und 7 und setzen alles in die
Kegelgleichung ein:

(21 + &(za — 1) + 13 — 1)) + (11 + &2 — 11) + 1(ys — y1))?
= o®(z1 + &(z2 — 21) + (23 — 21))°

Dies ergibt
Z a;kEn" =0 (Kurve 2. Ordnung)
J+kE2, k20

Wir erhalten also eine Gleichung der Ordnung 2 und damit Ellipse, Hyperbel, Parabel,...
#

1.4 Aquivalenzrelationen
07.11.05

Sei Xi,...,X, eine endliche Anzahl von Teilmengen einer Menge X.
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Vereinigung und Durchschnitt dieser Mengen sind definiert iiber

UXQZ U Xo={reX:Jac{l,....n} mitx € X,}
a=1 ae{l,...,n}
ﬂXa: ﬂ Xo={xeX :zeXVNae{l,...,n}}
a=1 ae{l,...,n}

Man kann Vereinigung und Durchschnitt auch fiir beliebig viele (nicht notwendigerweise
endilch viele) Mengen definieren. Sei I eine Menge (sogenannte Indexmenge) und fiir
jedes a € I sei eine Teilmenge X, von X gegeben. Dann definiert man

UXa:{xeXzﬂaelmitweXa}
ac I

() Xo={zeX:zeXNae I}

ac I
1.Beispiel:
Sei T der Einheitskreis in der Ebene, und fiir jeden Punkt 7 € T sei x, die Gerade
durch 0 und 7.

y
A

[

Ty

\
<

—%1

U X, = ganze Ebene
Te T

N x- = {o}.

Te T

Fiir eine Menge X ist das direkte Produkt X x X definiert als die Menge aller geordneten
Paare (x,y) mit x € X, y € X.

Definition 1 Fine Relation R auf einer Menge X ist eine Teil-
menge R C X x X. Man sat, dass zwei Elemente z € X, y € X in
der Relation R zueinander stehen und schreibt dann x R y, wenn
(z,y) € R gilt.

Bemerkung: Bei uns ist C = C (Teilmenge muss nicht echte Teilmenge sein.) Soll betont
werden, dass A eine echte Teilmenge von X ist, schreiben wir A ¢ X.

2.Beispiel:
Sei X = R. 4 Teilmengen von X x X:
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"

a. b. c. d.
xRy xRy xRy xRy
sx<y &x<y ex=y 24+y?<1
3.Beispiel:
Sei X = Z und x Ry & 2|x-y & x-y ist gerade & x =y (mod 2)
N/
A

Definition 2 FEine Relation R auf X heift Aquivalenzrelation,
wenn R folgende drei Figenschaften hat:
(r) (Reflexivitat) x R x ¥ x € X; (s) (Symmetrie) x R y = y R
x; (t) (Transitivitit) t Ry, y R 2= z R 2.

Bei Aquivalenzrelationen schreibt man iiblicherweise x ~ y statt x R y.
4.Beispiel:

(a) Beispiel 2a: r, nicht s, t

Beispiel 2b: nicht r, nicht s, t

Beispiel 2¢: 1, s, t — Aquivalenzrelation

Beispiel 2d: nicht r, s, nicht t

Beispiel 3: 1, s, t — Aquivalenzrelation
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(b) X sei Menge der einfarbigen Artikel in einem Kaufhaus, x R y < x, y haben die
gleiche Farbe.

r,s,t = ist eine Aquivalenzrelation
(c¢) X sei Menge aller Menschen, x R y < x, y haben die gleiche Hautfarbe
= ist eine Aquivalenzrelation

(d) X sei Menge aller konvexen Vielecke in der Ebene, x R y < x, y haben die gleiche
Anzahl von Ecken

= ist eine Aquivalenzrelation

(e) X sei Menge aller Dreiecke in der Ebene, x Ry y < x und y sind dhnlich, x Ry y <
x und y sind kongruent

— beides sind Aquivalenzrelationen

Definition 3 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Eine nichtlee-
re Teilmenge M von X heifit Aquivalenzklasse (beziiglich ~ ), wenn
M folgende zwei FEigenschaften hat:

(iJ)re Mye M=>ax~y, (i)ee M, yg M= z+y.

Definition 4 FEin System {X,} von Teilmengen einer Menge X
heifst Klasseneinteilung, wenn folgende drei Eigenschaften gelten:
(i) Xo # & Vae I (iv) XoNXg=0Va,5€ Imita#p
(U) X = UaE IXOV

5.Beispiel:

Beispiel 3: x ~ y & 2|x-y

M; = Menge der geraden Zahlen
My = Menge der ungeraden Zahlen
Z = M; UM,

My und M5 sind Aquivalenklassen
{My, M} ist eine Klasseneinteilung.
Beispiel 4b:

Menge aller griinen Artikel ist eine Aquivalenklasse, falls mindestens ein griiner Artikel
vorhanden ist.

Artikel = Menge der griinen Artikel U Menge der roten Artikel ...
— ist eine Klasseneinteilung

Beispiel 4c:

Menge aller Menschen = Weifse U Indianer U. ..

ist Klasseneinteilung in Aquivalenzklassen

Beispiel 4d:

Menge aller konvexen Vielecke = Menge der Dreiecke U Menge der Vierecke U Menge
der Fiinfecke ...

— Klasseneinteilung in Aquivalenzklassen

Beispiel 4e:
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X = U Xa,g mit Xo 3= Menge aller Dreiecke mit
a>0,8>0, a+3<180°

Innenwinkeln o, 3,180° — a — 8

— Klasseneinteilung in Aquivalenzklassen

X = U Xap,e mit Xop o = Menge aller Dreiecke mit
a,b,c>0, a+b>c, at+c>b, b+c>a

den Seitenlingen a,b,c

— Klasseneinteilung in Aquivalenzklassen

Satz 1 Das System der Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelati-
on auf X ist stets eine Klasseneinteilung von X.

Beweis:

Sei auf X eine Aquivalenzrelation ~ gegeben. Sei {X,}ae 1 das System (= Menge =
Familie) aller Aquivalenzklassen.

Wir miissen die Eigenschaften (iii),(iv) und (v) tiberpriifen:

(iii) Jede Aquivalenzklasse ist nach Definition nichtleer.

(iv) Seien X, und X verschiedene Aquivalenzklassen. Dann ist X, \ X5 oder X, \ Xz
nichtleer.

Sei etwa X, \ Xg # @.
Dann existiert ein b € X, \ X3.

Wir wollen X, N Xg = @ beweisen. Wir nehmen das Gegenteil an, d.h. dass ein a

€ X, N Xg existiert. Wir haben dann a € X, b € X, g a~b

acXpbeXs Lagb,
(v) Sei a € X beliebig. Wir definieren

M={xe X:z~ a}.

Die Menge M ist eine Aquivalenzklasse:
M # @, daa €M (wegen (1))

(i):XEM’yEMixNaaywagXNa,aNyQery

(ii))xeM,y¢M

Wir nehmen das Gegenteil an:

X~y

x € M = x ~ a (nach Definition von M)
t

xNy(:SgyNX(:gyNaéyEM(nachDeﬁnitionvonM)/
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Da M eine Aquivalenzklasse ist, existiert ein o € I mit M = X,.
Weil a ~ a (wegen (r) ) ist a € M = X,,. Also gilt:

X:UXa

ac I

Definition 5 Sgi ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Die (eindeu-
tig bestimmte) Aquivalenzklas';e, die ein Element a € X enthdlt,
wird mit a bezeichnet und Aquivalenzklasse, die a enthdlt, oder

Restklasse, die a enthdlt, genannt. Ist M eine Aquivalenzklasse, so
heifit jedes a € M Reprisentant.

Satz 2 Sei {X,}ac 1 eine Klasseneinteilung von X. Dann ist die
durch
r~ysdae I:xe X, undy e X,

auf X definierte Relation eine Aquivalenzrelaion.

Beweis:
(R) x ~x,dax € Xy, x € Xy

S)x~yedaxeX,,yeXo=>3daye Xy, xe€Xa=>y ~x

(M x~y,y~z=TJa:x € X,,y € Xa
d6:y € X,z € Xg
=a=p0(day e X,NXg)

=X €Xa, 2 € Xy =X

= X~ 7Z

Satz 3 (a) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X und {XaYac 1
die Klasseneinteilung der Aquivalenzklassen von ~. Dann stimmt
die durch

rrysdace [ixe X,y € Xa

auf X definierte Relation mit ~ dberein.
(b) Sei {Xa}ae 1 eine Klasseneinteilung von X und ~ die durch
r~ysdae I:xe X,y Xy

qyf X definierte Aquivalenzrelation. Dann stimmt die durch die
Aquivalenzklasse von ~ auf X gegebene Klasseneinteilung mit
{Xatac 1 tberein.

Definition 6 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Die Menge
der Aquivalenzklassen heifit dann Faktormenge von X beztiglich ~

und wird mit X/~ oder X bezeichnet.
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Die Faktormenge ist eine Teilmenge der Potenzmenge P(X) (= Menge aller Teilmen-
gen von X). Die Konstruktion von Klasseneinteilung iiber Aquivalenzklassen liegt dem
Prinzip der Begriffsbildung zugrunde (z.B. ,der Hund®, ,griin“, ,Indianer, ,das Drei-
eck").

Von Bedeutung ist die Suche nach Invarianten und Charakteristiken von Aquivalenz-
klassen.

Beispiel:
Innenwinkel sind Invariante von (den Aquivalenzklassen) der Aquivalenzrelation der
Kongruenz von Dreiecken.

Innenwinkel sind Charakteristik von (den Aquivalenzklassen) der Aquivalenzrelation
der Ahnlichkeit von Dreiecken.

Von hochstem Interesse ist das Problem der Identifikation von Aquivalenzklassen, d.h.
das Problem der Suche nach bijektiven Abbildungen von X/~ auf andere, leichter
handhabbare Mengen.

Beispiel:
Sei X=R€ \ {@} und
x ~ y < Jein in 0 beginnender Strahl, der x und y enthélt

T~y xTAh oz
— ist eine Aquivalenzrelation

Klasseneinteilung ist Menge aller in 0 beginnender Strahlen

A A

bijektive / \
- N
Abbildung \J

Faktormenge ist

Menge dieser Strahlen
X/~ T

Man wihlt sich von jedem Strahl nur einen Représentanten (z.B. den mit Abstand 1
zum Ursprung).

Alle Punkte mit Abstand 1 zum Ursprung bilden den Einheitskreis T.
— X/~ lésst sich auf den Einheitskreis abbilden
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1.5 Vektoralgebra

Es gibt physikalische Groéfsen, die durch einen einzigen Zahlenwert charakteristiert wer-
den (z.B. Druck, Temperatur), sogenannte Skalare, und es gibt physikalische Grofen,
die durch eine Richtung und einen Zahlenwert charakterisiert werden (z.B. Geschwin-
digkeit, Kraft, Beschleunigung), sogenannte Vektoren.

Wir kommen zur mathematisch prézisen Definition des Vektors.
Wir betrachten Vektoren im dreidimensionalen Raum.

Ein gebundener Vektor ist ein geordnetes Paar (P,Q) von zwei Punkten P und Q im
Raum.

Man nennt P den Anfangspunkt, Q den Endpunkt und schreibt PQ statt (P,Q).

Die Menge aller gebundenen Vektoren bezeichnen wir mit GV? (gebundene Vektoren
im Raum)

Wir betrachten in GV? die folgende Relation: 14.11.05

PQ ~ RS < RS lisst sich aus PQ durch eine Verschiebung ( Translation) im Raum
erhalten.

In analytischer Sprache lautet dies wie folgt:

Wir wahlen uns ein Koordinatensystem und kénnen dann P_Q und RS als (p1,P2,P3:91,92,43)
und (r1,r2,r3;81,52,83) auffassen. Dann ist PQ ~ RS genau dann, wenn t1,to,t3 mit

prtti=r1 g+t =51

p2+ta =72 @2 +t2 =52
p3t+its =13 q3+it3 =33

existieren. Dies ist dquivalent zu

T —pP1=981—q

Ty —P2 =582 — Q2

T3 —P3 =53~ @3
Die so definierte Relation ist eine Aquivalenzrelation:

PQ ~ PQ
PQ ~ RS & RS ~ PQ
PQ ~ RS,RS ~TU = PQ ~ TU

(alle Eigenschaften einer Aquivalenzrelation sind erfiillt)

Die A_quivalenzrelation auf GV? erzeugt eine Klasseneinteilung von GV?3. Die Menge
aller Aquivalenzklassen ist die Faktormenge GV3/ ~. Die Elemente dieser Faktormenge
heifsen freie Vektoren oder einfach Vektoren.

36



Ein Vektor ist also eine Aquivalenzklasse von gebundenen Vekto-
ren.

Jeder Vektor a lésst sich also als a = § schreiben, wobei g ein gebundener Vektor ist.
Das g ist nicht eindeutig bestimmt:

VYN

a=g1 = g2 = g3 # ga

Die Menge aller Vektoren bezeichnen wir mit V3.
V3 =GQV3/ ~= GV3

Wir fixieren im Raum ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Ursprung 0.

Ist a ein Vektor, so gibt es genau einen gebundenen Vektor OP mit a = OP.
Gebundene Vektoren mit dem Anfangspunkt in 0 heiflen Ortsvektoren. Der eindeutig
bestimmte Ortsvektor OP mit a — OP wird mit o(a) bezeichnet.

Wir haben also a = o(a).

Definition 1 Die Koordinaten des Endpunktes des Ortsvektors
o(a) werden die Koordinaten des Vektors a genannt.

Ist a = o(Aa) und o(a) = OP mit P(py,pa,ps), so sind py,pa,ps also die Koordinaten von
a und man schreibt a = (p1,p2,p3).

Definition 2 Unter der Summe zweier Ortsvektoren OP und OZ)
ist der durch folgende Forderungen eindeutig bestimmte Ortsvektor
OR zu verstehen:

(i) die vier Punkte O,P,Q,R liegen
i einer Ebene

(ii) die vier Punkte O,P,Q,R bilden die
0 Ecken eines Parallelogramms.

Die Summe zweier Vektoren a und b ist definiert als

0+b=oa) F oft) = (ola) + o0}

Satz 1 Haben a,b € V3 die Koordinaten (a1,a2,a3) und
(b1,b2,b3), so hat a + b € V3 die Koordinaten (a1 + by,as +
bo,a3 + b3)

Beweis:
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P

>

5 >
Wir haben P = (aysb2,a3), Q = (b1,b2,b3).
Mittelpunkt M der Strecke PQ hat dann die Koordinaten

a1 +by as+by az+ bs3
M =
< 2 ’ 2 ’ 2 )7

und R liegt auf der Geraden durch 0 und M und hat von den 0 den doppelten Abstand

wie M.

Also R = 2 % (‘“'2”1 , “2'2*4’2, “3;b3) = (a1 + b1, as + b2, az + b3).

Satz 2 Fiir beliebige a, b, c € V3 gilt
a+b=>b+ a (Kommutativitit der Addition)
(a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativitat der Addition)

Beweis: folgt aus Satz 1.

##

Haben bisher nur definiert, was man unter der Summe von 2 Vektoren versteht. Durch
die Assoziativitat ist klar, was unter der Summe a + b + ¢ von 3 Vektoren, a + b + ¢

4+ d von 4 Vektoren usw. zu verstehen ist.

Definition 3 Der Vektor a € V3 mit o(a) = 00 heifit Nullvektor
und wird mit 0 bezeichnet.

Satz 3 Fiir jeden Vektor a € V3 gibt es genau einen Vektor b
€ V¥mita+b=0b+a=0.

Beweis: folgt aus Satz 1.

a = (alaa23a3)7b = (b1)b27b3)

Definition 4 Den nach Satz 3 eindeutig bestimmten Vektor b mit
a+b=>b+a =0 nennt man den zu a entgegengesetzten Vektor
und bezeichnet ihn mit -a.

Die Differenz zweier Vektoren a und b ist definiert als a — b =
a+(—b).
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Satz 4 Wenn a, b € V3 die Koordinaten (ay,az,a3) und
(b1,b2,b3) haben, so hat -a die Koordinaten (—ai,—as2,—as) und
a - b hat die Koordinaten (a1 — by,as — ba,as — b3 ).

Beweis: folgt aus Satz 1. #

Definition 5 Sei o € R \{0} und OP ein vom Nullvektor ver-
schiedener Ortsvektor. Dann ist oo OFP wie folgt definiert:
a OP = OR mit

R P

P/// Q

0

a>1: 0<a < 1: a<0:

|OR| = a |OP] |OR| =« |OP] |OR| = a|OP)|

Man definiert desweiteren 0 OP = 00, o 00 = 00.
Ist @ € Rund a € V3, so definiert man a, = (o o(a))A.

Satz 5 Hat a € V3 die Koordinaten (ay,as,a3), so hat o, die
Koordinaten (aay,aas,0as ).

Beweis: Definition 5 und Strahlensatz. #
Bemerkung:

Es gilt -a= (-1)a, wobei -a aus Definition 4 und (-1)a aus Definition 5 ist. Beweis: Satz
4 und Satz 5 #

Satz 6 FEs gilt
a(Be) = (aB)a Va, BERY 4 V?

ala+b)=aa+ab YaeRVYH, | € V?
(a+Ba=aa+pa Vo, ERY A€ V?

Beweis: Satz 1 und Satz 5. #

Definition 6 Das Skalarprodukt O_P*O_Q zweter vom Nullvektor
verschiedener Ortsvektoren ist die Zahl |OP|x|0Q)| * cos ¢, wobei

@ der Winkel zwischen OP und OQ ist.
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cos p = cos(360° — ¢)

Ist OP oder 0@ der Nullvektor, so definiert man 0P %00 = 0.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren a, b € V3 ist definiert als die Zahl o(a) * o(b) und
wird mit (a,b) (manchmal auch mit a*b oder <a,b>) bezeichnet.

Der Betrag eines Vektors a ist definiert als die Lange von o(a) und wird mit |a| bezeich-
net. Haben also

(a,b) = lal[b] cos .

Zwei Vektoren a und b heiflen senkrecht, a | b, wenn o(a) und o(b) senkrecht sind (ist
a = 0 oder b = 0, so werden a und b als senkrecht angesehen).

Definition 7 Im Raum sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem
gegeben. Die Vektoren i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1) heiffen
Basisvektoren (beziiglich des Koordinatensystem,).

Satz 7 Ist a € V3 ein Vektor mit den Koordinaten (ai,a2,a3),
so gilt a = a11 + asj + ask.

Sind by,ba,b3 Zahlen mit a = byi + boj + bsk, so gilt by = aq,
b2 = a2, b3 = as.

Beweis: folgt aus Satz 1, Satz 5, Definition 7. #

[Cli +02j + C3'I€ = Cl(la 07 O) + 02(07 1a 0) +C3(0707 1) = (Cla 07 0) + (0’ C2, O) + (O’ 07 63) =
(01762703)~]

Satz 8 (a) Es gilta L b < (a,b) =0.
(b) Es gilt (a +b,¢c) = (a,c)+ (b, c)
(a,b+c¢) = (a,b) + (a,c)
(aa,b) = a(a,b)
(a,ab) = a(a,b)
Ya,b,c€ V3VaeR
(Bilinearitdt des reellen Skalarprodukts)
(c) Ist a = (a1,az2,a3) und b = (b1,ba,b3), so gilt (a,b) = a1b; +
asbs + asbs.

Beweis:
(a) a Lb< ¢ e {90°,270°} < cosp =0
(p € 10°,360°]) < (a,b) = 0.
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(b) Haben (a,b) = |a] |b| cos ¢ = |a| * Pr,b = |b||a| cos p = |b|Prya ,
——
Prgb
wobei Pr,y die Projektion von y auf x ist.

Daraus folgt (a,b+ ¢) = |a| * Prqo(b+c) = |a|(Prob+ Prqc) = |a| * Prob+ |a| * Proc =
(a,b) + (a,c)

Analog zeigt man die erste Formel (a+b,c) = (a,c) + (b,c). Die letzten beiden Formeln
sind offensichtlich.

(C) Haben (a, b) = (ali —|—a2j +a3k, bll —|—b2j +b3k) = (a1i7 bll) + (a1i7 b2j) + (ali, b3]€) +
(agj, bll) + (agj, bgj) + (agj, bgk) + (agk,bli) —+ ((lgk,bgj) —+ (agk,bgk) (nach (b)) =
a1b1 (Z, z)+a1b2(z,j)—|—a1b3(z, k)+a2b1(], Z)+a2b2(],j)+a2b3(], k)+a3b1(]€, ’L)"‘agbg(k,])"‘
aszbs(k, k) (nach (b)) = a1by * 1+ a1ba * 0+ arbs * 0 + agby * 0+ agbe * 1 4 agbs x 0 +
asby * 0 + agby * 0 + asbs * 1 = a1by + asby + asbs. #

Bemerkung:

Betrachten im Raum die Menge E aller Punkte (x,y,z) mit
ax +by+cz+d=0.

(a? +b* + % > 0).
Sei (x0,Y0,20) € E, d.h.

axg + byo + czo +d = 0.
Dann gilt: (x,y,2) € E & a(z — ) + b(y — yo) + c(z — 20) = 0.
Betrachten die Vektoren n = (a,b,c), p = (x,y,2), po = (Z0,Y0,%0)
Dann ist (x,y,2) € E< (n,p—po) =04 nl p—pg

< (x,y,z) gehort zu der Ebene, auf der (a,b,c) senkrecht steht und die durch den fixierten
Punkt (20,y0,20) geht.

Sehen auch, dass (a,b,c) ein Normalenvektor zu der Ebene ist.

Definition 8 Seien P und @ zwei Punkte im Raum, so dass
O,P,Q nicht auf einer Geraden liegen. Das Vektorprodukt der

Ortsvektoren OP und O_Q ist der durch die folgenden 38 Bedin-
gungen eindeutig bestimmte Vektor OR:

(a) OR steht auf OP und OQ senkrecht.

(b) OP, OQ, OR bilden ein Rechtssystem, d.h. OP,0Q,0R sind
die Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger der rechten Hand.

(¢) Die Linge |OR]/ ist gleich dem Flicheninhalt des von OP und
0Q aufgespannten Parallelogramms, d.h. gleich

|OP| % |0Q)| *sin ¢

Wenn O,P,Q auf einer Geraden liegen, so ist ihr Vektorprodukt als 00 definiert.

Fiir a,b € V? definiert man das Vektorprodukt als die Aquivalenzklasse, die das Vek-
torprodukt von o(a) und o(b) enthélt. Bezeichnung fiir das Vektorprodukt:

axb=aANb=...
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Also a x b = (o(a) x o(b)) A.

Sind al,ag,ag,bl,bg,bg Zazhlen, So ist

i J k
ay az ag
b1 by b3
definiert als der Vektor
a2 asg . la1 a3 . a; as
by by ’ by by ‘]Jr by b "“
N as as _|a1 a3 ay a2
T \|by b3 by b3 "1by be '
Hierbei ist ‘x 4 ‘ = TV — Yu.
U v
Satz 9 (a) Es gilt
axb=-bxa,

ax(b+c)=axbtaxc
(a+b)xec=axc+bxc
(a) x b=a(a xb) =a x (ab)

(b) Sind a,b € V3 Vektoren mit den Koordinaten (ay,as,a3) und
(b1;b2yb3)7 so ist

i j k
axb=|a1 as a3
by by b3
Beweis:
(a) Formeln a x b = —b x a, (aa) x b = a(a x b) = a x (ab) folgen unmittelbar aus der
Definition.

Der Beweis von a X (b+¢) = a x b+ a x ¢ ist machbar, aber mithsam, und wird deshalb
weggelassen.

(b) Haben nach Satz 7
a x b= (a1i+ asj + ask) x (b1i + boj + bsk)

= albl(i X Z) + a1b2(i X j) + a1b3(i X k?) + agbl(j X Z)
—|—a2b2(j X j) + (lgbg,(j X k) + Cbgbl(k X Z) + (lgbg(k X ]) + a3b3(k X k’)

= i(agbs — asba) + j(asby — a1bs) + k(airbs — asby)

=1

a; as

ap az
by b3

b1 b

K

az as .
b2 b3
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Bemerkung:

Man kann auch anders vorgehen, ndmlich a x b iiber

i J k
axb=|a; as a3
b1 by b3

definieren und dann Definition 8 als Satz betrachten. Dies erspart den miihsamen Teil
des Beweises von Satz 9 (a).

Der Beweis von Definition 8 als Satz geht dann wie folgt:
b17b270)
z X

(Cl]_ 7070)

Koordinatensystem wie in der Abbildung wéahlen

Haben dann

ik
axb=|a; 0 0 |=(0,0,a1bs),
by by O

und Eigenschaften (a) und (b) sind erfiillt. Um (c) zu zeigen, miissen wir beweisen, dass
das von a und b aufgespannte Paralellogramm den Flacheninhalt a;bs hat.

v, (b1,b2)

1A
L, 21.11.05

TV

Satz 10 Seien A,B,C Punkte im Raum mit den Koordinaten
(a1,a2,a3), (b1,ba,bs), (c1,c2,c3), seien a,b,c Vektoren mit densel-
ben Koordinaten. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) A,B,C liegen auf einer Geraden,
(i) (b—a)x(c—a) =0,
i j k
(’LZZ) b1 — a b2 — az b3 — as = 0, d.h.
Cl —a1 Cp— a2 C3—as

by —a1 by —as

by —ay bz3—az | _
C1 — a1 C2—Aag

Cy — Qa2 C3—as

bi—ar by—asz | _
Cc1 —aip C3—as

[(i) < (iii) hatten wir schon in 1.3., damals aber mit Krampfbeweis.|

Beweis:

(i) & (ii):

A B,C auf einer Geraden < AB x AC = 0.
& (b—a) x (c—a)=0.
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(i) (iii)
Satz 9(b). #
Bemerkung:

Hatten in 1.3. auch die Gleichung der Ebene durch 3 gegebene Punkte bestimmt. Auch
dies geht natiirlicher mit Vektorrechnung:

Seien A,B,C,a,b,c wie in Satz 10.

Sei desweiteren P ein beliebiger Punkt im Raum mit den Koordinaten (x,y,z) und p ein
Vektor mit den gleichen Koordinaten.

Offenbar gilt:
P liegt in der von A,B,C, aufgespannten Ebene < p —al(b—a) x (¢ — a)
S ((p—a,(b—a)x(c—a))=0

by —az bz —as

R R -+ ag) || =0,

& (x—ay)

d.h. erhalten im Handumdrehen die Ebenengleichung aus 1.3.

Die Parameterdarstellung dieser Ebene (siehe 1.3.) ist jetzt auch anschaulich klar:

p—a=Ab—a)+pulc—a) , \ueR
p=a+Ab—a)+ pulc—a).

1.6 Korper und komplexe Zahlen

In der Menge R der reellen Zahlen sind eine Addition a + b und eine Multiplikation
ab erklart, die folgende 9 Eigenschaften haben:

(K+)a+b=b+a=Va,be R (Kommutativitit der Addition)

(A+) (a+b) +c=a+ (b+c)V a,b,c € R (Assoziativitit der Addition)
(0) a+0=0+a=a"¥ a € R (Existenz der Null)

(-)VaeRI € R: 4+ | = |+ =/ (Durchfithrbarkeit der Subtraktion)
(K*) axb=>bxa¥ a,b € R (Kommutativitét der Multipliktaion)

(A%) (axb)*xc=ax* (b*xc)V a,b,c € R (Assoziativitdt der Multiplikation)
(E)ax1l=1%a=aV a€ R (Existenz der Eins)
(/)ax(b+c)=axb+axc
(a+b)xc=a*xc+bx*xcVa,b,ceR (Distributivgesetz)

Man mochte nun auch in beliebigen Mengen wie in der Menge der reellen Zahlen rech-
nen, d.h. man moéchte eine Addition und eine Multiplikation einfiihren, sodass moglichst
viele der obigen Eigenschaften gelten. Wenn es gelingt, alle 9 Eigenschaften zu erreichen,
sagt man, dass man die Menge zu einem Korper gemacht hat.
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Definition 1 Eine Menge heifit Kiorper (engl.field), wenn in K eine Addition und
eine Multiplikation, d.h. zwei Vorschriften, die jedem geordneten Paar (a,b) € K? (=
K x K) ein eindeutig bstimmtes Element a +b € K bzw. ab € K zuordnen, erklirt
sind, sodass dabei folgende 9 Axiome gelten:

(K+)a+b=b+aVabe K

(AH)(a+b)+c=a+ (b+c)Va,bce K
(0)3ein Element aus K, das mit 0 bezeichnet und Nullelement genannt wird,
sodass a+0=0+a=avae K
(-)Vae Kibe K:a+b=b+a=0
(Kx)axb=b*xaV a,be K
(Ax)(ab)c = a(be)V a,b,c € K
(E) es existiert ein Element aus K, das mit e (oder 1 oder I oder ...) bezeichnet
und Einselement genannt wird, sodassae =ea =a¥ a € K
(/Y YVae K\{@}3dbe K:ab=ba=1
a(b+c) =ab+ac,(a+b)c=ac+bcV a,be K

Beispiel 1:

R (reelle Zahlen) und Q (rationale Zahen) sind Korper mit der iiblichen Addition und
Multiplikation. Die Menge Z (ganze Zahlen) ist hingegen kein Korper mit der iiblichen
Addition und Multiplikation.

[Axiom (/) ist nicht erfiillt]

Beispiel 2:

Gegeben sei eine natiirliche Zahl n > 2. Definieren in Z eine Aquivalenzrelation durch

x ~y s x—yist durch n teilbar(< x = y(mod n))

Die Aquivalenzklassen sind

0={0,n,—n,2n,—2n,...}
I1={0,n+1,-n+1,2n+1,-2n+1,...}

n—1l={n-1,n+n—-1,-n+n—-12n+n-1,-2n+n-1,...}

Fiir n = 3 gibt es dann beispielsweise 3 Aquivalenzklassen:

0=1{0,3,6,...}
T=1{1,4,7,..}
2=1{2,5,8,
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Man bezeichnet die Menge dieser Aquivalenzklassen mit 2\ \Z =: 2

Definieren in Z\ Addition und Multiplikation wie folgt:

@+b=¢ wobeic€ {0,1,...,n — 1} der Rest von a + b bei Division durch n ist
@*b=7¢, wobeic € {0,1,...,n— 1} der Rest von ab bei Division durch n ist

Ist dies ein Korper?

(K+),(A+),(0) [0 ist Nullelement|, (-), (K*),(A*),(E) [e = 1 ist Einselement], (D) sind
erfiillt. Behaupten, dass (/) genau dann gilt, wenn n eine Primzahl ist.

Sei n keine Primzahl. Dann ist n =pq mit p = 2, q = 2. Es ist p # 0 und die Gleichung
P * b = 1 ist nicht 16sbar.

Wiére ndmlich pb =T = n|pb — 1 = p|pb— 1 = p|1 /.

Sei nun n eine Primzahl. Nehmen @ # 0 (d.h. a € {1,2,...,n — 1}) und betrachten
ax0,ax1,...,a*n — 1. Keine zwei dieser n Elemente sind gleich:

axk=axl

= ak = al(mod n)

Primzahl

= nla(k—1)" =" nla oder nlk —1
Sydaae{l,....n—=1}undk—le{-(n—-1),...,(n—1)}
Alsoist {ax0,a*1,...,axn—1} ={0,1,...,n— 1}
(Gleichheit von Mengen). Somit muss es irgendein b geben mit @ x b = 1. Also ist (/)
bewiesen.
Beispiel 3:

Betrachten RS, d.h. Menge aller geordneten Paare (a,b) mit a,b € R. Kénnen uns R€
als Punkte der Ebene, als Spitzen von ebenen Ortsvektoren, als ebene freie Vektoren
usw. vorstellen.

Definieren eine Addition in R€ durch
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

Axiome (K+),(A+),(0) [Nullelement ist (0,0)], (-) sind erfiillt.

Versuchen es mit der Multiplikation

(a,b) * (¢,d) = (ac, bd)

(K*),(A*),(E) [Einselement ist (1,1)] sind erfiillt. Aber (/) ist nicht erfiillt: (1,0)(c,d)
= (1,1) lasst sich nicht losen.

Versuch ist also gescheitert. Definieren Multiplikation durch
(a,b)(c,d) = (ac — be,ad + be).

(K*),(A*),(E) [Einselement ist (1,0)] sind erfiillt.

Axiom (/) gilt auch: fiir (a,b)# (0,0) ist

—b _ 2 b> —ab b _
(a, b) (azibQ’ a2+b2) - (a;fi-lﬂ + aZ+b2> a2—zb2 + a2_:_lb2) - (1,0)
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Also ist R€ mit obiger Addition und Multiplikation ein Korper. Dieser Korper heifit
Korper der komplezen Zahlen und wird mit C bezeichnet.

Man kann sich die komplexen Zahlen also als RS (= Menge der geordneten Paare (a,b)
€ R), als Punkte einer Ebene, als Spitzen von Ortsvektoren oder als freie Vektoren
(=Elemente von V?) vorstellen, mit denne nach obigen Regeln gerechnet wird.

Identifizieren Paare der Form (a,0) mit der reellen Zahl a, d.h. setzen (a,0)=a. Damit
wird R eine Teilmenge von C, und die Rechenoperationen von C, eingeschrankt auf
diese Teilmenge, sind die iiblichen Operationen von R:

(a,0) + (b,0) = (a +b,0)

a+b=a+b
(a,0)(b,0) = (ab — 00, a0 4 0b) = (ab,0)
ab = ab
Geometrisch:
komplexe Zahlen (ganze Ebene)
reelle Achse
Man setzt i:=(0,1). Haben dann
(0,b)

—
(a,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi
und analog
(a,b) = a + ib.

Man schreibt komplexe Zahlen daher in der Form a + bi oder a + @b.

Rechenregeln sind in dieser Schreibweise wie folgt:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi?
2 = (0,1)(0,1) = (~1,0) = —1]
= (ac — bd) + (ad + bc)i

Man braucht sich also bloR zu merken, dass 32 = —1 ist.

Wie kann man sich Addition und Multiplikation komplexer Zahlen anschaulich vorstel-
len?

(atc)+(b+d)i +w

Y
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Man nennt a bzw. b den Real- bzw. Imagindrteil von a+bi. Bei Addition komplexer
Zahlen addieren sich also Real- und Imaginérteil.

Definition 2 Sei z = a + bi eine komplexe Zahl. Der Betrag [z]
von z ist definiert als |z| = Va? 4+ b2, und falls z # 0 ist, so ist
das Argument von z jeder Winkel o mit

a . b
Cosp = ——, sin

VaZ £’ 7T VaZz b2

Der Winkel ¢ aus [0°,360°] = [0,2) heifit Hauptargument. Arqu-
ment und Hauptargument werden mit arg z und Arg z bezeichnet.

Bemerkung:
tanp = 3 bestimmt ¢ nicht eindeutig!
Haben )
a
z:a+bi:\/a2+b2( + z)
Va2 +b2 Va2 + b2
= |z|(cos ¢ + isinp),

dies heifst trigonometrische Form von z.

Satz 1 Ist z = |z|(cos + isinp), w = |w|(costp + isine), so ist

2w = |z|Jw[(cos(p + ¥) +isin(p + ¢))

Beweis:

zw = |z||w|(cos ¢ cos Y—sin ¢ sin Y+i(cos ¢ sin P+sin p cos ¥)) = |z||w|((cos(p+1)+i sin(p+1)))
i

Verschiedene Sorten von Zahlen entstanden aus der Notwendigkeit, sogenannte alge-
braische Gleichungen, d.h. Gleichungen der Form

"+ an_ 12" '+ . +ax+as=0
zu 16sen (Koeffizienten ag, ay, .. .,a,—1 sind gegeben, x ist gesucht).
r+2=0 — FEinfihrung Z
3r—4=0 — Q

2-2=0 > R
24+1=0 - C
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Definition 3 Seien K wund L Koérper. Der Kérper L heifit
Korpererweiterung von K, wenn K mit einer Teilmenge von L
identifiziert werden kann, d.h. wenn es eine injektive Abbildung f:
K — L mit

fla+b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a) f(b) ¥V a,b € K

gibt. Jede Abbildung f heiffit dann Einbettung von K in L.

Beispiel:
R ist Korpererweiterung von Q:
f:9— R, f(a) = a identische Abbildung

C ist Korpererweiterung von R:

f ist injektiv:

fla+b)=(a+b,a+b)=(a,a)+ (b,d) = f(a) + f(b)
f(ab) = (ab,ad), f(a)f(b) = (a,a) * (b,b) = (ab — ab, ab + ab) = (0, 2ab)

Das ist keine Korpererweiterung (Multiplikation zerstort).

Die komplexen Zahlen wurden eingefiihrt, um die Gleichung z? + 1 = 0 15sbar zu
machen.

Frage: Geht das auch anders? Der folgende Satz zeigt, dass die Antwort ,nein® ist.

Satz 2 Sei K eine Kiorpererweiterung von R mit der Eigenschaft,
dass in K ein Element j mit j2 = —1 existiert. Dann ist K auto-
matisch eine Korpererweiterung von C.

Mit anderen Worten:
C ist die kleinste Korpererweiterung von R, in der die Gleichung x2 + 1 = 0 lésbar ist.
Beweis:

Sei f: R — K eine Einbettung und sei g : R — C die iibliche Einbettung.

g(a) = (a,0) = a+ 0i

h(a+ i) = f(a) + f(B)J

Satz ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, dass h eine Einbettung ist.
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h(a+b) = h((a+ Bi+ (v + i) = h((a+7) + (B +6)i))
= fla+7)+ f(B+0)i =)+ f(v) + (f(B) + £(9)j
= (f(@) + F(8)) + (f(7) + [(8))) = h(a) + h(b).

h(ab) = h((a+ Bi)(y + 1)) = h((ay35) + (ad + B)i)
= flay = B6) + f(ad + B7)j;
h(a)h(b) = h(a + Bi)h(y + 6i) = (f (@) + f(B)I)(f(v) + £(8)7)
= f(@)f(0) + f(@)f(8)j + fF(B)f()i + F(B)(8)5°,
d.h. h(ab) = h(a)h(b).
(¢c) Zeigen noch, dass h injektiv ist. Sei dazu h(a) = h(b). Setzen ¢ = a-b und haben
dann h(c) = 0. Miissen zeigen, dass ¢ = 0 ist.
Nehmen ¢ # 0 an. Dann existiert ein d € C mit cd = 1. Also gilt:

0 = h(c) % h(d) = h(cd) = h(1) = 1. /

[Warum h(1) =17 Beweis: ax 1 =a V a € C = {(14){(c0) = {(() V4 €C

JaeC mit h(a) 20 = h(1) =1 # 28.11.05
Haben zu Q neue Zahlen hinzugefiigt, um neue Gleichungen 16sbar zu machen, z.B.

kann man Losungen von 22 — 2 = 0 mit v/2 bezeichnen und v2 zu Q hinzufiigen.

Mochten dabei, dass wieder ein Korper herauskommt. Der kleinste Korper, der @ und

V2 enthilt, ist Q(v/2):={a+bv2: a,b € Q}

[Haben (a + bﬁ)(c + d\/§) = ac + adv/2 + bcy/2 + 2bd = ac + 2bd + (ad + bc)\/§,

+bv2 _ (a+bv2)(c—dV2) _ ac—2bd bc—ad
Z+dﬁ T (c+dV2)(c—dv2 T 2242 + e ar \/§]

Wieder gibt es neue Gleichungen, z.B. 22 — 3 = 0, die in Q(1/€) nicht 16sbar sind. Man
miisste also Q(v/€)(v/3):={a+bv2+cv3+dv6:a,b,c,d € Q} usw. bilden.

Der Korper R erledigt alle diese Erweiterungen mit einem Schlag: Ist p(x) ein Polynom,
das sowohl nichtnegative als auch positive Werte annimmt, so hat die Gleichung p(x)
= 0 stets eine Losung in R. Die komplexe Zahl i wurde eingefiiht, um die Gleichung
22 + 1 = 0 16sbar zu machen.

Der kleinste Korper, der R und i enthélt, ist C = R(i):={a + bi: a, b € R}.

Wieder gibt es neue Gleichungen, z.B. z?® + 2! + 1 = 0, bei denen unklar ist, ob
sie eine Losung in C haben. Die Frage ist, ob wir wieder uferlos einzelne Korperer-
weiterungen machen miissen, damit alle algebraischen Gleichungen 16sbar werden. Das
Uberraschende ist, dass die Antwort auf diese Frage ,nein® ist. Dies ist der Inhalt des
folgenden Satzes:

Satz 3 Fundamentalsatz der Algebra
Fir beliebige kompleze Zahlen ag, a1, ..., ap—1 (n > 1) hat die
algebraische Gleichung

2" tapn 12" P+ tax+ag=0

stets eine Lisung in C.
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Der Satz wurde erstmals von Gauf$ streng bewiesen (der insgesamt 7 verschiedene Be-
weise gefunden hat). Alle Beweise des Satzes sind kompliziert oder nicht elementar.
Verschieben den Beweis daher auf spéter.

Vermerken, dass im Satz 3 fiir die Koeffizienten ag, a1, ..., an—1 beliebige komple-
xe Zahlen zugelassen sind.

Definition 4 FEin Kdérper K heifst algebraisch abgeschlossen,
wenn fir beliebige ag, ay, ..., an—1 (n > 1) die Gleichung

"4 an 12" '+ taxtag=0

stets eine Losung hat.

Satz 3 lasst sich damit wie folgt umformulieren:

Satz 4 Der Kérper C ist algebraisch abgeschlossen.

Vermerken, dass weder Q noch R algebraisch abgeschlossen sind.

Im Jahre 1833 stellte sich Hamilton (1805 - 1865) die Frage, wie man R? zu einem
Korper machen kann. Die Addition sollte durch

(a1,b1,¢1) + (az, b2, c2) = (a1 + az, by + ba, c1 + c2)
gegeben sein. Dann gilt (K+), (A+), (0) [0 = (0,0,0)], (-).
Das Problem ist die Einfithrung der Multiplikation.

1. Versuch:

(01, by, 01)(027 b, 62) = (016127 b1ba, 0102)

(0,1,0)(x,y,2) = (0,y,0) wird niemals (1,1,1) — Axiom (/) gilt nicht.

2. Versuch:

(a1,b1,c1)(a2bacz) =i j kai bi craz by ca| = (bica—bacy,cra—aice, a1ba—bias)
(1,0,0)(x,y,2) = (0,-z,y) wird niemals (1,0,0) — wieder gilt (/) nicht.

Hamilton hat 10 Jahre lang vergeblich versucht, eine Multiplikation im R3 zu finden,
sodass wenigstens ein Schiefkérper entsteht.

Definition 5 FEine Menge K mit einer Addition und einer Mul-
tiplikation heifit Schiefkorper, wenn bis auf (K*) (= Kommutati-
vitat der Multiplikation) alle Aziome eines Korpers gelten.
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Am 16.10.1843 hat Hamilton entdeckt, dass R* zu einem Schiefkérper gemacht werden
kann. Dieser Korper wird Korper der Quaternionen genannt.

Beispiel:

o0=(1,0,0,0), i=(0,1,0,0), j=(0,0,1,0), k=(0,0,0,1)

Ein beliebiges Element (2,21,72,73) € R* schreiben wir dann in der Form xgoo-+2i+xaj+a3k.
Die Addition geschieht komponentenweise.

Multiplikation:

(JC()OO+$1 i+$2j +$3k) (yooo+yli+y2j +y3k)
mit folgender Multiplikationstabelle:

0 i j k

0 | 0o i j k

i i|-00| k -j

] j -k | -00 | i
k | k j i | -o0

und anschlieffendem Zusammenfassen in der Form ()oo+()i+()j+()k
Hier gilt auch das Axiom (/).

Die Menge R* mit obiger Addition und Multiplikation heift Quaternionenschiefkir-
per und wird mit H bezeichnet.

Die Frage, fiir welche n sich R™ zu eine Schiefkdrper machen lasst, wurde 1880 von
Frobenius (1849 - 1917) geldst.

Satz 5 Wenn sich R\ mit der Addition
(a1y...,an) + (b1,...,bn) = (a1 +b1,...,an +by)

und irgendeiner Multiplikation zu einem Schiefkérper machen
ldsst, so ist entweder

n = 1 und R der Korper der reellen Zahlen,

n = 2 und C der Kérper der komplexen Zahlen oder

n = 4 und H der Schiefkérper der Quaternionen.

Beweis: Literatur.
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2 Lineare Raume und ihre Operatoren

2.1 Definitionen und Beispiele

Im folgenden sei stets K = R oder K =C.

Definition 1 Fin linearer Raum ist eine Menge X, in der eine
Addition definiert ist, d.h. eine Vorschrift, die jedem Paar (z,y)
€ X z X ein eindeutig bestimmtes Element x + y € X zuordnet, in
der eine Multiplikation mit Skalaren definiert ist, d.h. eine Vor-
schrift, die jedem Paar (a,z) € K z X ein eindeutig bestimmtes
Element ax € X zuordnet, und in der die folgenden Aziome gelten:

(K+)z+y=y +zVaye X,

(A+) (x+y)+z=z+ (y +2)Vayze X

(0) 3 ein Element 0 € X (Nullelement: z + 0 =0 +z =zV z €
X7

(()VeeXJye Xz +y=y+x=20,

(1%) 1 *x =zV z € X,

(afB) a(Bz) = (af)zVa,3 € KV z € X,

(a+8) (a+8)x=az+Px Vo, € K,V z € X,

(z+y) a(z+y) = az + ayVa e LV 2,y € X.

Bemerkung:
Lineare Rdume werden manchmal auch Vektorrdume oder lineare Vektorrdume ge-
nannt. Der Kérper K heiflt Skalarkérper des linearen Raumes.

Ist X = R, so nennt man X einen reellen linearen Raum, ist = C, so heifit X
komplezer linearer Raum.

Die Elemente von X nennt man héufig Vektoren, die aus K heiften Skalare.

1. Beispiel:

Die Menge V? aller freien Vektoren im Raum ist ein linearer Raum mit der iiblichen
Addition von Vektoren und der iiblichen Multiplikation von Vektoren mit Zahlen. Das
Nullelement ist der Nullvektor.

2. Beispiel:

Die Menge K™ aller geordneten n-Tupel (z1,. . .,2,) mit 1,. . .,2, ist ein linearer Raum
iber K mit

(1, Zn) + (Y1, - Yn),

a1, . ) = (.. .,axy,)

Das Nullelement ist (0,...,0). Haben insbesondere

R =R R?R3R" (iiber R) und

C = C',C%,C™ (sowohl iiber R als auch iiber C).

3. Beispiel:

Die Menge F|a,b] aller Funktionen f: [a,b] — R ist ein linearer Raum iiber R mit
(frg)(x):= f(x) + g(x)
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(af)(x) := af(x).

Das Nullelement ist die Funktion f mit f(x) = 0 V x € [a,b].

4. Beispiel:

Die Menge K,[x] aller Polynome der Form ag-+aix+...+a,2™ bildet einen linearen
Raum iiber X mit

(aotai+...+apz™)+(bo+...+byx™) := (ag + bo)+. .. +(an + by)a™,

alagt. . . F+apx™)i= aag + ... + aapz”

Das Nullelement ist das Polynom 0 + Ox + ... + 0 z".

5. Beispiel:

Die Menge K aller Folgen (x1,x2,23,...) mit
(’1;’1,1’2,. . .)+(y1,y2,. . ) = (1’1 + Y1,22, Y2+ . )
azy,xe,...) = (az1,029, ...)

6. Beispiel:
Die Menge aller Losungen (x1,. . .,x,) des Gleichungssystems

1121+ ... + A1pTy =0

Am1x1 + ...+ QGpnxn =0

mit a;; € K ist mit den Operationen wie im 2. Beispiel ein linearer Raum iiber K. Es
reicht zu zeigen, dass Summe und Vielfaches von Losungen wieder Lésungen sind und
dass (0,...,0) eine Losung ist. Axiome folgen aus Beispiel 2.

So ist also z.B. {(x,y)€ R?: x + y = 0} ein linearer Raum.
Keine linearen Riume sind hingegen {(x,y) € R?: 22 + y* = 1},
{(xy) eR* x +y =1}

Einige einfache Eigenschaften von linearen Rdumen

(a) Eindeutigkeit der Null
Es gibt genau ein Element 0 € X mita +0=0+a=aVae X.

Beweis: Existenz folgt aus Axiom. Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass
es zwei Nullelemente 0; und 05 gibt. Dann ist 0; = 0; + 02 = 02 + 07 = 0s.

(b) Eindeutigkeit des negativen Elements
Zu jedem a € X gibt es genauein b € X mita + b =b + a = 0.

Beweis: Existenz folgt aus Axiomen. Seien b1,by zwei Elemente mit obiger Eigenschaft,
dann gilt:
bl:b1+0:b1+(a+bg):(b1+a)+b2:0+b2:b2.

(c)Esgilt 0x=0VxeX
o) =0Va ek

Beweis: 0x = (0 + 0)x = 0x + 0x

Es existiert ein Element b mit 0x + b = b + 0x = 0, und dies ergibt
0=0x+b=(0x+0x)+b=0x+ (0x + b) = 0x.
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Gleichung a0 = 0 zeigt man analog.

Das nach (b) eindeutig bestimmte Element b wird mit -a bezeichnet. Subtraktion in
einem linearen Raum wird dann durch x - y := x + (-y) definiert.

(d) Es gilt (-1)x = xVx € X.

Beweis: Haben 1x = x (Axiom) und damit
0=0x=(1+ (-1))x = 1x + (-1)x = x + (-1)x und somit ist (-1)x = -x.

(e) Fiir beliebige a,b € X existiert genau ein x € X mit a + x = b.

Beweis: Sei a + x = b. Dann folgt
x=0+x=(a+a)+x=-a+(a+x)=-a+bh,

d.h. erhalten Eindeutigkeit. Andererseits ist
a+(-a+b)=(a-a)+b=0+b=D>,dh x=-a+ b ist eine Losung.

Nach (d) ist die eindeutige Losung von a + x = b gegeben durch
x=b-a=Db+ (-1)a.

Definition 2 Seien X und Y lineare Rdiume mit dem gleichen
Skalarkorper IC. Eine Abbildung A: X — Y heifit linearer Operator
(= Vektorraumhomomorphismus), wenn gilt

Alz+y) = A(x) + A(y) VY 2,y € X,

Alaz) = a A(x)Vae KV z € X.

Bei linearen Abbildungen schreibt man Ax statt A(x).

7. Beispiel:
(1) A: R? — R?, A(xy) = (x-y)

A((z1,91) +(22,92)) = A(T1+22,y1 +y2) = (T1+22,-(Y11Y2)) = (T1-y1) +(T2,-y2) = A(21,91) +A(T2,2)

analog A(a(xy)) = @ A(xy)
Also ist A linear: Es stellt die Spiegelung an der x-Achse dar.

(2) A: R2 - RQ’ A(X7Y) - ('Y7X)
— Drehung um 90° entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn

(3) A: R? — R27 A(xy) = (x,0)
— Projektion auf die x-Achse

(4) A: R? — R?, A(xy) = (3x,3y)
— Streckung um den Faktor 3

Alle diese Abbildungen sind von der Form:
A(x,y)=(ax+ By, yx+dy)

Jeder Abbildung dieser Form ist linear:
A((zr,y1)+(22,y2)) =A@ +a2,y1+y2) = ((z1+22) +8(Y1 +y2) Y (@1+@2) +6 (Y1 +12))
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=A(z1,91) + A(w2,92),
A(p(xy)) = A(px,py)

= (opx + By, yux-+opy)
= plax+pyyx+dy)

=K A(XaY>'

8. Beispiel:

Eine Abbildung A: R — R ist genau dann linear, wenn es ein a € R mit Ax = ax V x
€ R gibt.

Beweis: Offenbar ist Ax = ax linear:

A(x+y) = a(x+y) = ax + ay = Ax + Ay,

A(ax) = a(ax) = a(ax) = aAx.

Sei nun A linear. Setzten a = Al. Fiir beliebiges x € R ist dann

Ax = A(x*1) = x Al = xa = ax.

9. Beispiel:

Fiir einen beliebigen Operator gilt stets A0 = 0.

Dies (oder Beispiel 8) impliziert, dass eine Abbildung A: R — R der Form Ax = ax +
b genau dann linear ist, wenn b = 0 ist. Eine Translation T: R" — R", Tx =x + b
ist genau dann linear, wenn b = 0 ist, d.h. wenn T die identische Abbildung ist.

Wie in Beispiel 7 kann man vielleicht sehen, dass fiir beliebige Zahlen a;; € R die
Abbildung A: R™ — R™, (21, &pn) — (a1121+ -+ -+ @10Tny - -+, Gp1 1+« o .+ Q@)
linear ist. Man kann zeigen, dass jeder lineare Operator A: R™ — R™ von dieser Form
ist. Die Theorie des linearen Gleichungssystems ist also dquivalent zur Theorie der
Gleichungen der Form

Az =b>

mit linearen Operatoren A: R™ — R™.

Vermerken ausdriicklich, dass solche Operatoren wie
AR - R, Ax = 22,

A: R? -R? A(x,y) = sin (x+y),

A: R? — R? A(x,y) = (e%,eY)

nicht linear sind.

Definition 3 Seien X und Y lineare Riume tiber demselben Ska-
larkérper K. Mit L(X,Y) bezeichnet man die Menge aller linearer
Operatoren von X nach Y. Fir A,B € L(X,Y) und a € K defi-
niert man die Summe A + B und das skalare Vielfache oA durch
(A+B)(z):=Az+Bz, (ad)(x):=a(Az).

Das Produkt AB zweier Operatoren A € L(Y,Z), B € L(X,Y,) ist
definiert durch

(AB)(z):= A(Bz)

Satz 1 Die Menge L(X,Y) mit der Additon A + B und dem ska-
laren Vielfachen aA ist ein linearer Raum.
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Beweis:

Man muss zeigen:

AB e L(X)Y) = A + B, aA € L(X)Y).

So ist z.B.

(A+B(x+y)=A(x+y)+B(x+y)=Ax+Ay+Bx+By=Ax+Bx+Ay+By=(A+B)x + (A+B)y.
Man {iberpriift leicht, dass alle Axiome eines linearen Raumes gelten. Nullelement ist
der Nulloperator A: X — Y, Ax =0V x € X.

Satz 2 Ist A€ L(Y,Z) und B € L(X,Y), soist AB € L(X,Z).

Beweis: Haben
(AB)(x+y)=A(B(x ty))=A(Bx+By)=A(Bx) + A(By) = (AB)(x) + (AB)(y),
analog zeigt man (AB)(ax)=a(AB(x)).

Bemerkung:

Man setzt £(X) := L£(X,X). In £(X) sind Summe, skalare Vielfache und Produkt defi-
niert. Betrachtet man blof Summe und Produkt, so entsteht die Frage, wann £(X) ein
Korper ist.

Es zeigt sich, dass dies im Wesentlichen nur fiir X = K der Fall ist. In allen anderen
Situationen ist £(X) nicht mal ein Schiefkérper.

Definition 4 Zwei lineare Riume X und Y tber demselben Ska-
larkorper K heiflen isomorph, wenn es einen bijekten linearen
Operator A: X — Y gibt. Jeder solche Operator heifit dann
Isomorphismus (oder Vektorraumisomorphismus.

In der Mengenlehre werden zwei Mengen als gleich angesehen, wenn sie gleichméch-
tig sind, d.h. wenn eine bijektive Abbildung zwischen ihnen existiert. In der Algebra
betrachtet man Mengen mit algebraischen Strukturen und in der Analysis geht es um
Mengen mit topologischen Strukturen, und zwei solche strukturierte Mengen sieht man
als gleich an, wenn es eine bijektive Abbildung zwischen ihnen gibt, die die Struktur
invariant lasst.

Satz 3 Isomorphie = von linearen Rdumen ist eine Aquivalenz-
relation.

Beweis:

(R) A: X — X, Ax = x ist bijektiver linearer Operator, d.h. X = X fiir jeden linearen
Raum.

(S) Sei X Y. Dann existiert ein bijektiver linearer Operator A: X — Y. Die bijektive
Abbildung A besitzt eine bijektive Umkehrabbildung A~': Y — X. Zeigen, dass A~!
ein linearer Operator ist.

Seien dazu y1,y2 € Y. Dann gibt es eindeutig bestimmte 1,202 € X mit Azy = y1, Axo
= yo und es gilt

A7 Ny + o) = AN (Amy + Awo) = AN (A(ry + a2)) =21 + a2 = Ay + A7y,
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und analog A'(ay) = aA™ly.

Also ist A=1: Y — X ein Isomorphismus.

(T) Sei X &Y, Y = Z. Dann gibt es bijektive lineare Operatoren A: X — Y, B: Y — Z.
Dann ist BA: X — Z bijektiv (Hinterinanderausfithrung zweier bijektiver Abbildungen
ist immer bijektiv) und nach Satz 2 ist BA linear. Also ist BA ein Isomorphismus, d.h.
X 7.

10. Beispiel

V3 =R3

Ein Isomorphismus ist A: V3 — R3, A(xi+yj+zk)=(x,y,2).
Analog ist KC,,[x] 2 KL

Ein Isomorphismus ist

A(ap+arx+...+anz™) = (ag,a1,. . .,an)

Obige Bemerkung ldsst sich wie folgt prézisieren:

L(X) ist ein Korper & X = K.

11. Beispiel
R3 und R? sind nicht isomorph.
Nehmen an, dass A: R? — R? ein Isomorphismus ist.
Setzen
A(I,0,0) = (al,ag), A(O,l,()):(bl,bQ), A(0,0,l)z(cl,CQ).
Dann ist:
Az, y,z) = A(z(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)

=1zA(1,0,0) + yA(0,1,0) + zA(0,0,1)
= z(a1,az) +y(b1,b2) + z(c1, c2)
= (a12 + b1y + 12, a2x + bay + ¢22)

Betrachten die (x,y,z), die auf (0,0) abgebildet werden:
0,0) & (x,y,2) € {(x,y,2)€ R3: a1x+b1y+c1z=0} N {(x,y,2) € R3: agx+bay+coz=0}

Gleichung A(x,y,z) = (0,0) wird also mindestens fiir alle Punkte auf einer Geraden
erfiillt. Damit ist A nicht injektiv. Widerspruch!

Gleichméfigkeit von Mengen wird durch die Kardinalzahl charakterisiert:

Zwei Mengen werden genau dann als gleich angesehen (< liegen in derselben Aquiva-
lenzklasse beziiglich der Gleichméchtigkeit), wenn sie die gleiche Kardinalzahl haben.
Suchen eine dhnliche Charakteristik fiir die Isomorphie von linearen Rdumen, d.h. eine
Eigenschaft, sodass gilt:

Zwei lineare Rédume sind isomorph (< liegen in derselben Aquivalenzklasse beziiglich
Isomorphie), wenn jene Eigenschaft bei beiden erfiillt ist, d.h. wenn ihre Charakteris-

tiken ibereinstimmen.

Wir werden sehen, dass diese Charakteristik die Dimension ist.
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2.2 Basen und Dimensionen

Im folgenden sei X ein linearer Raum iiber K.

Definition 1 Fine endliche Menge x1,...,x, wvon Elementen
aus X heiffit linear abhdngig, wenn es Zahlen ay, ..., a, € K
gibt, sodass wenigstens eine der Zahlen o1, ..., an wvon Null
verschieden ist und cyxy + ... + apx, = 0 gilt.

Sind x1, ..., T, nicht linear abhdngig, so nennt man sie
linear unabhdngig.

Es gilt also folgendes: Die Elemente z1, ..., z, sind linear unabhingig genau dann,
wenn gilt
ax1+...+apr, =0=2a1=...=a, =0

Die Elemente x1,...,x, sind linear abhéngig genau dann, wenn gilt

o, ..., an) #(0,...,0) s yxy + ... + apxy, = 0.

09.12.05
1. Beispiel:
Zwei Vektoren a, b € V3 sind genau dann linear abhéingig, wenn sie gleiche oder ent-
gegengesetzte Richtung haben. In der Tat, ist aa + b = 0 mit («,8)#(0,0), so ist
a = %ﬁb (a # 0) oder b = ;—~a (8 # 0), und haben umgekehrt a, b die gleiche bzw.
entgegengesetzte Richtung, soist a = Ab (A > 0) oder b= —Xa (A < 0),dh. b—Xa=0
bzw. b+ Aa = 0.

Drei Vektoren a,b,c € V3 sind genau dann linear abhiingig, wenn sie komplanar sind,
d.h. wenn sie (préziser: die entsprechenden Ortsvektoren) in einer Ebene liegen.
Vier Vektoren aus V? sind stets linear abhiingig.

Definition 2 Sind z1,...,x, und aq,...,a, € IKC, so heifit a1z +
...+ apx, Linearkombination von x1,...,Ty.

2. Beispiel:
Ein einzelnes Element x € X ist genau dann linear unabhéingig, wenn x # 0 ist.
Ist x =0, soist 1x = x = 0.
Umgekehrt sei x linear unabhéngig, dann Ja # 0: ax=0. Daraus folgt
1 oz :(la)lex:x:().
a ™~~~ «
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3. Beispiel:
Zwei Elemente (a,b), (c,d) € R? sind genau dann linear abhiingig, wenn es (x,y)#(0,0)
mit x(a,b) + y(c,d) = (0,0) gibt. Dies ist genau dann der Fall, wenn das Gleichungs-

system
ax + ¢y = 0
bx + dy = 0

eine nichttriviale Losung (x,y) besitzt. Wissen, dass dies zu |a ¢b d|=ad —bc=0
dquivalent ist.

4. Beispiel:
Die drei Funktionen sin x, cos x, sin (x+1) sind als Elemente von F|[0,27] linear abhén-
gig.
In der Tat,
sin(x+1) = sin x cos 1 + cos x sin 1,
d.h. (cos 1)sin x + (sin 1)cos x + (—1) sin (x+1) = 0.
——

#0
Die Funktionen sin x und cos x sind hingegen linear unabhéngig.
asinx + feosx = 0Vx € [0, 27
Setzenx =0= 3 =0,
Setzen x = § = a = 0.

5. Beispiel:

Die Elemente e; = (1,0,0,...), e2=(0,1,0,0,...), ..., ep,
fiir beliebiges n > 1 linear unabhéngig.

are; + ages + ...+ aye, =0=(0,0,...)

= a1(1,0,.. )+ a2(0,1,0,..) F. . tan(0,...,0,1,0,...) = (0,0,...)
= (a1,a9,. . ,a,) = (0,0,...,0)

(0,...,0,1,0,...) von R sind

Definition 3 Sei X ein linearer Raum dber K. Man nennt X
n-dimensional (Gber IC) und schreibt dim X = n oder dimx X =
n, wenn es in X n linear unabhdngige Elemente gibt und beliebige
n+1 Elemente aus X stets linear abhdngig sind.

Der Raum heif$t unendlichdimensional dim X = oo, wenn sich fir
jedes nin X n linear unabhdingige Elemente finden lassen.

Der Raum X = {0} hat nach Definition die Dimension Null.

6. Beispiel:
Haben dim V3 = 3, denn es gibt 3 linear unabhiingige Vektoren (z.B. i,j,k) und beliebige
4 Vektoren sind linear abhéingig. Aus Beispiel 5 folgt, dass dim K> = oo ist.

7. Beispiel:

Element 1 € R ist linear unabhéngig (siehe Beispiel 2).

Sind x,y € R, so ist (=£)z 4y =0 fiir x < 0 und z + (—%)y =0 fiir y neq 0.
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Elemente (1,0), (0,1) sind linear unabhéngig.
(10)+ﬁ( 1) = (0,0)
= (a,0) + (0,6) = (0,0) = (a,5) = (0,0)

Seien (x1,y1), (2,y2), (73,y3) drei beliebige Elemente aus R?: Suchen «,3,y € R mit

a(z1,y1) + B(z2,y2) +v(3,¥3) = (0,0)
Das gilt genau dann, wenn
azy + Bra + yws,
ayr + By2 + VY3,

d.h. (a,8,7) € {(u,v,w): z1utzov+zsw = 0} N {(u,v,w): y1utyavtysw = 0}
und der Durchschnitt enthélt mindestens eine Gerade, d.h. («,8,7) # (0,0,0).

1 € C ist linear unabhéngig.
Sind z,w € C, so ist
(=%)z+w =0 fiir z # 0 und
z4 (=2)w =0 fir w # 0.

Elemente 1, i € C sind linear unabhéngig:
al+pBi=0mita,BeR.
=a=00=0.

Sind x7 + y14, x2 + yo2i, x3 + y3¢ drei beliebige komplexe Zahlen, so zeigt man wie
oben fiir den R?, dass diese linear abhiingig sind.

Definition 4 Jedes System von n linear unabhdngigen Elementen
eines n-dimensionalen linearen Raumes heiffit Basis des Raumes.

8. Beispiel:

Die Standardvektoren i,j,k bilden eine Basis im V3.

Die beiden Elemente e; = (1,0) und e; = (0,1) bilden eine Basis im R?. Nach Beispiel
3 bilden (a,b) und (c,d) eine Basis im R? genau dann, wenn ad - be # 0 ist.

Eine Basis in C tiber C ist {1}, eine Basis in C tiber R ist {1,i}.
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Satz 1 Sei X ein n-dimensionaler linearer Raum tber K und
{e1,...,en} eine Basis in X. Dann ldsst sich jedes x € X eindeutig
in der Form x = x1ey + ... + Tpe, mit x1,...,x, € K darstellen.

Beweis:
Wegen dim X = n sind die n+1 Elemente x, ey,...,e, linear abhingig. Also gibt es
g, « 0y € K mit (ag,. . .,a,) # (0,...,0) und oz + are; + ... + ape, = 0.

Haben «¢ # 0, da ansonsten aje; + ...+ aze, = 0 mit (aq,...,a,) # (0,...,0) wi-

re und somit ey,...,e, linear abhéngig wéren. Also ist
aq an,
r=(——)er+ ...+ (—2)e
(2 er o+ (e

eine Darstellung der gewiinschten Form.
Zum Beweis der Eindeutigkeit sei

rie1 +...+Tpep = Y161+ ...+ Ynep.

Dann ist
(r1 —y1)er +...+ (Tn — Yn)en =0,

und da eq,...,e, linear unabhéngig sind, folgt

xlfylzoa"'axnfynzo'

Definition 5 Die durch Satz 1 eindeutig bestimmten Zahlen
Z1,.. &, € K heifflen Koordinaten von x in der Basis {eq,...,en}

Haben x und y die Koordinaten (z1,...,2,) und (y1,...,4,), so haben x + y, x - y, ax,
0 die Koordinaten

(1 + Y15+ Tn + Yn)
(T1 = Y15y T — Yn)
(xy,...,0x,)
(0,...,0).
Der folgende Satz ist die Umkehrung von Satz 1.

Satz 2 Sei X ein linearer Raum tber KC und seinen eq,. . .,e, Ele-
mente aus X. Wenn sich jedes x € X eindeutig in der Form z =
ri€1 + ... + xTpe, mit x1,...,x, € K darstellen ldasst, dann ist
dim X = n und {ey,...,e,} eine Basis in X.
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Lemma: Fiir m < n hat das Gleichungssystem

a11T1 + ... +a1pTy = 0

Am1T1+ ...+ aynTyp =0

(m Gleichungen mit n Unbekannten) stets eine nichttriviale Lo-
sung.

Beweis:

Beweisen das Lemma durch vollstandige Induktion nach m.

Fir m = 1 (n > 2) ist die Behauptung offensichtlich. Sei die Behauptung fiir m = k
bewiesen. Zeigen Sie fiir m = k+1, d.h. fiir das System (*):

a11T1 + ...+ a1nTy = 0

ap1T1 + ...+ QpgpTy =

0
41,11+ ...+ 10T, = O
Betrachten die letzte Gleichung:
Ist ag+1,1 = ... = ag41,n = 0, so folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung.
Sei also eine der Zahlen ax41,1,. .., ak+1,n von Null verschieden, etwa ap41,1 # 0.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine nichttriviale Losung von

k41,2 Ak+1,n

apn(———2xg — ... — —=x,)tann+ ...+ a1z, =0
Ak41,1 Ak+1,1
Q41,2 Ak4+1,n

ar1 77:1:2f...fia:n)+ak2+...+akn:rn =0
Qk41,1 Qk41,1

(Dies ist ein homogenes Gleichungssystem mit k Gleichungen und n-1 > k Unbekannten)

Setzen wir
_ Qk41.2 Ak+1,n
T =——"2Tg— ... — ——x,,

Gk+1,1 Qk+1,1

so erhalten wir eine nichttriviale Lésung vom Ausgangssystem (*).

#

Beweis von Satz 2:

Haben 0 = Oey + ... + Oe, und aus Eindeutigkeit der Darstellung folgt, dass 0 = aje;
+ ...+ ape, nur mit @1 = ... = a,, = 0 moglich ist.

Also sind ey,. . .,e, linear unabhéngig.

Seien xg,1,...,x, beliebige n+1 Elemente aus X. Haben dann die Darstellungen

mit 5]@ ekK.
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Dann ist
aoTo + - 4 oy = ap(Eer + .+ Ve + .+ o (EWPer + ..+ EMey)

= (fél)ao +... +&Wan)er +... + (5(()”)040 +...+EMay)e,

Nach dem Lemma gibt es («g,ldots,ay,) # (0,...,0) mit der Eigenschaft, dass

§(()1)a0 +...+&Pa, =0

&Moo+ ... +EMa, =0

gilt. [n homogene mit n+1 Unbekannten ay, ..., ay]
Fiir diese «g,. . .,a, ist dann agzg + ... + apz, = 0.
Also ist dim X = n und {ey,...,e, } eine Basis in X.
#

Satz 3 Isomorphiesatz fiir endlichdimensionale lineare Riume I
Jeder n-dimensionale lineare Raum diber K (n € N) ist zu K"
isomorph, d.h.

dimgX =n= X=K".

Beweis:
Wihlene eine Basis {ej,...,e,} in X. Nach Satz 1 lasst sich jedes x € X eindeutig in
der Form x = z1e1 + ... + x,e, darstellen.

Definieren Abbildung A durch
A: X — K" Ax = (x1,. . .,2p).

Offenbar ist A ein linearer Operator.

Sei Ax = Ay. Dann ist (z1,...,2,) = (Y1, - -Un), d.h. 21=y1,.. ., 2,=Yyp, und somit x =
r1i€e1 + ... + Tpen = y1€1 + ... + Ynen = y. Also ist A injektiv.

Wegen A(zie1 + ... + zpen) = (21,...,2,) ist A auch surjektiv.

Also ist A ein bijektiver linearer Operator und damit ein Isomorphismus.

#

Satz 4 Isomorphiesatz fiir endlichdimensionale lineare Riume I
Zwet endlichdimensionale Riume iber dem gleichen Skalarkérper
sind genau dann isomorph, wenn sie die gleiche Dimension haben,
d.h.

dim X =dim Y& X=2Y

Beweis:

.= Folgt aus Satz 3 und der Tatsache, dass Isomorphie eine Aquivalenzrelation ist.
»<=“ Sei A: X — Y ein [somorphismus und dim X = n. Seien yy,. ..y, beliebige n+1
Elemente aus Y. Da A surjektiv ist, gibt es zq,...,x, € X mit

AxO:yOa"'ann:yn
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Weil A linear ist, haben wir
aoyo + ... + anyp = aglzg + ... + oAz,

= Aoz + ... + anzy).
Wegen dim X = n gibt es (ag,. . .,an) # (0,...,0) mit

agxy + ...+ apz, =0.

Fiir diese ag, ..., oy ist also agyg + . .. + apy, = A0 = 0.
Somit sind beliebige n+1 Elemente aus Y linear abhéngig. Daraus folgt:

dim Y < n.

Haben also dim Y < dim X gezeigt. Betrachtet man A': Y — X, so ergibt sich analog
dim X < dim Y. Also ist dim X = dim Y.

#

Folgerung: Es gilt

dimrR™ = n, dim¢C™ = n, dimgC?™ = 2n.

1. Beweis:

Da K™ zu K™ isomorph ist, folgt aus den Sétzen 3 und 4, dass dimx K™ = n ist.

Da A: C" — R?",

A (21 + iy, @ +iyn) = (1,41, - -&n,Yn) ein Isomorphismust ist, folgt wieder aus
den Sitzen 3 und 4, dass dimrC" = dimr R*" = 2n gilt.

#

2. Beweis:

Setzen e; = (1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1). Dann lasst sich jedes x € K™ eindeutig in
der Form x = z1e1 + ... + zpe, mit z; € K schreiben.

Nach Satz 2 ist also dimg K™ = n.

Des Weiteren lisst sich jedes z = (x1 +iy1, ..., 2, +iy,) € C" eindeutig in der Form z

=me1 + ... + e, + yi(ier) + ... + yp(iey) mit z;, y; € R schreiben.
Das heifit: dimprC?™ = 2n nach Satz 2.
#

Charakteristik der linearen Raume: Dimension

— Menge der linearen Riume in Aquivalenzklassen zerlegt:
— endlichdimensional (0,1,2,...) oder unendlichdimensional
— vergleichbar mit den Kardinalzahlen der Mengen
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2.3 DMatrizen

Definition 1 Seien m,n € N = {1,2,5,...}. Eine m z n-Matriz
ist ein rechteckiges Schema der Form

a1l ai2 e A1n
a1 Q22 ... QA2pn

)
Am1 Am?2 coe Qmn

wobei a;; aus K sind. Die Zahlen a;; heiffen Elemente,
Komponenten oder FEintrige der Matrixz. Eine m x n-Matrix hat
m Zeilen und n Spalten. Fir K = R spricht man von einer
reellen Matriz fiir K = C von einer komplexen Matriz. Die Menge
aller m = n-Matrizen bezeichnet man mit My, »,(K), gelegentlich
auch mit ™",

Eine m x n-Matrix ist nichts weiter als eine Abbildung

a: {1,2,....m} x {1,2,...n} — K,

bei der a;; statt a((i,j)) geschrieben wird, und der gesamte Wertevorrat in einem Recht-
eck tabelliert ist, und zwar so, dass a;; in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte steht.

Definition 2 Seien A = (a;;)]%2; € Munyny (K) und B = (b))%, € Munn (K)

ij=1
[Kurzschreibweise definiert sich selbst] zwei Matrizen der gleichen Gréfle. Die Summe A + B
ist definiert als die m x n-Matriz (a;; + b;;); 2", d.h.

ij=1s
a1 ... Qin bi1 ... bin a1l + b11 R a1n + bin
+ = : :
Am1  --- OGmn b1 .. bmn am1 +bm1 ... Qmp+b:mn
Fiir a € K wird das skalare Vielfache a A definiert als die m x n-Matriz (aaij)%il, d.h.
aiq N QA1n aaqq . (670577
« =
Am1 -+ Gmn Q1 .- Qg

Satz 1 Die Menge My, , (K) mit den Operationen aus Definition
2 ist ein linearer Raum der Dimension mn tber K

Beweis:
Es ist leicht zu sehen, dass alle Axiome eines linearen Raumes erfiillt sind, das Nullele-
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ment ist die Nullmatriz | : : Bezeichnen mit F;; die Matrix
0 ... 0
()
~[0 0 O
By=@lo 1 0 |
0 0 O

d.h. die Matrix, deren (i,j)-Eintrag 1 ist und deren andere Eintrége alle 0 sind.
Fiir eine beliebige Matrix A = (ai;) € My, (K) ist dann

A = Z Z aijEij
i=1j=1

und diese Darstellung ist eindeutig.
Nach Satz 2 aus 2.2. hat also M, , (K) die Dimension mn (= Anzahl der méglichen

i
Definition 3 Unter dem Produkt einer Matrix
ail N A1n T1
A= : : und einer Spalte x = | ... € My (K) versteht man die Spalte
am1  --- Amn Ln
a1 ... Qin X a1+ ...+ aipTy
Az = = S Mm’l(/C).
am1 .o Amn Tn Am1T1 +...+ AmnTn

[Dies ist eine Abbildung M, ,, (K) x M, 1 (K) — M1 (K)].

Ein lineares Gleichungssystem lésst sich also in der Form

aiy e A1n T bl

Aml - Qmn T b

kurz Ax = b, schreiben.

Der folgende Satz beschreibt alle linearen Operatoren von M, ; (K) nach M,,; (K),

d.h. er beschreibt die Menge L(M,, 1 (K), M1 (K)).

Vermerken, dass jeder n-dimensionale lineare Raum iiber I zu K™ isomorph ist und
T

dass K" — M, 1(K), (z1,. . .,xn)—
Ty

ebenfalls ein Isomorphismus ist.

Erinnern an Beispiele 8 und 9 aus 2.1.
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Satz 2 Eine Abbildung A: My,1 (K) — M,,1 (K) ist genau dann
ein linearer Operator, wenn es eine Matriz [A] € My, , (K) mit

Az = [Alz Yz e M, 1(K)

gibt. Die Matriz [A] ist fir jedes A eindeutig bestimmt. Die Ab-
bildung

LMy (K), M1 (K)) — My (K), A — [A]

ist ein Isomorphismus, d.h.

(a) Die Abbildung ist bijektiv,

(b) [A-+B] — [A] + [B],

(c) [aA] = a[A].

Beweis:
Die Abbildung x — [A]x ist linear:

a1 ... GQln 14+ all(xl +y1)+~--+aln(xn+yn)
am1 -+ Gmn Tn =+ Yn aml(xl +y1)++amn(xn+yn)
1121 + ... + Qiply a11Y1 + ... + @inYn
= z + :
Am1T1 + ...+ AmnTn Am1Y1 + .- + GmnYn
a1 QA1p Iy a1 +...+a, Y1
= z ]+ ' :
Am1 [N Amn ey am1 e Amn, Yn

d.h.[A](x+y) = [A]x + [A]y. Analog zeigt man, dass [A](ax) = a([A]x).
Sei nun umgekehrt A eine lineare Abbildung. Setzen

0

—_

0

Wenden A auf e; an und erhalten so eine Spalte aus M,, 1 (K), die wir mit Ae;, =
a4

bezeichnen.
Ami
Aus diesen Spalten fiir i = 1,..., n bilden wir die Matrix
a1 ... Qip
[A] =
Gm1 -+ Qmn
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r
Ein beliebiges x = | : € M, (K) lasst sich eindeutig in der Form x = x1e; +

Ty
... + xne, schreiben.
Da A linear ist, folgt

Az = A(zie1 + ...+ xne,) = v14e1 + ... + 2, A,

a1 A1n
am1 Amn
10411 + ...+ Tpaip a] ... Qin €
- : = : : : = [A]z.
T10p1 + .-+ TpQmn Aml  --- Qmn Tn

Ist M € My, (K) irgendeine Matrix mit Ax = Mx V x, so ist insbesondere

0
ay; mip ... Mip mi;
Ae; = = i = : ,
Ay mMim CIEa Mmn Mmi
0

d.h. die Spalten von M stimmen mit denen von [A] iiberein. Daraus folgt M = [A]. Dies
beweist die Eindeutigkeit von A.

(a) Offenbar existiert fiir jede Matrix M € M, ,, (K) ein A mit [A] = M, ndmlich Ax
:= Mx. Also ist die Abbildung A — [A] surjektiv.

Sei [A] = [B]. Dann ist Ax = [A]x = [B]x = Bx, d.h. A = B. Somit ist A injektiv.

(b) Die i-te Spalte von [A+B] ist (A+B)e; = Ae; + Be;, d.h. ist gleich der i-ten Spalten
von [A] plust i-te Spalte von [B]. Damit ist [A+B] = [A] + [B].

(c) analog zu (b).

#

1. Beispiel:

)=
y x

A= (7 o

-y ({0 -1 x
w(7)-09)0)
Vorgehensweise wie im Beweis:

1 0
NSRS

0 -1
st )-(3)

0 -1
1

TN

)
)

) Spiegelung an der x-Achse

(G (o)
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) Streckung um den Faktor 3

b )-Gs ) )Jm-(s)

Definition 4 Unter dem Produkt zweier Matrizen A = (a;;) € My, (K) und B = (b;;) € M, (K) versteht
man die Matric AB = (¢;ij) € My (K), die gegeben ist durch ¢;j = a;nbij + ... + ainbnj,
d.h. durch

G )= )
(6 )(3&8 )G Jwlh)
(

ail QA1n b11 blk: a11b11 + ...—|—a1nbn1 allblk + ...—f—alnbnk

Am1 .-+ Omn bnl cee bnk amlbll +...+ amnbnl R amlblk +...+ anm,bnk

[Dies ist eine Abbildung M, , (K) x M, (K) — My, 1 (K), (A,B) — AB]

1. Beispiel:
0 1
1 2 3 11 (243 1+2 (5 3
4 5 6 1 0 T \5+6 4+5 “\11 9
1 2 3 0 1 1 —nd
4 5 6 1 1 0 -
b1
(ar...an) | : = (a1b1 + ...+ apby) = a1by + ... + ayb,
bn
bl b1a1 e bla”
( . (CLl “e an) = .
bn bnal N bnan
0 1 1 0 (0 0
0 0 0 0 ~\0 0
1 0 0 1 (0 1
0 0 0 0 ~\0 0
(FA#0,B#0mit AB = 0, sog. Nullteiler und im Allgemeinen ist AB#BA)
0 1 0 1 (-1 0
-1 0 -1 0 L0 -1
1 0 ail N A1n a1 N A1n a1 e QA1n 1 0
0 1 Un1 Ann Anl -+ Gnp Anl .-+ Gnp 0 1
1 0
Man nennt diese Matrix die Einheitsmatrix und bezeichnet sie mit
0 1

I oder I,, oder I,,x.
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Satz 3 Seien A: My,1 (K) — M1 (K) und B: My 1 (K) — My
(K) zwei lineare Operatoren. Dann gilt fiir den linearen Operator 19.12.05
AB: M1 (K) — Mp,1 (K) die Beziehung [AB] = [A][B].

Beweis:
Sei [A] = (ai;), [B] = (bij), [AB] = (¢;5). Dann ist

cli by
Cmi bmz
= A(bliel +...+ bmen) = bliAe]_ +...+ bmAen

ai A1n
A1m Amn

d.h. Cji = bliajl + ...+ bmajn = Clebli + ...+ ajnbni

Also ist (¢;5) = (as5)(biz), d.h. [AB] = [A][B]. #

Definition 5 Seien X und Y lineare Rdume der Dimension n
bzw. m uber K und sei A € L(X,Y). Sei E = {eq,...,en} eine
Basis in X und F = {f1,...,fm } eine Basis in Y. Dann lisst sich
Ae; eindeutig in der Form Ae; = ayifi + ...+ amifm mitaj; €K
schreiben. Die Matriz (aj;);27 ,—y wird mit [A]p,p bezeichnet und
Matrizdarstellung von A in den (beziiglich der) Basen E und F
genannt.

Bemerkung:
Nehmen i-tes Basiselement aus E, wenden A darauf an und zerlegen das Resultat in
der Basis F. Die Koeffizienten der Zerlegung bilden die i-te Spalte von [A]g p.

0 0
Ist X = Mn,l (IC)) Y = Mm71 (K:)v € = 1 (Z)7 fi = 1 , SO ist [A]E,F =
0 0

[A], wobei [A] wie in Definition 3 ist.

3. Beispiel:

Sei A: R? — R?, (x,y) — (X,-y)

Dies ist Spiegelung an der x-Achse.

Wiéhlen E = {(1,1);(1,-1)} und F = {(1,0);(0,1)}.

Matrixdarstellung bestimmen:

Aer = A(LL) = (1,-1) = 1(L,0) + (-1)(0,1) = 1 fi + (-1) f2
Aey = A(1-1) = (1,1) = 1(1,0) + 1(0,1) = 1 f1 + 1 fo,
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dh. [Alpp = (_11 | >

Andere Wahl: E = {(1,0);(1,1)}, F = {(-1,0);(0,1)}
Ae; = A(1,0) = (1,0) = -1(-1,0) + 0(0,1) = (-1)f1 + 0f2
Aey = A(L,1) = (1,-1) = (-1) f1 + (-1) f2

-1 -1
dh. [Alpp = ( 0

Standardbasen:

Ae; = (1,0) =1 f1 +0 fo

Aez = (0-1) = 0f1 + (-1) fo
1 0

[A]E’F - (0 -1

4. Beispiel:

A: R — R, Ax = ax (Multiplikation mit einer Zahl)

Sei E = {e}, F = {f} mite #0,f# 0 (e,f € R).

Dann ist Ae = ae = “¢ f. Also ist [A]p,p = (% ). Erhalten insbesondere [A]p,r = (a)
genau dann, wenn e = f ist.

5. Beispiel:

Betrachten D: R,, [X] — R, [X]

D(ag + a1z + ...+ apa™) = ay + 2a22 + ... + na,a" !
Df = = 4.

Wihlen E = F = {1x,...,2"}

Dl =0=0% + ... + 0*z",

Dx =1=1*1 + 0*x + ... + 0*z",

Da™ = nx"~! = 0%1 + 0*x + ...

+ n*xn—l + O*l‘n
0O 1.0 ... 00
0O 0 2 ... 00
000 ... 00
:>[A]E,F— . . - . .
000 ... 0 n
0O 00 ... 00
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Satz 4 Seien X und Y lineare Ridume der Dimension n bzw. m
iber K, sei E = {ey,...,e, } eine Basis in X, F = {f1,...,fm} eine
Basis in' 'Y, und sei A € L(X,Y). Jedes x € X ldsst sich dann ein-

deutig in der Form © = x1e1 + ... + Tpey, schreiben und Az ldsst
sich eindeutig in der Form Ax = y1f1 + ... + Ymfm Schreiben.
Mit anderen Worten bezeichnen mit x1,. . .,x, die Koordinaten von

z in der Basis E und mit yy,...,ym die Koordinaten von Ax in der
Basis F.
Sei [A]E,F = (aij).
Dann gilt:
ai ... Qin T Y1
(a) | : : =
Am1 . Amn, In Ym
(b) Die Abbildung L(X,Y) — My, », (K), A [Alg,F ist ein Iso-
morphismus, d.h.
(i) Abbildung ist bijektiv
(ii) [A+ Blg,r = [Algr + [Ble,r
(’LZZ) [OéA]EJ? = OJ[A]E)F
(¢) Es gilt dim L(X,Y) = dim X * dim Y.

Beweis:

(a) Haben

Ax = A(zre1 + ...+ xpey) = x14e1 + ... + 2, Ae,

= Il(allfl +...+ amlfm) +...+ In(alnfl +...+ amnfm)

= (an1z1+ ...+ a1zy) fi+ ...+ (@miz1 + ... + @GmnTn) fm, und dies ergibt die Be-

y1 Ym
hauptung.

(b) Sei M € M, , (K) beliebig.
Miissen zeigen, dass ein A € £(X,Y) mit [A]g r = M existiert.
Sei M = (¢;;). Setzen

A(zrer + ...+ xpen) = (c1121 + ...+ C1nZp) f1 + (Gn1T1 + - - - + Cn®n) fn-

Dies ist eine lineare Abbildung und die Rechnung aus Beweis von (a) zeigt, dass
Alpp = (ci) ist.

Damit ist die Surjektivitidt gezeigt.

Sei nun [A]E,F == [B]E,F

Aus (a) folgt daraus: Ax = Bx V x € X, d.h. A = B. Also ist die Abbildung injektiv.
(Teile (ii) und (iii) bleiben dem Leser {iberlassen)

(c) Nach (b) ist £L(X,Y) = M,,, (K), nach Satz 2 ist dim M,, , (K) = mn, nach Satz
4 aus 2.2. also dim £(X,Y) = mn. #

Satz 5 Seien X,Y,Z lineare Ridume der Dimensionen k,n,m mit
Basen E = {ey,..,ex}, F = {f1,.. ,fu}, G = {91, - ,9m }

Fir A € L(Y,Z) und B € L(X,Y) gilt dann:

[AB]g.¢ = [Alrc[Bler-

Beweis:
Sei [A]r.c = (aij), [Ble,r = (bij), [ABlr.c = (cij)-
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Haben

= b Afi +... +bpiAfy

= bii(anngr + .. + amigm) + - .. + bri(arkgr + - - . + @mrgm)
= (a11byi + ...+ a1kbri)gr + - - + (@mibri + ..+ Gnrbri) gm
und andererseits ist

(AB)& =191+ -+ CmiGm

also ist
i =anby +...+awby 1=1,..., m)
d.h. (Cij) = (am)(b”) # 06.01.06

2.4 Gruppen und Permutationen

Definition 1 Ist X eine Menge, so bezeichnen wir mit S(X)
die Menge aller bijektiven Abbildungen wvon X auf X. Fir
S =({1,2,...,n}) schreibt man kurz S,. Man nennt S, die
symmetrische Gruppe vom Grad n. Die Elemente von S, heiffen
Permutationen.

Eine Permutation o € S,, ist also eine bijektive Abbildung von {1,...,n} auf sich selbst.
Diese Abbildung ist eindeutig gegeben durch die Werte o(1), o(2), ..., o(n). Man
schreibt o in der Form

— = =N

N

-

Il
7N\

—_ =
~ - NN N

(; g i’ ist z.B. keine Permutation (keine injektive Abbildung).

Man kann sich Permutationen auch als Umordnung vorstellen. Offenbar hat .S,, genau
n! =1%*2%* . *n Elemente.

Definition 2 Das Produkt ot zweier Permutationen o, 7 € \S,, ist
definiert als die Komposition (= Hintereinanderausfihrung) der
Abbildungen o und 7, d.h. o7 = g o7 oder (o7)(j) = (0)(T(j)).

Zum Beispiel ist

1 2 3 12 3 \ (1 2 3
2 1 3 3 21 ) \3 1 2
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Satz 1 (a) FEs gilt (o7)(n) = o(tn) Vo, 7,u € Sy.
(b)Jee S,:oxc=exoc=0 Vo€ S,.
(¢c)Voe S,3tre S,: or =70 =e.

Beweis:

(a) Hintereinanderausfithrung von Abbildungen ist assoziativ.
1 2 ... n

Bre=l1 2 . 0w

(c) Ist o: {1,....,n} — {1,...n} bijektiv, so hat 7 = o~1: {1,...n} — {1,....n} die
gewiinschte Eigenschaft.

123 \ ' /213 Y\ (123
(213>_(123>_(213> 7
Definition 3 Fine Gruppe ist eine Menge G, in der fir jedes
geordnete Paar (a,b) € G x G ein eindeutig bestimmtes Element
a *b e G definiert ist und dabei die folgenden Axiome gelten:
(a) (a *b) *c=a* (b *c) VabeceQqG,

(b)3Ie€e G:a*e=€*a=a acQG,

(c)Vace GAbe G:a*b=0b%a=c¢.

Eine Gruppe G heif$t abelsch oder kommutativ, wenn gilt
(d)a*b=>b%*a VabeG

Ist G als Menge endlich, so nennt man G endliche Gruppe und
bezeichnet die Anzahl der Elemente von G als Ordnung von G.

1. Beispiel:

Satz 1 besagt, dass S, eine endliche Gruppe der Ordnung n! mit der Operation o * 7
= o o7 ist. Fiir eine beliebige Menge x ist S(x) eine Gruppe beziiglich o * 7 = g o 7.
Gruppe S(x) ist kommutativ < |x| (Anzahl der Elemente von x) < 2

2. Beispiel:

Ist X ein linearer Raum, so ist X mit a * b = a + b eine abelsche Gruppe, d.h. jeder
lineare Raum wird zu einer Gruppe, wenn man die Multiplikation mit Skalaren aus
K vergisst. Haben € = 0 und a + (-a) = (-a) + a = 0. Abelsche Gruppen beziiglich
der Addition sind also insbesondere R", C", R, [x], Cp x|, My m (R), My m (C), L(X,Y).

Bemerkungen:

Das Element € aus Definition 3 ist eindeutig bestimmt:

€1 — €1 *62262.

Es heifst neutrales Element der Gruppe.

Das Element b aus Definition 3c) ist ebenfalls eindeutig bestimmt.
a*blzbl*a:e,

a* b2 = b2 *a=—c¢

:>b1:b1*Eibl*a*bgi(bl*a)*bgié*bgibg

Dieses Element bezeichnet man mit a~! und nennt es das zu a inverse Element.
Fiir beliebiges a,b € G hat die Gleichung ax = b stets eine eindeutig bestimmte Ldsung,
niamlich x = a~!'b.

Abelsche Gruppen schreibt man in der Regel additiv, d.h. man schreibt a + b statt
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a * b. Das neutrale Element heifit dann Nullelement und wird mit 0 bezeichnet. Das
inverse Element zu a wird mit -a bezeichnet.

Beliebige Gruppen schreibt man haufig multiplikativ, d.h. man schreibt ab statt a * b.
In diesem Fall heifst € Einselement und wird oft mit e bezeichnet. Das inverse Element
a~! bleibt.

3. Beispiel:

R mit Multiplikation ist keine Gruppe: Es existiert kein b € R mit Ob = 1.

Aber R* (= R\{0}) und (0,00) sind abelsche Gruppen beziiglich der Multiplikation.
(0,00) mit der Addition ist keine Gruppe (0 liegt nicht darin), ist aber eine abelsche
Gruppe mit x * y = log x + log y [log = In = log nat].

Ist K ein Schiefkorper, so ist (K,+), d.h. K mit der Addition, eine abelsche Gruppe und
K* = K\{0} mit der Multiplikation eine Gruppe.

4. Beispiel:

Die Menge {0,...,n — 1} mit @+b := Rest von a + b modulo n ist eine abelsche Gruppe
der Ordnung n (n geq 2). Diese Gruppe heifit zyklische Gruppe der Ordnung n und wird
mit Z,, oder Z/nZ bezeichnet.

5. Beispiel:
Das Intervall (-c,c) ist eine abelsche Gruppe mit der Operation H, die gegeben ist durch
uHov = Y +u1:
1+

Dies ist Addition von Geschwindigkeiten in der Relativitdtstheorie.

Definition 4 Seien (G,0) und (H,*) Gruppen. Eine Abbildung f:
G — H heifst Gruppenhomomorphismus, wenn gilt

flaob) = f(a) * f(b) V abe G

Bijektive Gruppenhomomorphismen heifsen
Gruppenisomorphismen. Zwei Gruppen heiffen isomorph, wenn
es einen Gruppenisomorphismus zwischen ihnen gibt.

Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation:

(R) f: G — G, f(x) = x ist Isomorphismus

(S) f: G — H Isomorphismus = f~': H — G Isomorphismus

(T) f: G — H, g: H — K Isomorphismus = g o f: G — K Isomorphismus

Sind damit bei einem weiteren Klassifizierungsproblem angelangt: Man erstelle eine
Liste von Gruppen, sodass jede Gruppe zu genau einer Gruppe aus der Liste isomorph
ist. Fiir endliche abelsche Gruppen geben wir eine solche Liste spéiter an.

6. Beispiel:

Betrachten folgende Tétigkeiten, die man mit einem angezogenen Socken machen kann:
e: wir machen gar nichts

a: wir ziehen den Socken auf den anderen Fuft

b: wir ziehen den Socken aus, stiilpen ihn um, und ziehen ihn wieder auf denselben Fufs
¢: wir ziehen den socken aus, stiilpen ihn um, und ziehen ihn auf den anderen Fufl

Diese vier Tétigkeiten bilden eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfithrung.
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Die Gruppentafel ist

‘ e a b ¢
ele a b ¢
ala e ¢ b
b|b ¢ e a
clc b a e

Diese Gruppe und jede zu ihr isomorphe Gruppe nennt man die Kleinsche Vierergruppe
und bezeichnet sie mit V4 oder Z5 x Zs.

Eine isomorphe Gruppe wird z.B. durch Hintereinanderausfithrung folgender Abbildun-
gen in der Ebene gegeben:

e: identische Abbildung

a: Spiegelung an der x-Achse

b: Spiegelung an der y-Achse

c: Spiegelung am Ursprung

7. Beispiel:

Jede Gruppe der Ordnung 1 ist isomorph zu {e} mit

e
e | e

Jede Gruppe der Ordnung 2 ist isomorph zu {e,a} mit

e a
e e a
a | a €

Konkrete Gruppe der Ordnung 2

e {-1,1} mit Multiplikation
— Assoziativgesetz gilt, weil es flir Z gilt.
Gruppentafel:

e {0,1} mit Addition modulo 2
(Zyklische Gruppe der Ordnung 2)

0 1
0 1
1 0

7
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Dies ist tatséchlich eine Gruppentafel:

— Assoziativgesetz kann man wieder durch konkrete Gruppe iiberpriifen:

{0,1, 2} mit Addition mod 3 (ist assoziativ)

— jede beliebige Gruppe der Ordnung 3 ist isomorph zur zyklischen Gruppe der Ord-
nung 3

Somit existiert bis auf Isomorphie genau eine Gruppe der Ordnung 3.

Jede Gruppe der Ordnung 4 ist isomorph zu Z4 oder V4 und Z4 und Vj sind nicht
isomorph zueinander.

Jede Gruppe der Ordnung 5 ist isomorph zu Zs5.
Alle Gruppen der Ordnung < 5 sind abelsch.
S5 ist eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 6.

Liste aller Gruppen beginnt also wie folgt:

n | Anzahl der Gruppen | Gruppe
111 Z
211 Zs
311 Z3
412 Z4,Va
511 Zs

Haben bisher kennengelernt:

Schiefkorper Lineare Rdume Gruppen

a + b, ab a+ b, aa a*b

+ Axiome + Axiome + Axiome
Homomorphismen

p(atb)=p(a)+e(b) platb)=p(a)+e(b) @(a*b)=p(a)*o(b)

p(ab)=p(a)e(b) p(aa)=ap(a)

Isomorphismus = bijektiver Homomorphismus

Zum Sprachgebrauch:

Homomorphismus X — X = Endomorphismus
Isomorphismus X — X = Automorphismus
surj.Homomorphismus X — Y = Epimorphismus
inj.Homomorphismus X — Y = Monomorphismus

Definition 5 Fine Teilmenge H einer Gruppe heifit Untergruppe
von G, wenn H mit den Operationen aus G selbst eine Gruppe ist,
d.h. H C G ist Untergruppe von G genau dann, wenn gilt

(a) a,b€ H= a *b e H;

(b) e € H;

(c)ac€ H= a ! € H

Untergruppen von S, heiffen Permutationsgruppen.
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8. Beispiel:

Jede Gruppe G hat die beiden trivialen Untergruppen {e} und G.

Gruppe Z3 hat nur die trivialen Untergruppen: Ist H eine Untergruppe mit 1 € H, so
ist1 +1=2¢cH,dh. H= Z3, und ist H eine Untergruppe mit 2 € H, so ist 2 + 2 =
TecH dh H= Zs.

Gruppe Vj enthélt die Untergruppen {e,a}, {e,b}, {e,c}.

Gruppe Z,4 enthilt die Untergruppe {0,2}.

Satz 2 Cayley

Jede endliche Gruppe ist zu einer Permutationsgruppe isomorph.
Priziser: FEine Gruppe der Ordnung n ist zu einer Untergruppe
von Sy, isomorph

Beweis:
Sei G eine Gruppe der Ordnung n. Fiir jedes a € G betrachten wir die Abbildung

v(a) : G — G, p(a)b = abd.

o(a) ist injektiv:
p(a)by = p(a)by = aby=aby = a~laby=a"taby = bje=bse = by = by.

p(a) ist surjektiv:
p(a)x=b & ax = b & x = a~'b.

Also ist ¢(a) € S(G) fiir jedes a € G. Erhalten damit eine Abbildung
p:G = 5(G),a— p(a)

Behaupten, dass ¢(G) (:= {¢(a): a € G}) eine Untergruppe von S(G) und ¢: G —
©(G) ein Isomorphismus ist.

¢ ist Homomorphismus, d.h. ¢(cd) = ¢(c)p(d) V c,d € G:
p(ed)f=(cd)f=c(df)=p(c)p(d)f V € G.

@ ist bijektiv:

© ist surjektiv, da Wertebereich auf ¢(G) eingeschriankt wurde
¢ ist injektiv, denn p(a)=p(b) = p(a)f=pb)fV e G

= af =bfVfe G = ae=Dbe=a=nh.

©(G) ist Untergruppe:

(a) a,b € p(G) = a = p(c), b = p(d) mit ¢,d € G
= ab = ¢(c)p(d) = ¢(cd) € ¢(G);

(b) Einselement von S(G) ist ¢(e), und ¢(e) € ¢(G);
(c)a=plc) € p(G)=a! =pc ' epG).

Also ist p: G — ¢(G) ein Isomorphismus. Da S(G) zu S, = S({1,...,n} isomorph
ist, ist (G) C S(G) isomorph zu einer Untergruppe von .S,,. #
Es gibt eine Untergruppe A,, von S,,, die fiir verschiedene Belange von Bedeutung ist.
Benotigten zur Definition von A,, noch einige Hilfsmittel.
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Permutationen der Form

1 ... i—1 4 i+1 ... j—1 j j+1 ... n
1 ... i—1 4 i+1 ... j—1 4 j+1 ... n

heifien Transpositionen und werden mit (ij) bezeichnet. Die Permutation (ij) {iberfithrt

also iin j und j in i und ldsst alles andere fest. Zyklen-
schreibweise:
(123) :=
Satz 3 Jede Permutation o € S, (n>2) ldsst sich als ein endli- I —2
ches Produkt von Transpositionen schreiben: g - ‘I’
N

o = (i1g1)(i2j2) - - - (ixJr)

Beweis : Vollstandige Induktion

Fir n—2 ist alles klar:

(3 2)-

(1 3)- 202

Nehmen an, dass Behauptung fiir n-1 richtig ist und zeigen sie fiir n:

Sei also o € S,,. Unterscheiden 2 Fille:
ea) on)=n
. 1 2 e n—1
o(l) o(2) ... on-1)
lasst sich nach Induktionsvoraussetzung in der Form (i171) ... (ixjx) schreiben.
Dies ergibt: o = (i171) - . . (ixjk)
eb) oa(n)#n
Sei 7 = (o(n)n)o
Dann ist 7(n) = n. Nach (a) ist
7= (1) .- - (ikjr), d-h.
(o(n)n)o = (i1j1) - - - (ikjk)

= (o(n)n)(c(n)n)o = (o(n)n)(i1j1) - - - (ixjr)

[(i5) ™" = ()]

=0 = (o(n)n)(ir1j1) - .. (irjr)- #
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Die Darstellung von Satz 3 ist nicht eindeutig. Zeigen aber, dass fiir jedes o € S,, (n>2)

die Anzahl der Faktoren entweder stets gerade oder stets ungerade ist.

Definition 6 Definition 6: Fir eine Permutation o € S, (n>2)
bezeichnen wir mit N(o) die Anzahl aller geordneten Paare

(6,9 e{1,...,n} x{1,...,n}
mit i < j und o(i) >0 (j).

Die Zahl (—1)N(®) heifit Signum der Permutation o und wird mit
sgn o bezeichnet.

Eine Permutation o heifft gerade bzw. ungerade, wenn sgn o = 1
bzw. sgn o = —1 ist.

Satz 4 Satz 4: Eine Permutation ist gerade (bzw. ungerade) ge-
nau dann, wenn bei jeder Zerlequng in ein Produkt von Transpo-
sitionen die Anzahl der Faktoren gerade (bzw. ungerade) ist.

Beispiele zu Definition 6:

O I (o

(Do (i)
Lihee w(ia)e
(1) w0

Beweis von Satz 4:

Zeigen zunéchst, dass gilt:
sgno(ii+1)=—sgn o (1)
In der Tat, haben

.. . 1 i 141 n i
U(”+1)_<a(1) o o) e alit 1) ... a(n)>( +1)

(ot 7 oty T )

d.h. N(o( i+ 1)) = N(o) + 1 fiir 0(¢) < o(i+ 1) und N(o(é i + 1)) = N(0)-1
fir o(i) > o(i +1).

Somit ist sgn o(i i+ 1) = (=1)NEE i+)) — (LN = _(_1)N(0) = _sgn 0.
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Damit ist (1) bewiesen. #

Zeigen als nachstes, dass
sgn a(ij) = —sgn o (2)

Dies folgt aus (1) und der Tatsache, dass (ij) als Produkt einer ungeraden Anzahl von
Transpositionen der Form (k k+1) geschrieben werden kann.

o (12345
Beispiel: n=5, i=2, j=5 — Betrachten (25) = (1 5 3 4 2)
12345 — 13245 — 13425 — 13452 — 13542 — 15342 nur benach-
barte Elemen-
(25) = (23)(34)(45)(34)(23) te vertauschen

— ungerade Anzahl

Allgemein ist

(ii)=0Gi+1)...0-27-1)G-15HG-25-1)...(i34+1)

j—i—1 Faktoren 1 Faktor j—i—1 Faktoren

Haben also 2(j-i-1)+1 Faktoren. Damit ist (2) bewiesen. #
Nun zu Satz 4. Sei o = (i171) - - - (ixJk)-

Dann ist

sgno = sgn (i1j1) - .- (ik—1Jk—1)(irjk)

—
=
—

—Ssgn (iljl) o (i—1Jk—1)

-

Ist sgn 0 =1, so ist also k gerade in jeder Zerlegung.

Und ist sgn o0 = —1, so ist k ungerade in jeder Zerlegung. #

Satz 5 Satz 5: Die Abbildung
sgn: S, = {-1,1},0 — sgn o

ist ein Homomorphismus von Sy, auf die Gruppe {-1,1} mit der
Multiplikation. Die Menge

Ap:={o€ Sy,:sgno=1}

ist eine Untergruppe von Sy, die sogenannte alternierende Gruppe
vom Grad n. Die Gruppe A, hat fiir n> 2 die Ordnung %‘
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Beweis: Miissen zeigen,
(3) sgn (o7)=sgn o sgn T
(Homomorphismus)

Nach Satz 3 und Satz 4 ist

m

o= (i1j1) .- (imJm), sgn o = (—1)
T = (k1lh) ... (kplp), sgn 7= (1)

Dann ist
T = (lel) N (Zm]m)(klll) e (kplp)

und Satz 4 liefert
sgn (oT) = (=1)™*P

Aus (=1)™TP = (=1)™ % (—1)P folgt also, dass sgn ein Homomorphismus ist.

Zeigen nun, dass A,, eine Untergruppe ist.

Sind o , 7 € A,,, s0ist sgn 0 = sgn 7 = 1, und aus (3) folgt sgn (o7) =1, d.h. o7 € A4,,.
Wegen sgn e =1, ist € € A,,.

Ist 0 € A,, soist sgn 0 = 1. Aus 00! = € und (3) ergibt sich sgn o sgn (c7!) =

sgn e =1,d.h. sgn o=t =1, d.h. 07! € A,.
Also ist A, eine Untergruppe von S,,.

Sei schliefslich p die Anzahl der geraden und g die Anzahl der ungeraden Permutationen.
(p + q = n!). Die Abbildung

@: Sy, — Sy, 0—0(12)
ist injektiv: p(0) = (1) = 0(12) = 7(12) = ¢(12)(12) = 7(12)(12) = 0 = 7.
Nach Satz 4 (oder nur (1) ) &ndert ¢ die Signatur (= das Signum) von o.

Daraus folgt p < q und q < p, d.h. p = q. [Die mit Signum 1 werden injekiv in die mit
-1 abgebildet und andersherum.| #

Gruppenhomomorphismen liefern vereinfachte ,,Fotografien von Gruppen, d.h. sie ver-
wischen Details (aufser bei Isomorphismen), geben aber die Struktur richtig wider.

Definition 7 Fin Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H heifit
vereinfachend, wenn 1 < |¢o(G)| < |G| gilt. (|X| = Anzahl der
Elemente von X).

Eine endliche Gruppe heifst einfach, wenn es keinen vereinfachen-
den Gruppenhomomorphismus gibt.
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16.01.06

G einfache Gruppe < es existiert kein vereinfachender Homomorphismus
f£tG—H
1 < |Im f] = [f(G)| < |G]

Satz 6 Die zyklische Gruppe Z,, ist genau dann einfach, wenn n
eine Primzahl ist

Beweis:

Sei n Primzahl. Nehmen an, dass Z,, nicht einfach ist. Dann existiert ein Homomor-
phismus f: Z,, — H mit |f(Z,,)| < n. Damit miissen zwei verschiedene Elemente von Z,,
= {0,...,n} das gleiche Bild haben, d.h. es existiert a,b € {0,...,n-1} mit a # b und
f(@) = £(b).

Schreiben H additiv. Da f ein Homomorphismus ist, gilt

f(a-b)=f(@)-f(b)=0

O.B.d.A. sei a > b. Fiir w = a - b gilt also f(w) = 0.

Die Zahlen 0 * w, ..., (n-1) * w lassen bei Division durch n alle verschiedene Reste
(weil n Primzahl: n | k*w - I*w = (k-1)*w = n|k-1 oder n|w, da |k-1|<n-1 und |w| <n-1
und k-1 # 0, w # 0).

Damit lasst sich jedes ¢ € {0,..., n-1} in der Form ¢ = m*n+r*w mit r € {0,...,n-1}
schreiben.

Dies ergibt {(¢)=t(rw)=f(w + ... + w=f(w)+. . .+f{(w) = 0+...+0.

D.h. jedes Element von Z, wird auf 0 abgebildet. Also ist |f(Z,)| = 1 Widerspruch
(kein vereinfachender Homomorphismus)!!

Ist n keine Primzahl und k ein nichttrivialer Teiler von n, so ist

f: Z, — Zp, a— amod k

ein vereinfachender Homomorphismus. #
Erhalten also eine unendliche Serie 21,25, Z3, Z5, Z7, Z11, ... von einfachen Grup-
pen.

Man kann zeigen, dass auch As,Ag,A7,As,. .. eine unendliche Serie von einfachen Grup-
pen ist. [Beweis nicht trivial]

Man kann des Weiteren zeigen, dass es noch 16 weitere solche unendlicher Serien von
einfachen Gruppen gibt. Die Frage ist, ob mit diesen 18 unendlichen Serien alle einfa-
chen Gruppen erschopft sind. Uberraschenderweise ist die Antwort ,nein®.

Es gibt noch sogenannte sporadische Gruppen. Bis 1965 waren 5 solcher sporadischer
Gruppen (die sog. Mathieu-Gruppen) bekannt. Dies sind sehr komplizierte Gruppen,
die mit Symmetrietransformationen im R'? und R?* zusammenhingen.

Janko hat 1965 eine sechste sporadische Gruppe entdeckt, woraufhin ein Boom bei der
Suche nach weiteren sporadischen Gruppen einsetzte. Bis 1975 wurden noch 20 weitere
gefunden. Diese sind alle hochgradig kompliziert. Die grofste dieser 26 gruppen heifst
,big monster* und hat eine Ordnung von =~ 10°%. Die zweitgroRte heift ,,baby monster.

Man nimmt heute als bewiesen an, dass es aufser den 18 unendlichen Serien und den 26
sporadischen Gruppen keine weiteren (endlichen) einfachen Gruppen gibt. Beweis fiillt
mehrere Bénde (Gorenstein).

Die Konstruktion von sporadischen Gruppen ist kompliziert und clever.
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Conway (der 3 sporadische Gruppen entdeckt hat) benutzt z.B. die Theorie der Ku-
gelpackungen in hoherdimensionalen Rdumen. (Wie viele gleichgrofse Kugeln passen in
n-dimensionalen Réumen an eine?)

Bei solchen Fragen versagt unsere Intuition oft. Hier ist ein Beispiel:

Vier Kreise werden in ein Quadrat einbeschrieben. Dann wird ein kleinerer Kreis in die
Mitte positioniert. Gesucht ist dessen Radius.

Nehmen Seitenldnge des Quadrates an = 4

d=+/([1-02+(1-0)2=v2

r=v2-gq

Haben nun 8 Kugeln in einem Wiirfel. Gesucht ist der Radius der Kugel in der Mitte.
d= /= 0F+ (-0 +(1 -0 =3

r=+3-1

In héheren Dimensionen:

2™ Kugeln im n-dimensionalen Wiirfe. Gesucht ist Radius der Kugel in der Mitte. Ei-
ne Ecke ist (2,2,...,2). Mittelpunkt der Kugel (1,1,...,1). Koordinaten des Ursprungs
(0,0,...,0).

d:\/(1—0)2+...+(1—0)2:\/ﬁ

n

r=+yn-1

Fiir n > 10 guckt die Kugel in der Mitte also aus dem Wiirfel heraus.

2.5 Determinanten

Definition 1 Eine Matrix A € M, (K) heifit invertierbar (=
nichtsingulir = requldr, wenn eine Matriz B € M,, (K) mit AB
= BA = I existiert, wobei I € M, (K) die Einheitsmatriz (=
identische Matriz) ist.

Wenn eine Matrix B wie in Definition 1 exisitiert, so ist diese eindeutig bestimmt.
Beweis: AB1 = BlA = I, ABQ = BQA =1
= Bl =1B; = (B2A)B1 = BQ(ABl) = Bsl.

Definition 2 Wenn A € M, (K) invertierbar ist, so wird die
eindeutig bestimmte Matrix B € M, (K) mit AB = BA = I mit
A~Y bezeichnet und die Inverse (= inverse Matriz) von / zu A
genannt.

Seien X und Y lineare Rdume iiber K und sei dim X = dim Y.

Fiir eine lineare Abbildung A: X — Y sind dann folgende Aussagen dquivalent:
(i) A ist ein Isomorphismus;

(ii) es existieren Basen E in X und F in Y, sodass [A]g p invertierbar ist;

(iii) fiir alle Basen E in X und F in Y ist [A]g r invertierbar.

Beweis: Hausaufgabe
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n=1A = (a) ist invertierbar < a # 0.
Die Inverse ist B = (a™1).

a b
n=2A= e d
Behaupten: A ist invertierbar < ad - bec # 0
Beweis:

—C a

L fa b d —b
~ad=be \ ¢ ( —c a

! (ad—bc —ab + ba )

Seiad—bc#().SetzenBadl_bc<d b >.DannistAB(Z Z )adl_bc(dc

T ad=be \ ¢d —dec —bc+da
1 ad — be 0 (1 0
T ad—bc 0 ad — be —\0 1 ’
und analog BA = 1.
Umgekehrt sei A invertierbar und B = (Z ; ) die Inverse.
Dann gilt also
AB— (@ b u v _(au+br av+by (1 0
“\e d Y " \cut+dr cv+dy —\0 1
Aus der Identitét
(ad — be)(uy — vz) = (au + bx)(cv + dy) — (av + by)(cu + dzx)

folgt
(ad = be)(uy —vx) =1%x14+0%x0=1,

d.h. ad - bc # 0. #

Die Zahlen det(a) := a und det <Z i)l := ad-bc ,determinieren” also, ob (a) bzw.
@ b invertierbar sind.
c d

Im Allgemeinen Fall hat man folgendes:

Definition 3 Sei A = (a;;);';—; € My (K). Die Zahl

det A := 3" s, (89N 0)A14(1)025(2) - - - Ano(n)
heiffit Determinante wvon A. Die Summe erstreckt sich also
dber alle n! Permutationen o € S,,; sgn o ist die Signatur von o.

Statt det A schreibt man hdufig auch

a1 ai2 e A1n

ap1  Gp2 ... Qpn
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a a
9 A — 11 12
a1 @22

RGNS

det A = sgn 0 * a15(1) * Goo(2) + 880 T * ai-(1) * aar(2)
= 11022 — 412021

n

)

2
1

1
2

ai;p Q2 a3
n=3A= a21 Q22 0423
agz1 asz asg
o sgn o det A
123 1 — a11022a33
132 -1 - 11023032
213 -1 - 12021033
231 | 1 + a12a23013
312 | 1 + a13a210a31
321 -1 - 13092031

Sarrus’sche Regel (nur fiir n = 3)

Diagonalen von links oben nach rechts unten durchmultiplizieren
und einzelne Diagonalen addieren, dann die Produkte der Diago-
nalenwerte (von rechts oben nach links unten) davon abziehen

Beispiel:
1 2 3 1 2
4 5 6 4 5
7T 8 9 78

=1%5%x9+2%6%x7+3%x4*x8—T*«5x3—8x6*%x1—9x4x%2
=45+84+96 — 105 -48 =72 =0

Die Determinante det A ist eine Summe von n! Summanden der Form +a;, j, @i, j, - - - Gi,, j,

mit {i1,...,4} = {j1,-.-,Jn} = {1,...,n}.
Das Vorzeichen ist
sgn otz tn )
Ji o J2 In
Vorzeichenregel:

Die Vorzeichenregel besagt, dass dieses Vorzeichen auch iiber

san 1 2 n san 1 2 n
I\ s in I \Gi e Jn

bestimmt werden kann.

1. Beweis:

:( ),u:(.l 2 .o ),y:(.l 2 n )
J1 2 In 11 12 in J1J2 In

Miissen zeigen
(_1)1\7(0) = (—1)NW+NW)

Fiir jedes Paar (k,]) mit 1 < k < 1 < n erhalten wir folgende Beitriige zur Anzahl der
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Unordnungen:

Fall Beitrag zu
N(o) N(u) N@)

i < i, Jk < Ji
U < Uy Jk > I
U > U Je < JI

(

0 0 0

1 0 1

1 1 0

i > 1, Jk > J1 0 1 1

Erhalten also
N(o) = N(u) + N(v)mod2.

#
2. Beweis:
Haben
1 2 ... n S S 1 2 ... n
oJ2 oo Un o J2 oo Un i dg ... ip
v o m
d.h. v = ¢ * g und somit
sgn v = sgn o sgn u (Satz 5 aus 2.4.)
= SgN 1 SN V = SEN T SgN [4SYN (i = SgN O #
~_———
=1
Beispiel:
n=+4
(21034013042
Was hat dieses Produkt fiir ein Vorzeichen?
23 1 4 \ , 4

Def.3:>sgn(1 13 9 )( 1)° =-1
Vorzeichenregel
N 1 2 3 4 1 2 3 4

80 2 314 )" 1 4 3 2
— 1% (1) =-1

Das Vorzeichen von a,(1)104(2)2 - - - Go(n)n 1St nach Vorzeichenregel gleich

o (otyy oty e (3 )

sgn o =1

d.h. gleich dem Vorzeichen von a;4(1)a24(2) - - - Gno(n)-
Also ist die Determinante gleich, egal, ob man sie nach aufsteigenden Zeilenindizes oder
nach aufsteigenden Spaltenindizes entwickelt.

Fiir praktische Zwecke sind diese Formeln zur Berechnung einer Determinante ungeeig-
net.

Insbesondere die Differenzen sind numerisch kritisch (viele Rundungsfehler).

(VI0TF +1— V10 ~ 107 — 107 = 0

_ 1 ~ 1
VI0M 41— V1ot = V104 +1++v/1012  107+107

=1 %107 — wesentlich genauer)

Man geht daher anders vor.
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Definition 4 Sei A = (ai;)f;-, € M, (K). Die Ma-

trix B = (bij)zn,jzl e M, (K:) mat bij = Qjj; heij}t die
2u A transponierte Matriz und wird mit AT bezeichnet.

Haben also
ail oo Q1np aiq N ) P |
A= : : = AT =
an1 ... Qpnp A1lp .. Qpp

AT entsteht aus A durch Vertauschen von Zeilen und Spalten oder, was dazu dquivalent

ist, durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen (das ist die von links oben nach rechts
unten).

Satz 1 Es gilt det A = det AT.

Beweis:
Sei A = (ai;), AT = (b;;). Dann ist

det A = Z (8gn 0)ag(1)1 - - - Go(n)n
oe Sy

= Z (sgn U)bla(l) ce bng(n)
o€ Sp

= detAT.

i
Sei A = (a;;) € M, (K). Bezeichnen die Spalten von A mit sy, ..., s, und schreiben A

= (51...Sn).

Satz 2 Die Determinante ist eine alternierende Multilinearform
threr Spalten, d.h. es gilt

(a) det (81,...,8; + s;,,...,sn) = det (31,...,3;,...,sn) + det
(51,...,8;/,...,8n),‘

(b) det (s1,...,ASiy--,8n) = X det (S1,.-., 85+, 8n)

(c) det (s5(1)---So(n)) = sgn(c) det (s1...s,).

Beweis:
(a) det (s1,...,8;,+8;,---55n)

= Z (sgn O')aa(l)l . (ao_(,b-)i + ag(i)i) RN ag(n)n
o€ Sy

= Z (sgn o)ag(1y1 - - - Qo (i)i - - - Bo(n)n
o€ Sn

+ Z (891 0)ag(1)1 - Ayiyi - - - Qo (n)n
o€ Sy
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1"

—det (s1...5;...5,) + det (s1...5, ...8,).
(b) det (s1...AS;...55)

= Z (sgn o)agayr - - (Ag(i)i) - - - Ao (nin
o€ Sy,

=A Z (891 0)ag(1)1 -+ - Qo(i)i - - - Go(nyn = Adet(s1...8;...8y).
o€ Sy

(C) Sei A = (81 cen Sn) - (aij), B = (30(1) cen So(n)) - (bU)

Dann ist b;; = a;4(;) und somit

det B =3 g (597 T)bir(1) -+ bnr(n)

= Y (597 T)a1o(r(1)) - - Ano(r(n)

TE

n

n

= Z (sgn T)al(m.)(l) - An(oT)(n)
TE Sp

=sgn o Z (Sgn 0)(39n 7—)al(m—)(l) -+ Qp(oT)(n)
TE Sy

=sgn o Z (sgn (JT))al(g.,.)(l) N an(w)(n)
TE Sn

=sgn o Z (8gn p)aiu(1y - - - Gnpn)
HE Sn
= sgn o * det A. #

Bemerkung: 1. Eigenschaften (a) und (b) gesagen, dass det eine Multilinearform ist. Es
gilt insbesondere

ai+as b _|ar b n az b
ci+c d - cp d c d ’
ar+az b+ by _|ar bi+bo az by +0b
c1+co di+do c1 dy+ds co dy+ds
a1 by ar by az by az by
o C1 d1 ‘ . C1 d2 ‘ . C2 d1 ‘ . C2 dg ’
A\ a b [ Aa X
c d T\ M
N b _|Aa b _la b
c d | X d c M |’
Aa  A\b )2 a b
e d c d

Aus (b) folgt auch, dass det a = 0 ist, wenn eine Spalte von A Null ist:
det(sy...0(i)...s,) =det(sy...000) *O...s,)
= 0x*det(sy...0...8,) = 0.

2. Eigenschaft (c) besagt, dass die Determinante alternierend ist. Es gilt insbesondere:

det(sy...8;...8;...8,) = —det(s1...8;...8...5y)

90



= det(s1...8;...8;...8,) =0.

Es folgt auch, dass sich die Determinante nicht &ndert, wenn man zu einer Spalte ein
beliebiges Vielfaches einer anderen Spalte addiert:

det(s1...8 + Asj(1)...s;(j)...sn)

=det(s1...8:(1)...5;(j)...8n) + Adet(s1...8;(i)...5;(J) ... Sn)-

=0

3. Wegen Satz 1 gilt alles, was oben gesagt wurde, auch fiir Zeilen.

Eine Determinante ist also eine alternierende Multilinearform ihrer Zeilen. Insbesonde-
re gilt:

- Determinante ist Null, wenn eine Zeile null ist.

- Determinante ist Null, wenn sie zwei gleiche Zeilen hat.

- Determinante dndert das Vorzeichen, wenn man zwei Zeilen miteinander vertauscht.
- Determinante &ndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile ein beliebiges Vielfaches
einer anderen Zeile addiert.

4. Man kann folgendes zeigen. Ist:

p: My (K)— K

eine alternierende Multilinearform der Spalten mit ¢(I) = 1 [vermerken, dass det I =
ist], so gilt p(A) = det AV A € M, (K). Diese Eigenschaft heiftt Findeutigkeit der
Determinante.

Definition 5 Matrizen der Gestalt

a1 Q12 . A1n ai 0 0 0
0 a9 e agn a1 a9 0 0
bzw
0 0 0
0 0 0 apn an1 Ap2 ... Qnn

heiffen obere bzw. untere Dreiecksmatrizen.

Haben also A = (a;;) obere Dreicksmatrix < a;; = 0 fiir i > j;
A = (a;;) untere Dreiecksmatrix < a;; = 0 fiir i <j;

Ist A obere oder untere Dreiecksmatrix, so ist det A gleich dem Produkt der Eintrége
auf der Hauptdiagonalen. In der Tat sei etwa A = (a;;);’;_; eine obere Dreiecksmatrix.
Dann ist

det A = Z (891 0)a15(1) - - - Ano(n)

o€ Sy
und das Produkt ais(1) ... @pe(n) ist von Null verschieden nur fiir 1 < o(l), .., n <
o(n), d.h. fiir 0(1) = 1, ..., o(n) = n. Die Summe reduziet sich also auf
det A = (1 o Z > @11 -+ Qpp = Q11 - - - App. |analog fiir untere Dreiecksmatrizen)]
1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5 6 |=/0 -3 -6 |=|0 -3 -6 |=0.
7 8 9 0 -6 12 0o 0 O
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Definition 6 Seien Aj1, ..., An, quadratische Matrizen (nicht
notwendigerweise der gleichen Grofie). Eine quadratische Matriz
der Form

A11 A12 . Aln A11 0 0 0
0 A22 . Agn A21 A22 0 0
0 0 . : : : .. 0
0 0 0 A Apr Ane ... Aun

heifit obere bzw. untere Blockdreiecksmatriz.

Beispiele:

0
1 2 3
45 6 | =(An)
78 9

J

= Jede Matrix ist eine Blockdreiecksmatrix.

Satz 3 Ist A eine Blockdreiecksmatriz mit den Blocken Aiq,..
Apnp auf der Hauptdiagonalen (so wie in Definition 6), so gilt

det A = (det An)(det Alg). . .(det Ann)

Beweis:
. .. B (B C m
Sei zunachst n = 2 und A = <0 D > "
m n

Setzen A = (aij), B = (bij), C = (Cij), D= (d”)

Haben det A = 3 sm+n(59” 0)A15(1) - - Qmo(m) Gmt1o(m41) - - - Cmtno (mtn)-

Wegen a;; = 0 fiiri > m und j < m ist
{o(m+1),...,0(m+n)} = {m+1, ..., m+n}
und damit

{1, ..., m}

{c(1),...,0(m)}
Sei o(m+1) =m + 7(1), ..., o(m+n) = m + 7(n) mit 7 € S,,.
Erhalten so
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. 1 ... m m+1 ... m+n
detd= ), sgn (0(1) . o(m) mtr(l) ... m+r(n) >b10<1>"'bm(m)d“ﬂ)“'dm(m
o€ Sn,T€ Sy
und wegen
1 m m+1 m+n
o) ... om) m+r(1) ... m+r7(n)

— san 1 ... m m+1 ... m+n san 1 ... m m+l1 m-+n
=% (1) ... olm) m+1 ... m+n I\ om m+7(1) ...m+7(n)
=sgn o sgn T
ergibt sich

det A= Z (sgn o)(sgn T)bio(1) - - - bno(m)dir(1) - - - dnr(n)

o€ Sp,TE Sn
= ( Z (sgn U)bla(l)"~bma(m)> ( Z (sgn T)d17(1)~-~dm(n)>
o€ Sy TE Sp

= det B * det B.

Fiir allgemeines n ergibt sich die Behauptung durch sukzessive Anwendung des Resul-
tates fiir n = 2:

A A . A
11 | A 1 Ayy .. Ay
| Az ... Aag
det ‘ ) ; = det Ay * det :
. : N
‘ An'fb o

=...= (det All)-~- (det Ann)

Gaufischer Algorithmus zur Berechnung von Determinanten

ailr ... Qin
Sei A —

apl1 ... Qnn
Ist die erste Zeile Null, so ist det A = 0.
Moge die erste Zeile also ein von Null verschiedenes Element enthalten. Ist a1; # 0, so
lassen wir A unveréindert. Ist a1y = 0, so nehmen wir ein a;; # 0 und vertauschen die
erste und die j-te Spalte.
Erhalten so

bi1 ... bin
det A = =+ det : : mit byy # 0.
bn1 - ban
Multiplizieren dann fiir j = 2, ..., n die erste Zeile mi —Z% und addieren das Re-

sultat zur j-ten Zeile.

Wogcn bjl + (—%)bn =0
erhalten wir
b11 e bln

det

b1 .. bun
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b11 b12 . bln

0 C11 e Cln—1
= det
0 cp—11 -0 Cp—in—1
C11 cee Cln—1
Wiederholen das Obige fiir det : : USW.
Cpn—1,1 --- Cp—1n-—1

Zum Schluss ergibt sich eine Dreiecksmatrix, deren Determinante gleich dem Produkt
der Eintrage auf der Hauptdiagonalen ist.

Beispiel:
0111 1011 L1 0 1 1 L1 1
1011 |_jo1 11 |_jor1 1 1 |_ [ o
Lo 1 - 1101 = 01 -1 0 | @ 5
1110 1110 011 0 -1

1011

—2 - -2 | -1 3

-2 o (=3 5 |-Gz

01 -1 =2 2

Satz 4 Produktsatz fiir Determinanten von Cauchy
Fir A,Be M, (K) gilt det (AB) = (det A)(det B).

Beweis:
Betrachten die Blockmatrix

A 0 n
C(—I B )n
n n

Nach Satz 3 ist det C = (det A)(det B).
Durch entsprechendes Addieren von Vielfachen der letzten n Zeilen zu den ersten n

Zeilen ldsst sich C in die Matrix
0 AB
-I B
uberfihren.

o 0 AB " AB 0
Somltlstdethet<_I B >(—1) det(B 7 )

— (-1)" det (AB) * det (-I)
— (-1)" det (AB) * (-1)"

= det (AB). #
Bemerkung:

Ein anderer Beweis geht wie folgt:

Man zeigt, dass p(4) = d;zE?BB)) eine alternierende Multilinearform der Spalten in A
ist.

Wegen ¢(I) = 1 folgt aus der Eindeutigkeit der Determinante ¢(A) = det(A).

Formel von Cauchy-Binet
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Sei A € M,,, (K)und B € M, , (K). Dannist AB € M, (K). Fir m = n ist det
(AB) = (det A)(det B) nach Satz 4.

Man kann zeigen, dass det (AB) = 0 fiir m < n.

Fiir n > m kann man die Formel von Cauchy-Binet benutzen.

Bezeichnen mit A<j1 ;I > die n x n-Matrix, die aus den Spalten ji, ..., jn
1 e n
von A gebildet wird, und mit B ]11 o ‘77: die n x n-Matrix, die aus den Zeilen

J1s - -+ Jn von B gebildet wird. Die Formel von Cauchy-Binet besagt

det(AB)= ¥ detA(j1 e )detB<j11 J; )
1 e

1<1 <. jin <m In

Beispiel:
r Yy
a b c _|la b Ty a c r oy b ¢
det(def)zu T ld e zu‘—’_df vw’+ef
vox
Definition 7 Sei A = (ai;)};—y € M, (K). Die Determinante
der (n-1)x(n-1)-Matriz, die durch Streichen der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte von A entsteht, heifst der zu a;; gehdrige Minor
und wird mit M;; bezeichnet. Die Zahl (—1)"*9 x M;; heifst die zu
a;; gehorende Adjunkte (= das algebraische Komplement von a;;)
und wird mit A;; bezeichnet.
Beispiel:
a b c
A=|d e f
g h k
d b
MH:Z i ,M12—‘g i ,le—‘h Z 7M22—‘ z ‘
d b
A11:Z i 7A12=—‘g £ ’AQl:_‘h Z ’71422—‘ If; ‘

Satz 5 Entwicklungssatz
Sei A = (aij)j—1 € My (K). Dann gilt

ai1 Akl + ai2Ake + . .. + Qin Ay, = Oipdet A,

alelk + anggk + ...+ anjAnk = 5jkd€t A,

wobei &, das Kroneckersymbol ist.

Kommentar:
Sei 1 = k. Dann erhalten wir:
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det A = @il + ... +aimdin

Also: Die Determinante von A ist gleich der Summe der Produkte der Elemente einer

Zeile mit ihren Adjunkten.

n=2: CCL Z = a11A11 + a12A12 = ad+ b(*C) = ad — be.
a b ¢

n=3\|d e f |=andn+a2diz+azliz+
g h k

_ e f _ d f d e

=a* hok ‘ b * 2 + c* g h

Analog det A = Summe der Produkte der Elemente einer Spalte mit ihren Adjunkten

(=K.

Schachbrettregel fiir die Vorzeichen

+_
- +
+7
-+ - +

+ 1+
+

allgemeines n, Entwicklung nach der ersten Zeile

all e A1n,
det
an1 cee Qpn
a2 ... Q2n a1 azz ... Qa2n
= a1 —a19
An2 ... GQpn n1 Ap3 ... Qpp

Fiir i # k (< 0;, = 0) erhalten wir:

Die Summe der Produkte der Elemente einer Zeile mit den Adjunkten der entsprechen-
den Elemente einer anderen Zeile ist immer Null. Analog fiir Spalten (j # k).

Beispiel:

=

o
SUSH
~_
I
l—‘
-
I
N

ai1Az1 + aipAge = a(—b) + b(a) = 0.
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Beweis:
Zeigen
alelj + ...+ anjAnj =det A

(Satz 1 liefert dann a;1 A1 + ... + ainAin = det A).

Nehmen zunéchst an, dass in der j-ten Spalte von A nur a;; und ansonsten Nullen
stehen.

()

0
0
aij | (@)
0
0
Vertauschen Zeilen i mit i-1, dann i-1 und i-2, ..., 2 mit 1.
CLij
Erhalten (—1)0~Y) det A = det | .
0
Vertauschen nun Spalten j mit j-1, dann j-1 mit j-2, ..., 2 mit 1.
Qg
Es ergibt si G=1)(—1)G-D) . 0
s ergibt sich (—=1)V~Y(-1) det A = det . .
. Mij
0 |
= Q45 det Mij (Satz 3)
= aijM,»j. o
Also det A = (71)2+jaijMij = aiinj.
Fiir eine beliebige j-te Spalte haben wir
Q1j aij 0 0
az; 0 az; :
= . + . +...+ :
: : 0
Qnpj 0 0 Gnj
und Satz 2 und Obiges liefert
det A:alj *Alj —i—...—|—anj *Anj-
Sei nun j # k. Dann ist
@ (k)
a1j aij
0 = det :ale1k+...+anjAnk.
Qpj  Gnj
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2. Semester
05.04.06

Entwicklungssatz von Laplace
Dies ist eine Verallgemeinerung von Satz 5. Sei A € M,, (K).

Fir1 <i; < ... <4 <nund fir 1 < j; < ... < j, < n bezeichnen wir mit

A(;.1 ;,l die Determinante der 1 x l-Matrix, die aus dem Schnitt der Zei-
1 e 1

len 41,...,4; und der Spalten j1, ..., j; gebildet wird.

Definieren desweiteren ¢; < ... < 4, , und j; < ... < j,_; durch {iy,...,¢, ;} =

{1..0P\{in,... it}
(rsodo b = Lo\ s dth

Der Entwicklungssatz von Laplace besagt, dass fiir fixierte 1 < 47 < ... < 4 < n
die Formel

det A= Y (_1)i1+...+il+j1+...+jzA<?1 SR )A(i} SR )
gioe I

1<5:1<...<qi<n

gilt.

Beweis: Literatur (Gantmacher).
Beispiel:
@11 a2 a1z a4
. a a a a
Sei zB. A — 21 Q22 @23 (24
asz; Q32 33 a34
(41 G42 Q43 Qa4
Wahlen 1 = 1, d.h. fixieren ein i1 := i.
Laplace lautet dann (n = 4):

det A= S (1 iﬂ‘A(? )A("} iy iy )
78297( ) J Ji1 J2 J3
mit {iy, g, 83} = {1, .43\ {i}
{j1>j27j3} - {1774} \ {J}

= (~1)MayMi; =) aijAij
j=1 j=1

d.h. erhalten Satz 5 (Entwicklung nach der i-ten Zeile).

Wiéhlen nun {i1,i2} = {1,2}. Erhalten dann

- 1 2 3 4
det A = -1 1+2+J1+32A( o ) A ( S )
c Z (=1) J1 J2 Ji J2

1<j1<j2<4
_ |11 a12 a3z a34 _|a11 a3 az2 a34 + a1l ai4 az2 as3
a21 A22 43 Q44 a21 A23 Q42 Q44 Gq1 Q44 Q42  A43
+ aiz2 ais a3l as4 _|G12 Q14 az1 ass + a13 a4 a31 a32
a2 Aa23 Gg1 Q44 a22 a24 G41  A43 a23 A24 (41042
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Satz 6 iiber die inverse Matrix:
Fine Matrizx A € M,, (K) ist genau dann invertierbar, wenn det
A # 0 ist. In diesem Fall ist

1
—1 n
= Jor 4 Aii)ii=1

wobei Aj; das algebraische Komplement von aj; ist.

Bemerkung:
Der (i,j)-Eintrag von A™! ist also 57— Aj; (und nicht --— A;;).
n = 2. Haben

a b ! _ 1 A11 Agl _ 1 d —b
c d T det A\ A1 Ago T ad—be\—c a '
Beweis:

Sei A invertierbar und B die Inverse. Dann ist AB = I und somit det A * det B = det
I =1, dh. det A #0.

Sei nun det A # 0.

Zeigen, dass 54— (Aji)} j=1 =: B die Inverse ist.

Der (i,j)-Eintrag von A * B ist

1 At 1
(@i1.a )detA : detA(a1 i+ aindin)
Ajn
1
— A=y,
det A7V J
d.h. AB = I. Analog zeigt man BA = L. #
Betrachten schlieflich ncoh das quadratische Gleichungssystem
a1+ ... “Faipx, = by
11+ ... Fapnxn, = by,
d.h.
ai;p ... Qip T bl
anp1  --. Qnn Tn bn

oder kompakt Ax = b.

Satz 7 Cramersche Regel

Sei A € M,, (K) und det A # 0. Dann hat das System Ax = b fir
jedes b € K™ genau eine Lésung © € K™, nimlich x = A= 'b.

Die k-te Komponente xy von x ist gegeben durch xp = d;ett‘i{"’,
wobei A aus A entsteht, indem man die k-te Spalte durch die
Spalte b ersetzt.
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Beweis:

Sei Ax = b. Dann ist x = A7'Ax = A~!'b, d.h. es gibt hochstens A~'b als Losung.

Zeigen, dass A~'b wirklich eine Losung ist:

A(A~'b) = b.

Berechnen die k-te Komponente von A~'b nach Satz 6:
x;; = k-te Zeile von A~ mal b

by
1 . 1
T AU A | ) e O b =
Matrizengruppen

Die Menge aller invertierbaren Matrizen aus M,, (K) bilden eine Gruppe beziiglich der

Matrizenmultiplikation:

1
det A

a11

Gan1

A B invertierbar < AB invertierbar (B"*A~1! ist die Inverse von AB),

Matrizenmultiplikation ist assoziativ,
I ist Einselement,

jede invertierbare Matrix ist invertierbar als Element der Gruppe.
Diese Gruppe wird mit GL(n,K) bezeichnet und allgemeine (oder generelle oder voll-

standige) lineare Gruppe iiber n und K genannt.

Haben also GL(n,K) = {A € M,, (K): det A # 0}
Die Abbildung
det: GL(n,K) — K\{0}, A — det A

S

#

ist ein Gruppenhomomorphismus ist ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist

das vollstindige Urbild ¢~ (H) stets eine Untergruppe von G [Beweis: HA].

Auf diese Weise gewinnt man interessante Untergruppen von GL(1,K).

SL(n,K) = {A € GL(n,K): det A =1} = {A € M, (K): det A =1}

— spezielle lineare Gruppe iiber n und K

{A € M,, (K): |det A| =1} (={A € GL(n,K): |det A| = 1}) wird zu

(
{A € M, (R): det A = + 1}
(A€M, (C)det AeT}(T={zeC |z =1}),
{A € M, (R): det A > 0}.

Fiir die letzten drei Gruppen sind keine besonderen Namen geléufig.

2.6 Basiswechsel, Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen

septund F = {f1,...,fn}

Sei X ein linearer Raum der Dimension n. Seien E = {ey, ..

zwei Basen in X. Nach Satz 1 aus 2.2. gibt es eindeutig bestimmte Zahlen a;; € K mit

fi = auer+ ... 4 aipen
fn = 'anlel + ...+ apnén
es = pPufit+ .. + Binfa
en = :5n1f1 + o+ Banfa
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Definition 1 Die Matrizen Ugp := (aij);szl und Upg :=
(Bij)ij=1 heiflen Ubergangsmatrizen.

Haben also

f1 el el i
: =Ugr| : N =Urg | -

fn en en fn

Satz 1 Ubergangsmatrizen sind stets invertierbar und es gilt

-1
Ugr=Urg.

Beweis:
Haben
f 1 €1 f 1

: =Ugr | : =UgrUre | : )
—_———
fn €En =1 fn
d.h. Ug, pUfr g = 1. Dies ergibt die Invertierbarkeit von Ug r und UE?}F =UrE. +#
Sind E = {ey,...,ept und F = {f1,..., fn,} Basen in X, so ldsst sich jedes Element x
€ X eindeutig in der Form x = y1e1 4+ ... 4+ ypepn, X = 01 f1 + ... + 0, fr, schreiben.
Die aus den Koordinaten gebildeten Spalten bezeichnen wir mit
a! 0
we=| | lle=]
Tn on
Uns interessiert, wie [z]g und [z]F miteinander zusammenhéngen. Brauchen dazu ein
einfaches, aber wichtiges Lemma.

Lemma:
Fir A,B € M,, (K) gilt

(AB)T = BT AT,
und A7 ist genau dann invertierbar, wenn A invertierbar ist, in

welchem Falle
(AT)—l — (A—l)T

gilt.

Beweis:
Sei A = (a;5), B = (bi;). Dann ist

(AB)T = (ailblj + ...+ ambnj)T = (ajlbli + ...+ Cljnbm),
b11 . bnl ail N P |
BTAT = | : : : = (briaj1 + ... + bpiajy,),

bln ce bnn Aln .- QAnn
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dh. (AB)T = BT AT,
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Ist A invertierbar und A~! die Inverse, so folgt also
I = IT _ (AA—1>T — (A—l)TAT _ (A—lA)T _ AT(A_l)T,

und somit ist A7 invertierbar und (AT)_1 = (Afl)T. Ist AT invertierbar, so folgt aus

obigem, dass A = (A7) invertierbar ist. #

Satz 2 Es gilt

(2l = Uf glrle = Ugp)" [2le = (Uh,p) "' [2]e-

Beweis:
Sei Ur.g = (Bij), [z]lg = (), [z]p = (4;). Dann ist

r=ye1+ ...+ men =nBufi+ ...+ binfn) o+ WmBafi+ .+ Banfn)

und

Daraus folgt

0 B ... Bm "
6n ﬁln s ﬁnn Tn
—_———
[z]F UL g [x]e
Die anderen beiden Gleichungen ergeben sich nun aus dem Lemma. #

Seien nun X und Y lineare Rdume mit dimx X = m und dimg Y = n.

Sei A € £(X,Y). Wihlen Basen E = {ey,...,en} und G = {g1,...,gm} in Xund F =
{fi,- s fn}und H={hy,...,h,} inY.

Der folgende Satz zeigt, wie die Matrixdarstellungen [A]g r und [A]g, g zusammenhén-
gen.

Satz 3 Es gilt

[Ale.n = Usy p[Ale,rUf ¢

Beweis:
Nach Definition der Matrixdarstellung ist

[Azly = [A]g,ul7]c-

Nach Satz 2 ist
[Az]g = Uf; plAx]p,
[z]e = Ud glz]e.
Einsetzen liefert
Ul plAz]r = [Ala,nU¢ glr]e,
d.h. [Az]p = Uf y[Ale,aUé pla)e
—_——

[Ale,F
Somit ist

Uk ulAleuUb g = [Als, F,
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d.h. [Alg.n = UIE,F[A]E7FU£7G'
1. Beispiel:

Sei X =Y = R? und A sei Spiegelung an der x-Achse.

D}

Erste Basis:

{S 0);(0,1)}, F = {(1,0);(0,

Aep=A(1,0 ):(1: 0)=1*(1,0)4+-0%(0,1) = 1f1+0f2

Aer=A(01)=(0-1)=0%(10) + (1*(0,1) = 0fy + (1)fo
[Alp,r = <(1)

Zweite Basis: G = {(1,1);(-1,0)}, H = {(0,1);(-1,

Agi1=A(1,1)=(1,-1)=(-1)(0,1)+(-1)(-1 0) (-1

Aga—A(-1,0)=(-1,0)=0(0,1) +1(-1,0) = Ohy 1

UE,G:
g1 = (1,1) = 1(1,0)+1(0,1) = le; + ley

)

9 — (-1,0) = (1-)(1,0)-0(0,1) — (-1)es + Oes
11
Ura = (—1 0 >
UH’FZ
fi = (1,0) = 0(0,1)+(-1)(-1,0) = Oh1 + (-1)h2
fo = (0,1) = 1(0,1)+0(-1,0) = 1h; + Ohs
0 -1
Un,p = (1 0 )
[Ale.u = Uy plAle.rUs ¢

oo ) 5 )G )= (G

Durch Wahl verschiedener Basenpaare erreicht man verschiedene Matrixdarstellungen
ein und desselben Operators. Wie héingen alle diese Matrixdarstellungen untereinander

zusammen?

)

1
-1

-1
0

Bedingungen dquivalent:

€ M,, (K) mit C = NBM.

(i) Es existiert ein Basenpaar G,H mit [Alg.u = C;
(i) Es gibt Matrizen N € M, (K), die invertierbar sind, und M

Satz 4 Seien X und Y lineare Rdume mit dimxe X = m, dimg
Y = n und sei A € L(X,Y). Es gelte [Alg.r = B in einem Ba-
senpaar E,F. Fir eine Matriz C € M, ., (K) sind dann folgende
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Beweis:
(i) = (ii): Folgt aus Sédtzen 1 und 3 mit N = UE,F und M = Uf .
(ii) = (i): Sei C = NBM.

Setzen
g1 el h1 1
A RS R B U e L
Im em hn In
Behaupten, dass G und H Basen sind. eigen dazu folgendes:
Sind 1, ...,z linear unabhéngig und ist A € M}, (K) invertierbar, so sind die durch
Y1 T
=A
Yk Tk
gegebenen Elemente y1, ..., y, ebenfalls linear unabhéngig.

Sei 0 = yviy1 + ...+ Yye = yi(enzr + ...+ apzr) + ...+ (apz + ..+ aprTr)
=(aum + ... Famve)zr + ..o+ (@ + - F aRrYE)TE

Da z1,...,z; linear unabhéngig sind, folgt
ail ... Qg1 Y1 0
pr— . B
alg ... Qg Yk 0

d.h. ATy = 0. Da A invertierbar ist, ergibt dies v = 0. Somit ist gezeigt, dass G und
H Basen sind.
Haben Ug.¢ = MT, Up g = (N~1)T und nach Satz 3 ist damit

C=Aem=[(N"H)NBM")" = NBM.

Definition 2 Zwei Matrizen B,C € M, ., (KC) heiffen dquivalent,
wenn es invertierbare Matrizen N € M,, (K) und M € M,, (K)
mit C = NBM gibt.

Satz 4 besagt also, dass zwei Matrizen genau dann Darstellungen ein und desselben
Operators sind, wenn sie dquivalent sind.

Satz 5 Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation in
Mym (K).

Beweis:

(R) B = IanBIme

(S) C = NBM = B = N"'CM~L.

(T) C = NBM, B = KDL = C = (NK)D(ML). #
Die Menge M,, ,,, (K) zerféllt somit in Aquivalenzklassen. Ist A ein gegebener Operator,
so bilden alle moglichen Matrixdarstellungen [A] g r also (genau) eine Aquivalenzklasse.
Werden sehen, dass der Rang eine Charakteristik der Aquivalenzklassen ist, d.h., dass
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zwei Matrizen genau dann dquivalent sind, wenn sie den gleichen Rang haben.
Es folgt insbesondere, dass es genau min(n,m) + 1 Aquivalenzklassen gibt.

Sei nun X ein n-dimensionaler linearer Raum und A € £(X). Betrachten [A]g, g, d.h.
stellen A in einer einzigen Basis dar.

Satz 6 Sei [Alg, g = B in einer Basis E. Dann sind folgende
Bedingungen dquivalent:

(i) Es existiert eine Basis F mit [Alpp = C;

(ii) Es existiert eine invertierbare Matriz V mit C = V-1BV.

Beweis:
Satz 3 mit X, A X, und jeweils Basen E und F:

[Alrr = Ur,p[Alp,5Ug F

liefert C = V™!BV mit V = Ug,Fv d.h. liefert die Implikation (i) = (ii).
Um (ii) = (i) zu zeigen, sei C = V ~!BV. Definieren F durch

fi el

: =vT| :

fn €n
Wie im Beweis von Satz 4 bereits gezeigt wurde, ist F eine Basis in X.
Satz 3 mit obigem Muster ergibt

[Alp,r = U plAle U p = (V) "BVT) T =V !BV =C.

Definition 3 Zwei (quadratische) Matrizen B,C € M,, (K) hei-
Ben dhnlich, wenn es eine invertierbare Matriz V € M, (K) mit
B = V71CV gibt.

Satz 6 besagt somit, dass zwei Matrizen Darstellungen ein und desselben Operators A
€ L£(X) in einem Paar gleicher Basen sind genau dann, wenn sie dhnlich sind.

Satz 7 Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation in

M, (K).

Beweis:

(R) B = IBL

(S) B = V-ICV=C=VBV!= (V’l)leVﬂ.

(T)B = V-ICV,C=W DW= B = V- 'W-IDWV = (WV)_lD(WV). +#

Die Mengen M,, (K) zerfillt somit in Aquivalenzklassen. Fiir einen Operator A € £(X)
bilden die Matrizen [A]g g (genau) eine Aquivalenzklasse.
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2. Beispiel:

Ahnliche Matrizen sind offenbar #quivalent. Quadratische dquivalente Matrizen miissen
aber nicht dhnlich sein.

Ahnliche Matrizen haben die gleiche Determinante, fiquivalente nicht notwendigerwei-
se. Auch Gleichheit der Determinante von dquivalenten Matrizen sichert nicht deren
Ahnlichkeit. Hier ist ein Beispiel:

b1 )@o )0 )G )

N B M C

B und C sind #quivalent mit det B = det C = 0. Nehmen an, es gibt ein V mit V"!BV
~ C, dh. BV = VC. Mit V = (‘c‘ 2 ) ist dies

(o )(Ea )=
(o )=(:

0 b
:>d0,007a0:>V<0 0
Widerspruch, da V nicht invertierbar (det V = 0).

ISHES
~_
7 N
O =
o O
N~~~

O
I
o

o

Die Aquivalenzklassen beziiglich Ahnlichkeit sind vollstéindig in den Aquivalenzklas-
sen beziiglich der Aquivalenz enthalten (n = m vorausgesetzt).

Werden sehen, dass die Anzahlder Aquivalenzklassen beziiglich der Ahnlichkeit unend-
lich ist.

Die Charakteristik der Ahnlichkeit wird die Jordansche Normalform sein. Der Rang ist
eine Charakteristik der Aquivalenz, aber lediglich eine Invarianz der Ahnlichkeit.

Definition 4 Sei X ein n-dimensionaler linearer Raum und A
€ L(X). Die Determinante von A ist definiert als det A = det
[Alg, B, wobei E irgendeine Basis in X ist.

Diese Definition ist korrekt in dem Sinne, dass det A nicht von der speziellen Wahl von
E abhiingt. Nach Satz 6 ist ndmlich [A]pr = V~A]g gV und damit

det [A]F,F = (det V_l)(det [A]E,E)(det V) = det [A]E,E

Es gilt

det (AB) = det A det B,

A ist invertierbar ( < A ist Isomorphismus < A ist Automorphismus < det A # 0).

2.7 Der Rang

Sei A € M, ,, (K). Eine Untermatriz der Ordnung s von A ist eine Matrix, die aus
dem Schnitt von s Zeilen und s Spalten von A gebildet wird.

Ein Minor der Ordnung s ist die Determinante einer Untermatrix der Ordnung s.

Fiir s > min(m,n) gibt es keine Untermatrizen der Ordnung s. Fiir s < min(m,n) gibt

es genau (TZ ) <Z ) Untermatrizen der Ordnung s.
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Definition 1 Man sagt, dass A € M,,,, (K) den Rang s hat,
wenn A einen von Null verschiedenen Minor der Ordnung s be-
sitzt und alle Minoren von gréflerer Ordnung als s Null sind. Man
bezeichnet den Rang von A mit rg A. SchliefSlich setzt man rg O
= 0.

Beispiele:

1
rg <0
1
rg (0
1
e (]

Die Zeilen bzw. Spalten einer Matrix aus M, , (K) sind Elemente von M ,, (K) (bzw.
Mp,1 (K)), und damit ist der Begriff der linearen Unabhéngigkeit von Zeilen (bzw.
Spalten) einer Matrix definiert.

)2
)

=1

— = O O = =

OO = O

Definition 2 Man sagt, dass A € My, , (K) den Zeilenrang (bzw.
Spaltenrang) s hat, wenn A s linear unabhdngige Zeilen (bzw. Spal-
ten) besitzt und eine beliebige Anzahl von mehr als s Zeilen (bzw.
Spalten) linear abhdngig sind.

Mit anderen Worten: Der Zeilenrang (Spaltenrang) ist die maximale Anzahl von linear
unabhéngigen Zeilen (Spalten).

Zeilenrang  Spaltenrang

110
01 1 2 2
100
00 0 ! !
11
11) 1 1

Satz 1 Fir eine beliebige Matriz fallen Rang, Zeilenrang und
Spaltenrang stets zusammen.

Beweis:

Sei A = (a;5) € My, (K) und seirg A =r.

Es ist leicht zu sehen, dass sich beim Vertauschen von Zeilen oder Spalten der Rang,
Zeilenrang, Spaltenrang nicht dndern.

Koénnen daher annehmen, dass

aip ... Qip
A= #£0

Ar1  -.. Qpp
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ist. Zeigen, dass der Zeilenrang auch gleich r ist.

Zeigen dazu, dass die Zeilen z1, ..., z, linear unabhéngig sind und dass z; flir i > r eine
Linearkombination von z1, ..., 2, ist.

Sei ayz1 + ...+ arz. = 0. Daraus folgt

ar(aity ..., a10) + oo+ ar(arr, ..oy am) = (0,...,0),

d.h.
oaar + ... +oaraq = 0
oay, + ... +oapar, = 0
d.h.
a1 ... Qp1 a7 0
aiy .. Qpp o 0
und wegen A # 0 liefert die Cramersche Regel a; = ... = a,. # 0.

Sei nun i > r. Fir 1 < j < n betrachten wir die Determinante

a1 ‘e air Ay
Qr1 o Qppr Qrj
a;1 e Qi Qij

Diese Determinante ist Null: Fiir 1 < j < r hat sie zwei gleiche Spalten und fiir r < j
< n ist sie ein Minor der Ordnung r + 1.
Entwickeln die Determinante nach der letzten Spalte:

Alalj + ...+ Aram— + Aaij =0

mit von j unabhéngigen Zahlen A4,..., A,.
Haben also
Ajain + ... + Arap + Aagr = 0
Ajar, + ... + Arap, + Aay, = 0,
d.h.

Al(an,...,aln) —|— ...—i—AT(arl,...,am) —&—A(ail,...,am) = (0,...70),

Aiz1+ ...+ Arz. + Az =0,
1

A

Damit ist rg A = Zeilenrang von A bewiesen.

Schlieflich ist

Spaltenrang von A = Zeilenrang von A7 = rg AT = rg A. #

(Alzl +...+ Arzr)-

Zi

Satz 2 Sei A € My, ,, (K) und seinen M € M, (K) und N € M,
(K) invertierbare Matrizen. Dann ist rg MAN = rg A.
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Beweis:
Sei rg A = r. Nach Satz 1 hat A dann r linear unabhéngige Spalten s1, ..., s,.
Die Spalten Msjy,...,Ms, sind Spalten von MA. Die Spaten Msy, ..., Ms, sind linear
unabhéngig:
Oé]_MS]_ —‘r...—‘rOérMST =0

M(Oé181+...+047«87»):0

von links mit M ~! multiplizieren:
a181 +...q.8. =0

a1 =...=a,=0
Somit ist rg MA > r = rg A.
Es ergibt sich rg A = rg M—'MA > MA, also rg MA = rg A und damit
rg MAN = rg (MAN)? = rg N¥ (MA)T = rg (MA)T = rg MA = rg A. #

Definition 3 Unter einer elementaren Umformung einer Matriz
versteht man eine der folgenden drei Transformationen:

(i) Vertauschen zweier Zeilen (Spalten);

(i) Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit einem von Null ver-
schiedenen Skalar;

(iii) Addition eines skalaren Vielfaches einer Zeile (Spalte) zu ei-
ner anderen Zeile (Spalte).

Satz 3 FElementare Umformungen dndern den Rang einer Matrix
nicht.

Beweis:

Folgt aus Satz 1.

Alternativ kann der Satz aus Satz 2 abgeleitet werden.

Die elementaren Umformungen kénnen ndmlich durch Multiplikation der Matrix von
links (bei Zeilen) und rechts (bei Spalten) mit den folgenden invertierbaren Matrizen
bewirkt werden:

1
0 1
1
(i) : :
1
1 0
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1
1
1
1
1 c
1
(iif) : S
1
0 1
1

#

Damit ergibt sich eine Methode, den Rang einer Matrix ziemlich effektiv zu bestimmen.
Beispiel:

2 2 0 2 1 1 0 1 1 1 0 1
4 6 4 7 . 4 6 4 7 . 0 2 4 3
s e 27 | T 5627 |7 01 2 2
2 3 2 4 2 3 2 4 01 2 2
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1
oz foo12 2 o022
“lo243 79000 -1 |7 00 01
01 2 2 0 0 0 O 0 0 0 O
1 0 00 1 0 00 1 0 00
., 01 2 2 ., 01 00 . 01 00 _3
“looo1 |T9{oo0oo0o1 )T o010 |2
0 0 0 0 0 0 0 O 00 0 O
Satz 4 FEine Matriv A € My, ., (K) vom Rang r kann durch ele-
mentare Umformung auf die Gestalt
1 | 0
\ 0 _(Ir 0 > 21.04.06
1. 1.0 0 0
010
gebracht werden.
Beweis: Man verfahre wie im obigen Beispiel. +#
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Man sagt, dass A wvollen Rang hat, wenn r = min(m,n).

Satz 5 (a) Fiir eine Matrix A € My, ., (KK) mit rg A = r exisiteren
invertierbare Matrizen M € M, (K) und N € M,, (K) mit

I, 0
wav= (50 )

(b) Sind X und Y endlichdimensionale lineare Riume und A €
L(X,Y), so existieren Basen E und F mit

I, 0
[A}E,F - ( 0 0 ) :
(c) Zwei Matrizen aus My, (K) sind genau dann dquivalent,
wenn sie den gleichen Rang haben.

Beweis:

(a) Nach Satz 4 kann A durch elementare Umformungen auf die gewiinschte Gestalt
gebracht werden und im Beweis von Satz 3 haben wir gesehen, dass elementare Umfor-
mungen durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen realisiert werden kénnen.

(b) Folgt aus (a) und Satz 4,/2.6.

(c) Ist B = MAN, so golt rg B = rg A aus Satz 2. Umgekehrt sei rg B = rg A. Nach

(a) gibt es invertierbare Matrizen M,N,K L, mit

I, 0 (I, 0
MBN(O 0 ),KAL<O 0 >

Also ist MBN = KAL, d.h. B = M~!KALN~%.

2.8 Unterraume

Dies sind die Analoga von Geraden und Ebenen in allgemeinen linearen Rdumen.

Definition 1 Fine Teilmenge U # @ eines linearen Raumes heifit
(linearer) Unterraum von X, wenn U mit den Operationen aus X
selbst ein linearer Raum ist.

Offenbar ist U C X genau dann ein Unterraum, wenn gilt
()x+yeUVxyeU

(i) axe UV¥Vxe U, Vacek.

Insbesondere ist 0 € U und mit jedem x enthilt U auch -x.

1. Beispiel:

In jedem linearen Raum X gibt es die beiden sogenannten trivialen Unterriume {0}

und X.

2. Beispiel:
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Die Unterrdume von R sind {0} und R. Die Unterriume von R? sind {0}, die Gera-
den durch den Ursprung und ganz R?. Unterriume des R3: {0}, Geraden durch den
Ursprung, Ebenen durch den Ursprung und ganz R>.

3. Beispiel:

Sei K[x]| der lineare Raum aller Polynome in X mit Koeflizienten aus K, d.h. die Menge
aller Polynome p(x) = pg + p1X + ... + pr ¥ mit po,...,pr € K. Fiir jede Zahl 2z €
C ist dann

U., = {p(x) € K[x]: p(20) = 0} ein Unterraum von K[x].

Definition 2 Seien X und Y lineare Riume und A € L(X,Y).
Die Mengen

ker A := {z e X: Az = 0}
Im A := {Ax: x € X}

heiffen Kern (= Nullraum) und Bild (= Bildraum) von A.
Statt Im A trifft man auch auf ran A.

4. Beispiel:

ker A C X und Im A C Y sind stets Unterrdume. Insbesondere ist die Menge aller
Losungen des Gleichungssystems Ax = 0 ein Unterraum des K™. Und die Menge aller
rechten Seiten (by,...,by,,), fir die das Gleichungssystem Ax = b losbar ist, ist ein
Unterraum des K.

5. Beispiel:
Sind U, (a € A) Unterrdume von X, so ist auch (), 4 Uy ein Unterraum von X. Al-
lerdings muss |J,. 4 Ua kein Unterraum sein.

Definition 3 Sei X ein linearer Raum und S eine Teilmenge von
X. Der Durchschnitt aller Unterrdume von X, die S enthalten (X
ist ein solcher Unterraum), wird Aufspannung oder lineare Hiille
von S genannt und mit span S = lin S = [S] = <S> bezeichnet.

Die Aufspannung von S ist also der kleinste Unterraum, der S enthélt. Es ist leicht zu
sehen, dass die Aufspannung von S mit der Menge aller endlichen Linearkombinationen
von Elementen aus S (mit Koeffizienten aus K) zusammenfillt, d.h.

span S = {121 +...apxg i k> Laq,...,ap €K 21,..., 2, € ST

In der Tat, bezeichnen die geschweifte Klammer mit U. Die Menge span S ist ein
linearer Raum und muss somit alle Elemente aus U enthalten, d.h. U C span S.

Die Menge U ist ein Unterraum, der S enthélt, und somit ist U einer der Unterrdume
Uq (o € A), die S enthalten. Dies ergibt

span S = (e 4 Ua CU.

6. Beispiel:
Seien P und Q zwei Punkte in der Ebenen (im R?). Was ist span {P,Q}?
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Q = 0 — span {P,Q} = {0}
# 0 — span {P,Q} = Gerade durch 0 und Punkt P = Q

P
P-Q
P#Q,P#0,Q#0 — span {P,Q} = R? oder Gerade durch P und Q
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7. Beispiel:

Wenn U, (a € A) Unterrdume von X sind, so ist span (), 4 Us ein Unterraum von
X. Dieser Unterraum wird mit ) . 4 U, bezeichnet.

Es ist leicht zu sehen, dass

Z Us={x14+ ...+ 2k >1L2q,...,01 € ﬂ Ua}
a€ A aE A

gilt.
Bei unendlicher Indexmenge A schreibt man

Y Us=Ur+...4 U,
a=1

Es ist erneut leicht zu sehen, dass
Ur+...4U,={z1+...4xp:21 €Uy,...,0p, €Uy}
ist. Fiir n = 2 ist insbesondere

U+V=span(UUV)={z+y:zeUyecV}

Satz 1 Sei X ein endlichdimensionaler linearer Raum und
{e1,...,en} eine Basis in X. Seien desweiteren fi,...,fm Elemente
von X und es gelte

fl 11 ... Olp €1 €1 96.04.06
E = = A : :
fm A1 -+ Qn en en
Dann ist

dim span {f1,..., fm} = rg A.

Beweis:

Sei rg A = r. Betrachten die Matrix A7 = (a;;). Dann ist rg AT = 1.

0.B.d.A. mdgen die ersten r Spalten von A7 linear unabhiingig sein. Die restlichen
Spalten sind dann Linearkombinationen der ersten.

Behaupten, dass fi,..., f, linear unabhéngig sind.
Sei dazu

0= /Blfl + ... +ﬂrfr = 51(041161 + ...+ alnen) +... +ﬂr(ar1€1 + ...+ arnen)
= (610411 +...+ ﬂrarl)el +...+ (61041” + ...+ ﬂrozm)en.

Also folgt
Bran + ... +Brapr = 0
ﬁlaln + cee + 5rarn - 0
d.h.
aq1 (o781 0
Br| +...+6| =1: ;
A1p (675 O
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woraus 31 = ... = (3, = 0 folgt
Analog zeigt man, dass f; mit i > r eine Linearkombination von fi, ..., f. ist.

Somit ist dim span {f1,..., fr, fr41,--+, fm} = dim span {f1,..., f} =1,da f1,...

eine Basis in span {f1,..., fr} ist.
Beispiel:
Seien zum Beispiel m Elemente des R™ gegeben. Schreiben diese als Spalten:
Jin Ima
fln fmn
Sei also {ey,...,e,} die Standardbasis im R™. Dann ist
1
f . 0 (:)
: =fal . +...+ fin
fin 0 1
und Satz 1 liefert somit
fll fml f11 N fml
dim span : ey : =rg : :

fin Foun fin e fom

Satz 2 Seien X und Y endlichdimensionale lineare Rdume und A
€ L(X,Y). Seien E und F Basen in X und Y und r := g [Alg,p.
Dann gilt:

dim Im A = r,

dim ker A = dim X - r.

Beweis:
Nach Satz 5b/2.7. existieren Basen G und H mit [A]g g = (Ié 8 >
Dann ist rg [Alg,r = 1g [A]lG.H-
Fir x € X haben wir
x=x191+...+$ngm

Dabei ist

y z ’

1 ! I, 0 .
= [Ale,n : =10 o : ;

Ym In n
d.h.
Y1 = T1,
yr — xT7
Yr+1 — 07
Ym = U.
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Alsoist Im A = {Ax:x € X} = {z1hi + ...+ x,hy 1 x; € K} =span {h1,...,h} =
dimIm A =1

ker A ={xeX Ax =0} = {x e Xsa1h1 +...+2:h =0} = {x € Xt x=

Trg19r41 + -+ Tngn} = span {gri1,. .-, 9n}
= dimker A=n-r—=dim X-r

#

Satz 3 Sei X ein linearer Raum und dim X = n. Sind eq, ..., e
(k < n) beliebige linear unabhingige Elemente von X, so existieren
Elemente eg41,...,e, von X, sodass {ey, ..., e,} eine Basis in X
1st.
Beweis:

Sei Xj, = span {e,... e}
Dann ist X # X. Wahlen ey € X \ Xj. Die Elemente ey, ..., e, 1 sind linear
unabhingig:
arer + ...+ agep + apr1ep41 =0
= ak+1 =0 (da sonst exy1 € Xi)
= a;=...=a =0 (daey,...,e, linear unabhingig).
Wiederholen dies fiir X3 1 = span {e1,...,ex11} usw., bis X = X entsteht. #

Satz 4 Seien U und V Unterrdume eines endlichdimensionalen
linearen Raumes X. Dann gilt

dim (U+V) = dim U + dim V - dim (UN V).

Beweis:

Seidim (UNV)=r,dim U=u,dimV =v.
Wiéhlen Basis eg,...,e, in UN V. (1)

Nach Satz 3 existieren f1,... fy_., sodass

€1y €ry 1y, fu—r Basis in U ist. (2)

Ebenfalls nach Satz 3 existieren g1, ..., gy_, , Sodass
€ly-+3€ry g1, -+, Ju—r Basis in V ist. (3)
Behauptung folgt, wenn wir bewiesen haben, dass
€1y---s€ry f1yevey fu—ry g1y -+, Guo—r €ine Basis in U + V ist.
(=dm(U+V)=u+v-r).

Zeigen lineare Unabhéngigkeit. Sei

aie; + ... +arer+61f1 + ... +/6u7rfu7r+7ﬂlgl +... +7ﬂv77“gv7r =0.

e f g

Haben e + f = -g mit e + f € U (wegen (2) ) und -g € V (wegen (3) ). Alsoist g € U
N V. Damit ist
gL+ ...+ TorGo_r = 0161 + ...+ ey (wegen (1) )

und aus (3) folgt i =... =7, =0 (und 6 = ... =4, = 0).
Somit ist age; + .. —|—Oér€r+ﬁ1f1—|— A Bu— Tfu ” —0 nd (2) liefert 3 = ... =, =
fr=...=Pur = 0.
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Zeigen noch, dass jedes Element aus U + V eine Linearkombination der Elemente
€1,.- '7€T‘af17' . '7fu—rvglv' <y Gu—r ist (4)

Ein Element aus U + V ist von der Form x + y mit x € Uund y € V. Aus (2) und (3)
folgt, dass x + y eine Linearkombination der Elemente (4) ist. #

Haben dim (U N V) = dim U + dim V - dim (U + V) und dies ergibt

— zwei 3-dimensionale Unterrdume eines 4-dimensionalen Raumes schneiden sich min-
destens in einem 2-dimensionalen Unterraum

— zwel 3-dimensionale Unterrdume eines 5-dimensionalen Raumes schneiden sich min-
destens in einem 1-dimensionalen Unterraum

— zwei 3-dimensionale Unterrdume eines 6-dimensionalen Raumes schneiden sich im
0O-dimensionalen Unterraum

— z.B. U = {(x,5,2,0,0,0) € R}, V = {(0,0,0,u,v,w) € RS}

Definition 4 Sei X ein linearer Raum und seien U,V Unterriu-
me von X. Man sagt, dass X in die direkte Summe von U und V
zerfallt und schreibt X = UB V = (U + V), wenn gilt: X = U +
Vv, un V= {0}

(Hinweis: Eigentlich kommt ein Kreis um das Plus, jedoch lisst sich dies hiermit nicht
darstellen.)

Satz 5 FEs gilt X = U B V genau dann, wenn sich jedes x € X
eindeutig in der Form x = u + v mit u € U und v € V darstellen
ldsst.

Beweis:

Sei X = U B V. Dann ist X = U + V und somit hat jedes x € X eine Darstellung x
=u+vmitueU veV.lstx=u+v=u +v,sofolggu-v=v-velUNYV
={0},dh.u-uw=v'-v=0,dh.u=u"und v = v’ (also ist die Darstellung eindeutig).

Umgekehrt moége sich jedes x € X eindeutig als x = u + v schreiben lassen. Dies
liefert zunéchst X = U + V. Seia # 0und a € UN V. Dann ist x = (u + a) + (v - a)
und u + a € U, v - a € V in Widerspruch zur Eindeutigkeit der Darstellung. Also ist
UNV={0},dh.X=UHV. #

Satz 6 Ist X endlichdimensional, so gilt X = UH V genau dann,
wenn X = U + V und
dim X = dim U + dim V ust.

Beweis: Folgt aus Satz 4. #

Definition 5 Sei X ein linearer Raum wund U ein Unterraum
von X. Jeder Unterraum V wvon X mit X = U H V heifst
Komplementarraum von U in X.
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8. Beispiel:

X = R?

U : Gerade durch den Ursprung

Dann ist jede andere Gerade durch den Ursprung ein Komplementérraum,
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X =R3

U : Ebene durch den Ursprung

Jede Gerade V durch den Ursprung, die nicht in U enthalten ist, ist ein Komplemen-
tarraum.

Satz 7 Ist X endlichdimensional, so hat jeder Unterraum von X
einen Komplementdrraum.

Beweis:

Sei U ein Unterraum von X. Wihlen in U eine Basis {ey,..., e, } und erginzen diese
zu einer Basis {e1,...,€m,em41,.-.,€n} von X (Satz 3). Haben U = span {ej,...,en}
und setzen V = span {e;,11,...,€n}.

Dann ist X = U + V und wegen dim X = n, dim U = m, dim V = n-m ist dim X =
dim U + dim V. Satz 6 liefert also X = U H V. #

Sei X ein linearer Raum und U ein Unterraum. Definieren eine Relation ~ in X tber
rrysrz—yel.

Dies ist eine Aquivalenzrelation in X:

(R)x-x=0¢€T,
S)x-yeU=-(x-y)eU=y-x€T,

(T x-yeU,y-zeU=(x-y)+(y-z eU=x-z€U.

Die Aquivalenzklassen sind Mengen der Form

a+U:={a+u:ueU}

In der Tat, sei M eine Aquivalenzklasse und a € M. Dann ist:
xeMex"asex-aeUs Juelix-a=usJuelix=at+tusxca+ U

Definition 6 Sei X ein linearer Raum wund U ein Unterraum
von X. Teilmengen von X der Form a + U mit a € X heiffen
lineare Untermannigfaltigkeiten von X. Die Dimension einer
linearen Untermannigfaltigkeit a + U ist definiert durch

dim (a + U) := dim U

9. Beispiel:

X =R2

U sei Gerade durch den Ursprung.

Dann gilt: x ~ y < x und y liegen auf einer Geraden, die parallel zu U ist
Aquivalenzklassen sind also zu U parallele Geraden.

Also: Lineare Untermannigfaltigkeiten im R? sind Punkte der Ebene (Dimension 0),
Geraden (Dimension 1), Ebene (Dimension 2). Lineare Untermannigfaltigkeiten sind
also ,verschobene Unterrdume*.

Definieren Summe und skalares Vielfaches von linearen Untermannigfaltigkeiten wie

folgt:
(a+U)+ (b+U):=(a+b)+U
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ala+U):=aa+U

Diese Definition ist korrekt:
a1+U:a2+U,b1+U:b2+U
Sar-a €U, by -by €U
:>(a1+b1)-(a2+b2)€U

= (a1 + b1) + U = (az + b2) + U,

a1+U:a2+U
=a-ay €U

= aay - aag €U

= aa; + U= aay + U.

Haben hierbei benutzt, dass gilta+ U=b + U< a-b e U.
Die Menge aller linearen Untermannigfaltigkeiten der Form a + U (mit fixiertem U)

bildet beziiglich der oben definierten Addition und Multiplikation mit Skalaren einen
linearen Raum. Das Nullelement ist 0 + U = U.

Definition 7 Sei X ein linearer Raum und U ein Unterraum von
X. Der lineare Raum aller linearen Untermannigfaltigkeiten der
Form a + U (a € X) heifit Faktorraum (quotient space) von X
nach U und wird mit X/U bezeichnet.

Satz 8 Sei X ein linearer Raum, U ein Unterraum von X und V
ein Komplementdrraum von U in X, d.h.

X =8 V. Dann ist V isomorph zu X/U.

Beweis:
Betrachten die Abbildung

AV - X/Uvw—ov+U.
Injektivitét:
A’Ul:AUQ:>U1+U:U2+U

= v - vy € U.
Haben auch vy - v € V. Also ist v; - v € UNV = {0},d.h. v; = va.

Surjektivitét:
Sei a € X. Miissen zeigen, dass ein v € V mit Av = v + U = a + U existiert.
Wegen X = U + Vgilt a=u + vmit u € U und v € V. Damit ist

at+tU={a+wwelUl={u+v+wweU}l={v+mzeU}=v+TU.
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Linearitat:

A(v1 4 v2) = Avy + Avs
(v1 +v2) +U = (v1 +U) + (v2 + U)
A(av) = a(Av)
av+U =alv+U)

Somit ist A ein Isomorphismus von V auf X/U. #

X/uxv 03.05.06
Ist X endlichdimensional, so gilt

dim (X/U) = dim X - dim U

Dies folgt aus X/U =2V mit UB V = X und dim X = dim U + dim V - dim(U NV).

~—————
=0

Satz 9 Sei X ein linearer Raum und sei Y ein linearer Raum.
Fir A € L(X,Y) gilt dann
X/ker A = Im A.

Beweis:
Betrachten die Abbildung
o: X/ker A — Im A, x + ker A — Ax.

Korrektheit:
Xx+kerA=y+kerA=x-yekerA=AKx-y)=0
= Ax- Ay = 0= Ax = Ay.

Linearitat:

o((x + ker A) + (y + ker A)) = p((x +y) + ker A) = A(x +y) = Ax + Ay
= p(x + ker A) + p(y + ker A).

Analog zeigt man p(a(x + ker A)) = a ¢(x + ker A).

Injektivitat:

o(x + ker A) = o(y + ker A)
= Ax = Ay

= Ax-y)=0

= x-y € ker A

= x + ker A =y + ker A

Surjektivitét:
y=AxeImA =y =px+ ker A) € Im ¢. #

122



Definition 8 Seien X und Y endlichdimensionale lineare Raume
und A € L(X,Y). Die Zahlen

r(A) := dim Im A,
n(A) := dim ker A,

heifen Rang und Kerndimension (nullity) von A. Der Faktorraum
Y/Im A heifst Cokern von A und wird mit Coker A bezeichnet.
Die Zahl

d(A) := dim Coker A ( = dim Y/Im A)
nennt man Defekt von A. Schlief$lich heifit

Ind A := dim ker A - dim Coker A = n(A) - d(A)

Index von A.

Satz 2 liefert r(a) = rg [A] g F fir ein beliebiges Basenpaar E,F. Dies rechtfertigt den
Namen Rang fiir r(A).
Haben dim ker A = dim X - dim Im A d.h. n(a) = dim X - r(A).

Des Weiteren ist d(A) = dim Y - dim Im A = dim Y - r(A)

und somit Ind A = (dim X - r(A)) - (dim Y - r(A)) = dim X - dim Y.

Alle Operatoren aus £(X,Y) haben also den gleichen Index. Insbesondere ist Ind(A) =
0 fiir alle A € £(X).

Fredholmsche Alternative

Ist A € £(X) mit X endlichdimensional, so ist entweder die Glei-
chung Ax = y fiir alle y € X lésbar oder die Gleichung Ax = 0
hat nichttriviale Losungen.

Beweis:

Haben dim ker A = dim X - dim Im A

und somit ist entweder dim Im A = dim X, d.h. Im A = X,

oder dim ker A > 0. #
Umformulierung;:

Entweder Im A = X oder ker A # {0} ist dquivalent zu Im A = X < ker A = {0} oder
A surjektiv < A injektiv

Fredholmsche Alternative halbiert also das Problem, einen Operator (aus X in X) auf
Bijektivitiat zu untersuchen. Es reicht, Surjektivitdt oder Injektivitdt festzustellen. Mit
anderen Worten:

A bijektiv < A surjektiv < A injektiv.
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2.9 Der Gaufs’sche Algorithmus

Betrachten das lineare System

ail N A1n I b1

Aml  --- Qmn T, bim

von m Gleichungen mit n Unbekannten.

Kennen bereits Aussagen iiber die Losung solcher Systeme (z.B. Cramersche Regel)
oder iiber deren Losbarkeit (z.B. Fredholmsche Alternative).

Der Gauf’sche Algorithmus ist eine universelle Lésungsmethode.

Schreiben das System formal als

a1 . QA1n ‘ bl

am1 cee Omn ‘ bm

Suchen die erste von Null verschiedene Spalte. Dies sei die Spalte s;. Darin suchen wir
ein von Null verschiedenes Element a;; und durch Vertauschen der ersten und der i-ten
Zeile bringen wir dieses in die erste Zeile

Multiplizieren dann die erste Zeile mit —- und so wird das a;; zu 1.

Subtrahieren dann ay; mal die erste Zelle von der k-ten Zeile. So entstehen Nullen unter
der geschaffenen 1. Erhalten eine Matrix der Form

0O ... 01 % ... x | =«
0 ... 00 \
o ....oo . . .1

Wiederholen alles fiir die gepunktete Matrix rechts unten usw.

Am Ende erhalten wir eine Matrix in sogenannter Zeilenstufenform, z.B.:

0 0 1 *x % = x| c1

00 0 0 1 =« x| Co

0000 0 1 % % x ‘ :

000 0 O0O0O0 0 0| cma

0000 0O O0O0O0O0 | ecnm
Die letzten 1 Zeilen seien Null (1 = m - rg A). Ist eine der Zahlen ¢;,—y41,...,Cn von
Null verschieden, so hat das System keine Losung.
Ist aber ¢;p—i4+1 = ... = ¢ = 0, so streichen wir die letzten 1 Zeilen.

Die Anfangseinsen der verbleibenden Zeilen heiflen Leitkoeffizienten.

Ziehen geeignete Vielfache der Zeilen von unten nach oben ab und erzeugen so Nullen
an Stellen {iber den Leitkoeffizienten. Im obigen Beispiel wiirde entstehen:

0 01 = 0 0 *x *x x | &
00 0 0 1 0 * * *= | ¢
00 0 0 0 1 * % *= | ¢3
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Bezeichnen mit jq,...,js (s = n - rg A) die Spalten vor dem Strich, in denen keine
Leitkoeffizienten stehen. Im Beispiel wéren dies 1.,2.,4.,7.,8.,9. Spalte.

Die Unbekannten z;,,...,z; kann man dann frei wéhlen und die restlichen Unbe-
kannten sind eindeutig bestimmt und ergeben sich von unten nach oben automatisch.

Beispiel:

0O 01 3 31 2 1 21 4 31 3 1 2 1 4 3
12143\3;>00133\2:>00133
1 2 2 7 6 | 5 1 2 2 7 6 | 5 0 0 1 3 3
2 4 1 5 3 1 4 2 41 5 31 4 o0 -1 -3 -3
1 2 1 4 3 1 3

:>00133\2:>121433:>12010
0O 000 010 0O 01 3 31 2 0 01 3 3 I
0O 000 010

— T9, X4, x5 frei wahlen,

1 + 229 + x4 = 1

T3 + 3xy4 + 35 = 2

l‘3:2—3$4—3l‘5

1’1:1—2562—1‘4.

To — U, Ty — V,T5 =W

r3 =2-3v-3w

1 =1-2u-v

d.h.

T 1—2u—v 1 —2 -1 0
To u 0 1 0 0
T3 =1 2-3v—-3w =12 +u 0 +v| =3 +w | —3
Ty v 0 0 1 0
s w 0 0 0 1

Losungsmenge einer beliebigen linearen Gleichung Ax = b ist stets von der Form
x* + ker A, wobei x* irgendeine Losung ist
(Ax=bex=x*+zmit A(x*+2z)=box=x% 1412 Az=0 x € x* } ker A).

In unserem Beispiel ist

1 -2 -1 0
0 1 0 0
ok = | 2 Jker A = span 0 1 -3 , | -3
0 0 0 0
0 0 0 1
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2.10 Eigenwerte

Definition 1 Sei X ein linearer Raum und A € L(X). Ein Un-
terraum U C X heifit invarianter Unterraum von A, wenn A(U)
C U gilt, d.h. wenn gilt v € U= Au € U.

Sei X endlichdimensional, U ein invarianter Unterraum von A und V ein Komplemen-
tarraum von U, d.h. UH V = X. [Dann muss V nicht notwendigerweise ein invarianter
Unterraum von A sein.|

Wahlen Basis {e1,...,e,} in U und Basis {f1,..., fx} in V.

Dann ist E = {e1,...,em, f1,..., fx} eine Basis in X und die Matrixdarstellung von A
in der Basis E ist von der Form

_ All A12
[A]E,E - ( 0 A22 > )

wobel A1; eine m x m-Matrix ist.

Definition 2 Sei X ein linearer Raum und A €
L(X). Zwei Unterriume U wund V wvon X heiflen
ein Paar reduzierender (invarianter) Unterrdume von A, wenn U
und V invariante Unterriume von A sind und UB V = X ist.

Ist U, V ein reduzierendes Paar, so liefern obige Basen

A11 0
A = .
[ ]E7E ( 0 Ago )
Allgemeiner schreibt man

X=U; 8...8U,, wenn Uy,...,U,, Unterrdume von X sind und sich jedes x € X
eindeutig in der Form x = uy + ... + 4y, mit uy € Uy, ..., U,y € Uy, schreiben lésst.
Man sagt dann, dass X die direkte Summe von Uy, ..., U, ist. (Dafiir ist notwendig,
aber nicht hinreichend, dass

X=U + ...+ Upund U;NU; = {0} fiir i # j gilt.)

Ist X endlichdimensional und X = U; H ... B U, und wihlt man sich Basen E;
in U; und setzt E = E; U ... U E,,, so ergibt sich fiir A € £(X) die Matrixdarstellung

A
Az
[Alg,E = . ;
A'Hlm

falls alle U; invariante Unterrdume von A sind. Die Matrixdarstellung ist also blockdia-
gonal.

Sind alle U; eindimensional, so ist [A]g g eine Diagonalmatrix.

Man nennt Operatoren diagonalisierbar, wenn es eine Basis gibt, in der die Matrixdar-
stellung eine Diagonalmatrix ist.
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Ist U ein eindimensionaler invarianter Unterraum von A, so gilt Ax = A x V U mit einer
gewissen Zahl \.

Definition 3 Sei X ein linearer Raum und A € L(X). Eine Zahl
X € K heifit Eigenwert (EW) von A, wenn es ein x € K {0} gibt
mit Az = Ax. Jedes x € X {0} mit Az = Az heifit zu A gehdrender
FEigenvektor oder Eigenelement (EV). Die Menge {x € X: Az = Az
} heift der zu A\ gehiorende Eigenunterraum (EUR). Die Dimensi-
on des Figenunterraums nennt man geometrische Vielfachheit des
Figenwertes A und bezeichnet diese mit ().

Haben also

A EW von A & Ax - Ax = 0 hat eine nichttriviale Losung
< ker (A - AI) # {0}

x EV & x € ker (A - M) \ {0}

EUR = ker (A - AI), v(A) = dim ker (A - AI).

1. Beispiel 12.05.06
A:R? — R?
Sei gegeben durch die Matrix (3 g)\
A(; ) = (;\\; ) = A <z ) , d.h. X ist Eigenwert und jedes Element aus R?
\{0} ist ein Eigenvektor. Also y(\) = 2.
A0 0
Sei A: R? — R? gegeben durch die Matrix | 0 Xy 0 . Dann ist
0 0 As
T AT
Az
. s Ay criz
x
Also: A\p ist EW, EVist | 0 ,
0

Ay ist EW, EV ist

s ist EW, EV ist

N OO ow O

2. Beispiel:

A: R? — R? sei Spiegelung an der x-Achse.

x ist EV genau dann, wenn x # 0 ist und x auf der x-Achse oder der y-Achse liegt.
Fiir x auf der x-Achse ist AX = x, d.h. EW ist 1. Fiir x auf der y-Achse ist Ax = -x,
d.h. EW ist -1. Geometrische Vielfachheiten sind immer 1.

3. Beispiel:

A: R? — R? sei Drehung um Winkel o ¢ {0°,180°}
Dann gibt es kein x # 0 mit Ax = Ax, d.h. A hat keine EW und keine EV.
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4. Beispiel:

19 -2 4
A: R? — R3 sei gegeben durch die Matrix % 4 10 -2
4 -8 25
Dann gilt
0 0 2 2 1 1
Al 2 =12 AL L =211 AL 0 =30
1 1 0 0 2 2

Operator hat also die 3 EW 1,2,3.

Definition 4 Sei A € M, (K). Unter den FEigenwerten,
FEigenvektoren, Figenunterrdumen, Geometrischen Vielfachheiten
der Matriz A versteht man die entsprechenden Objekte fiir A als
Operator auf dem Spaltenraum M, 1 (IC).

Sei A € M,, (K). Dann ist

aj] — )\ ai2 e A1n
a1 a9 — Ao a9
det (A - AI) = det "
An1 An2 et Qpp — A

- (_1)n>\n +Pn71>\”71 +... +p1)\ + Po-

Vermerken, dass pg = det A, p,—1 = (=1)" " L(a1; +asa+ ... +any) = (=1)" "L tr A
=: (=1)""! spur A gilt.

Ist A € £(X) (dim X = n), so wéhlen wir uns eine Basis E in X und definieren
det (A - AI) := det [A - Mg E.

Nach Satz 6/2.6. sind alle moglichen Matrixdarstellungen [A - M]g g dhnlich zuein-
ander, d.h. det [A - Ml|g g héngt nicht von der speziellen Wahl von E ab.
(det C [A - /\I]E,E C~1 = det C det [A N )\I]E,E det C~! = det [A N )\I]E,E)

Definition 5 Sei A € M,, (K) oder A € L(X). Das Polynom det
(A - AI) heifit charakteristisches Polynom von A. Die Menge der
komplezen Nullstellen des charakteristischen Polynoms, d.h. die A
€ C mit det (A - \I) = 0, wird Spektrum von A genannt und mit
sp A bezeichnet.

Andere Bezeichungen: sp A = o(A) = A(A) ...

Satz 1 Sei A € M, (K) oder A € L(X) tber K. Die Menge der
FEigenwerte von A ist dann gleich sp A N K.

Beweis:
Sei A € K ein EW. Dann ist A - Al nicht injektiv und somit nicht invertierbar, d.h. det
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(A - AI) = 0. Also gilt Menge der Eigenwerte C K N sp A.

Umgekehrt sei A € I und det (A - AI) = 0. Dann ist r = rg(A - AI) < n. Nach Satz
2/2.8. ist somit dim ker (A - AI) =n-r > 0, d.h. A ist EW. #
Haben also erstmals ein Resultat, bei dem der Skalarkdrper eine entscheidende Rolle
spielt.

5. Beispiel:
Sei A wie im 3. Beispiel. Wohlen Standardbasis E im R2. Also ist

[A]EE _ (COSQ —SsSin« ) ’

sina  cosa

det [A— )\I]E,E =

cosa— A —sina
sin o cosa — A

=A% —2\cosa + cos® a + sin’ «
:)\2—2)\cosa—|—1é0
A2 =cosat/cos?a—1=cosat —sin?a = cosa +isina

Fiir a # {0°,180°} sind A1, A2 nicht reell, d.h. A hat keine Eigenwerte als Operator im
R2. Aber A hat die beiden EW A1, A2 als Operator im C2.

Definition 6 Sei A € M, (K) oder A € L(X). Die
algebraische Vielfachheit eines Figenwerts A\g von A ist das grofite
w, fir das det(A - M\I) durch (A — X\o)* teilbar ist.

Die algebraische Vielfachheit von Ao bezeichnen wir mit a()\g).
Ein FEigenwert heifst einfach, wenn die algebraische Vielfachheit 1
151.

6. Beispiel:

., (11
SelA;(O 1 ).Haben

‘1A 1 ':)\2—2>\+1:(>\—1)2.

0 1-A

Also sp A = {1}, Menge der EW von A = {1}, o(1) = 2.

)0 )mma(i )G )-( )
< () )ev

d.h. EUR — {(é ): x € K} = span {(é )}. Also 7(1) = dim EUR — 1.
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Satz 2 Es gilt stets v(A) < a(A).

Beweis:
Sei Ag ein EW von A mit v(A\g) = 7, a(Ag) = . Wihlen einen Komplementarraum V
zu U = ker (A - AoI).

Sei {e1,...,e,} eine Basis in U und {eyy1,...,e,} eine Basis in V. Dann ist E =
{e1,...,€y,€y41,...,6,} eine Basis in gesamten Raum. Haben

[A]E,E—<§ g )

Ao 0
mit B = .
0 Ao
Dies folgt aus A e; = Ag e; fiir 1 < j < . Es ergibt sich
B -\ C
det (A - M) = det [A - M]g, g = det

0 D — I
Ao — A
= det (B - AI) * det (D - AI) = det det (D - AI)
Ao — A Xy
= (A —A)7det (D-AI).
Sehen also, dass det (A - A I) durch (A — Ag)” teilbar ist. Somit ist a > . #

17.05.06

Man bestimmt also zunéchst alle Nullstellen von det (A - A I). Damit hat man auch
die algebraischen Vielfachheiten. Fiir Ay € sp A N K 16st man dann die Gleichung (A
- X I)x = 0 (z.B. tiber Gauft’schen Algorithmus) und ermittelt so alle Eigenvektoren
und damit auch die geometrischen Vielfachheiten.

Definition 7 Ein Operator A € L(X) heifit diagonalisierbar,
wenn es eine Basis E in X gibt, sodass

A1 0
[Alp.r =

mit \; € K gilt.

Eine Matriz A € M, (K) heifit diagonalisierbar, wenn es
eine invertierbare Matriz C € M, (K) gibt, sodass

A 0
CT'AC = ,
0 An

mit \; € K ist.
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Aus Satz 6/2.6. folgt, dass ein Operator genau dann diagonalisierbar ist, wenn irgend-
eine seiner Matrixdarstellungen [A]r  diagonalisierbar ist, und in diesem Fall sind alle
Matrixdarstellungen [A]r r diagonalisierbar.

Wenn A € £(X) diagonalisierbar ist, dann sind die Zahlen ); alles Eigenwerte von
A (ist E = {e1,...,en}, so ist Ae; = Ae;).

A 0 A1 0

Aus C71AC = folgt AC = C und fiir die i-te

0 An 0 An
Spalte s; von C gilt somit As; = \;s;, d.h. die Spalten von C sind gerade die Eigenvek-
toren.

Lemma: Seien Aq,...,\,, verschiedene Eigenwerte eines Opera-
tors A € £(X) und seien E, ..., E,, die entsprechenden Eigenun-
terrdume. Dann gilt

Ei+...4+E,=E .. .BE,,

d.h. jedes x € E1 + ...+ E,, ist eindeutig in der Form x = 1 +
...+ x,, mit z; € E; darstellbar.

Beweis:

Ist fiir m = 1 klar. Behauptung sei fiir m - 1 richtig. Zeigen sie fiir m.
Seidazu z; € E; und 1 + ...+ x,, = 0.

Anwendung von A ergibt

MZ1+ oo+ Ap—1Zm—1 + Ay, =0
und Multiplikation mit A, liefert
AnZ1+ .o+ AnZTm_1Amxm = 0.
Subtraktion bringt dann

()\1 — )\m)l‘l +...+ ()\m,1 — )\m)a)‘m,1 =0,

S
SN EEm—1
und nach Induktionsvoraussetzung ist also (A; - Apy)z; = 0 fiir i = 1, ..., m-1. Somit

ist x&; =0 firi=1,...,m-1. Es folgt z,, = 0.

Alsogilt x1 = ... = x,, = 0. #

Folgerung: Zu verschiedenen Eigenwerten gehtrende Eigenvek-
toren sind stets linear unabhéngig.

Satz 3 Ein Operator A € L(X) ist genau dann diagonalisierbar,
wenn sp A C K und y(\) = a(\) fiir alle Figenwerte von \ von
A ist.
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Beweis:
Sei sp A C K und v(A) = «(A) YA. Haben

det (A — /\I) = ()\1 _ /\)a()q) o (/\m _ )\)oz()\m)7
wobei Ay, ..., A, verschieden sind.

Die Zahlen Aq,...,\,, sind alles Eigenwerte von A (sp A C K und Satz 1). Seien
Fy, ..., E,, die Eigenunterrdume. Nach dem Lemma ist

dim (E1+...+ E,) =dim (1 B...8HE,) =dim E; + ... + dim E,,

=vA1) + oo+ v(m) = alA) + ..o+ alA,) = n = dim X

woraus X = Fy H...H E,, folgt.

Wiéhlen Basen in Fj, ..., Fy,. Deren Vereinigung ist dann also eine Basis E = {ej,...,e,}
in X.
M1
Alle Elemente e; sind Eigenvektoren, Ae;, = p;e;, d.h. [Alg g =
fin
Umgekehrt sei A diagonalisierbar:
A1
An
Bezeichnen mit pq, . .., f,, die verschiedenen Elemente auf der Diagonalen. Dabei moge

i genau ¢; mal vorkommen. Haben also
det (A=A =M1 =A) ... (A =A) = (1 = N o (g — ).

Jedes p; ist ein Eigenwert von A.

Es gibt ¢; Elemente x aus der Basis E mit Ax = pu;x.

Bezeichnen mit @Q; die Aufspannung dieser Elemente. Dann ist Q; € E; = EUR von
;. Dies ergibt zunédchst ¢; = dim Q; < dim E; = ().

¢; ist die algebraische Vielfachheit von p;, d.h. ¢; = a(;). Nach Satz 2 ist a(u;) >
¥(ki)-

Zusammen mit der Ungleichung ¢; < ~v(u;) ergibt dies a(u;) = (1) fiir alle i. Schlief-
lich ist sp A = {u1, ..., m} C K, da nach Definition 7 die Zahlen Ay, ..., \, alle zu K

gehoren. +#
7. Beispiel:

. 11
Sei A = 0 1

Wissen, dass sp A = {1} mit a(1) = 2 und (1) = 1 (fritheres Beispiel) ist.
Diese Matrix lésst sich also weder iiber R noch iiber C diagonalisieren.

cosa —sina
sina  cosa
so hat A keine Eigenwerte iber R, ist {iber R also nicht diagonalisierbar.
Wissen, dass sp A = {cosa + isina, cosa - isina}.
Wegen sp A ¢ R ist A iiber R nicht diagonalisierbar. Aus sp A C C, a(\) = 1, y(\) =
1 folgt, dass A iiber C diagonalisierbar ist.

Ist A = mit « ¢ {0°,180°},
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Folgerung: Sind alle Eigenwerte eines Operatos (einer Matrix)
einfach, so ist der Operator (die Matrix) iiber C diagonalisierbar.
Ist iiberdies K = R und sind alle Punkte aus dem Spektrum reell,
so ist der Operator (die Matrix) iiber R diagonalisierbar.

Beweis:
Voraussetzung impliziert, dass sp A C K gilt und «a(\) = 1 VA ist.
Nach Satz 2 ist y(\) = 1 VA und Satz 3 liefert somit die Behauptung. #

Hatten in 2.6. Aquivalenz von Matrizen betrachtet (A ~ B < 3 M,N invertirbar mit
MAN = B) und im Satz 5/2.7. festgestellt, dass jede Matrix aus M,, (K) zu genau einer
Matrix aus der Liste

B850 )08 ) 2 )0t )

dquivalent ist.

Dies impliziert, dass es fiir jeden Operator A € £(X) (dimx X = n) Basen E,F gibt,
sodass [A]g F eine Matrix obiger Liste ist und dass man auf diese Weise niemals zu
zwei verschiedenen Matrizen aus der Liste kommt.

Suchen nun eine solche Liste beziiglich der Ahnlichkeit von Matrizen (A #hnlich zu
B < 3 C invertierbar mit C~'AC = B) bzw. beziiglich der Matrixdarstellung [A] g g
von Operatoren.

Definition 8 Eine (r z r)-Matriz mit Eintrdgen aus IC heifst
Jordankdstchen, wenn sie von der Form

Al
Jr(A) =

> = = O

mit A € IC ist.
Haben also

A
=050 = (3 5 )nw= |0

S > =
> = O

FEine Matriz mit Fintragen aus K heiffit Jordanmatriz, wenn sie
blockdiagonal ist und die Diagonalblocke alle Jordankdstchen mait
Eintrigen aus K sind.

Jordanmatrizen sind zum Beispiel

A1 0Ol o010 0
00X 110100
(AO)A_LO—LO ) 00 X1 01 00
0 u ’O‘gu "lo o001 X100
00 01 0| p 1
0001 010 pu
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Satz 4 (a) Zwie Jordanmatrizen sind genau dann (Gber K)
dhnlich, wenn sie sich lediglich in der Reihenfolge (Anordnung)
der Jordankdstchen unterscheiden.

(b) Jede Matric A € M, (K) mit der Figenschaft sp A C
K ist zu einer bis auf die Anordnung der Jordankdstchen
eindeutig bestimmten Jordanmatrixz dhnlich, der sogenannten
Jordanschen Normalform.

(c) Fir jeden Operator A € L(X) mit der FEigenschaft sp
A C K euistiert eine Basis E in X, sodass [Alg g eine bis
auf die Reihenfolge eindeutig bestimmite Jordanmatriz ist, die
Jordansche Normalform von A.

Beweis: siehe Literatur. #
Jordansche Normalformen von Matrizen aus M; (C) sind also (). Fiir Matrizen aus
M, (C) ist die Liste der JNF wie folgt:

A0 A0 Al
G )o@ R )63 )
(A>pu < Re X >Repoder Re A =Re g, Im A > Im p)

JNF fiir Matrizen aus M3(C):

A A A1
1 (A= p=v), A (A#Fp), [0 A (A # ),
v [ 1
A A1 A1 0
A 0 A o a1
A A 00 X

Die Bestimmung der JNF ist im Allgemeinen nicht leicht. Klar ist, dass die Eintrége
auf der Hauptdiagonalen der JNF gerade die Eigenwerte sind (fordern stets sp A C K)
und dort entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit auftreten.

Man kann zeigen, dass die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts gleich der Anzahl
der Jordankéstchen mit diesem Eigenwert ist.

Im Prinzip kann man die JNF wie folgt bestimmen:
Bezeichnen mit Dy (\) (k=1,...,n) den ggT aller Minoren der Ordnung k von A -AI (A
€ M,(K), sp A C K). Dies sind Polynome in A. Insbesondere ist D,,(lambda) = det (A
- AI). Man setzt noch Dg(\):=1. Man kann zeigen, dass Dy (A) durch Dy_1 (\) teilbar
ist. Die Polynome o
Dy (A
BN =50

nennt man Elementarteiler oder invariante Polynome von A.

(k=1,...,n)
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Man kann wieder zeigen, dass Ei () durch E;_1()) teilbar ist. Haben also
E,(0\) =1 =N (g =)™

En1(N) = (A = NP0 —N)™2 .

Ei(N) = (A =N (g = N)™ L

mit kl ZkQZan, mq ZmQEZmn,
Die JNF von A hat dann die Jordankistchen

Ty (M), Ty (A1) -+ o5 Tk, (A1),

Imy (A2), Jma (A2)y ooy T, (A2), -
mit der Vereinbarung, dass Jo(A) nicht gezdhlt wird (leeres Késtchen).

Beispiel:
Sei A € M1p(K) und

Es(\) = (4—))
Er(\) =4— A
Es(\) =...=E(\) =1
Die JNF ist
310
03 1
00 3
31
0 3
41
0 4
4
4

Folgerung: A mit sp A C K ist diagonalisierbar genau dann,
wenn alle Elementarteiler nur einfache Nullstellen haben.

Folgerung: Zwei Matrizen A)B € M,, (K) mit Spektrum in K
(sp A, sp B C K) sind genau dann dhnlich, wenn sie die gleichen
Elementarteiler haben.

Die Elementarteiler bilden also einen vollstéindigen Satz von Invarianten fiir die Ahn-
lichkeit.
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Definition 9 Ein Polynom
PA) = P A™ + P AT 4+ p1A + po

mit Koeffizienten aus C heifst annulierendes Polynom fiir eine Ma-
tric A € M, (C), wenn

p(A) = pmA™ + pr1 A"+ 4 prA+pol = O

1st.

Es ist unschwer zu sehen, dass (Ag — A)" ein annulierendes Polynom fiir J,.(Ag) ist. Klar

firr = 1:
J1 (M) = Ao, (Mg — o)t = 0.

Beweis fiir r = 2:

soo=(y 4 aw=(5 4 )3 4 )-

p(Ja(Xo)) = 2T — 2XoJ2(Xo) + J2(No)

(A2 0 Ao 1 A2 2
(% ) (8 )+ (0 %

Definition 10 Das annulierende Polynom wvon minimalem
Grad wund mit hochstens Koeffizienten 1 (p,, = 1) heifit
minimales Polynom oder Minimalpolynom von A.

Satz 5 (a) Das Minimalpolynom von A ist + E, ()\).

(b) (Satz von Cayley-Hamilton)
Das charakteristische Polynom D,()\) = det (A - M) ist ein
annulierendes Polynom von A.

(¢) Der Grad des Minimalpolynoms ist die Summe der Di-
mensionen (Ordnungen) der mazimalen Jordankdstchen fiir jeden
Eigenwert, d.h. ist ky +mq + ...

(d) Das Minimalpolynom ist + mal das charakteristische
Polynom genau dann, wenn es fir jeden FEigenwert nur ein
Jordankdstchen gibt

Beweis: HA
((Ag — A)" ist annulierend fir J,(Ao)
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= E,(\) = (A — AN)*1(\y — A\)™ ... ist annulierend fiir JNF.)

Kommen nun zu Matrizen A € M, (R), fir die nicht notwendigerweise sp A C R

ist.

Definition 11 Fine reelle r x r-Matrix heifst
reelles Jordankastchen, wenn sie von der Form

Al
DU |
’ A
mit A € R oder von der Form
o T 1 0
-7 o 0 1
o T
-7 O
1 0
0 1
oT
-7 O

mit 0,7 € R ist.

(Letztere Jordankdastchen gibt es blofs fiir gerade r.)

Eine reelle Jordanmatrix ist eine Blockdiagonalmatriz, deren Dia-
gonalblocke reelle Jordankdstchen sind.

Satz 6 (a) Zwei reelle Jordanmatrizen sind genaw dann dhnlich,
wenn sie sich nur in der Reihenfolge der reellen Jordankdstchen
unterscheiden.

(b) Jede Matriz aus M,(R) ist dber R dhnlich zu ei-
ner (bis auf die Reihenfolge der Jordankdstchen eindeu-
tig bestimmten) reellen  Jordanmatriz, ihrer sogenannten
reellen Jordanschen Normalform.

(¢) Fiir jeden Operator A € L(X) iber einem endlichen linearen
Raum X dber R g¢ibt es eine Basis E in X, sodass [A]lg g eine (bis
auf die Reihenfolge der Jordankdstchen eindeutig bestimmte) reel-
le Jordanmatriz ist, die sogenannte reelle Jordansche Normalform
von A.

Beweis: Literatur.
JNFn von Matrizen aus My (C):

A A A

S >

g v v
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Al A Al A1 0
0 A A 0 A 0 X 1
[T ’ A ’ A o 0 A
0 p I I I
Al Al A1 0 A1 0
0 A 0 A 0 X 1 0 X 1
A ’ Al 10 0 A 10 0 A
A 0 A A 0 0 O
JNFn von Matrizen aus My(R) sind die Obigen mit reellen A, u, v und o und die
Folgenden:
o T o T o T o T
-7 O -7 O -T O —T O
A ’ A ’ Al ’
7 A 0 A
o T c 7 1 0
Y - o 0 1
o T ’ o T
-7 O -7 O

_ o O

>

fﬂa

3 Raume mit Skalarprodukt und ihre Operatoren

3.1 Euklidische und unitare Raume

Mengen: zahlen
Lineare Réume: rechnen (Addition, Multiplikation mit Skalaren)

Wollen Geometrie betreiben. Dazu miissen wir Lingen und Winkel messen konnen.

Dies fiihr zu Rdumen mit Skalarprodukt.

Definition 1 Sei X ein linearer Raum iber K (€ {R, C}). Ein
Skalarprodukt (= inneres Produkt) auf X ist eine Abbildung von
X x X in K, die jedem geordneten Paar (z,y) € X x X einen
Skalar (z,y) zuordnet. ( = <z,y>, © * y, <zly>) und folgende
Eigenschaften hat:

(i) (zr,y) = (y,z) ¥ z,y € X (Symmetrie)

(ii) (ax,y) = alz,y) Vae KV zye X

(i) (v + y,2) = (v,2) + (y,2) YV ayz€ X

() (v,z) € [0,00)V € X und (z,2) = 0 < x = 0 (Positive
Definitheit)

Zunéchst einige wichtige Bemerkungen:

K=R K=C

(xy) = (y:x) (xy) = (2,v)
(aX7Y) - a(X7Y) (

(x,ay) = a(x,y) (x,ay) = @(x,y)
( (

( (

X+ Y7Z) - (sz) + (y,Z) X+ sz) - (X,Z) + (y,Z)
X,y + Z) - (X’Y) + (sz) Xy + Z) - (va) + (X,Z)

Skalarprodukt ist eine bilineare Form Skalarprodukt ist eine sesquilineare Form
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Manchmal (besonders in der Physik) ersetzt man Axiom (ii) durch
(x,ay) = a(z,y) YVaeK Vr,ye X

Dann hat man
(ax,y) =a(zr,y) YaeK Ve,yelX.

Definition 2 FEin linearer Raum tber K mit Skalarprodukt heifit
Euklidischer Raum fiir K = R und Unitdrer Raum fir K = C.

1. Beispiel:
X = R3 (iiber R) mit (x,y) = |x||y| cos ¢ ist Euklidischer Raum

2. Beispiel:

X = K" mit (x,y) = (1, -, Tn)s(Y15 -+, Yn)) = T1Y1 + - - . + X, Y, ist Raum mit Ska-
larprodukt

(Y7X) =mnT1+...+YTn =191+ ... + TpYn = (xvy)

(i), (iii) trivial

(X,X) = 11+ - + 20Ty = 112+ ..+ |22

FEine Verallgemeinerung ist wie folgt:
Sei A = (a4j);'j=1 € M, (K). Definieren (z,y)a = (x, Ay), wobei (-,-) wie oben ist.
Ausgeschrieben:

1 ajx ... Qip Y1 T1 a11y1 + ...+ ainlYn
(z,y)a = : | : : = : , :
T Ap1l .. Qpp Un T An1Y1 + ... + GpnYn
n
=xz1(a11y1 + .-+ a1nyn) + . + Tp(@r1y1 + ..+ annyn) = Z Qi TiY;-
ij=1
Symmetrie:

n n n
(W 2)a= Y GyyiT; = Y ayafi = Y ;T

,j=1 ,j=1 ,j=1
Haben also Symmetrie genau dann, wenn a@;; = a;; V 1,j ist, d.h. genau dann, wenn A
= A*ist (A* := AT) (solche Matrizen heifsen hermitesch).

e K=¢C
) s (22)
A= 2£i 23'1 )istkeineMatrixausMQ(R) A — 2£i 2;—1'
A= 2—1i-z' 2;_i nicht hermitesch

Axiome (ii) und (iii) sind stets erfiillt.
Axiom (iv) ist diffizil. Sei z.B. A = <§ g

(r,2)4 = 23 + 21129 + 220m1 + 523 = 22 + dx12952% = (21 + 212)2 + 23 > 0

) und I = R. Dann ist
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und (z,2)4 =0 21+ 220 =0, 20 =0 21 = 29 = 0.
Seil andererseits A = ; g . Dann ist

(r,2)4 = 23 + dx120 + 323 = (21 + 222)? — 23 < 0 fiir 27 = -2, 29 = 1.
Hermitesche Matrizen, fiir die das Axiom (iv) gilt, nennt man positiv definit. Es gilt
A= (a I; ) € M, (R) ist positiv definit < a > 0, “ ’ = ac —b? > 0 (Baby-

b b
Sylvester)
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3. Beispiel:

X =Ck [avb]

ist die Menge aller stetigen Abbildungen f: [a,b] — K. Addition und Multiplikation mit
Skalaren punktweise. Skalarprodukt ist

b
(f9) = / F(@)g@)da.
z.B. ist

b
4.1 :/ F@Pde >0 (f.f) =0 fz)=0¥r & f=0.

Satz 1 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
In einem Raum mit Skalarprodukt gilt

(@ )| < [lzllllyl[vVe, y.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn ein a € I mit © =
ay oder y = ax existiert.

Hatten dabei folgende Definition vergessen:

Definition 3 Sei X ein linearer Raum mit Skalarprodukt. Die
Norm eines Elements x € X ist definiert als

||zl = v/ (2, 2)(= 0)

und der Abstand zweier Elemente x,y € X wird erkldrt durch

d(z,y) = |lz = yl|.

4. Beispiel:

Fiir (-,-) wie in Beispiel 1 ist ||x|| = Lange des Vektors x = Abstand des Punktes x vom
Ursprung.

(llzll = v/(,2) = v/Iel[alcos p = VaZ ¥ cos 0 = |

d(x,y) ist der iibliche Abstand von x und y.

Fiir (-,-) wie in Beispiel 2 ist
]l = V/(z,2) = V]e1[* + ... + |aal?

d(x,y) = \/|$1 A i S S _yn‘2

Kreis ist {x € R% d(x,0) = 1} = {(z1,72) € R?* /2?2 + 23 = 1} = {(21,72) € R?: 22
+ 2% =1}

0
L

2

Sei z.B. A = <
Skalarprodukt i

) € M, (R).

E Ogm""
N~

R° ist

1 1
(,y)a = Eflyl + bszyz
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1 1
(z,7)a = ECU% + bﬁxg

1 1
da(z,y) = \/ag(l'l —y1)? + bj(@ —y2)?
Kreis ist {x € R?: da(x,0) = 1} = {(21,22) € R* % + z—g = 1} = Ellipse

Ist (-,-) wie in Beispiel 3, so ist
02.06.06

b
= / (@) Pde

b
d(f,g) = \/ / (@) — g(x)de

Flache zwsischen f und g ist

b
[ 17@) = g(a)lds = au£.9)
Sinnvoller Abstand zwischen f und g ist auch
maxxe[a,bﬂf(m) - g(lL’)| = doo(fag)

Beweis von Satz 1:

Fiir y = 0 ist die Ungleichung trivial. Sei also y # 0. Setzen A = flz"‘g. Haben

0< (z— Ay, —N\y) = (z,2) — Az,y) — My, ) + Ay, y)

z,y)(x, x, , T x,y)|?
S R ey v v a2
— le|l? - (@ 9)* =P | @)
[lylI? [lylI? [ly[[?
g e
71
d.h [ y)? < (I Ilyl]*.
Gleichheit gilt genau dann, wenn y = 0 oder x - A y = 0 ist. #

5. Beispiel:
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung konkret

Im 1. Beispiel:
[lal[11b1]] cos o] < [[all[[b]]

Im 2. Beispiel:
Ist (x,y) = 191 + - .. + 1 Yn, so lautet es

2171 + -+ 2T < VIn P+ PV P el

11+t 2Tl < (1P + o ) (P + - Jyal?)
(= (a1+...+a)? < (P4+...+1%)(ai+...+a) =n (af+... + a2 & BF=tn <

/[ a2+...4a2
1 - n))
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3. Beispiel:

/a ' fa)g)d

P ( / b |f<x>2dx> ( / b |g<x>2dx) -

Satz 2 In einem Raum mit Skalarprodukt gilt stets

(a) [[xf]] > 0V z € X, [[z]] = 0= z =0,

(b) lazf] = |af ||x]]Va e KV z € X,

(c) [z + yll < =] + [ly]|V =y € X
(Dreiecksungleichung oder Minkowskische Ungleichung)
(d) d(z,y) > 0V z,y € X, d(x,y) = 0=z =y,

(e) d(zy) = d(y,x) ¥V 2,y € X,

(f) d(zy) < d(z,2) + d(zy)V zyz€ X
(Dreiecksungleichung)

Bemerkung:

Eigenschaften (a),(b),(c) sind Axiome eines sogenannten linearen Raumes. Eigenschaf-
ten (d),(e),(f) sind Axiome eines sogenannten metrischen Raumes.

Beweis:

(a) klar

(b) [lax]? — a a(xx) = laf [/

(©) [[x + ¥I2 = (¢ + v +¥) = (x%) + (xy) + (73%) + (y) = <12 + 2 Re(xy) +
Iy < (1l 216+ lvll? < 2+ 2 Jixl] Iyl = (lbel] + iyl

(d),(e) klar

(f) dixy) = lx-yll = lx +z-z-yl| < [lx-2|[ + [lz - yl| = d(x,2) + d(zy). i
6. Beispiel: Minkowski konkret

[+ vl < [xIF+ 1Iyll;

Vgt P+ F e Fua? < V]mP+ o F |z P+ V2 + o+ Jual?

\//ab |f(z) +g(z)|?dz < \//ab |f(2)]2dx + \//ab 1g(z)|2dz.

Definition 4 Sei X ein linearer Raum dber IC und (-,-) ein Ska-
larprodukt. Fir z,y € X ohne {0} und K = R ist der Winkel ¢
zwischen x und y definiert durch

cos p = , @el0,7].
Fiir K = C wird der Begriff des Winkels nicht definiert.

Sowohl fir I = R als auch fir K = C nennt man zwei Elemente
x,y € X orthogonal (x L y), wenn (x,y) = 0 ist.
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7. Beispiel:

Zwei Vektoren sind genau dann orthogonal, wenn sie dies im iiblichen Sinne sind. Zwei
Punkte x,y € R™ sind genau dann orthogonal, wenn die Ortsvektoren, die in x und y
enden, orthogonal sind.

f,g € Cx [a,b] sind orthogonal < fab f(x)g(z)dx = 0.

Satz 3 Pythagoras

Sind x und y orthogonal, so gilt

[z +yl[* = [l + [ly]*-

Bewelis:

lz+yl* = (a+y, z+y) = [l P+ (2, 9)+(y, 2)+HylP = [|2]P+(2,9) + (@,9) +yl1* = [|l2]]*+]y].
N e

##

3.2 Orthogonalsysteme

Definition 1 Sei X ein linearer Raum mit Skalarprodukt. Fi-
ne Menge {x1,...,z,} von Elementen aus X ohne {0} heifit
Orthogonalsystem (OGS), wenn (x;,x;) = 0 fir i # j ist,
Orthonormalsystem (ONS), wenn (z;,x;) = §;; ¥ .5,
Orthogonalbasis (OGB), wenn {x1,...,xm} gleichzeitig ein OGS
und eine Basis in X ist,

Orthonormalbasis (ONB), wenn {x1,...,xm} gleichzeitig ein
ONS und eine Basis in X ist.

Ein einzelnes Element ist OGS genau dann, wenn es von Null verschieden ist.
Die Elemente eines beliebigen OGS sind stets linear unabhéngig:
a1+ . F oty =0= (z + .o, 25) =0
= o (z1,25) + ..o F am(@m, ;) =0= o (2j,2;) =0=a; =0.
——
#0

Also: Ein OGS {z1,...,z,} ist genau dann eine Basis in X, wenn m = dim X gilt.

Ist {e1,...,e,} eine ONB in X, so gilt
x = (x,e1)e1 + ... + (x,en) en (Fourierreihe)
fiir jedes x € X. In der Tat,
r=x1€1+...+xpen
(z,ej) = (161 + ... + Tpen, €) = x1(e1,¢5) + ... xplen, ;) = xj (€5,€5) = z;.

=1
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Eine ONB im K" ist z.B. {(1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}.

Gibt es in jedem linearen Raum mit Skalarprodukt eine ONB?

Z.B. bildet {1,x, ..., x"} eine Basis im Unterraum aller Polynome vom Grad < n in
Ck [a,b], aber keine ONB. Fiir endlichdimensionale Rdume ist die Antwort ja, wie der
folgende Satz zeigt.

Satz 4 (Gram/Schmidt):

Sei X ein linearer Raum mit Skalarprodukt und {eq, ... e, } eine
Basis in X. Dann existiert eine ONB {f1,..., fo} in X mit span
ler,...,ex} = span {f1,..., fx} fir alle k mit 1 < k < n.

Folgerung: In jedem endlichdimensionalen Raum mit Skalarpro-

dukt existiert eine ONB. 07.06.06

Beweis:
Wihlen eine beliebige Basis {eq,...,e,}. Dann bildet die durch Satz 1 gegebene ONB
{f1,-.., fn} die gewiinschte ONB. #

Beweis von Satz 1:
Setzen f; = ﬁ

Nehmen an, dass wir ein ONS {f1,..., f;n} mit span {e1,...,ex} = span {f1,..., fr}
fir 1 < k < m haben.

Setzen
9= em+1— (emt1, f1)f1 + ... = (emt1, fm) fm-
Dann ist g # 0, da ansonsten e,,1 € span {f1,..., fm} = span {e1,..., ey} wire.
Setzen fr,+1 = Hsgii\l
Dann ist
span {f1,..., fme1 = span {f1,..., fm,em+1} = span {e1,...,€m,emt1}
und HferIH =1,
1 1 1 «— 1 1
(fms1s £3) = 7009, £3) = = (€mats F) =10 D (€mt1s f1) (frs f5) = = (€mt1s f5) = (€ma1s f)%1 = 0.
lgl| Ilgll gl &= gl llgll

(1 < j < m). Zum Schluss erhélt man so ein ONS {f1,..., fn} mit span {f1,..., fn}
= span {ej,...,e,} = X, d.h. eine ONB {f1,..., fu}. #

Der Beweis liefert zugleich eine Methode, um eine Basis zu orthogonaliseren (,,Schmidt-
sches Orthogonalisierungsverfahren®):

_ @
L TT
f — 627(627f1)f1
: [lez — (e2, f1) f1l]
fy = es — (e3, [1).f1 — (3, f2) fo
57 les — (ea, 1) f1 — (3, f2) fo]
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1. Beispiel:

X = Ckl[-1,1]
eo(x) = 1, e1(x) = x, ea(x) = 22, ...

Orthogonalisieren die ersten n dieser Funktionen und erhalten so ein ONS in X bzw.
eine ONB im Unterraum aller Polynome vom Grad < n - 1.

Teo(a)]
leoz)|| = (/_111»«1@)é V3
fo(l"): %

folz) = ez(x) — (ea(x), f1(x)) f1(x) — (e2(x), fo(x)) fo(z)
llea(@) — (e2(2), 1 (@) f1(2) — (e2(2), fol@)) fol@)]
! 3
(eala), f1(2)) = / o\ Geds =0
(ex(x). f1(x)) = /x;ﬁd -1z V2
2 ! 2 \/§ 1 ’ _ ! 4 2 2 1 _ 8
[l...]| _/_1 (x —3\/§> dac-/_1 (x — 3% —&-Q)dm—45
45 1
fo= § (1‘2 - 3
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Man kann zeigen, dass

2n+1 1 d*  ,
= _— — 1 n
I 2 2npldxm (z )
gilt.

(0 =2 fo(e) = |/ = §l(a? 1)
fale) = 311202 = ) = \ 3362 - ) = %W—é))

Die orthogonalen Polynome auf [-1,1] mit (f,g) = f f(z)g(z)dz heiken Legendresche
Polynome.

Definition 2 Sei X ein linearer Raum mit Skalarprodukt und U
ein Unterraum von X. Die Menge

Li={zeX:(z,u)=0vucU}

heifit orthogonales Komplement von U.

Satz 1 Sei X ein linearer Raum mit Skalarprodukt und U ein end-
lichdimensionaler Unterraum von X. Dann ist U- ein Unterraum
von X und es gilt X = U@ U*.

Beweis:
Offenbar ist U ein Unterraum (auch wenn U unendlichdimensional ist). Wihlen ONB
{e1,...,em} in U. Fiir x € X setzen wir

z1 = (x,e1)er + ...+ (T, em)em,
To =2 — 2.

Dann ist x = x1 + a2 mit 1 € U. Wegen
m
(x2,€5) = (z,e5) — (21, ¢5) = (z, ;) Z (x,er)(er,ej) = (x,e5) — (x,e) x1 =0
k=1

ist (v2,u) =0V u € U, dh. 2o € UL,
Also ist U + U-.
Isty € UN UL, soist (y,y) = 0, d.h. y = 0. Also ist X = U B U+, #

Definition 3 Sei X ein endlichdimensionaler linearer Raum mit
Skalarprodukt und U ein Unterraum von X. Nach Satz 2 ldsst sich
jedes x € X eindeutig in der Form x = x1 + xo mit x1 € U und
x9 € UL schreiben. Die Abbildung, die © in x dberfihrt, wird mit
Py bezeichnet und orthogonaler Projektor von X auf U genannt.

Es ist leicht zu sehen, dass gilt: P2 = Py, ker Py = U+, Im Py = U.
Aus Beweis von Satz 2 folgt:
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Ist {e1,...,em} eine ONB in U, so ist
Pyx = (z,e1)er + ...+ (z,em)em.

Betrachten noch folgendes Problem:

Gegeben sei ein endlichdimensionaler linearer Raum X mit Skalarprodukt und ein Un-
terraum U C X. Fiir ein x € X suchen wir ein u € U, sodass ||x - u|| minimal wird, d.h.
wir suchen die bestmdogliche Approximation von x durch Elemente aus U.

Satz 2 Die bestmdgliche Approximation von z in U existiert und
ist eindeutig bestimmt. Sie ist gegeben durch Py x. Mit anderen
Worten, es gilt

||z — Pyz|| < ||z —ul| Yue U{Pyz}.

Bemerkung:

Existenz und Eindeutigkeit sind nicht trivial:

bei offenen Mengen existiert z.B. keine optimale Approximation. Wahlt man die Manhattan-
Metrik lasst sich die optimale Approximation nicht eindeutig wéhlen.

Beweis:
Es gilt u - Pyx € U fiir jedes u € Uund x - Py x = (I- Py)x € ker(I - Py) = UL,

Also ist
|z —ull* =z = Pz + Poa —ul]* = ||z — Pyz||* +||Prz —ul|* > ||z — Pya||?
—_— =
eUut €U

mit Gleichheit genau dann, wenn u = Py x ist. +#

2. Beispiel:

21 N

Betrachten Cx [0, 27] mit (f,g) = [ f(z)g(z)dx.
Setzen cp(x) = \/%, cn(z) = ﬁ cosnx (n > 1), sy(z) = ﬁsinnm (n>1).

Sei U = span {cg,C1,...,CnyS1y.--,8n}- B
Fiir f € Cg [0,27] suchen wir die beste Approximation in U, d.h. wir suchen dg, a1, . . ., dn, b1, . ..
€ R mit R R

||f — doCo — cflcl — ... a~ncn — blCl i ann||2

n

2m
= / |f(x)— ap— Z(ak coskx + bysinkz)  |*dz — min.
0 k=1

trigonometrisches Polynom vom Grad n

Es ist leicht zu sehen, dass {co,c1,...,Cn,S1,...,5,} ein ONS in Cz [0,27] und damit
eine ONB in U sind.

2
/ coskxcosjkde =0 (k#3j),...
0
Obiges Minimum wird also genau dann angenommen, wenn gilt:

do = (f,co),dx = (f,cx), br = (f, 5x)
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1 T 1 1 [
aoz\/ﬂ*/o f(x)ﬁdx E/o f(z)dz

2 2m
ap = L/0 f(a:)% cos kxdx = %/0 f(x) cos kxdx

1 27 1 ) _ 1 27 )
b = 7= /0 f(x)ﬁ sin kzdx = 7 /0 f(x) sin kxdx

Die Zahlen ay, by heifen Fourierkoeffizienten von f und die Reihe
ag + Z(ak cos kx + by sin kx)

k=1
heifst Fourierreihe von f.

3.3 Orthogonale und unitire Operatoren und Matrizen

Definition 1 Seien X,Y lineare Riume mit Skalarprodukt (-,-)x,
(-,-)y . Ein linearer Operator A € L(X,Y) heifit orthogonal, wenn
K =R und (Az,Ay)y = (z,y)x V z,y € X gilt und unitir, wenn
K =C und (Az,Ay)y = (z,y)x V z,y € X ist.

FEin Operator A € L(X,Y) heif§t Isometrie, wenn [[Az/ly = |z//x
Ve X gt

Offenbar sind orthogonale und unitéare Operatoren auch Isometrien.
| Az[|* = (Az, Az) = (2,2) = ||z,
Erstaunlicherweise gilt auch die Umkehrung, d.h. Isometrien sind automatisch ortho-
gonal (K = R) bzw. unitdr (K = C). Dies folgt aus
1
(.9) = gz +yll* = [l=1* = |lyl*) (K =R),

1 . , . .
(@y) = 3z +yll* = llz = ll” +illz +iy[|* = ille —iyl]*) (K =C)

(Polarisierungsidentititen)

Isometrien sind immer injektiv:

Ax— Ay = A(x-y) = 0= IAG- ¥l = 0= lx-yl —0=x— .
Isometrien in £(X) = £(X,X) sind stets invertierbar (Fredholmsche Alternative).

Definition 2 Zwei lineare Rdume mit Skalarprodukt heifsen
isometrisch isomorph, wenn es eine bijektive Isometrie zwischen
thnen gibt.
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Satz 1 Zwei endlichdimensionale lineare Raume mit Skalarpro-
dukte sind genau dann isometrisch isomorph, wenn sie die gleiche
Dimension haben.

Beweis:
X isometrisch isomorph zu Y = X isomorph zu Y = dim X = dim Y.

Sei umgekehrt dim X = dim Y = n. Wahlen ONB {ey,...,e,} in Xund ONB{f1,..., fu}
in Y. Definieren eine Abbildung A: X — Y durch

A(zrer + ...+ xpen) =1 /1 + ...+ Tpfn.
Offenbar ist A linear und bijektiv. Haben
A(zrer+. . Aanen)l|? = [l fit . Azn ful P = [les il Hllzn fal P = L PPzl fal?

= |21+ Haal? = |zalllea] P+ AHanPllenl [ = llzier|*+. . Alzneal* = llzrert. . +znenl?,

d.h. A ist Isometrie. #

Definition 3 FEine Matrix A € M,, (R) heifit orthogonal, wenn
die Spalten von A ein ONS im R"™ mit dem tblichen Skalarprodukt
bilden, d.h. wenn

a1;a1k + ...+ ApjOnk = 6jk Vj, k

gilt. Eine Matriz A € M, (C) heifit unitir, wenn die Spalten von
A ein ONS im C"™ mit dem fdiblichen Skalarprodukt bilden, d.h.
wenn

aleJr...Jranjm:éjk V],k

gilt.

Fir A = (aji) setzt man

AT = (ax;) (transponierte Matriz)
A* = (ay;) (adjungierte Matriz).

Satz 2 Folgende Bedingungen sind dquivalent fir A € M, (K):

K =R K=cC

(i) A ist orthogonal (i) A ist unitdr

(#) Spalten von A bilden ONS (i) Spalten von A bilden ONS
(#ii) Zeilen von A bilden ONS (iii) Zeilen von A bilden ONS
(iv) AT*A =1 (iv) A*A =1

(v) A * AT =T (v) AA* =1

(vi) ATA = AAT = | (vi) A¥A = AA* = [

(vii) A invertierbar und A=Y = AT (vii) A invertierbar und A=t = A*.

Beweis:
T

Offenbar sind (ii) und (iv) dquivalent: (s;,sx) = s;

j Sk-
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Und der Rest ist dann klar. #

Folgerung: Die Determinante einer orthogonalen Matrix aus M,
(R) ist stets +1 oder -1, und die Determinante einer unitéren
Matrix aus M, (C) ist immer eine Zahl aus 7 := {z € C: |z| = 1}.

Beweis: A¥A = 1 = det A* det A = 1 und det A* = det A. #

Setzen O(n) = {A € M,, (R): A orthogonal},
U(n) = {A € M, (C): A unitér}.

Dies sind Gruppen beziiglich der Matrizenmultiplikation (Untergruppen von GL(n,R)

bzw. GL(n,C)).

((AB)*AB = B*A*AB = B*IB = 1)

Haben

O(1) = {-1,1} und U(1) = 7.

Bestimmen O(2):

Haben A = (a b
c d

>+ =1&a=cosa,c=sina(a € [0,27])

b +d*> =14 b=cosB3,d=sinf(3 € [0,2n])

ab+cd=0%cos(a—fB)=0a—-pFe{f, 5, 5, =

) € O(2) genau dann, wenn gilt

2020 2
a=03+75 cosa=—sinf

azﬁ—? cosa = sin 8

a:B—f—?ﬂ cosa = sin 3

a=f—5 cosa=—sinf

A= [ cosa sin av
"~ \sina —cosa
ist Achsenspiegelung
a—-pBe{7F, 3777 :
A(c9so¢ —sina >
sina  cosa
ist Drehung um Winkel «.

Also O(2) — {(COSO‘ sina ) (a € [0.21)), (COSO‘ —sima ) (a € [0.2m)}

sina —cosa sina  cosa
= Menge der Achsenspiegelungen U Menge der Drehungen.

Man setzt

SO(n) = {A € O(n): det A = 1}

SU(m) = {A € U(n): det A = 1}

Dies sind Untergruppen von O(n) bzw. U(n).
SO(1) — {1}, SU(1) — {1},

S0(2) — {(cosa —sina

sina cosa ) (e € [0,27m))} = Menge der Drehungen.
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Satz 3 Sei X ein endlichdimensionaler linearer Raum mit Ska-

larprodukt und A € L(X). Dann sind folgende Bedingungen dqui-
valent:

(i) A ist Isometrie;

(i) A tberfihrt eine ONB in eine ONB;

(iii) A tberfihrt jede ONB in eine ONB;

(iv) es existiert eine ONB E, sodass [A]g,g orthogonal bzw. unitdr
1st;

(v) fiir jede ONB E ist [A]lg g orthogonal bzw. unitdr.

Beweis:

(i) = (iii):

Sei {e1,...,en} eine ONB. Dann ist (Ae;,Aej) = (ej,e;) = d;5. Also ist {Aey,...,Ae,}
eine ONB.

(iii) = (v):

Sei {e1,...,e,} =: E eine ONB. Die i-te Spalte von [A]g g sind die Koeffizienten in

Ae; =x1e1+ ...+ Then,

die in der j-ten Spalte die Koeffizienten in
Aej = yie1 + ...+ ynen.

Haben z1771 + ... + @, Un = (T1€1 + ... + Tpep, Y161 + ... + Ynen) = (Ae;, Aej) = iy,
da {Aey, ..., Ae,} eine ONB ist.

(v) = (iv) trivial

(iv) = (ii) wie (iii) = (v)

(i) = (i):

Sei {e1,...,e,} eine ONB, fiir die {Aey,..., Ae,} ebenfalls eine ONB ist. Fiir x =
r1€1 + ...+ xne, ist dann

[|Az|]? = ||x1der +. ..+ xpden||® = o1 P+ ..+ x> = ||z1er +. ..+ zpen]]? = ||2]%

#

Satz 4 Die EW einer orthogonalen Matriz liegen in {-1,1}, die
EW einer unitdren Matrixz liegen auf T. In beiden Fdillen sind zu
verschiedenen EW gehdrende EV orthogonal.

Beweis:
Ist A ein EW in A und u # 0 ein EV, so gilt

[lul| = [[Aul] = [[Au]] = [ |u]l,

d.h. [N\ =1.
Ist A # p, Au = Au, Av = pv mit u # 0, v # 0, so folgt

(u,v) = (Au, Av) = (A, pv) = Aa(u, v) = Au,v) = Aup(u, v) = Mu,v) = (p—A)(u,v) =0 = (u,v) = 0.
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Satz 5 (a) Sei X ein endlichdimensionaler euklidischer Raum.
FEine Abbildung A € L(X) ist genau dann orthogonal, wenn eine
ONB E existiert, sodass gilt

D(a1)
D(anz)
1
[Alg,e = ;
1
-1
—1

wobei D(a) = Z?ECO: —C(s)lsnaa ) ist. (a # 0, 7).

(b) Sei X ein endlichdimensionaler unitirer Raum. Ein Operator
A € L(X) ist genau dann unitir, wenn eine ONB E euxistiert,

sodass
A1

[Alp,E =

mit \; € T V j gilt.

Beweis:

(a) Ist [A]g,g von der angegebenen Gestalt, so ist [A]g g orthogonal und damit A €
L(X) orthogonal nach (iv) = (i) aus Satz 3.

Umgekehrt sei A € £(X) orthogonal. Fiir dim X = 1 ist Behauptung trivial. Fiir dim X
= 2ist A eine Drehung oder Achsenspiegelung (nachdem X mit R? identifiziert wurde),
d.h. es existiert eine ONB E mit [A]g g = D(a) oder [A]g g = (1) _01

Sei nun dim X > 3. Nehmen an, dass A einen EW A hat. Dann ist A = £+ 1. Sei u #
0 ein EV und U = span {u}. Dann ist U ein invarianter Unterraum fiir A. Behaupten,
dass Ut ebenfalls ein invarianter Unterraum fiir A ist.

Sei also y € Ut. Fiir v € U ist dann

(v, Ay) = (A1), Ay) = (A 'o,y) = A7 (v, 9) =0,

da (v,y) = 0V u € U. Damit ist U, U+ ein reduzierendes Paar invarianter Unterriume
mit Au = (£ 1)uV u € U. Wegen dim U+ = dim X - 1 folgt Behauptung durch Induk-
tion.

Nehmen an, dass A keine EW hat. Reelle JNF von A zeigt, dass A einen zweidimensio-
nalen invarianten Unterraum U hat. Die Einschriankung A|U ist orthogonal und somit
existiert eine ONB F in U mit [A|U]g g = D(a) mit o # 0, a # .
Zeigen, dass U+ ebenfalls invarianter Unterraum von A ist. Sei y € UL Dann ist fiir v
el

(v, Ay) = (A(A™'v), Ay) = (A" o, y) =0,
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da A auf U invertierbar ist und somit A='v € U gilt.

Also ist Ay € U+. Wieder bilden U und U* ein reduzierendes Paar invarianter Un-
terrdume und Behauptung ergibt sich so durch Induktion.

(b) Beweis wie (a), sogar einfacher, da A stets EW hat. #

Folgerung: (Satz von Euler)

Jede orthogonale Abbildung A im R? mit det A = 1 (d.h. jede li-
neare Abbildung im R3 mit einer Matrixdarstellung in einer ONB,
die eine Matrix in SO(3) ist) ist eine Achsendrehung.

Kommentar:

Lineare Abbildungen mit det A > 0 sind orientierungserhaltend, d.h. iiberfiihren rechte
Schuhe in rechte Schuhe; solche mit det A < 0 &ndern die Orientierung ({iberfithren
rechte Schuhe in linke Schuhe).

Achsendrehung: E = {ej, e2,e3} ONB

1 0 0
[Alp =10 cosa —sina
0 sina cosa

Jede Achsendrehung ist also aus SO(3).
Insbesondere folgt aus dem Satz von Euler, dass das Produkt von beliebig vielen Ach-
sendrehungen (um verschiedene Achsen) wieder eine Achsendrehung ist.

Beweis:
Nach Satz 5 existiert eine ONB E mit

+1
[A]E,E = <D(()OL) :81 > oder +1

+1
Dies gilt fiir jede Abbildung aus O(3). Ist aber die Abbildung aus SO(3), so muss det
[Alg,g = 1 sein, d.h. erhalten

1 -1
[Alp.r = (Déa) ? > oder 1 oder -1 CH
1 1

Achsendrehung um Winkel «
Drehung um Winkel 0 Drehung um 180°

Folgerung: ebenfalls von Euler

Sei A eine orthogonale Abbildung im R?® mit det A = 1 (d.h. aus
SO(3) ) und seien u und v zwei orthogonale Vektoren im R3. Dann
gibt es drei Winkel «,8,7y (die sogenannten Eulerschen Winkel),
sodass A das Produkt der folgenden drei Achsendrehungen ist:
Winkel @ um u, Winkel f um v, Winkel v um u.

Beweis:

Nehmen u und v als Einheitsvektoren und ergédnzen diese zu einer ONB {u,v,w}.
Achsendrehung B um v bewirkt, dass BAu € span {u,w}.

Achsendrehung C um v bewirkt CBAu = u.

Nach Satz von Euler ist CBA eine Achsendrehung D, und da CBA den Vektor u inva-
riant lasst, muss D Drehung um u sein. Aus CBA = D folgt
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A =B~ !C7!D.

3.4 Dualer Raum und adjungierter Operator

Definition 1 Sei X ein linearer Raum. Die Abbildung aus
L(X,K), d.h. die linearen Abbildungen f: X — K heiflen
lineare Funktionale oder Linearformen. Die Menge aller linearen

Funktionale nennt man dualen Raum und bezeichnet diesen mit
X* d.h. X* = LX,K).

Menge X* ist wieder ein linearer Raum. Haben f € (K™)* genau dann, wenn f von der
Form f(z1,...,2,) = fiz1 + ...+ faoz, (f; € K) ist. Die Abbildung

(K:n)* - IC”’ f— (fla .. afn)

ist offenbar ein Isomorphismus. Also (K™)* = £".

Satz 1 Ist X ein endlichdimensionaler linearer Raum, so ist auch
X* endlichdimensional, und es gilt dim X* = dim X.

Beweis:

Wahlen Basis {eq,...,e,} in X und definieren fi,..., f, € X* durch fj(zie1 + ...+
Tnen) = T;.

Behaupten, dass {f1,..., fn} eine Basis in X* ist.

Sei Y~ ajf; = 0. Dann ist

0=0 asfi)e) =arfiler) +...+anfilen) = a; Vi
Sei g € X*. Dann ist g = ) g(e;) fj:
g(x) = g(zie1 + ...+ xpen) = z19(e1) + ... + xnglen)

= g(€1>$1 +...+ g(en)xn = g(61>f1(33) .t g(en)fn<x)
= (gle)) i+ -+ glen) fn)(x).

Definition 2 Sei X ein endlichdimensionaler linearer Raum und
E = {ei,...,e,} eine Basis in X.

Dann gibt es genau eine Basis {fi,..., fn} in X* mit fi(e;) =
(Sij Vi, 7.

Diese Basis wird mit E* bezeichnet und zu E duale Basis genannt.

Existenz: f;(xie1 + ...+ zne,) = x; (Satz 1)
Eindeutigkeit: fi(e;) = gi(e;)
= filxie1 + ...+ xpen) = gi(zrer + ... + zhen)
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= fi = g

Definition 3 Seien X und Y lineare Riume und A € L(X,Y).
Der adjungierte Operator A* ist der Operator aus L(Y* X*), der
durch A*f = fo A, d.h. durch (A*f)(x) = f(Ax)V x € X. gegeben
15t.

Satz 2 Seien X und Y endlichdimensionale lineare Rdume und A
€ L(X,Y). Seien E = {e1,...,ex} und F = {f1,..., fm} Basen
in X und Y und seien E* = {ef,....e5} und F* = {ff, ..., fx}
die dualen Basen in X* und Y*.

Dann gilt [A*]pu pe = [Al] -

Beweis:
Die Zahl ([A*]p« E+)qij ist das a; aus der Zerlegung

Ax fi =aie] +...+aney,
und ([A]g,F)j: ist das 3; aus
Aei = ﬂlfl +.o+ ﬂmfm-

Haben

a; = (e} + ... +aney)(e) = (A f7)(ei) = fi(Aei) = fF(Bifi + ...+ Bifm) = 5j-

Satz 3 Baby Riesz

Sei X ein endlichdimensionaler linearer Raum mit Skalarprodukt
(-,-). Fiir jedes f € X ist dann die durch f*(x) = (x,f) definierte
Abbildung f*: X — K ein Element von X*. Die Abbildung R: X
— X* [ f*ist eine sesquilineare Bijektion, d.h. eine bijektive
Abbildung mit

R(f + g) = Rf + Ry,
R(af) = aRf.

Beweis:

Es ist klar, dass £* linear ist. Haben

R(f +g) = (f + g)*, Rf = * Rg = g*,

(f+)*(x) = (xf+g) = (xf) + (xg) = F*(x) + g%(x).

R(af) = (af)*, Rf = £*,
(af)*(x) = (x,0f) = @(x,f) = af*(x).

Injektivitat:

RE=Rg=>fF=g*=(xf) = xg) VxeX=(xf-g)=0VxeX=(f-gf-g) =
0=f-g=0=f—g
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Surjektivitét:
Sei g € X*. Wahlen ONB {ey,...,e,} in X und setzen

f=gler)er + ...+ glen)en.

Dann ist Rf = g:

(Rf)(x) = F*(x) = (xf) = (xg(er)er + .- +glen)en) = gler) (1)t Aglen)(x.en);

x = e; ergibt
(Rf)(e;) = g(e;) und damit Rf = g.

Definition 4 Sei X ein endlichdimensionaler Raum mit Skalar-
produkt. Man identifiziert dann X* mit X tber die Rieszsche Ab-
bildung:

R: X — X* fr f*
(Rf)(z) = f*(x) = (z.f)-
Ist E = {ey,...,e,} eine Basis in X, so existiert genau eine Basis

E* = {fi,....fn} in X mit (e;,f;) = di; V i, die sogenante
duale oder biorthogonale Basis E*.

Ist A € L(X), so ist der Rieszsche adjungierte Operator de-
findert als R-*A*R (€ L(X)), wobei A* € L(X*) der adjungierte
Operator ist.

Man bezeichnet den Rieszschen adjungierten Operator ebenfalls
mit A* und nennt ihn einfach den adjungierten Operator, wenn
keine Verwechslungen mdéglich sind.

Satz 4 Sei X ein endlichdimensionaler linearer Raum mit Ska-
larprodukt (-,-) und A € L(X). Dann gibt es genau einen Operator
B e L(X) mit

(z,Ay) = (Bz,y)  Vz,yeX.

Dieser Operator ist der Rieszsche adjungierte Operator von A,
d.h. es gilt
(z,Ay) = (Axz,y) va,y € X.

Desweiteren gilt fiir den Rieszschen adjungierten Operator
A** = A (A + B)*¥=A* + B* (adA)* =aA* (AB)* = B* A*

Beweis:
Sei A* der Rieszsche Adjungierte. Dann ist

(A z,y)= (R A* Ra,y) = (y, R""ARx)
Riesz Adj.

(Rf)(y)=(v,f)

—— (A*f =f(Ay) V&= (Rf)(2)(=f
D= D) T R () LT TRy Ay DD Ty ) = (a, Ay).
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Seien B,C € L(X) zwei Operatoren mit (Bx,y) = (Cx,y) ¥V x,y € X.
Setzen D = B - C und haben dann (Dx,y) = 0V x,y € X.

= (Dx,Dx) =0Vx e X

=Dx=0VxeX

=D=0=B=C

Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt.

SchlieRlich ist

(A%, y) = (A7) 'z, y) = (2, A%y) = (A*y,2) = (y, Az) = (Az,y)  Vrye X =A™ = A
((AB)*z,y) = (z,ABy) = (A*z, By) = (B* A"z, y) Vr,y € X = (AB)* = B*A™.
#

Merken uns also:

Man kann A beliebig umschaufeln, indem man einen * ranmacht.
(Axy) = (x,A%y), (x,Ay) = (A*xy).

Satz 5 Sei X ein endlichdimensionaler linearer Raum mit Ska-
larprodukt und A € L(X). Ist E eine Basis in X und E* die bior-
thogonale Basis in X, so gilt

(A" e+ = [AlE 5
Ist insbesondere E eine ONB (& E = E*), so ist

[A"|p,E = [AlE k-

Bewelis:
Sei ([A*]g«,B4)ij = a, ([Alg,E)ji = B-

Miissen zeigen: o = (8
Sei E = {ey,...,en}, E* = {f1,..., fn}. Haben dann

A*fj:alfl'f'u""anfnv a = Q4

Aei:ﬂ161+---+ﬁnfn7 B:/BJ

Damit ist
a=a; = (e, arfit.. . +anfn) = (€, A" fj) = (Aei, f;) = (Brert. . . +Bnfn, f5) = B = B.
#

Satz 6 Sei X ein endlichdimensionaler linearer Raum mit Ska-
larprodukt und A € L(X). Dann sind folgende Bedingungen dqui-

valent:

(i) A ist unitdr bzw. orthogonal;
(i1) A*A = I

(iii) AA* = I

(iv) A invertierbar und A=t = A*.
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Beweis:
Folgt aus Satz 5 und Sétzen 2 und 3 aus 3.3.

Direkter Beweis:

(i) = (ii):

(Ax,Ay) = (xy) Vxy € X = (A*Ax)y) = (xy) Vxy € X = A*A =T

(ii) = (iii):

A*A =T1= (det A*)(det A) =1 = det A # 0. = A invertierbar.
Multiplizieren A*A = I von links mit A:

Erhalten AA*A = A und multiplizieren von rechts mit A=': AA* = L.
(iii) = (ii): analog.

(if) A (iii) = (iv): folgt aus Definition des inversen Operators

(ii)) = (i):

A*A =T= (A*Ax)y) = (x,y) Vxy € X = (Ax,Ay) = (x,y) Vxy € X.

Satz 7 Sei X ein endlichdimensionaler linearer Raum mit Ska-
larprodukt und A € L(X), A* € L(X) der Rieszsche Adjungierte.
Dann gilt

dim coker A = dim ker A%,
dim coker A* = dim ker A.

Beweis:

Haben coker A = X/Im A und nach Satz 8 aus 2.8. ist X/Im A isomorph zu jedem
direkten Komplement von Im A in X. Nach Satz 2 aus 3.2. ist (Im A)* ein direktes

Komplement von Im A in X. Zeigen (Im A)+ = ker A*:

yeE(ImALT = (xy) =0VxeImA & (Azy) =0V z e X & (z,A%y) =0V z

eX & (A*y, A*y) =0 A*y =0 & y € ker AX

3.5 Selbstadjungierte Operatoren und Matrizen

Im folgenden sei X stets ein endlichdimensionaler linearer Raum mit Skalarprodukt

(-,-). Unter A* verstehen wir stets den Rieszschen Adjungierten.

Defintion 1 Ein Operator A € L(X) heifst selbstadjungiert, wenn
A = A* ist, d.h. wenn gilt

(Azy) = (Az,y) ¥V 2,y € X.

Im Falle K = R (Euklidischer Raum) nennt man selbstadjun-
gierte Operatoren auch symmetrische Operatoren und fir K = C
(Unitirer Raum) auch hermitesche Operatoren.

FEine Matrix A € M,, (K) heifit selbstadjungiert, wenn A = A* ist,
d.h. wenn A;; = A3, Vi gilt. Fir K = R spricht man auch von
symmetrischen Matrizen, fir K = C von hermiteschen Matrizen.

160

23.06.06



Satz 1 Fir A € L(X) sind folgende Bedingungen dquivalent:
(i) A ist selbstadjungiert;

(i) Es existiert eine ONB E, sodass [Alg g selbstadjungiert ist;
(iii) [Al g g ist selbstadjungiert fir jede ONB E.

Beweis: Folgt aus Satz 5 aus 3.4.

Satz 2 Sei A € L(X) selbstadjungiert. Dann ist sp A C R. Jeder
selbstadjungierte Operator und jede selbstadjungierte Matriz hat
insbesondere einen EW und alle EW sind reell. Zu verschiedenen
EW gehérende EVn sind orthogonal.

Beweis:

Wiéhlen eine ONB in X und erhalten eine selbstadjungierte Matrix B = [A]

©).

E.E € M,

Ein Punkt A gehort zum Spektrum genau dann, wenn det (B-AI) = 0 ist, d.h. wenn x

€ C™ \ {0} mit (B-AI)x = oder oder Bx = Ax existiert.

Sei (-,-) das iibliche Skalarprodukt im C™.
Dann ist (Bx,x) = >_ b;j2;%; und

(z, Bx) = (Bx, ) Zb”xzxj ijixjxﬁ,
d.h. es gilt (Bx,x) = (x,Bx). Somist ist
Az, 7) = (A\z,z) = (Bz,x) = (v, Bx) = (z,\z) = Mz, 7)
und wegen (x,x) # 0 folgt A = Z, d.h. A € R.

Zweite Behauptung folgt aus EW(A) =sp AN K =sp A.
Sei Ax = Ax und Ay = py mit A # p und A, p € R. Haben

(Az,y) = (z, Ay) = (A\z,y) = (v, py) = Mz,y) = (2, y) = AMz,y) = p(r,y) =

Satz 3 Fir jeden selbstadjungierten Operator A € L(X) existiert
eine ONB E, sodass

AL
[Alp.E =
A

mit \; € R ist (Die \1,..., A\, sind die EW von A).

Lemma: Sei A € £(X) selbstadjungiert und U C X ein invarianter
Unterraum von A. Dann ist auch UL ein invarianter Unterraum
von A.
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Beweis:
Sei y € U'. Haben dann fiir x € U folgendes:
(Ayx) = (v, Az) = 0.
9
Also ist Ay ebenfalls € U+, i

Beweis von Satz 3:

Nach Satz 2 hat einen EW A;. Sei e; ein EV mit ||e1]| = 1 und Uy = span {e1}.
Dann ist U; ein invarianter Unterraum von A, nach dem Lemma also auch Ui-. Die
Einschriinkung von A auf Ui ist wieder selbstadjungiert. Sei Ay € Ui~ ein EW und

ez € Ui ein EV mit ||ea|| = 1. Setzen Uy = span {ez}. Dann ist U, ein invarianter
Unterraum von A /Uj-, nach dem Lemma also auch Us- C Ui-. Fahren wir so fort, so
erhalten wir ey, ..., e, mit Ae; = Aje;, |lej|| = 1, (e, e;) = 0 fiiri # j (da eq,..., e,
c Ui, e3,...,e, €U ... #

Wissen also, dass sich unitdre und selbstadjungierte Operatoren in einer ONB dia-
gonalisieren lassen (stimmt nicht fiir jeden orthogonalen Operator).

Defintion 2 Sei X ein unitdrer Raum (d.h. K =C). Ein Operator
A € L(X) heifst normal, wenn AA* = A*A gilt. Fine Matriz A €
M, (C) heifit normal, wenn A*A = AA* ist.

Selbstadjungierte Operatoren sind normal: AA = AA
Unitére Operatoren sind normal: A* = A=5 A= = AA-L =]
Diagonaloperatoren sind normal: DD* = D*D

(D = (1 3_ ! 8 ) ist normal, aber weder selbstadjungiert noch unitér)

Satz 4 Fir einen Operator A € L(X) in einem unitdren Raum
X sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) A ist normal;

(i1) Es existiert eine ONB E, sodass [Alg g eine Diagonalmatriz
188.

Beweis:

(i) = (i): trivial, folgt aus Satz 5 aus 3.3

(i) = (ii):

Sei A EW von A und E) = {x € X: Ax = Ax }.

Behaupten, dass E, und E/J\- invariante Unterrdume von A und A* sind.

A(E,\) CFEyx€eFE\y= Ax= X € E,.

A*(E\) C Ex:x € E)\ = A(A*x) = A*(Ax) = A*(A\x) = AM(A*x) = A*x € E).

A(E}) Cc Efiy € B (dh. (yx) =0V x € Ey) = (Ayx) = (,A*Yx) = 0V x €
B = Ay S Ei‘

A¥(EL) C Bl y € EY = (A*yx) = (y,Ax) = 0V x € E)\ = A*y € Ei.
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Wihlen ONBn in Ey und Ey und bilden deren Vereinigung. Dies ist eine ONB F

in X. Haben
(A 0
[Alrr = ( 0 Ay )

Die Einschriinkung von A auf Ey und auf E5- sind wieder normal und haben die Ma-
trixdarstellung A; und As in den obigen Basen. Behauptung folgt so durch vollstandige
Induktion. #

Jede komplexe Zahl a lasst sich als a = § + iy mit 8,7 € R schreiben. Das Ana-
logon fiir Operatoren ist wie folgt:

Ist A € £(X),soist A =B +iCmit B = 1(A + A*), C = 3(A- A*) und es gilt B =
B*, C = C*.

Jede komplexe Zahl a # 0 lésst sich ferner eindeutig in der Form a = r v mit r > 0 und
~v € T schreiben.

Suchen hierfiir ein Analogon fiir Operatoren.

Defintion 3 Ein Operator A € L(X) heifit positiv (bzw.
positiv definit), wenn A selbstadjungiert ist und (Az,x) > 0V z
€ X ist (bzw. (Az,x) > 0V x € X ohne {0} ist).

A selbstadjungiert = (Ax,x) = (x,Ax) = (Az,z) = (Ax,x) reell

Satz 5 Fir A € L(X) sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) A ist positiv; (i) A ist positiv definit;

(ii) Es existiert ein Operator C € L(X): A = C*C.  (ii) Es existiert ein Operator C € GL(X): A = C*C.

(iii) 3 B € L(X): B selbstadjungiert, A = B?; (iii) 3 B € GL(X): B selbstadjungiert, A = B%;

(iv) Alle EW von A sind > 0; (iv) Alles EW von A sind > 0;
A1 A1

(’l})ﬂ ONB E: [A]E,E: mit )\j > 0. (U)H ONB E: [A]E,EZ mat )\j > 0.
An An

(Mit GL(X) bezeichnen wir die Menge der invertierbaren linearen Operatorn in X.)
Beweis:
(i) = (v): 28.06.06
A1
Nach Satz 3 existiert eine ONB, sodass [A] g, g = .SeiE={e1,...,en}.
An
Dann ist Ae; = Aje; und somit
Aj = Aj(ej,¢5) = (Ajej,e5) = (Aej, e5) > (>)0.
(iv) = (v) klar.
(v) = (iii):
Sei B der Operator mit

[Ble,p = )
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d.h. B(zier + ...+ xpe,) = VAizier + ...+ VAnTnen.

Dann ist B selbstadjungiert und B2 = A.

(iii) = (ii) Man setze C = B.

(i) = (i):

Haben A* = (C*C)* = C*C** = C*C = A und (Ax,x) = (C*Cx,x) = (Cx,Cx) > 0
Es ist (Cx,Cx) = 0 < Cx = 0 & x = 0, falls C invertierbar ist. #

Satz 6 Polardarstellung invertierbarer Operatoren

Sei A € GL(X). Dann existiert eine eindeutig bestimmte Isome-
trie U € GL(X) und ein eindeutig bestimmter positiv definiter
Operator P € GL(X) mit A = UP.

Bemerkung: Satz angewandt auf A* ergibt A* = UP = A = P¥U* = PU mit P positiv
definit und U Isometrie.

Beweis:

Der Operator A*A ist positiv definit (Satz 5). Nach Satz 5 existiert also ein invertier-
barer Operator P mit P = P* und A*A = P2. Da P invertierbar ist, ist P positiv definit
(folgt aus Beweis von Satz 5). Setzen U = AP~!. Dann ist A = UP.

Haben

U*U = (AP~1)*AP~! = (P~1)*A*AP~! = P~!PPP~! =],

d.h. U ist orthogonal bzw. unitar.

Seien UP = VQ zwei Darstellungen von A. Dann ist

P2 = PU*UP = (UP)*UP = A*A = (VQ)*VQ QV*VQ = Q2.

A1
Sei E eine ONB mit [Plg g = und \; > 0 (Satz 5). Dann ist [P%]g g =
An
A; A1
= [Q?)g.E, woraus [Q]p r = folgt, weil alle EW von
A2 An

Q positiv sind (Satz 5).
Also ist P = Q.
Es folgt UP = VP und damit U = V. #

Satz 7 Sei E eine ONB in X. Eine Basis F ist genau dann eine
ONB in X, wenn die Ubergangsmatriz Ug,  orthogonal bzw. unitdr
15t.

Beweis:
Sei
fi 11 ... Uin €1
fn Upl - Unpn en
Dann ist

(fi, fi) = (winer + ... + winen, ujier + ... + ujnen) = Ui T;1 + - .. + UinTjn,
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d.h. (f'i;fj) = 51']' < Zeilen von U bilden ONS. #

Satz 8 Sei A € M, (K) selbstadjungiert. Dann existiert eine or-
thogonale (KX = R) bzw. unitire (C = R) Matriz C mit

A1
CTAC baw. C*AC = C! =

>\7l
wobei A; € R ist (die \j sind die EW von A).

Beweis:
Fassen A als Operator A auf K™ mit der Standardbasis S und dem {iblichen Skalarpro-

dukt (x,y) = > ;7; auf. Dann ist A = [A]gs.
Nach Satz 3 existiert eine ONB E mit

A1
[Alp,E = ;
An

wobei A\; > 0 die EW von A bzw A sind.
Nach Satz 3 aus 2.6. ist

[Als,s = Uks)™  [Alee  Uks

N~ — e "

A C )\1 c-1
An
A1

d.h. CT1AC = und C ist nach Satz 7 orthogonal bzw. unitér. #

A n

Defintion 4 Sei A € L(X) oder A € M,, (K). Die Singuldrwerte
S1y...,8n sind definiert als die (nichtnegativen) Wurzeln aus den
Eigenwerten von A*A.

A*A ist stets positiv (Satz 5), fiir die EW von A*A gilt also Ay > 0,..., A, > 0.
Die Singulérwerte von A sind dann

Sj = /\](A*A)

Satz 9 Singuldrwertzerlegung
Sei A € M, (K). Dann ezxistieren orthogonale bzw. unitire Ma-
trizen U und V mit

S1
A=U V,

Sn

wobei S1, ..., 8, die Singuldrwerte von A sind.

165



Beweis:
Die Matrix A*A ist positiv, nach Satz 8 existiert also eine orthogonale bzw. unitére
Matrix W mit

st
WA AW = ,
sn
d.h.
st
A*AW =W
32

n

Sei e; die j-te Spalte von W. Dann ist E = {eq,...,e,} eine ONB in K. Haben A*Ae;
= s?ej Vj=1,..n.

Seis; >...> s, >0und 5,41 =...=s5, = 0.

Fir j = 1,...,r setzen wir f; = s%Aej. Dann ist

1 . 1
(fir fi) = ?%(AeivA@j) = s (A" Aei,ej) = ?Sj(szz%ej) = 0ij-

Also ist f1,..., f; ein ONS. Ergénzen dieses zu einer ONB {f1,..., fr, fr41,..., fn} im
K™, die wir F nennen.

S1
[Alg,r = ;
sn
denn 1 <j<r= Ae; = s;f;,
r+1 SJ <n= A*Aej =0= (A*Aej,ej) =0= (AGj,AGj) =0= Aej =0= Of1
+ ...+ 0fn.

Die Situation ist also wie folgt:
K4 K
K IEF gen
Wieder nach Satz 3 aus 2.6. ist also
A=[Ass=Urs)'  [Aler Ugs
N—— N——

U s1 v

und U und V sind nach Satz 7 orthogonal bzw. unitéar. #

Sei ||-|| eine Norm in X (z.B. ||x|| = v/(z,z)). Fiir jeden Operator A € £(X) ist dann
Al]:= maxze xja)<1 [|Ax]]

endlich. Man nennt ||A|| die mit der Norm ||-|| auf X assoziierte Operatornorm.

Man kann zeigen:
[A]| = sup,..o 421l — Kleinste Zahl M mit ||Ax|| < M||x|| V x € X.

[l

Bestimmung von ||A|] ist im Allgemeinen schwierig. Ist X = C™ mit
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1
xllp = (o] + ..+ [ |P) 7 (1 <p<oo)
(X[l = max (1], ),

so ist ||A]|; = Spaltensummennorm, ||A]|s = Zeilensummennorm, |[Alls = Spmaz(A) =

max.Singulidrwert von A = /A0, (A% A).

Es gilt desweiteren ||[A~!||y = %(m = 1/min. Singuldrwert von A.

Die Zahl ||A||2||A~!||2 nennt man Konditionszahl (Spektrale) und die Norm ||A || nennt
man die Spektralnorm von A. Haben also

_ Smax (A
A [JA7Y] = Smald
Sei A invertierbar und betrachten Ax = y. Sei v mit Fehler behaftet. Haben A(x + ¢€)
=y + 8. Also ist Ae = 4. Das kleinste M mit ||¢|| < M]|d]| ist [|[A~||, d.h. haben ||¢|| <
[|A=L]| ||8]] (und es gibt &, bei denen < zu = wird). Ist ||[A~!|| grof, so ist das System
also schlecht. Man kann ein beliebiges System schlecht machen, indem man es mit einer
kleinen Zahl multipliziert, z.B. Ax = y zu 107%Ax = 10~%y mit der Folge, dass
[[(107CA)~1|| = |[105 A=1||| = 10° ||A~1]|| entsteht.
Destaty it man 1] 1A= CloAl o)™ = Al ™11 1A= = 111
AH)D.
Systeme mit kleinem bzw. grofem ||A|| ||A~|| heifen gut bzw. schlecht konditioniert.
Ist Ax = y schlecht konditioniert, so versucht man ein B zu finden, sodass BAx = By
besser konditioniert ist (der Idealfall wire B = A~1). Dies nennt man Vorkonditionie-
rung.

3.6 Bilinearformen und Riume mit indefinitier Metrik

Im folgenden sei X stets ein endlichdimensionaler linearer Raum.

Definition 1 FEine Bilinearform auf X ist eine Abbildung g: X x
X — K mit folgenden FEigenschaften:

9(x + y.2) = 9(v.2) + 9(y,2)

9(zy +2) = g(xy) + g(xz)  Vazyze X

glazy) = ag(,y)

g(r.ay) =ag(ry) Vaek VzyeX

Eigentlich miissten wir (bei K = C) von sesquilinearen Formen sprechen, bleiben aber
bei Bilinearform.

Wihlen in X eine Basis E = {ey,...,e,}. Fir x = 211 + ... + zpe, € X schreiben wir
dann
T
[z]g =
Tn
T1
T .

Setzen [z]f, = (z1...2y), [2]p =
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Sei A = (aij)i'j=1 € My (K) eine beliebige Matrix. Dann ist durch g(x,y) = [x]f
A [y]g offenbar eine Bilinearform auf X gegeben.
Haben

a1 ... Gin Y a1yl + ... + aipln
g(x,y) = (z1...7) = (21...2n)

an1 - Gpp Yn aAn1Y1 + ... + GnnUn

n
=21 (anTi+ .-+ a1nTn) + -+ Tn(@1TT + -+ GnTn) = Y 30T
ij=1

Der folgende Satz zeigt, dass damit alle Bilinearformen gegeben sind.

Satz 1 Sei g eine Bilinearform auf X und E = {e1,...,e,} eine
Basis in X. Dann gibt es eine Matriz A € M,, (K) mit

g(xy) =[] Al Vaoye X
Diese Matriz A st eindeutig bestimmt, und zwar ist A =
(9(@&;‘))2;‘:1-
Man nennt A die Gramsche Matrixz von g in der Basis E und be-
zeichnet A mit [g]g.

Beweis: Haben

glzrer + ... Fapen, yier .t ynen) = 300 g(wien yieg) = 300 gleis e)zil;
gler,er) ... gler,en)

= [21% z : [vle,
glen,e1) ... glen,en)

d.h. (g(es,e5))f j—; ist die gewiinschte Matrix A.

Ist A irgendeine Matrix mit der angegebenen Eigenschaft, so ist

0
a1 oo Q1n 0
an1 .. Qpp 0
0

Die Ubergangsmatrix zwischen zwei Basen ist gegeben durch

fi UL ... Ulp el

fn Upl - Unn en

Up,Fr

und wir wissen, dass
[2]r = (Ug,p) " '[2)e = Up plae.
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Satz 2 Sind E und F Basen in X, so gilt fiir jede Bilinearform g
auf X die Transformationsformel

9l = Ug.rl9leUL

Beweis:
Haben L
9(z,y) = [2|plg)elyle = (Ukp) " [2]r)" 9o (UL 5) " ylr

= (2]} Up,rl9leUS p [yl F
—_——
=[£]]F

#

Gramsche Matrizen transformieren sich also nicht wie Matrixdarstellungen von Opera-
toren nach der Regel A — C~'AC, sondern nach der Regel A — C*AC.

Durch A ~ B < 3 inv. C: A = C*BC ist in M, (K) eine Aquivalenzrelation gege-
ben, die Kongruenz heifit.
Es ergibt sich also wieder ein Klassifizierungsproblem.

Definition 2 Seien g und h Bilinearformen auf X bzw. Y.
Man nennt (X,g) und (Y,h) isometrisch isomorph, wenn es eine
bijektive Abbildung A € L(X,Y) mit

h(Az,Ay) = g(z,y) Varye X

Satz 3 Sei E eine Basis in X unf F eine Basis in Y. Die Paare
(X,G) und (Y,h) sind genau dann isometrisch isomophr, wenn gilt

(a) dim X = dim Y,
(b) 3 eine invertierbare Matriz C mit [h]p = C*[g]gC.

Beweis:

Sei (X,g) = (Y,h). Dann sind X und Y als lineare Rdume isomorph, d.h. dim X = dim
Y.

Sei A ein isometrischer Isomorphismus. Dann ist

h (AX7AY) = g(X7Y>

ly
([Ale.rl=le) M r[Alerlvle = @)Ll el e
[ EIAIL p M F[Als rye = [2]El9EW]E

Nach Satz 1 ist also



d.h. [h]F = C*[g)&C.

Gelten (a) und (b), so ist die Abbildung A € L(X,Y), die durch [A]gr = C~! ge-
geben ist, ein isometrischer Isomorphismus. #

Definition 3 Sei g eine Bilinearform auf X, zwei Elemente x,y
€ X heiflen orthogonal, wenn g(z,y) = 0 ist. Die Bilinearform
heifit symmetrisch, wenn K = R und g(x,y) = g(y,x) ¥V z,y € X

ist, hermitesch, wenn KK = C und g(x,y) = g(y,z) V 2,y € X ist,
positiv definit, wenn g symmetrisch bzw. hermitesch ist und g(z,z)
>0V ze X g(rg) = 0= z = 0 ist, hermitesch, wenn g sym-
metrisch bzw. hermitesch ist und ein © € X ohne 0 mit g(x,x) =
0 existiert.

FEin Raum mit symmetrischer bzw. hermitescher Bilinearform (ein
Paar (X,g)) heifit Raum mit Metrik (nicht zu verwechseln mit me-
trischem Raum,).

Positiv definite Bilinearformen sind also Skalarprodukte und Réu-
me mit positiv definiter Metrik sind Euklidische bzw. Unitdre Rdu-
me.

05.07.06
Offenbar sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) g ist symmetrisch / hermitesch;
(ii) es existiert eine Basis E in X, sodass [g]g symmetrisch bzw. hermitesch ist;
(iii) in jeder Basis E von X ist [g]z symmetrisch bzw. hermitesch

(Beweis: [g]z = (g(eis €5))i=1)

Definition 4 FEine Matriz A € M, (K) heifst positiv definit,
wenn gilt: A symmetrisch bzw. hermitesch und
a1l ... Gin xy
(x1...2p) : : : >0
ap1  --- Qnn Tn
fir alle x1,...,x, € K und
ailr ... Qip x1
(x1...2,) : =0
apl  --- Qnn Tp
genau dann, wenn (r1,...,2,) = (0,...,0).

Nun erhalten wir also, dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind:
(i) g ist positiv definit;

(ii) es existiert eine Basis E, sodass [¢]g positiv definit ist;

(iii) fiir jede Basis E ist [g]g positiv definit.

(Beweis: g(x,x) = [z]L[g]e[z] k)
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Beispiele:
2 O oy . . 2 2
0 1 positiv definit (221 + x3)
((1) _01 ) indefinit (2% - 23)

4 0 . . 2
(0 0 )mdeﬁnlt (4z7)

(¢) Tragheitssatz von Sylvester

Das Tripel (p,q,r) aus (a),(b) ist eindeutig bestimmi.

Satz 4 Sei (X,g) ein Raum mit Metrik, d.h. g sei symmetrisch bzw. hermitesch.
(a) Es existiert eine Basis F in X, sodass gilt

1
1
-1 I
l9]E = = —1I,
—1 Or
0

0
(b) (X,g) ist isometrisch isomorph zu (K™ kyq) mit
kpg((@1,- - @), (Y15 -5 Un)) = T1YT+ - -+ Tplp — Tp1Uprl — - - - — Tprqlpraq-

Beweis:

(a) Wahlen irgendeine Basis F. Dann ist [g]F symmetrisch bzw. hermitesch.

Nach Satz 8/3.5. existiert eine orthogonale bzw. unitdre Matrix C mit

A1
C* [g}FC =
An

mit )‘j eR.
O.B.d.A. sei )\1, e '7)\}7 > 0, )‘p+17 .. '7)‘p+q < 07 )‘p+q+q = ... = )\n =0
(ansonsten C durch CP mit einer geeigneten Permutationsmatrix ersetzen)
Haben

M VM I viMl

. = .. -1,
An | An| 0r
A*

mit der Vereinbarung, dass y/|\;| := 1 firp +q+1<j<n.

172

VIl




Die Diagonalmatrix A ist invertierbar und es folgt

II)
(W) letglreATt = | -,
(CA—1)*

Definieren E durch E = Up g F mit Up g = (CA™1)*.

Nach Satz 2 ist dann

(b) Folgt aus (a) und Satz 3.

0

(c) Seien E = {ey,...,e,} und F = {f1,..., f,} Basen mit

Sei p > s. Setzen P = span {ey,...,e,}, T = span {fsi1,...

Dann ist

 ful-

n>dim P +T)=dmP +dimT-dim(PNT)=p+n-s-dim (PNT),

d.h.dim (PN T)>p-s>0.

Es existiert also ein x € (P N T) \ {0}.
Wegen x € P ist x = ajeq + ...+ apep
und damit

[]El9)ele]e = (a1, ., @, 0, 0) -1,

9(z, )

Andererseits ist x € T, d.h. x = Bsy1fs41 + ...+ Onfn
und somit

I
g(z,2) = [a]plglplelr = (0...0Bss1 ... B) —1

Ou

Widerspruch!

U
65—0—1

B

Widerspruch zeigt, dass unsere Annahme p > s falsch ist = p <s.

Analog zeigt man s < p,q <t,t <q.

man die Signatur der Metrik g.

Definition 5 Das durch Satz 4 festgelegte Tripel (p,q,r) nennt
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Euklidischer Raum ist (R",g) mit Signatur (n,0,0).
Unitédrer Raum ist (C™,g) mit Signatur (n,0,0).
Raum (R*,g) mit Signatur (3,1,0) heift Minkowskiraum.

Folgerung: Zwei endlichdimensionale Radume mit Metrik sind ge-
nau dann isometrisch isomorph, wenn ihre Metriken die gleiche
Signatur haben.

Beweis: Satz 3, Satz 4, Definition 5. #

Bemerkung.

Manche Autoren betrachten nur nichtausgeartete Metriken, d.h. solche, fiir die die Si-
gnatur von der Form (p,q,0) ist. Diese nennen dann p - q die Signatur. Aus o = p - g
und n = p + q lassen sich p und q eindeutig bestimmen.

Satz 5 Sylvester

Eine Matriz A = (aj;)} ;= € My (K) ist positiv definit genau dann, wenn gilt

a a a1l Q12 a13 air ... din
ai; > 0, det 1 12 >0,|as1 a9 aos >0,..., : . > 0.
a1  G22 ’ ’
azi1 as2 asg ani Ann
Beweis:
Notwendigkeit:
Sei A positiv definit. Fiir zq,...,z, € K gilt dann, dass
T
ail ... Q1n o
T
(1...2,:0...0) 0’”
ap1 ... Qpp :
0
immer nichtnegativ ist und zu Null nur fir z; = ... = z, = 0 wird.
Obiger Ausdruck ist aber
ai; ... Gi1p x1
(.’L'l N LI,‘T)
(o751 . Ay Tr
ayip ... Qip
, d.h. : : =: A, ist positiv definit.
Ar1 ... Qpp

Nach Satz 5/3.5. ist A, = C} C,. mit einer invertierbaren Matrix C,. (A, als Operator
auf K" in der Standardbasis auffassen). Dies ergibt
det A, = det C det C, = det C, det C,. = |det C,.|? > 0.

Hinlénglichkeit:
Ist fiir n = 1 klar.

174

07.07.06



Sei Behauptung fiir n - 1 richtig. Zeigen sie fiir n.

Sei also
a . ay
e R (M)
' : S | An '
A1n, cee Qpp
1| —Lg
Setzen Q = 0 aI und haben dann

110 ay | S* ) 1| —as
*A _
QQ(JﬁI)(SAn (0 I
B 1 L0 ann | 0
T\-Lks | S | An-—Lss

_ (o | 0 _. (@ 0 _. B
0 | Ap--Lss ‘Lo ¢ + B

Weiterhin ist

a1 a12 (R a1r
ai;p ... Qi . 0 a9 — MGJQ . a2r—azy
. i1 _ ail aiair
C (e —a) =
ai1 .
arl Gy a ar
0 Aro — ﬁa12 e Qpp — a;i air
ail * *
C11 cee Clp—1
0 11 S Clp-1 '
= . . . =ay1 > 0,
: ' Cr—1,1 -+ Cr—1r-1
0 Cr—1,1 -+ Cr—1r-1

d.h. die Determinanten der s x s- Hauptabschnitte der (n-1)x(n-1)-Matrix C sind alle
positiv. Nach Induktionsvoraussetzung ist C positiv definit und somit existiert nach
Satz 5/3.5. eine invertierbare Matrix D mit C = D*D. Es ergibt sich

Q*AQ(aél DD )(x/? D ><\/E)m b >(““>0)

dh. A = (QY'E*EQ~! = (EQ H)*(EQ™!) mit invertierbaren EQ~!.
Wiederum nach Satz 5/3.5. ist also A positiv definit. #

3.7 Quadratische Formen

Eine Kurve m-ter Ordnung im R? war gegeben durch eine Gleichung der Form

Z aklxkyl =0

k+1<m,k,l>0

Fiir m = 1 erhalten wir ax + by + ¢ = 0, d.h. lineare Untermannigfaltigkeiten des R?,
insbesondere Geraden.

Fiir m = 2 ergeben sich Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln und deren Entartungen.
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Eine Hyperfliche m-ter Ordnung im R™ ist gegeben durch eine Gleichung der Form

k kn _
E Oy ki, X1 -y = 0.
Ribeetkn <tk e kin 0

Fir m = 1 haben wir
b1y + ...+ bpxy, +c=0,

d.h. erhalten lineare Untermannigfaltigkeiten.

Uns interessiert der Fall m = 2:
n n
Z Ajj X455 + Zbkxk +c=0
i,j=1 k=1

Welche Gestalt Hyperflichen zweiter Ordnung haben, ist fiir viele Probleme von Be-
deutung, z.B. im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen der Form

i,j=1
Beispiel:
Wellengleichung
Ut — C Ugy + =0
2= +...=0
Hyperbel
Laplacegleichung
Ugg + Uyy +... =0
2 4+y24+...=0
Ellipse
Wirmeleitgleichung
U — a2 Ugy + ... =0

u(x,t) Temperatur zur Zeit t im Punkt x
t—a*r? +...=0

Parabel

Defintion 1 Sei X ein  reeller linearer Raum. FEine
quadratische Form auf X ist eine Abbildung

q: X — R mit der Figenschaft, dass eine Bilinearform g: X x X
— R mit q(z) = g(r,x) V © € X existiert.

Sei X endlichdimensional und E = {ej, ..., e,} eine Basis in X. Haben dann

q(z) = g(x,2) = [2]Elg)el2]e
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g11 --- Jdin x1

n
(a:l,...,xn) = Z Gij Ti%j-

)
gn1 -+ Gnn T J

Satz 1 Sei g: X — R eine quadratische Form. Dann gibt es genau
eine symmetrische Bilinearform mit q(x) = g(z,z) V v € X.

Beweis:
Es sei q(x) = h(x,x) mt einer Bilinearform h. Dann ist

o(2,) = 5 [h(y) + bl y)

eine symmetrische Bilinearform mit q(x) = g(x,x).

Sind ¢1,92 symmetrische Bilinearformen mit g;(x,x) = g2(x,x) Vx € X, soist 1 = gq -

g2 eine symmetrische Bilinearform mit 1(x,x) = 0V x € X.
Das ergibt

l(z,y) = 1[l(9€+y,ac+y) —l(z,z) — U(y,y)] = OVz € X.

2

=G (40 V(5

=(z y) (ax+by ) = az? + bxy + cxy + dy®.

Sei zum Beispiel

cx + dy
Dann ist
b+c b+c a 2
q(a:,y)zax2+ 5 Ty + 5 xy+dy2=($y)<b+c 2
2

Satz 2 Hauptachsentransformation
(a) Sei X ein n-dimensionaler linearer Raum mit Skalarprodukt
und q: X — R eine quadratische Form. Dann gibt es eine ONB
E in X und reelle Zahlen A1, ..., A\, mit
A1
q(z) = [2]g [z]e,
An
d.h. q(rie1 + ...+ xTpen) = M3+ .+ A2,

(b) Sei X ein n-dimensionaler linearer Raum und ¢: X —
R eine quadratische Form. Dann gibt es eine Basis F in X mat

dhoqleifi4.. o tanfn) =2+ Fal—ad — . —xl
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Beweis:
(a) Nach Satz 1 existiert eine symmetrische Bilinearform mit q(x) = g(x,x).
Nach den Sétzen 7/3.5., 8/3.5. und 2/3.6. existiert eine ONB E mit

At

9E =
)\n

(b) Folgt analog aus Satz 4/3.6. #

Vermerken, dass Aj,..., A\, die Eigenwerte der (einer) Gramschen Matrix von g in
der ONB E sind.

1. Beispiel:
Sei M = {(x,y) € R?: ax? + 2bxy + cy® = 1}.

Haben“f”2+2b$y+cy2(wy)<z lc) )(z )

Seien A,u die Eigenwerte von (Z g )

Nach Satz 2 existiert eine ONB {ey, €3} im R? mit

q(&er,nea) = A% + un?.

Erhalten: M = {(&,n) € R%: A2 4+ un? = 1}
A >0, p > 0: Ellipse

A > 0, p = 0: parallele Geraden

A >0, p < 0: Hyperbel

A =0, p > 0: parallele Geraden
A=0,pu=0:9

A=0,p<0:0

A < 0, p > 0: Hyperbel

A<O,p=0:0

A<0,pu<0:@

2. Beispiel:
Sei M = {(x,y,2) € R3: ax?® + by? + 2% + 2dxy + 2exz — 2fyz = 1}
Sind A, p, v die EW von

o
- o
o S O

so haben wir in einer ONB E die Darstellung

M = {(5’777’(/)) e R )‘52 +/“72 + sz - 1}

A >0, u >0, v > 0: Ellipsoid

A >0, up >0, v=0: elliptischer Zylinder

A >0, up >0, v < 0: einschaliges Hyperboloid

A >0, up <0, v = 0: hyperbolischer Zylinder

A >0, p <0, v < 0: zweischaliges Hyperboloid

usw. (alles weitere sind Entartungen der obigen Félle)

Betrachten schlieflich noch die Gleichung

n n
Z Qi TiT5 + Z brxr +c=0.
k=1

ij=1
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Nach Satz 2 existiert eine ONB, in deren Koordinaten dies zu

n n
Z)\iyf+2diyi+c:0
=1 =1

wird.
Ist \; = 0 V i, so haben wir eine lineare Untermannigfaltigkeite des R".
Fir A\; # 0 ist

2 di o
Ay +diyi = N (yi + TX) TN
1 X3

3
und in einem parallel verschobenen Koordinantensystem ergibt sich nach entsprechen-
der Numerierung der Achsen die Gleichung

Mwi + oA A2, F dp 1 Wiyt + - dpw, + f =0

mit m <n (w; = z fliri > m + 1)
Fir d,,+1 = ... =d, = 0 nennt man dies eine Fliche mit Zentrum und zwar eine echte
fiir f # 0 und eine konische fir f = 0.

n=2
Mw? + f = 0 parallele Geraden
A w? + Xw? + f = 0 Ellipse, Hyperbel, (0,0) oder zwei sich schneidende Geraden

n=3

AMw? + f = 0 parallele Ebenen

AMw? + Xow? + f = 0 elliptische, hyperbolische Zylinder (mit Entartungen)
A w? + dow? + )\3w§ + f = 0 Ellipsoide, Hyperboloide (mit Entartungen)
Aw? + Agw? + Azw? = 0 konische Fliichen

Sei schliefllich M:= dfn+1 +...+ di >0

Fiihren neues Koordinantensystem ein durch

z1 w1
1 \

Zm ‘ 0 Wy
Zm+1 = 1 wmil
Zm+42 0 ‘ — dTX}rl - - dﬁﬂ Wm+-2

: 0 | beliebig
Zn Wnp,

Es entsteht die Gleichung
Alz%—i—...—i—)\mzfn —Mzpi1+f =0
—_———
=—M(zmi1—4f)

Setzen noch & = z; fliri # m + 1, {q1 = Zmt1 — %
und erhalten
ME 4 AEE — MEy 1 = 0.

Dies nennt man eine nichtzentrale Fldche.
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n=2
A2 — M&; = 0 Parabel

n-=3

AF — M3 = 0, Rinne*

MET + Aol — ME =0

flir Ay > 0, A2 > 0 elliptisches Paraboloid

fiir Ay > 0, A2 < 0 hyperbolisches Paraboloid (Sattelfliche)

4 Algebraische Strukturen und ihre Morphismen

Kennen bisher Gruppen, lineare Réaume, Korper (Schiefkorper). Dies sind Mengen mit
einer algebraischen Struktur (innere oder dufsere Verkniipfung). Im Folgenden beschéf-
tigen wir uns ndher mit solchen algebraischen Strukturen.

topologische Strukturen = metrischer Raum d(x,y)
algebraische und topologische Struktur -> echte Mathematik: normierter Raum (linea-

rer Raum mit einer Norm ||x+y|| = ||x|| + ||¥ll, ||ex|| = || ||x]|
f(z)—f(zo )

Differenzieren lim,_, 4, pra——

4.1 Gruppen
4.1.1 Grundbegriffe

Ein Monoid ist eine Menge M mit einer Abbildung f = M x M — M. Jedem geordneten
Paar (a,b) mit a,b € M wird also ein Element f(a,b) € M zugeordnet. Man schreibt a *
b,a eb, a+ b,... statt f(a,b) und nennt f (oder *, o, +, ...) innere Verkniipfung oder
innere Operation in M.

Seien (My,*) und (Ma,0) zwei Monoide. Eine Abbildung ¢: M; — My heift Homo-
morphismus, wenn @(a * b) = ¢(a) o p(b) V a,b € M gilt. Bijektive Homomorphismen
heiften Isomorphismen. Man kann zeigen, dass die Inversen von Isomorphismen wieder
isomorph sind. Zwei Monoide heifsen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen
ihnen gibt. Isomorphie von Monoiden ist eine Aquivalenzrelation (reflexiv, symmetrisch,
transitiv).

Ein Monoid (H,e) heifit Halbgruppe, wenn die Verkniipfung assoziativ ist, d.h., wenn gilt

ae(bec)=(aeb)ecVabceH
Konnen also abcd usw. bilden.

Eine Halbgruppe (G,e) heifst Gruppe, wenn folgende Axiome gelten:

JdecGieoea—aee=aVacG
VaeGdbeG:aeb=bea=c¢
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Das Element e nennt man neutrales Element (Einselement bei Multiplikation und Nuli-
element bei Addition). Das Element e ist eindeutig bestimmt. Das Element b aus dem
letzten Axiom heift das zu a inverse Element und wird mit a~! bezeichnet bei multi-
plikativer Schreibweise und mit -a bei additiver Schreibweise. Es ist ebenfalls eindeutig
bestimmt.

Eine Gruppe heiflt abelsch, wenn das Kommutativgesetz gilt:

aeb=beaVabeG
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Beispiel:

Betrachten M,, (R) mit den Verkniipfungen:
v1: (A,B) — AB

p2: (AJB) — AB + BA

v3: (A,B) — AB - BA

Dann ist ¢ assoziativ, nicht kommutativ
2 nicht assoziativ, kommutativ

3 nicht assoziativ, nicht kommutativ.

Einige Standardgruppen

Z, Q, R mit + (abelsch)

Q. Ry O\ {0}, R\ {0}, C\ {0} mit e (abelsch)

Z, = Z/nZ mit + (abelsch), sogennante Zyklische Gruppe der Ordnung n, ist Menge
{0,1,...,n-1} mit Addition modulo n,

Z, = Z/pZ mit e (abelsch) genau dann, wenn p eine Primzahl ist

Kleinsche Vierergruppe {e,a,b,c}

‘ e a b ¢
ele a b c
ala e ¢ b
blb ¢ e a
clc b a e
(abelsch)
Sp ist Menge aller Permutationen von n Elementen (z.B. der Zahlen 1, ... .n) mit Hin-

tereinanderausfithrung. Sie heifft symmetrische Gruppe vom Grad n.
S, abelsch & n =1,2,3

Ay, = {0 € S,: sgn o = 1} alternierende Gruppe vom Grad n
M, (R), M,(C) mit + (abelsch)
GL(n,R) = {A € M,,(R): det A # 0} allgemeine lineare Gruppe iiber R,e
GL(n,C) = {A € M,(C): det A # 0 } allgemeine lineare Gruppe tiber C mit e
SL(n,R) = {A € M,(R): det A = 1} spezielle lineare Gruppe R,e
SL(n,C) = {A € M,,(C): det A = 1} spezielle lineare Gruppe C,e
O(n) = {A € M, (R): AAT=I} orthogonale Gruppe Grad n mit e
U(n) = {A € M, (C): AA*=I} unitdre Gruppe Grad n mit e
SO(n) = {A € O(n): det A = 1} spezielle orthogonale Gruppe mit e
SU(n) = {A € U(n): det A = 1} spezielle unitire Gruppe mit e

Zur Erinnerung: SO(3) Menge aller Achsendrehungen (Euler)
Eine Gruppe heifft endlich, wenn die Anzahl der Elemente endlich ist. Diese Anzahl

wird dann mit |G| bezeichnet und Ordnung von G genannt. Haben also z.B.
|20 = n, [Va| = 4, |Sa| = !, |4a] = %
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Seien GG; und G5 Gruppen und f: G; — G5 ein Homomorphismus. Man nennt

Im f:= {(G1) = {b € Ga: Fa € Gy: f(a) = b}
und
ker f:= f~1({e}) = {a € G;: f(a) = e}
das Bild und den Kern von f. Folgende Aussagen lassen sich leicht iiberpriifen:
f(e) = e [genauer: f(e1)=e3;
f

[f(a)]"t = f(a=!) V a € Gy;
Im f ist eine Gruppe mit der Verkniipfung aus Go;

(f) Abbildung f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn gilt:

Im f = G2 und ker f = {e}

4.1.2 Untergruppen und Normalteiler

Schreiben im Folgenden Gruppen multiplikativ.

Definition 1 Fine Teilmenge U einer Gruppe G heifst Untergruppe von G,
wenn U mit der Verkniipfung aus G selbst eine Gruppe ist.

Es ist leicht zu sehen, dass folgende Bedingungen dquivalent sind:
(1) U ist Untergruppe von G;
(2)ecU;abeU=abecUjacU=a'lel;

(3)abe U= ab!eU.

1. Beispiel
Jede Gruppe hat die trivialen Untergruppen {e} und G.

2. Beispiel
Die Untergruppen von (Z,+) sind (mZ,+) = {mj: j € £} mit + mit m € {0,1,...}.

3. Beispiel
A, ist Untergruppe von S,,. S, \A,, hingegen ist keine Untergruppe von S,,.

Sy, heifen Permutationsgruppen. Satz von Cayley (Satz 1/2.4.) besagt, dass jede end-
liche Gruppe zu einer Permutationsgruppe isomorph ist.

e (00 ) (0 e (S ) ()

Dann ist Q = {E,-E,I,-1,J,-J,K,-K} eine Untergruppe von SL(2,C), die sogenannte Qua-
ternionengruppe.

5. Beispiel
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Sei G eine Gruppe. Bezeichnen mit S(G) die Menge aller bijektiven Abbildungen von
G auf sich selbst. Dann ist S(G) eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfithrung.
Sei Aut(G) die Menge aller Isomorphismen von G auf sich selbst (sogenannter Auto-
morphismus). Dann ist Aut(G) eine Untergruppe von S(G).

Ist a € G, so wird durch

¢a: G = G, g — aga™"

ein Automorphismus definiert:
¢a(gh) = agha™" = aga”taha™" = ¢.(9)ea(h),

g=ala"tga)a™! = p,(a"tga),

varphiq(g) = e = aga™* 1

=e=>g=aea -~ =¢€.

Solche Automorphismen heifen innere Automorphismen.
Die Menge aller inneren Automorphismen ist eine Untergruppe von Aut(G).

6. Beispiel
Ist f: G; — G5 ein Homomorphismus, so sind Im f C G5 und ker f C GG; Untergruppen.
Die Gruppe aller inneren Automorphismen wird mit Int(G) bezeichnet.

Definition 2 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Fine Menge der
Form aU:={au: v € U} (a € G) heifst Linksnebenklasse und eine Menge der
Form Ua:={ua: v € U} (a € G) wird Rechtsnebenklasse genannt.

7. Beispiel

Sei G = X ein linearer Raum. Die Gruppenoperation sei die Addition in X.

Dann ist jeder Unterraum von X eine Untergruppe von G.

Die Untermannigfaltigkeiten a + U := {a + w: u € U} sind dann gerade die Linksne-
benklassen und wegen der Kommutativitdt der Addition ist a + U = U + a, d.h. die
Links- und Rechtsnebenklassen stimmen iiberein.

8. Beispiel
Sei G = Z mit + und U = 3Z. Haben

a+U={a+3kkeZ}=UH+a,

das heift 2 + 32 = {...-1,258,...} =-1+3Z=... =5+ 3Z = ...
1+32={...,2147..}=2+3Z2=1+4+3Z=...
0+32=1{..,3036,..}=-3+3Z=...

— es gibt keine anderen Fille

Erhalten Z =3Z U (1 +32) U (2 + 32)
(disjunkte Zerlegung).

9. Beispiel
Sei G = 532

(1
g1 = 1
(1
04 = 9

—= W W W
~~
Q
[ V)
Il
N
—_ =
=N W N

oW W w
N—

N W N W

N~~~
Q

(=}

Il

7 N\

wW =
NN = DN

W N NN
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Dann ist U = {07,02} eine Untergruppe:

Linksnebenklassen:

0'1U = {0'170'2}, O'QU = {0'1,(')'2}7
1 2 3

03U = {03,030} = {03,(2 3 1 >} = {o3,04},
1 2 3

04U = {04,040} = {047(2 1 3 )} = {o4,03},
1 2 3

05U = {05,0502} = {057(3 9 1 )} = {05,06},
1 2 3

06U = {06,0601} — {0'67(3 1 9 )} = {06,05}.

Rechtsnebenklassen:

Uo, = {01702}u

Uoy = {09,0202} = {01,02},
1 2 3

Uos = {03,0203} = {03, 3 1 2 )} = {o3,05},
1 2 3

Uoy = {04,0204} = {04,(3 9 1 >} = {04,046},
1 2 3

Uos = {o5,0205} = {05,(2 1 3 >} = {o5,03},

1 2 3
Uog = {06,02,06} = {067<2 3 1 )} = {06,04}.

Menge der Linksnebenklassen # Menge der Rechtsnebenklassen

Beide ergeben aber disjunkte Zerlegungen von Ss.

Satz 1 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) aU = bU;

(i1) b € aU;

(iii) a=1b € U.

Ebenso sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Ua = Ub;

(i) b € Ua;

(iii) ab=t € U.

Beweis:

Betrachten nur Linksnebenklassen.

(i) = (ii) Haben b = be € bU = aU.

(i) = (iii)

Wegen b € aU ist b = au mit u € U. Dies ergibt a=!b = u € U.
(iii) = (1)

Seig € aU, d.h. g = au mit u € U. Dann ist a~'b = v, d.h. b = av nach Voraussetzung
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und somit g = av v 'y = bw mit w = v 'u € U. Also ist g € bU.
—
b €U
Sei nun g € bU, d.h. g = bu mit u € U. Nach Voraussetzung ist b = av mit v € U.
Also ist g = avu € aU. #

Folgerung 1: Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Durch a Lb e aU
— bU ist eine Aquivalenrelation auf G gegeben, deren Aquivalenzklassen die
Linksnebenklassen von U sind. Folglich bilden die Linksnebenklassen eine dis-
junkte Zerlegung von G.

Analog ist durch a ~ b < Ua = Ub eine Aquivalenzrelation auf G gegeben,
deren Aquivalenzklassen die Rechtsnebenklassen sind. Und die Rechtsneben-
klassen bilden somit eine disjunkte Zerlegung von G.

Beweis:
Miissen lediglich zeigen, dass

{bEG:brLa}:aU

gilt. Es ist aber b Lashbeal. #
Wie Beispiel 9 zeigt, miissen beide Zerlegungen nicht iibereinstimmen.

Bemerkung:
Die Abbildung aU + Ua~! ist eine Bijektion der Menge der Linksnebenklassen auf die
Menge der Rechtsnebenklassen.

Beweis:

Die Abbildung ist korrekt definiert:

aU=bU=a'tbeU=alb!)teU= Ua?!="Ub"L

Surjektivitit trivial: Ub = U(b=1)~L

Injektivitit: Ua=! = Ub™! = a=}(b7!)"' € U= a='b € U= aU = bU. #

Folgerung 2: Satz von Lagrange
Ist G eine endliche Grupe und U eine Untergruppe von G, so ist |G| durch |U]
teilbar.

Beweis:
Fiir beliebiges a € G ist die Abbildung

fa: U — alU, ur— au

bijektiv.
Dies bedeutet, dass |aU| = |U] fiir alle a € G ist. Nach Folgerung 1 ist also
|G| = |U| * Anzahl der Linksnebenklassen, d.h. |G| ist durch [U]| teilbar. #

Folgerung 3: Ist p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p, so ist G
zu (Z,,+) isomorph.

Beweis:
Wihlen a € G\{e}. Unter den Elementen a,a?,a%... (a":=a ... a)
N———

n mal
miissen zwei gleiche sein, d.h. ¢ = ¢ und damit a™™" = e (m > n).
Es gibt also ein k > 2 mit a* = e.
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0.B.d.A. sei k die kleinste Zahl mit a*¥ = e. Dann ist U = {e,a,...,a*"!} eine Unter-
gruppe von G:

eec U;

a”" € U,a® € U= a"a® = a’ts = artsimed k) ¢ 1,

a” € U= aFf7a" —a’abF" —aF —e.

Nach Folgerung 2 ist k > 2 ein Teiler von p, d.h. k = p (da p Primzahl).
Also ist U = G = {e,a,a?,...,a?"1} und
U — Z,,a" + rist der gewiinschte Isomorphismus. +#

Satz 2 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann sind folgende Be-
dingungen dquivalent:

(i) Die Menge der Linksnebenklassen von U ist gleich der Menge der Rechts-
nebenklassen von U;

(ii) aU = UaV a € G;

(iii) aUa™ C UV a € G;

(iv) ala™ = UV a € G;

(v) o(U) C UV ¢ € Int(G);

(vi) o(U) = UV ¢ € Int(G).

Beweis:

(i) = (ii)

Sei a € G. Nach (i) existiert ein b € G mit aU = Ub. Haben dann a = ae € Ub, d.h.
es existiert ein u € U mit a = ub. Es folgt ab™! = u € U, und Satz 1 ergibt Ua = Ub.
Also ist aU = Ua.

(if) = (i)

Sei u € U und a € G. Miissen zeigen, dass aua~! € U.

Wegen au € aU = Ua existiert v € U mit au = va. Also ist aua™
(iii) = (iv)

Sei u € U. Dann ist u = a(a 'ua)a™!, d.h. u € aUa™".

——
evU

I —vaa=l =veU.

(iv) = (i)
Zeigen, dass sogar aU = Ua V a € G ist. Sei x = au € aU. Dann ist x = aua™'a = va

€U
mit v € U, d.h. x € Ua.
Ist x = ua € Ua, so ist x = ag”'ua = av mit v € U, d.h. x € aU.
evu
(iii) = (v) und (iv) = (vi) trivial. #

Definition 3 Fine Untergruppe U einer Gruppe G heifst Normalteiler, wenn
U einer (und damit jeder) der dquivalenten Bedingungen aus Satz 2 geniigt.

10. Beispiel

Jede Gruppe G hat die beiden trivialen Normalteiler {e} und G (a{e} = a = {e}a, aG
=G = Ga).

In einer abelschen Gruppe sind alle Untergruppen Normalteiler.

Die Untergrupe von S3 aus Beispiel 9 ist kein Normalteiler.

Sei f: G — H ein Homomorphismus. Dann ist das Urbilde jedes Normalteilers von
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H ein Normalteiler von G, und wenn f surjektiv ist, dann ist auch das Bild jedes Nor-
malteilers von G ein Normalteiler von H.
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Beweis:
Sei V C H ein Normalteiler. Seien a € G, u € f~1(V). Miissen zeigen, dass aua™! €
f=1(V):
Haben f(aua™!) = f(a) f(u)(f(a)) " € V,
~~
ev
d.h. aua~! € f71(V).
Sei U C G ein Normalteiler. Wihlen b € H, V € f(U). Miissen zeigen, dass bvb~! €
£(U).
Haben b = f(a) mit a € G wegen Surjektivitit und v = f(u) mit u € U.
Also bvb~! = f(a)f(u)(f(a)) ™' = f(aua™') = f(v) mit v € U. Das heift bvb~! € f(U).
~——
=v eV

#

Insbesondere ist ker f = f~1({e}) stets ein Normalteiler.

Zur Erinnerung:

X linearer Raum, M Unterraum. Der Faktorraum X/M war die Menge aller Unterman-
nigfaltigkeiten der Form x + M (= Menge der Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation
X~y < x-y € M) mit den Operationen

alx + M) := ax + M;
x+M)+(y+M:=x+y) +M

Wollen das Analogon fiir Gruppen.

Sei also G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Die Linksnebenklassen aU sind die
Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation a ~ b < a~'b € U (Satz 1).

Definieren eine Multiplikation in der Menge der Linksnebenklassen wie folgt:

(al)(bU):=(ab)U.

Die Definition ist genau dann korrekt, wenn gilt:
alU = GQU, blU = b2U = (albl)U = (O,ng)U.

Satz 3 Die obige Definition ist genau dann korrekt, wenn U ein Normalteiler
181.

Beweis:
Sei U ein Normalteiler. Sei weiter a1 U = asU, b1 U = byU. Nach Satz 1 ist dann al_lag €
U, by 'by € U. Miissen zeigen, dass (a1b1)U = (agbo)U ist, d.h. (Satz 1) (a1by) ™! (azbs)
€ U ist.
Haben
(a1b1)_1(a2b2) = b;laflagbg = bfl aflag asby b;le eU.
—— ——

cU cuU

evU
Sei die obige Definition korrekt. Wahlen a € G, u € U. Miissen zeigen, dass aua™! €
U, d.h. aua=U = U ist (Satz 1).
Haben auU = {auv: v € U } = {aw: w € U} = aU, a~!U = a='U, und da die Definition
korrekt ist, folgt aua™'U = aa~'U = U. #
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Definition 4 Ist G eine Gruppe und U C G ein Normalteiler, dann wird die
Menge der Linksnebenklassen (= Menge aller Rechtsnebenklassen) mit der Ope-
ration (au)(bU):=(ab)U bzw. (Ua)(Ub):=U(ab) Faktorgruppe von G nach U
genannt und mit G/U bezeichnet.

Satz 4 G/U ist eine Gruppe.

Beweis:

Haben

(aU bU)cU = (ab)U cU = (ab)cU = a(bc)U = (aU)(bcU) = aU(bU cU),

das Einselement ist U = eU,

das zu aU inverse Element ist a=1U. #

Der folgende Satz ist in mehrerer Hinsicht von Bedeutung. Er hilft erstens, Faktorgrup-
pen zu ,identifizieren* (mit bekannten Gruppen). Er zeigt zweitens, dass eine Bijektion
zwischen den Normalteilern einer Gruppe und den homomorphen Bildern (= Fotogra-
fien) der Gruppe besteht.

Satz 5 ,Wundersatz®

Sind G und H Gruppen und ist f: G — H ein Homomorphismus, so ist ker f
ein Normalteiler von G und G /ker f = Im f.

Umgekehrt, ist G eine Gruppe und U ein Normalteiler, so ist die Abbildung
w: G — G/U, a — aU ein Homomorphismus mit ker m = U und Im 7 = G/U.

Beweis:

Haben bereits gezeigt, dass ker f stets ein Normalteiler ist.

Zeigen, dass die Abbildung ¢: G/ker f — Im f, a ker f — f(a) ein Isomorphismus ist.
o korrekt definiert:

aker f =bker f = a=lb € ker f = f(a='b) = e = f(a=1)f(b) = e = f(a) = f(b)

Homomorphismus:
©((a ker f)(b ker f)) = p((ab)ker f) = f(ab) = f(a)f(b) = ¢(a ker f)p(b ker )

Injektivitét:
o(a ker f) = p(b ker f) = f(a) = f(b) = f(a™'b) =e=>a'bekerf=akerf=b
ker f

Surjektivitét: trivial.

7 ist Homomorphismus:

m(ab) = (ab)U = (aU)(bU) = n(a)m(b).

ker m: m(a) =e < alU=U < ac U

Im 7: 7 ist offenbar surjektiv. #

11. Beispiel

In Z mit + sind die Untergruppen = Normalteiler die Gruppen nZ (n=0,1,2,...). Ha-
ben
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Z/0Z = Z2/{0} = 2
Z/1Z2 = Z/Z = {e} = {0} Sei n > 2. Was ist Z/nZ? Betrachten die Abbildung

f: 2 - Z,, a— a(mod n)

Dies ist ein Homomorphismus mit der Eigenschaft ker f = nZ. Satz 5 liefert also Z/nZ
= Z,.
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12. Beispiel
Sei R mit Addition. Dann ist Z eine Untergruppe = Normalteiler. Die Abbildung

f: R — T, x s 2™®

ist ein Homomorphismus von R auf 7" mit Multiplikation.
ker f = Z, d.h. erhalten R/Z = 7.
Analog ist R"/Z™ =2 T" ( = n-dimensionaler Torus).

13. Beispiel

Die Abbildung f: O(n) — {-1,1}, A — det A

ist ein surjektiver Homomorphismus. Haben ker f = SO(n) und damit ist SO(n) ein
Normalteiler von O(n) und O(n)/SO(n) = {-1,1} & Z,.

14. Beispiel

Eine Gruppe heifst einfach, wenn sie aufser {e} und sich selbst keine Normalteiler hat.
Nach Satz 5 ist eine endliche Gruppe G genau dann einfach, wenn es keinen Homomor-
phismus f: G — H mit 1 < |H| < G gibt. Man kann zeigen:

- Z, ist einfach < n Primzahl

- As,Aq,A7, ... sind einfach

- es gibt noch 16 weitere solche ,unendlichen Serien* von einfachen Gruppen

Mathieu einfache Gruppe mit Ordnung 7920, noch vier weitere Gruppen
Janko einfache Gruppe der Ordnung 175.560
... es gibt insgesamt 26 einfache sporadische Gruppen.

4.1.3 Endliche abelsche Gruppen

Kommen nun zum Klassifizierungsproblem fiir endliche Gruppen. Dieses ist wie folgt:
Gegeben sei eine natiirliche Zahl n. Wie viele nichtisomorphe Gruppen der Ordnung n
gibt es? Man erstelle ein Verzeichnis von Gruppen, sodass jede Gruppe der Ordnung n
zu genau einer Gruppe aus dem Verzeichnis isomorph ist.

Kennen den Anfang des Gesamtverzeichnisses:

Anzahl | Verzeichnis

1 {e}

N O U W N B
=N = N =

N

=

=

Das Klassifizierungsproblem ist vollstdndig gelst fiir endliche abelsche Gruppen.
Seien (GG1,...,G,, Gruppen in additiver Schreibweise. Das direkte Produkt Gy X ... G,
ist die Menge G X ... G,, mit der Addition

(gl,...7gm)><(h1,...,hm) = (gl+h177gm+hm)

Dies ist wieder eine Gruppe.
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1. Beispiel
ZQ X ZQ
e = (0,0), a = (0,1), b = (1,0), c = (1,1)

o T o

O T ® o|o
o0 0o |
® o o T|T
o ® T OO0

Erhalten also Zx2Z = V.

2. Beispiel

Zo X Zg

ap = (0,0), a1 = (1,1), a2 = (0,2), ag = (1,0), ay = (0,1), a5 = (1,2)

Es ist leicht zu sehen, dass die Abbildung Zs — Z5 X Z3, k — a ein Isomorphismus
ist.

Also ZQ X Z3 = ZG-

Allgemein: (a,b) = 1= Z, X Z, 2 Zy

Beweis:

Die Abbildung Z,, — Z, X Z3, k — (k mod a, k mod b)

ist ein Homomorphismus. Zeigen die Surjektivitit (dann folgt automatisch die Injekti-
Vitét):

Seillegx<a-1,0<y<b-1,

d.h. (x,y) € Z, x Zp. Wegen (a,b) = 1 gibt es r,s € Z mit ar + bs = 1. Setzen k =
yar + xbs(mod ab), dann ist 0 < k < ab - 1.

Haben k (mod a) = xbs (mod a) = x(1-ar)(mod a) = x(mod a) = x,

analog zeigt man k(mod b) = y. #

Sei n eine natiirliche Zahl. Bezeichnen mit P(n) die Menge aller Zerlegungen (Par-
titionen) von n in der Formn =41 +y2 + ... + Yy 71 = 72 > ... = ¥ > 1 und mit
|P(n)| die Anzahl der Elemente von P(n).

P(1) = {()}, [P = 1,

P(2) ={(2),(1L1)}, [P(2)] = 2,

P(?’) - {(3>7(271)7(17171)}7 |P( )l =3,

P(4) = {(4),(3,1),(2.2),(2,1,1,),(1,1,1,1)}, [P(4)] = 5,

P(5) = {(5),(4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1),(1,1,1,1,1)}, |P(B)| = 7.

Satz 1 Hauptsatz fiir endliche abelsche Gruppen

Sei n < 2 eine natiirliche Zahl und n = p*¢®... die Primfaktorenzerlegunyg.
Dann gibt es genau [P(a)] |[P(B)] ... nichtisomorphe abelsche Gruppen der
Ordnung n.

Jede solche Gruppe ist zu genau einer Gruppe der Form

Zpow X oo X Zpap X Zgpy X oo X Zopp X

(aq,..,ax) € Pla), (B1,...,81) € P(B) ... isomorph.

Beweis:
Der Beweis ist elementar, aber ldnglich. Verweisen daher auf die Literatur. #
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3. Beispiel

n = 200 = 23 % 52

P(3) = {(3)’(271)’(1a171)}7 P(2) = {(2)’(171)}
223 X Z52 = ZQQO
ZQ3XZ5XZ5gZQSXZ5XZ5

222 X Z9 X 252 =~ Z4 X 250 = Z9 X 2100
222 X Z9g X Z5 X Z5

ZQ X ZQ X Zg X ZSQ
ZQXZQXZQXZ5XZ5

Kommen noch einmal zu nichtabelschen Gruppen.

4. Beispiel: Diedergruppen

Betrachten fiir n > 3 ein reguléres n-Fck in der Ebene mit Zentrum im Ursprung.
Bezeichnen mit D,, die Menge aller orthogonalen Abbildungen der Ebene ( = Abbil-
dungen aus O(2) = ldngen- und winkelerhaltene Abbildungen), die das n-Eck in sich
iiberfiihren.

Diese Abbildungen bilden eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfiihrung, die so-
genannte Diedergruppe D,,.

Sei 0y die Drehung um Winkel k x 27” und seien 6y,...,0,, die Spiegelungen an den
Symmetrieachsen des n-Ecks. Dann ist

Dn = {6,51,...,5n_1,0'1,...70'n}.

Es gibt weitere Realisierungen von D,,. Ist z.B. ¢ irgendeine der obigen Spiegelungen
und § = dy, so ist
D, ={ed,...,0p-1,0,00,...,00,_1}

mit 02 = e, §" = e, 080 = Op_1.

Eine weitere Interpretation ist wie folgt:

Sei A,, eine Doppelpyramide (= Dieder) mit einem regelméfigen n-Eck als Basis. Dann
kann D,, als Gruppe aller Achsendrehungen im R? aufgefasst werden, die A,, invariant
lassen.

Schlieklich kann D,, als die Untergruppe von S,, aufgefasst werden, die {e, d,...,6" !, o, 00,

5712...n—1n (1 2 ... n—-1 n
“\23 ... n 1 )J°T\1a ... 3 2

ist.

Satz 2 Ist p eine Primzahl, so gibt es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen
der Ordnung 2p:
Zop (abelsch) und D, (nichtabelsch).

Beweis: Literatur. #

Kennen damit alle Gruppen der Ordnung 2 *3 =6,2*5=10,2*7 =14, ...
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Der Atlas der nichtabelschen Gruppen beginnt wie folgt:

n | Anzahl Verzeichnis

1 0

2 0

3 0

4 0

5 0

6 1 D

7 0

8 2 D4,Q (Quaternionengruppe)
9 0

10 1 Ds

11 0

12 3 Dg, A4, noch eine
13 0

14 1 D

15 0

16 9 Dg, noch 8 weitere

1999: Ordnung 2° = 512

insgesamt 10.494.213 Gruppen (einschlieflich abelsche)
spiter: Ordnung 210 = 1.024

insgesamt 49.487.365.422 Gruppen (einschlieflich abelsche)

4.1.4 Symmetriegruppen

Betrachten R™ mit tiblichem Skalarprodukt. Bezeichnen mit B(n) die Gruppe aller Ab-
bildungen B: R™ — R™, die Lingen invariant lassen. B(n) heikt Bewegungsgruppe des
R™.

Satz 1 Fine Abbildung B: R™ — R™ gehort genau dann zu B(n), wenn sie
von der Form Bx = Ax + T mit A € O(n) (= Gruppe der othogonalen linearen
Abbildungen) und T € R™ ist.

Beweis:

Setzten T = B(0) und Cx = Bx - T. Zeigen C € O(n). Fiir x,y € R™ ist

(Cx,Cy) = [|Cx]| [|Cy|| cos v = [Ix]| [Iyl| cos v = (xy).

(dabei ist v der Winkel zwischen x und y)

Also lasst C Skalarprodukte invariant.

Haben damit

(C(x+y)-Cx-Cy,C(x+y)-Cx-Cy)

= (Clx+y),C(xy)) - (Clx+y),Cx) - (C(x+y),Cy) - (Cx,Clx+y)) + (Cx,Cx) + (Cx,Cy)
- (Cy,C(x+y)) + (Cy,Cx) + (Cy,Cy)

= (xtyxty) - (xtyx) - (x+yy) - (xx+y) + (xx) + (xy) - (vxty) + (%) + (vy)
= (xty-xy,x+ty-xy) = (0,0) = 0,

das heift C(x+y) = Cx + Cy V x,y € R"™.

Analog zeigt man C(Ax) = A\C(x) VA € RV x € R™

Somit ist C eine lineare Abbildung, die Skalarprodukte invariant lasst, d.h. Cx = Ax
mit A € O(n). #
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Eine Abbildung der Form x — Ax + T wird iiblicherweise mit (A|T) bezeichnet (soge-
nanntes Seitz-Symbol).
Haben also

B(n) = {(A|T): A € O(n), T € R"}.
Man definiert
SB(n) = {(A|T): A € SO(n), T € R"}

und nennt dies die eigentliche Bewegungsgruppe des R™.
Sei M C R" eine Menge. Die Symmetriegruppe und die eigentliche Symmetriegruppe
von M sind definiert als

Bu(n) = {B € B(n): B(M) = M},
SBy(n) = {B € SB(n): B(M) = M}.

Fiir (A|T) nennt man A den Drehanteil und T den Translationsanteil. Haben
(AIT)=BIS) © Ax+T=Bx+SVxeR"< T=S5 A=B.
Haben auch
Ax + T=mo+ A(x-ax0) + T —x0 + Axy,

~————

=T

d.h. kénnen (A|T) auch als orthogonale Abbildung mit xy als Ursprung (= Drehung
um xo) mit anschliefender Translation T’ vorstellen. Der Translationsanteil hat sich
dabei gedndert, nicht aber der Drehanteil.

Nehmen im Folgenden an, dass M beschrénkt ist.

Satz 2 Die Abbildung ®: Bys(n) — O(n), (A]T) — A ist ein injektiver Ho-
momorphismus.

Beweis:

Haben (B|S)(A|T)s = (B|S)(Ax + T) = B(Ax + T) + S = BAx + BT + S,

d.h. (B|S)(A|T) = (BA|BT + S).

Also

((BIS)(AIT)) = D((BABT+S)) = BA = &((BIS))®((A|T)),

d.h. @ ist ein Homomorphismus.

Haben ker ® = {(A|T) € By(n): ®((A|T)) =1} = {(A|T) € By(n): A =1},

d.h. ker ® besteht aus den Abbildungen der Form x — x + T, die M invariant lassen.
Da M beschrinkt ist, muss T = 0 sein. Also

ker @ = {(1|0)} = {id}. #

Nach Satz 5/4.1.2. ist also Bp(n)/ker ® = Im & C O(n), d.h. By(n) =2 Im & C
O(n), d.h. Bjps(n) ist zu einer Untergruppe von O(n) isomorph.

Analog ist SBjs(n) zu einer Untergruppe von SO(n) isomorph.

SO(2): Drehungen

O(2): Drehungen und Achsenspiegelungen

SO(3): Achsendrehungen (Euler)

0O(3): Achsendrehung, Ebenenspiegelungen
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Satz 3 Fir jede Abbildung aus Bys(n) gibt es ein xg € R"™, sodass die Abbil-
dung von der Form x — xo + A(z - x9) mit A € O(n) ist.
Hierbet ist n = 2 oder n = 3.

Beweisskizze:

Haben Ax + T = a9 + A(x-x9) + T - 29 + Axg

und behaupten also, dass ein zg mit (I-A)xzg = T existiert.

Ist I-A invertierbar, so ist 19 = (I-A)~!'T die Losung. Sei also I-A nicht invertierbar,
d.h. sei 1 ein Eigenwert von A.

A € SO(2) hat keine Eigenwerte.

Sei A € O(2)\ SO(2). Dann ist A eine Achsenspiegelung. Man erhélt, dass T parallel
zur y-Achse sein muss.

Also (A|T): (;j ) — (_yﬂa )

. 0 0 0 s T
Es gilt (A|T): <g ) +T = (fracaQ > und zo = (z ) ist die Losung.
Dies ist alles fiir n = 2. #

Alternativer Beweis (fiir alle n):

,Konstruieren“ um x den kleinsten Kreis, der M enthélt.

ra(x) = supg ¢ o |[x-vll-

Dann ist M C U(x,rp(x))

Brauchen x aus einer kompakten Kugel K (mit hinreichend grofem Radius) zu betrach-
ten.

x — r(x) ist stetig.

Damit existiert ein g € K mit r,,(z9) = min, ¢ x ra(x).

Der Punkt z ist Mittelpunkt der kleinsten Kugel, die M enthélt. Behaupten f(zg) =
Zo-

Sei f(zg) # xo. Dann ist M C U(zg,ra(x0)). Da f € B(N) ist, ist M = f(M) C
U(£(zo),ra (o).

Dann ist M die Schnittmenge der Kreise um xg und f(zg), aber diese ist nicht enthalten
in einer Kugel vom Radius < 7as(x0). #

Beispiele:

Buchstabe F: SBr(2) = {e}, Br(2) = {e}, SBr(3) = {e}, Br(3) = {e, Spiegelung}
Buchstabe I: SB;(2) & Z,, B;(2) @V, & Z9 X 24

SB;(3) grofer, Br(3) noch grofer.

Bezeichnen mit C,, (n > 3) die eigentliche Symmetriegruppe des regelméfigen n-Ecks
im R2. Offenbar ist C,, = Z". Setzen noch C; = {id} und Cj sei eigentliche Symme-
triegruppe einer Strecke im R? (Cy & Z5).

Wie oben sei D,, (n > 3) die volle Symmetriegruppe des regelmifigen n-Ecks im R2.
Dies ist die n-te Diedergruppe. Definieren Dy als volle Symmetriegruppe einer Strecke

im R? (Dy &2 V) & Z9 x Z3). Dy wird nicht definiert.

Buchstaben:
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M | SBu(2) | Bu(2)
R Ch Cy
A Ch Cy
H Cs D,
X | D,
0| so@ | 0@

Satz 4 Das Verzeichnis aller eigentlichen Symmetriegruppen SBys(n) von
endlicher Ordnung (= aller endlichen Untergruppen von SO(n)) ist bis auf
Isomorphie wie folgt:

n =2 01,02,03,. .

n =23 01,02,03,...

Ds,Ds,. ..

T,0,Y

Beweis: Literatur. #

Mit anderen Worten: Jedes SBjs(n) endlicher Ordnung ist zu genau einer Gruppe aus
dem Verzeichnis isomorph und jede Gruppe aus dem Verzeichnis ist zu einem SBjs(n)
isomorph.

Tetraedergruppe T

Dies ist SO7(3) fur das regelméafige Tetraeder.
2 * 4 = 8 Drehungen (120°, 240°)

3 Drehungen (180°)

1 identische Abbildung

IT| =12, T = A,

Oktaedergruppe O

ist SOw (3) fiir den Wiirfel.

3 * 3 Drehungen (90°,180°,270°)
2 * 4 Drehungen (120°,240°)

6 Drehungen (180°)

1 identische Abbildung

|O] =24, 0 = 9,

Tkosaedergruppe Y
ist SO1(3) = SOp(3) fiir reguléres Ikosaeder bzw. regulédres Dodekaeder.

Y| = 60, Y & As.
(H. Weyl: Symmetrie, Birkhauser 1955)
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Satz 5 Das Verzeichnis aller vollen Symmetriegruppen By (n) endlicher Ord-
nung (= aller endlichen Untergruppen von O(n)) ist bis auf Isomorphie wie
folgt:

n =2 Cl,CQ,Cg,. . .

Dy,Ds,...

(Satz von Leonardo da Vinci)

n =23 01,02,03,...

Dy, Ds,. ..

T,0,Y,

Dy,D3,. ..

T,0,Y

(G = G U ZG, Z ist Zentralspiegelung)

DyCo,D3C3,D4Cy,. ..

C3C1,C4C5,C6Cs,. . .

DyDy,DgDs,Ds D, ..

oT

(gewisse Produktbildung)

7 unendliche Serien
7 einzelne Gruppen

4.1.5 Tapetenmuster und Kristallgruppen

Betrachten nun SBjs(n) und Bjs(n) fiir den Fall, dass M nicht notwendigerweise be-
schrankt ist.
B(2) Translationen, Drehungen, Achsenspiegelungen, Gleitspiegelungen

Definition: M C R? heift Tapetenmuster, wenn

(i) Ba(2) zwei linear unabhéingige Translationen enthilt,

(ii) Bas(2) eine diskontinuierliche Gruppe ist, d.h. wenn fiir jedes x € R? die
Menge (= Orbit) {g(x): g € Bu(2)} keinen Hiufungspunkt im R? hat.

Es zeigt sich, dass der Begriff der Isomorphie von Symmetriegruppen zu weit gefasst
ist. In Wirklichkeit sieht man zwei Tapetenmuster nur dann als gleich an, wenn der
Isomorphismus der Symmetriegruppen eine spezielle Gestalt hat, und zwar, wenn er
von der Form

f: G — H, f(g) = C"1gC

mit einer Abbildung C € B(n) ist (bei uns n = 2).

Man nennt zwei Untergruppen G und H von B(n) konjugiert, wenn ein Isomorphismus
der obigen Gestalt existiert. Fiir den Kiinstler (Kristallographen) sind zwei Muster
(Kristalle) genau dann gleich, wenn sie konjugiert sind.

Konjugiertheit ist eine Aquivalenzrelation in der Menge der Untergruppen von B(n).
Die Aquivalenzklassen beziiglich Konjugiertheit sind Teilmengen der Aquivalenzklassen
beziiglich Isomorphie und im Allgemeinen kleiner (daher gibt es mehr von ihnen).

Ist Bps(n) endlich und By (n) ebenfalls, so gilt
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Bp(n) & By(n) < By(n) konjugiert zu By (n)

Es gilt nun Folgendes.

Satz: Bis auf eigentliche Isomorphie gibt es im R? genau 5 Tapetenmuster,
bis auf eigentliche Konjugiertheit genau 5 Tapetenmuster, bis auf Isomorphie
genau 10 Tapetenmuster, bis auf Konjugiertheit genau 17 Tapetenmuster.

Eigentliche Isomorphien sind Isomorphien innerhalb der Gruppen SBjs(n). Eigentli-
che Konjugiertheit bedeutet, dass C aus SB(n) genommen wird.

»Es gibt bis auf Konjugiertheit genau 17 Tapetenmuster.
Dies bedeutet: Es existieren 17 Tapetenmuster M;,...,M;7, sodass fiir ein beliebiges
Tapetenmuster M der Gruppe Bj/(2) zu genau einer der Gruppen By, (2) konjugiert

ist.

Welches der 17 Muster eine Tapete hat, kann man wie folgt bestimmen:
Nehmen ein Blatt Transparentpapier, legen es auf die Tapete und markieren es wie folgt:

Symmetrieachse

—————— Achse einer Gleitspiegelung

o Drehung um 180°
O Drehung um 90°
° Drehung um 60°
A Drehung um 120°

Nehmen das Transparentpapier dann wieder herunter. Es hat dann eins von genau
17 Mustern.

In der Kristallographie ist die Betrachtungsweise etwas anders. Eine Untergruppe von
SB(n) bzw. B(n) heilt eigentliche Kristallgruppe bzw. (volle) Kristallgruppe, wenn eine
kompakte und zusammenhingende Teilmenge M C R™ (ein sogenannter Elementar-
kristall) mit nichtleerem Inneren (M # @) existiert, sodass gilt:

() R" = U, ¢ ¢ &(M)

(i) g(M) N h(M) # 0 = g(M) = h(M).

Bei Kristallgruppen hat man die Begriffe der (eigentlichen) Isomorphie und (eigentli-
chen) Konjugiertheit.

Satz: Es besteht eine offensichtliche Bijektion zwischen Tapetenmustern und
Kristallgruppen (fiir n = 2).

Satz: Im R? gibt es bis auf Isomorphie genau 32 (volle) Kristallgruppen, bis
auf Konjugiertheit genau 230 (volle) Kristallgruppen.
Im R* gibt es bis auf Konjugiertheit genau 4.783 (volle) Kristallgruppen.
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4.1.6 Homotopiegruppen

Sei X ein topologischer Raum (z.B. eine Teilmenge des R™ oder eines beliebigen me-
trischen Raumes) und x¢ € X. Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung f: S — X mit
f(1) = zo, wobei S* der (orientierte) Einheitskreis ist (z.B. {z € C: |z| = 1}).

Der Weg ,startet” und ,endet” in .

Das Produkt zweier Wege f und g ist der Weg fg, der entsteht, wenn man erst g und
dann f durchlduft. Praziser: fg ist wie folgt gegeben:

Einheitskreis wird iiber eine Einschniirung ¢ in O und U eingeteilt, auf die dann jeweils
f und g angewendet werden:

(f9)(2) ={(go)(2)z € O(fo)(2)z € U
Die Menge W(X,z() aller Wege mit diesem Produkt ist eine Halbgruppe.
Zwei Wege f und g heiflen homotop, wenn sie sich innerhalb der Menge aller Wege

stetig ineinander {iberfiihren lassen. Exakt: f ist homotop zu g, wenn eine stetige Ab-
bildung H: S* x [0,1] — X existiert mit

H(z,0) = f(z) Vz € S!
H(z,1) = g(z) V z € S*
H(1,u) = zo ¥V p € [0,1].

Schreiben f ~ g fiir Homotopie. Dies ist eine Aquivalenzrelation in der Menge aller
Wege. Bezeichnen mit [f] die Aquivalenzklasse, die f enthélt. Leicht zu sehen:

J1~ fa,01 ~ g2 = f191 ~ fag2.

Also ist durch [f][g]:=[fg] eine Multiplikation in der Menge der Aquivalenzklassen kor-
rekt definiert. Auf diese Weise wird die Menge der Aquivalenzklassen zu einer Gruppe,
der sogenannten Fundamentalgruppe oder 1. Homotopiegruppe 1 (X,xq).

Das Einselement ist die Aquivalenzklasse Wo(X,zo) aller Wege, die zum ,konstanten
Weg* (f(z) = xo V z € S) homotop sind, d.h. die sich in X stetig auf den Punkt z
zusammenziehen lassen.

Bemerkung:

Die Menge Wy(X,xp) ist ein Normalteiler in W(X,xg):

a € W(X,xg), f € Wo(X,19) = a~fa € Wy(X,z0)

(a~! ist a in umgekehrter Richtung)

Kénnen also die Faktorhalbgruppe W (X,zq) /Wy (X,z) bilden. Diese ist genau 71 (X,z¢).

Wenn 71 (X,x0) nicht von xy abhéngt, so schreibt man einfach 7 (X). Dies ist z.B.
der Fall, wenn X zusammenhéngend ist.

1. Beispiel

Kugeln (Vollkugeln) B™:

Haben Wy(B™,z9) = W(B",x¢) und damit 7 (B™) = {e}, was man als m;(B™) = 0
schreibt.

2. Beispiel
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Kreisscheibe mit Loch, S*

Zwei Wege sind genau dann homotop, wenn sie den gleichen Index haben. Es ergibt
sich

71 (Kreis mit Loch) = 71 (SY) = (Z,+).

Mit Wundersatz:

®: W(Stz9) — Z, Weg +— Index

ist Homomorphismus. Im ® = Z, ker ® = Wy (S*,z0)

W(SL,zg)/ker ® = Im

W(517$0)/W0(Sl,$0) ~ Z.

m1(St,x0)

3. Beispiel
Vollkugel mit Loch, S? (= Kugeloberfliche)
st (52) =0.

4. Beispiel

Torusoberflache:

Index in Léngsrichtung, Index in Querrichtung ergibt Paar (k,1) mit k,1 € Z
Also: 7 (Torusoberfliche) = Z x Z.

Allgemein: m1(X x Y) = m(X) x m1(Y) fir X,Y zusammenhéngend
Torusoberfliche = S x St = 71(S1 x ') = 71(S) x m(S) = Z x Z.

Wozu benétigt man Homotopiegruppen?

Satz: Wenn zwei zusammenhéngende topologische Rdume X und Y homdo-
morph sind (d.h. wenn eine bijektive Abbildung f: X — Y mit f und f~! stetig
existiert), dann sind 71 (X) und 7 (Y) isomorph.

Topologisches Problem — Algebraisches Problem (Algebraische Topologie)

Beispiel: X Torus, Y Kugel
7T1(X) =Z X Z, 7T1(Y) = 0.
Also sind X und Y nicht homéomorph.

Noch ein Beispiel: Lésst sich die Kleeblattschlinge (ohne Zerschneidung) in den Unk-
noten iiberfithren?

Ein Knoten K ist das Bild einer stetigen und injektiven Abbildung f: S' — R3, d.h. K
= f(S1). Die Frage ist, ob es einen Homdomorphismus von R? auf sich selbst gibt, der
einen Knoten K in den Unknoten S iiberfiihrt. Dies ist fquivalent dazu, dass R*\K ho-
modmorph zu R3\S?! ist. Zeigen, dass w1 (R*\K) und 71 (R3\S!) nicht isomorph sind.
Daraus folgt, dass R3\K und R3\S" nicht homdomorph sind.

Gruppe 71 (R3\S1) ist leicht zu bestimmen:
Zwei Wege sind genau dann homotop, wenn sie den gleichen Index haben. Also: 71 (R?\S1)
= Z.

Um piy (R*\K) zu bestimmen, miissen wir etwas ausholen.
Sei A eine endliche Menge, das sogenannte Alphabet. Unter einem A-Wort versteht man
€1 €2

einen Ausdruck der Form aj'a3?...a5 mit a; € A, ¢; € {-1,1}. Das Produkt zweier
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Worter w = a$t...aS und v = b3* ... b% ist das Wort wv = a*...a5 bt ... b0
Erhalten so die Halbgruppe W(A) aller A-Wérter.

Seinun R = {r1,...,r;} eine endliche Teilmenge von W(A). Unter einer R-Elementaroperation
versteht man das Einfiigen oder Streichen (auch am Anfang und am Ende) eines Wortes

aus R oder eines Wortes der Form aa~! oder a—'a mit a € A.

1 1

(R = {x,xy,t}: abx tu™! = xyabx1u=! = yabx~lu™! = yabxx " lu=! = yabu™?)
Zwei Worter aus W(A) heifien R-Aquivalent, wenn sie sich durch eine endliche Anzahl
von R-Elementaroperationen ineinander iiberfiihren lassen. Dies ist eine Aquivalenzre-
lation in W(A). Bezeichnen mit [w] die Aquivalenzklasse, die w enthiilt.

Durch [w][v]:=[wv] ist dann eine Multiplikation in der Menge der Aquivalenzklassen
korrekt definiert, durch die diese Menge zu einer Gruppe wird. Das Einselement ist die
Aquivalenzklasse, die das leere Wort (oder aa~!) enthilt. Das zu ab™!cc inverse Wort

ist c"'c'ba~!. Diese Gruppe wird mit

<Airy=e, ..., rp = e>

bezeichnet und die von A erzeugte Gruppe mit den definierenden Relationen r; = e,
..., T = e genannt.

Beispiele:
<a:a =e> = 2Z,
<ar->=2
<a,b: abailbflze, al=e b?=e>=V, =29 x Zq
—_——

ab=ba
<a,b:ab=ba>=2Z x Z
<a,b: - > = freie von zwei Elementen erzeugte Gruppe (recht kompliziert)

Sei nun K C R? ein Knoten. Zeichnen diesen mit Unterbrechungen in der Ebene.
Orientieren Knoten in eine Richtung. Er wird dann in eine endliche Anzahl orientierter
Strange aj ... a, zerlegt. Dann ist A = {a1, ..., a,}.

Die definierenden Relationen bestimmt man wie folgt:

Malen um jede Unterbrechung einen kleinen Kreis, wéhlen darauf einen Punkt, der
nicht zum Knoten gehort und laufen den Kreis entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn in
diesem Punkt beginnend ab. Treffen wir dabei auf Strang a;, so schreiben wir a;, wenn
a; nach aufien zeigt, und a; ! wenn a; nach innen zeigt. Erhalten so ein Wort ry.

’Satz: m(R? /K) = <Airy =e, ..., " = €>.

Erhalten fiir die Kleeblattschlinge
r = a;lalagag_l
ro = a;laflagal
ry = a;laglalag

71 (R3\K) = <ay,as,a3:71=€,ro=€,r3=€>
Warum ist <A:rj=e,ro=e,rg=e> 2 27
Betrachten Gruppe D, die aus den drei Spiegelungen a1,a2,a3 eines gleichméfigen Drei-

ecks und aus allen Produkten dieser Spiegelungen besteht.
FirDgilt ry = e, ry = e, 73 = €.
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Die Abbildung ¢: <A:ri=e,ro=e,r3=e> — D, [b]'...b5"] — b7 ... b5

ist korrekt definiert und ein surjektiver Homomorphismus. Ware <A:r;=e,ro=e,r3=—e>
isomorph zu Z und damit abelsch, so wire auch ¢(<A:ry=e,ro=e,r3=e>) = D abelsch,
was aber nicht der Fall ist (a1as # asaq).

Betrachten noch héhere Homotopiegruppen. Sei
S ={(z1,22,. .., Tns1) € R" M af + 23+ ... +I3L+1 =1}

Betrachten jetzt stetige Abbildungen f: S™ — X, £(1,0,...,0) = x
Produkt fg ist iiber Einschniirung definiert.
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f homotop zu g, wenn eine stetige Abbildung H: S™ x [0,1] — X mit

VoeS"

existiert.

Menge der Homotopieklassen [f] mit [f][g]:=[fg] ist eine Gruppe, die n-te Homotopie-
gruppe m,(X,xg). Ist X zusammenhingend, so hingt 7, (X,z¢) nicht von xg ab und
man schreibt 7, (X).

’Satz: X homoomorph zu Y = 7,(X) & m,(Y) Vn > 1.

Man kann zeigen: 7, (X) ist fiir n > 2 immer abelsch.

T ‘ k=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
St Z 0 0 0 0 0 0 0 0 0
21 0 Z Z Zy Zy Zi 2o Z, Z4 Z1s
53 0 0 ZzZ  Z9 Z9 Z19 Zq Z9 Z3 Z15
S4 0 0 0 zZ ZQ4 224 Zx 212 ZQ X ZQ ZQ X ZQ 224 X Zg

Poincarésche Vermutung

M n-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn M ein topologischer Hausdorffraum mit ab-
zéhlbarer Basis ist und fiir jeden Punkt my € M eine offene Umgebung U und ein
Homdomorphismus ¢ von U auf eine offene Teilmenge des R™ existiert.

Zum Beispiel ist die Kugeloberfliche und auch der Torus eine 2-dimensionale Man-
nigfaltigkeit
M ist hom&omorph zu M, < 3 f: M, — M, mit f bijektiv, f stetig, =1 stetig

Poincarésche Vermutung (1901): M 3-dimensionale zusammenhéngende, kompakte, ori-
entierbare Mannigfaltigkeit, w1 (M) = m2(M) = 0 = M ist homdomorph zu S3.

Smale 1960: Beweis fiirn > 7
Stallings/Zeeman 1961: gilt fiir n = 5,6
Freedman 1981: gilt fiirn = 4
Perelman 2005: gilt fiir n = 3

Kommen nochmal zu Gruppen <A:rj=e,....ry=e>.

Wortproblem: Gegeben sei <A:rj=e,...,ry=e> und zwei Worter w und v aus W(A).
Sind w und v dquivalent? Dies ist ein unentscheidbares Problem! Das heifit, es gibt
keinen Algorithmus, der dieses Problem in endlicher Zeit 16sen kann.

Isomorphieproblem: Gegeben seien <A:r;=e,...,rp=e> und <B:s;=e,...,s,,=e>. Sind
beide Gruppen isomorph? Dies ist auch unentscheidbar!

M,N n-dimensionale Mannigfaltigkeiten
M 2N = m (M) = ma(N)

m1(M),m2(N) sind stets Gruppen der Form <A:ri=e,...,ry=e>, <B:sj=e,...,s;,=e>.
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Fiir Knotengruppen ist das Isomorphieproblem entscheidbar.
n = 4: Jede Gruppe <A:ri=e,...,rp=e> ist w1(M) fiir eine 4-dimensionale kompakte,
zusammenhéngende, orientierbare Mannigfaltigkeit M.

Daraus folgt: Fiir n > 4 ist das Problem zu entscheiden, ob zwei n-dimensionale kom-
pakte, zusammenhéngende, orientierbare Mannigfaltigkeiten homéomorph sind, unent-
scheidbar. n = 3 ist offen.

4.2 Ringe

4.2.1 Definitionen und Beispiele

Definition 1 FEin Ring ist eine Menge R mit zwei inneren Operationen, d.h.
Abbildungen von R in R, die Addition und Multiplikation heiffen,und fir die
folgende Axiome gelten:

(i) (a+b)+c=a+(b+c)VabceR

(ii)a+b=>b+aV¥VabeR

(iii)) 30€ R:a+0=aVacR

(w)Vac RIbeR:a+b=20

(v) (ab)e = a(bc)V a,b,c € R

(vi) a(b + ¢) = ab + ac, (a + b)c = ac + bc ¥ a,b,c € R

Bemerkung:

Das Element 0 ist eindeutig bestimmt (0; = 07 + 03 = 02) und wird Nullelement ge-
nannt. Das Element aus (iv) ist auch eindeutig bestimmt und wird mit -a bezeichnet.
Man schreib a + (-b) := a - b. Leicht zu zeigen:

0*a=a*0=0VacR,

(-a)b = a(-b) =-ab ¥V a,b € R,

(-a)(-b) = ab V a,b € R,

(a-b)c =ac-bcVabceR,

a(b-c) =ab-acVab,ceR.

Definition 2 En Ring R heifit kommutativ, wenn
(vii) ab = ba ¥ a,bin R

gilt und Ring mit Einselement, wenn
(viii) 31 € R:1*a=a*1=aVa€R

gilt.

Wenn ein Einselement existiert, dann ist es eindeutig bestimmt (1; = 1115 = 15).

1. Beispiel:

Mit den iiblichen Operationen sind Z,9,R, C kommutative Ringe mit 1, M, (Z),
M, (9Q), M, (R), M,(C) Ringe mit 1 (nicht kommutativ fiir n > 2).

N ist kein Ring, auch A" U {0} nicht.

2. Beispiel:

Z, ={0,1,...,n-1} mit Addition und Multiplikation modulo n (> 2) ist kommutativer
Ring mit 1.

Setzen im Folgenden stets voraus, dass R # {0} ist.
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3. Beispiel:

Cla,b] (sind die stetigen Funktionen auf [a,b]) mit tiblicher Addition und Multiplikation
ist kommutativer Ring mit 1.

Cola,b] = {f € C[a,b]: f(a) = f(b) = 0} ist kommutativer Ring ohne 1.

M, (Cyla,b]) ist Ring, aber nicht kommutativ und ohne 1.

4. Beispiel:
Sei R ein Ring. Dann ist die MEnge aller formalen Polynome ag+ a1z +. ..+ a,z™ mit
Koeffizienten aus R ein Ring mit den {iblichen Operationen. Dieser Ring wird mit R[x]
bezeichnet.

Analog definiert man den Ring R[zy, ..., zx| aller formalen Polynome in k kommutie-
renden Variablen z1,...,x.
Ist R kommutativ bzw. mit 1, so hat auch R|z1, ..., x| diese Eigenschaften.

Definition 3 FEin Integritatsbereich ist ein kommutativer Ring R mit Finsele-
ment und der Figenschaft

a# 0,b# 0= ab+# 0.

(sogenannte Nullteilerfreiheit).

Bemerkung:
a# 0,b # 0= ab # 0 ist dquivalent zu ab = 0 = a = 0 oder b = 0.

Beispiele:

Z, 9, R, C sind Integritétsbereiche.

Z,, ist Integritdtsbereich < n Primzahl.
Cla,b] ist kein Integritdtsbereich

Definition 4 FEin Element a eines Ringes R mit 1 heifst Einheit, wenn ein b
€ R mit ab = ba = 1 existiert. Die Menge aller Finheiten von R wird mit GR
oder R* bezeichnet.

Wenn ab = ba = 1 ist, dann ist b eindeutig bestimmt und wird mit a=' bezeich-
net: ab; = bja = 1, abs = bsa = 1 = bgab; = by = by = bs.

Beispiele:

GZ = {-1,1},

GCla,b] = {f € Cla,b]: f(x) # 0V x € [a,b]},
GQ — Q\{0},

GR = R\{0},

GC = C\{0},

GM,(R) = GL(n,R),

GM,,(C) = GL(n,C),

GM,(2) ={A € M,(Z): det A € {-1,1}},

GZ, ={a€ Z,: ggT(a,n)=1},

(a€ Z,=3brab =1+ kn = ggT(a,n) = 1;

geT(an) =d = Ix,y € Z: ax + bn = d, ist also ggT(a,n) = 1, so existiert x € Z mit
ax + by = 1 = ax = 1 mod n)
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Definition 5 Ein Ring R mit 1 heifit Schiefkérper, wen GR = R{0} ist. Ein
kommutativer Schiefkérper wird Kdrper genannt.

Jeder Korper ist ein Integritétsbereich.
Beispiele:

Q,R,C sind Korper, Z, CJa,b]| sind keine (Schief-)Korper,
Z,, ist Korper < n Primzahl.

4.2.2 Ringhomomorphismen und Ideale

Definition 1 Seien Ry und Ry Ringe. Eine Abbildung f: Ry — Ra heif§it
Ringhomomorphismus, wenn gilt:

fla +1b)=1fla) + f(b)V abe Ry
flab) = f(a) f(b) ¥V a,b € Ry

Bijektive Ringhomomorphismen heiflen Ringisomorphismen. Zwei Ringe R

~

und Ro heiflen isomorph, Ry = Ry, wenn es einen Ringisomorphismus von
Ry auf Ry gibt.

Satz 1 FEin Ringhomomorphismus f: Ry — Rs ist genau dann ein Ringisomor-
phismus, wenn Im f = Ry und ker f = {0} ist. Ist f ein Ringisomorphismus, so
ist dies auch f~'.

Beweis: wie fiir Gruppen.

Beispiel:
f: Z - Z,, a— a (mod n) ist ein Ringhomomorphismus.

Sei R ein Ring. Eine Teilmenge U C R heifst Unterring, wenn U selbst ein Ring ist, d.h.

wenn gilt:
0eU;abeU=a+b,abeU;acU=-acl.

Sei U C R ein Unterring. Kénnen R/U als Faktorgruppe beziiglich der kommutati-
ven Addition bilden. Elemente von R/U sind Nebenklassen der Form a + U mit a € R.

Haben also

(a+U)+(b+TU):=(@a+b)+U.

Bei Multiplikation in R/U gibt es die gleichen Schwierigkeiten wie in nichtabelschen

Gruppen. Fiihrte damals zu Normalteilern, diesmal zu Idealen.
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Definition 2 FEine Teilmenge I eines Ringes R heif§t Ideal, wenn die folgenden
beiden Figenschaften erfillt sind:

(i) I ist Untergruppe der additiven Gruppe von R, d.h. a,b € = a + b€ I; 0
celLael= -a€l

(ii)jel,a€e R=>jacl, aj€ L

1. Beispiel:
Jeder Ring R hat die beiden trivialen Ideale R und {0}.

2. Beispiel:
Sei R = Z. Ein Ideal ist eine Untergruppe von (Z,+) und damit von der Form
{0},ZmZ = {0,+m, £2m,...} (m > 2). Dies sind alles Ideale.

3. Beispiel:

Ein Korper R hat bloR die trivialen Ideale. In der Tat, sei I # {0} ein Ideal. Nehmen j
€ I\N{0}. Da j € R\{0} = GR ist, gibt es ein b € R mit jb = 1. Damit ist 1 € I und
somita=a*1elIVaecR. Alsoist I =R.

4. Beispiel:
Fiir jede abgeschlossene Teilmenge F C [a,b] ist
Crla,b] := {f € Cla,b]: {|F = 0} = {f € C[a,b]: f(x) = 0V x € F} ein Ideal von Cla,b].

Satz 2 Sei R ein Ring und I # R ein Ideal. Dann ist durch

a~bs a-bel

eine Aquivalenzrelation auf R gegeben, die mit den Operationen vertraglich ist,
d.h.

ayp ~ by, ag ~ by & ay + ay ~ by + by, ajas ~ b1bs.
Die Aquivalenzklassen sind von der Form a + I mit a € R und durch
(a+ 1)+ (b+1):=(a+0b)+1
(a +I)(b+1):=ab+ 1

sind in der Menge der Aquivalenzqussen eine Addition und eine Multiplikation
exakt definiert, die die Menge der Aquivalenzklassen zu einem Ring machen.

Beweis:

Zeigen nur, dass ~ mit e vertriglich ist:

alel,CLQNbg = a1 — b EI, as — by €1

= a1 — by = ji, as — by = jo (J1,72 €I

= araz = (by + j1)(b2 + j2) = b1ba + b1j2 + b2j1 + j1j2
— = <~
eI el eI

= ajag — biby €1

= ajas ~ b1bs. #
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Definition 3 Ist R ein Ring und I # R ein Ideal, so heifit die nach Satz 2 mit
Addition und Multiplikation versehene Menge der Aquivalenzklassen Faktorring
von R nach I und wird mit R/I bezeichnet.
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Hier der Wundersatz:

Satz 3 Ist f: Ry — Ry ein Ringhomomorphismus, so ist ker f ein Ideal von

Ry und Ry /ker f= Im f.

Ist wumgekehrt I ein Ideal eines Ringes R, so ist die Abbildung
mR—R/I,av a+ 1

ein Ringhomomorphismus mit ker 1 = I und Im © = R/I.

Beweis: wie fiir Gruppen.

5. Beispiel:
Abbildung f: Z — Z, a — a (mod n)
ist Ringhomomorphismus. Haben ker f = nZ, Im f Z,, und damit Z/nZ & Z,,.

6. Beispiel:

Was ist Cla,b]/Cp[a,b]?

Abbildung f: Cla,b] — C?, f — (f(a),f(b))

Diese Abbildung ist ein Ringhomomorphismus

(Multiplikation in C?: (x,y)(u,v) = (xu,yv) oder C? = {(S 1(1)) ): z,w € C})

ker f = Cpla,b], Im f = €2, d.h. Cla,b]/Co[ab] = C2.

Allgemeiner: Crla,b] = {f € C[a,b]: {|F = 0}

Abbildung ®: C[a,b] — C(F), f — {|F ist ein Ringhomomorphismus und damit C[a,b]/Cr[a,b]

>~ C(F).

4.2.3 Primfaktorenzerlegung in Ringen

In diesem Abschnitt sei R stets ein Integritatsbereich. Die Eins sei 1. Da R ein Integri-

tatsbereich ist, konnen wir kiirzen:
ab=ac(a#0)=b=c
(Beweis: ab = ac = a(b-¢c) =0=b-c=0)

Definition 1 Seien a,b € R/ {0}. Man sagt, dass b durch a teilbar oder a
ein Teiler von b ist und schreibt a/b, wenn ein ¢ € R mit b = ac existiert.
Die Elemente a und b heiffen assoziiert, a ~ b, wenn eine Einheit ¢ (€ GR)
existiert, sodass a = €b ist.

Es gilt: a ~ b < a|b und bla.

Beweis:

a=¢e¢=b=cla=alb

und da a = eb gilt bla.

b =ac,a = bd = bd = adc = a = adc = 1 = dc = c¢,d Einheiten = a ~ b.

Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation in R.
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Definition 2 Die trivialen Teiler eines Elements a € R/{0} sind die Finhei-
ten (d.h. die b € R/{0} mit b ~ 1) und die zu a assoziierten Elemente (d.h.
die b € R/{0}mit b ~ a). Fin Primelement aus R ist ein Element # 0, das
nur die trivialen Teiler hat.

Bemerkung:

GR = {b € R\{0}: b ~ 1}

Beweis: a € GR = 3 b € R\{0}: ab = 1. Es gilt b € GR und damit 1 ~ a.
a~1l=3ecGR:a=€¢*1=¢€¢=ac GR. #

1. Beispiel:

Fiir R = Z ist Teilbarkeit die {ibliche. Haben GZ = {-1,1}, d.h. a ~ b < a = b oder
a = -b.

Triviale Teiler der + 1: {-1,1}

Triviale Teiler von a # 0, # + 1: {-1,1,-a,a}

Primelemente: {+ 2,+ 3, £5, £ 7, ...}

Ist R ein Korper, so gilt GR = R\ {0}. Damit gilt alb fiir alle a,b € R\{0}. Also
sind auch zwei beliebige Elemente zueinander assoziiert.

Die trivialen Teiler von a € R\{0} sind alle Elemente aus R\{0}. Primelemente gibt es
nicht.

Definition 3 Ein Ring R heiffit ZPE-Ring (Zerlegung in Primfaktoren ist
eindeutig), wenn sich jedes Element a € R/({0}JGR) eindeutig als Produkt
von Primelementen schreiben ldisst, d.h. wenn Primelemente py,...,p, existie-
ren, sodass a = pi...p, ist und wenn diese Darstellung im folgenden Sinne
eindeutig ist: Sind ¢ = p1...pn und a = qp ...qy zwei Foktorisierungen in
Primelemente, so ist m = n und nach geeigneter Umnummerierung gilt p; ~
q; fir alle j.

Die Faktorisierungen 6 = 2 * 3 = (-2) * (-3)
-14 = (-2) * 7 = 2 * (-7) sieht man jeweils als gleich an.

Wissen aus der Schule, dass Z ein ZPE-Ring ist (zeigen wir spéter aber noch).

2. Beispiel:
Betrachten R = Z[v/—5|,d.h.
R={a+ biv5:abe Z} CC.

Haben (a + biv5)(c + div/5) = ac — 5bd + i(ad + be) /5
Z
€ €z

Also ist R ein Ring.

Behaupten, dass R ein Integritétsbereich ist, aber kein ZPE-Ring.

Definieren N(«a) fiir & = a + iby/5 durch

N(a) = |a|? = aa = a® + 5b,

dann gilt

N(aB) = B2 = af? |3 = N(@)N(B).

Sei af = 0. Dann ist N(a)N(8) = N(0) = 0,

also N(a) = a? + 5b%> = 0 oder N(8) = ¢ + 5d*> = 0, d.h. @ = 0 oder 3 = 0.

212



Haben « € GR < 3 8 € R: aff = 1 = N(a)N(5) = N(1)
< N(@)N(B) =1=a? +5b*> =1
=ac{11l},b=0=a=-1odera = 1.

Also GR = {-1,1}.

Es gilt 6 = 2 * 3 = (1 + iv/5)(1 - iv/5) und wir zeigen, dass 2,3,1 + iv/5, 1 - iV/5
Primelemente sind. Da keine dieser zwei Zahlen assoziiert sind, ergibt dies, dass R kein
ZPE-Ring ist.

Sei 2 = . Dann ist N(2) = N(a)N(5), d.h. 4 = N(a)N(5). Also

N(a) = 1, N(8) = 4 = « Einheit,

N(a) =2, N(B) =2 = a? + 5b? = 2, ¢ + 5d*> = 2 Widerspruch!

N(a) =4, N(B) = 1 = a ~ 2 (da § Einheit).

Also hat 2 nur triviale Teiler, und da 2 keine Einheit ist, muss 2 Primelement sein.
Analog fiir 3, 1 + iv/5.

N(14iv5) = 12 + 52 = 6 = N(a)N(B).

Ist R ein Integritédtsbereich, so ist fiir jedes a € R die Menge aR = {ar: r € R} ein
Ideal von R. Solche Ieal heifen Hauptideale (werden in vielen Biichern nicht mit aR,
sondern mit (a) bezeichnet).

Definition 4 Fin Integritdtsbereich R heifst Hauptidealring, wenn jedes Ideal
in R ein Hauptideal ist.

Ideale in Z sind n.Z mit n = 0,1,2,3,..., d.h. Z ist ein Hauptidealring.

Wollen zeigen, dass jeder Hauptidealring ein ZPE-Ring ist.

Lemma: Sei R ein Integrititsbereich und a,b € R/0}. Dann gilt
(i) a|]b < bR C aR.
(ii) a ~ b < bR = aR.

Beweis:

(i): Sei alb, d.h. b = ac. Ist x € bR, so ist x = br = acr € aR.

Ist bR C aR, so ist b = b*1 € bR von der Form b = ar mit r € R. Das heifst a|b.

(ii) a ~ b < a|b und bla. #

Satz 1 Sei R ein Hauptidealring, a,b € R/{0}, p € R ein Primelement, p/ab.
Dann ist pla oder p/b.

Beweis:

Sei p f a. Die Menge Li={px+ay: x,y € R} ist ein Ideal in R. Da R ein Hauptidealring
ist, existiert ein ¢ € R mit I = cR.

Haben p = p*1 + a*0 € I und damit p € cR, d.h. p = ¢r mit r € R. Also teilt ¢ das
Primelement p. Daraus folgt ¢ ~ p oder ¢ € GR.

Sei ¢ ~ p, d.h. ¢ = ep mit € € GR. Es ist a = p*0-+a*l € I = ¢cR, d.h. a = cw mit w €
R. Es folgt a = epw, d.h. p|a. Widerspruch!

Also ist ¢ € GR und damit ¢ ~ 1, nach dem Lemma also cR = R. Somist ist I =
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R, d.h. 1 € I, d.h. es existieren x,y € R mit px + ay = 1.
Multiplikation mit b ergibt
pbx + aby = b, (p|ab), d.h. rechte Seite b muss durch p teilbar sein. #

Satz 2 Jeder Hauptidealring ist ein ZPE-Ring.

Beweis:

Nehmen an: ag € R\(GR U {0}) ist nicht in Primfaktoren zerlegbar. Dann ist aq ein
Primelement, d.h. es gibt a1,b; € R\(GR U {0}) mit ay = a1b;. Eines der beiden
Elemente aq,b; lasst sich nicht in Primfaktoren zerlegen, da wir ansonsten eine Fakto-
risierung von ag hétten.

Sei a; dieses Element. Aus dem Lemma folgt, dass agR ¢ a1R. (a1]ag und by ist keine
Einheit). Erhalten dann a1 = agbs usw., d.h. Elemente a1, as, ... mit

aoR¢ a1R¢ CLQR¢ a2R¢
Setzen I = Uf: a;R. Dann ist I ein Ideal von R:
xy€l=x€eaR,y €a;R=x+Yy € tnaz, )R CL
xel,bre R=x=aw=xr=aqwr € aq;RCIL
Da R ein Hauptidealring ist, existiert ein ¢ € R mit I = cR. Haben ¢ = ¢ * 1 € T und
somit existiert ein i mit ¢ € a;R, d.h. ¢ = a;r mit r € R. Nach dem Lemma ist cR C
a;R, d.h.

cR C a;R ¢ a;41R C I = cR. Widerspruch!
Damit ist die Existenz der Primfaktorenzerlegung gezeigt.

Seien p1,...,Pm, q1,---,qn Primelemente mit p1...pym = q1...¢,. O.B.d.A. sei m <
n. Da die linke Seite durch p; teilbar ist, muss es auch die rechte Seite ein. Nach Satz
1 existiert ein ¢; mit p1|g;. O.B.d.A. sei ¢; = ¢1.

Also ist p1 ~ ¢1, d.h. es existiert eine Einheit ¢; mit ¢ = €1py:

Pip2---Pm = €1P1G2 .- qn = P2---Pm = €192 ... (n.
Féhrt man so fort, entsteht zum Schluss

1:€1...6nqm+1...qn.

Es folgt, dass ¢11 - - - ¢ Einheiten sind. Das ist nicht mdoglich, d.h. haben m = n und
¢ = €p; V1. #

FEine wichtige Klasse von Hauptidealringen sind die sogenannten Euklidischen Ringe.

Definition 5 FEin Integrititsbereich R heif$t Fuklidischer Ring, wenn es eine
Abbildung N: R/{0} — {0,1,2,...} mit folgenden Figenschaften gibt:

(i) ab € R/{0], afp = N(a) < N(b),

(ii))V a € RY be R/{0} 3 c,qg € R mit

a =bc + qund g = 0 oder N(qg) < N(b).
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Offenbar ist Z mit N(a) = |a| ein Euklidischer Ring. Hier sind weitere Beispiele:

3. Beispiel:

Die Menge Z[i| = {a + bi: a,b € Z} (sogenannter Ring der Gaufischen Zahlen) ist ein
Euklidischer Ring mit N(«a) = |a|?.

Haben N(a3) = |ag]? = |a|? |8]? = N(a)N(3). Daraus folgt (i):

alf = § = ay = N(B) = N(a)N(7) > N(a).

Seien a € Z[i], # € Z[i]\{0}. Dann ist

a a+b  (a+bi)(c—di) )
B c+di 2 + d? =prta

mit p,q € Q. Sei p* + p*i € Z[i] die (eine der) néchstgelegene(n) Zahl(en) zu p-+qi.
Dann ist

a = B(p+ai) = Bp*+¢*i) + Blu + vi)
mit S(u+vi) = 0 oder
N(B(utvi)) = N(B) * N(u+vi) = N(B) (u? + v?) <N(B)(3+7) = 5N(B) < N(B).

4. Beispiel:

Ist R ein Integritdtsbereich, so ist dies auch R[x].

Ist K ein Korper, so ist K[x] also ein Integritdtsbereich. Dariiber hinaus ist K ein
Euklidischer Ring mit N(a) = 1 V a € K\{0} und K[x| ein Euklidischer Ring mit
N(ap + a1z + ... + apz™) = n (fiir a, # 0), d.h. N(a) = deg a fiir a € K[x].

Fiir K klar. Eigenschaft (i) fiir K[x] klar und Eigenschaft (ii) fiir K|[x| {iber {ibliche
Division von Polynomen mit Rest.

Menge der Primelemente in K = &

Primelemente in K[x]| heifen uber K irreduzible Polynome.

Unter Benutzung des Hauptsatzes der Algebra erhélt man:

Uber C irreduzible Polynome sind die linearen Polynome a + bx mit a € C, b € C\{0},
iiber R irreduzible Polynome sind die linearen Polynome a + bx mit a € R, b € R\{0}
und die quadratischen Polynome a + bx + cx? mit a € R, b € R, ¢ € R\{0} und ohne
reelle Nullstellen.

Kennen damit die Primelemente in C|x] und R|x].

Frage nach irreduziblen Polynomen iiber Q, d.h. Primelemente in Q[x] ist kompliziert.
22 — 2 ist reduzibel {iber R, aber irreduzibel iiber Q.

22 + 1 ist reduzibel iiber C, aber irreduzibel iiber R.

Weil wir dabei sind: Z|[x] ist kein Hauptidealring.

Beweis:

Betrachten I = 2Z[x] + xZ[x| = {2p(x)+x*q(x):p(x),q(x) € Z[x]}.

Nehmen an, dies sei ein Hauptideal, I = cZ[i] mit ¢(x) € Z[x].

Insbesondere ist

2 =2%14+x*0 € cZ[x] = 2 = c(x)w(x)

x = 2%0 4+ x*1 € cZ[x] = x = c(x)v(x)

mit w(x),v(x) € Z[x].

Also c(x) € {£1, £2} und aus x = c(x)v(x) folgt c(x) = £1. Dies ergibt I = Z[x]. Aber
1+ x¢&I sogar 1 ¢ 1

Dennoch ist Z[x]| ein ZPE-Ring (siehe Literatur).
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Allgemeiner: Ist R ein ZPE-Ring, so ist dies auch R[x].
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5. Beispiel:
Betrachten Z[v/d] = {a+bVd:a,b € Z} mit d quadratfrei.

Dann gilt:
z[V1] Z[v2 Z[V3) Z|V5) Z[V6
euklidisch  euklidisch euklidisch nicht euklidisch, ZPE euklidisch

Zlv-1  Zlv=2]  Z[v-3 Z[v=9l Z|Ve|
euklidisch  euklidisch nicht euklidisch, ZPE nicht euklidisch, kein ZPE nicht euklidisch, kein ZPE

Satz 3 Jeder Euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis:

Sei I # {0} ein Ideal von R. Dann hat die Menge {N(a): a € IN{0}} ein Minimum. Sei

ag € IN{0} ein Element mit N(ag) < N(a) ¥ a € I\{0}. Behaupten, dass I = agR ist.

agR C It

x €aggR=>x=qor =>x €1l (daag€l).

I C agR:

bel=3c¢qeR:b=apc+ qund q=0oder N(q) < N(ap).

Fiir g = 0 folgt b = agc € agR.

Andernfallsist ¢ Z0und q = b - apc € I, d.h. N(q) > N(ag). Widerspruch! #
~ ~~

el eI

4.2.4 Primideale und maximale Ideale

Im folgenden sei R ein kommutativer Ring mit 1.

Definition 1 Fin Ideal I # R heifft Primideal, wenn R/I ein Integrititsbereich
ist und mazimales Ideal, wenn R/I ein Kérper ist.

Da jeder Korper ein Integritatsbereich ist, ist jedes maximale Ideal ein Primideal.
Offenbar gilt:

I ist Primideal < (ab € I = a € I oder b € I)

Beweis: R/I ist ein Integritdtsbereich < ((a + I)(b+I)=I=a+I=TIoderb+1=1)

I ist maximales Ideal & Vac€ R\Idbe R:ab-1€1

1. Beispiel:

Betrachten nZ (n> 2) in Z. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) nZ ist Primideal,

(ii) nZ ist maximales Ideal,

(iil) n ist Primzahl.

Z\{0} = Z ist Integritdtsbereich, aber kein Koérper — {0} ist Primideal, aber kein
maximales Ideal

2. Beispiel:
Sei R der Ring der Diagonalmatrizen im Ms(C), d.h.

R{(g ; ):a,beC}.
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Betrachten die Abbildung ¢: R — C, <8 2 > — a.

0 0
0 o

Nach dem Wundersatz ist R/ker ¢ = C und damit ist ker ¢ ein maximales Ideal von
R.

Dann ist ¢ ein Homomorphismus mit Im ¢ = C, ker ¢ = {( ): b e C}.

3. Beispiel:

Sei R = CJa,b] der Ring der komplexwertigen stetigen Funktionen auf [a,b]. Fiir F C
[a,b] setzen wir Ir = {f € C[a,b]: {|F = 0}. Abbildung

¢: Cla,b] — C(F), f— f|F

ist Ringhomomorphismus, mit Im f = C(F) und ker ¢ = I. Also ist C[a,b]/Ir = C(F),
d.h. Iy ist Primideal & F = {C} eine einelementige Menge ist und I ist maximales
Ideal & F = {c}.

4. Beispiel:
R wie im 2. Beispiel, aber mit Z statt C. Dann ist R/ker ¢ 2 Z, d.h. ker ¢ ist Primideal,
aber kein maximales Ideal.

Satz 1 Fin Ideal I # R ist maximales Ideal von R genau dann, wenn es kein
Ideal Jmit I C JC R und J# I, J# R gibt.

Beweis:
Sei I maximal und I C J C R, J # 1.
Nehmen a € J\I. Dann ist es moglich, ein b € R zu finden, sodass ab - 1 € I ist, d.h.
ab-1=ie€l.Dannist 1 = ab - _ i € J, woraus J = R folgt.

ey
Umgekehrt moge kein Jmit I € J C R, J # 1, J # R existieren. Sei a € R \I. Betrachten
J=1+aR = {i + ar:i € I, r € R}. Dies ist offenbar ein Ideal mit I C J C R und J #
I, daae€ J, aber a ¢ I. Also ist J = R.
Damit existiereni € Tund b € Rmiti+ ab =1,d.h.ab-1=-1i€ I. Also ist I maximal.#

Satz 2 Wenn R ein Hauptidealring ist, dann sind folgende Aussagen fir ein
Ideal I # R, I # {0} dquivalent:

(i) I ist mazimales Ideal,

(i) I ist Primideal,

(i) I = pR mit Primelement p.

Beweis:

(i) = (i) trivial

(il) = (iii)

Haben I = aR mit a € R. Ist a kein Primelement, so gibt es eine Primfaktorenzerlegung
a = pip2...Pm mit m > 2. Haben (p1)(p2...pm) =a=a*1 € aR =1 und da 1
Primideal ist, folgt p; € I oder ps...p, € 1.

Ist p; € I = aR, so ist p; = ar und damit p;|a und a|p;, d.h. a; ~ p;. Widerspruch!
Fiir pa...pm € I = aR folgt p2...pmn = ar und somit ps...py,la und alps ... p,, d.h.
a ~ Py ...pm. Damit wire p; eine Einheit. Widerspruch!

(iil) = (i)

Sei J = aR ein Ideal mit pR C J C R, d.h. pR C aR C R. Nach dem Lemma aus 4.2.3
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bedeutet dies a|p. Dann ist a ~ p oder a ~ 1. Erneut nach dem Lemma ergibt dies aR
= pR oder aR = 1R = R. nach Satz 1 ist aR = I maximal. #

4.3 Korper
4.3.1 Der Quotientenkorper

Konstruktion der rationalen Zahlen aus den ganzen Zahlen ging wie folgt:
Betrachten Z x (2\{0}) und darin die Aquivalenzrelation

(a,b) ~ (c,d) & ad = be

Bezeichnen mit ¢ die Aquivalenzklasse, die (a,b) enthilt. Durch

a c ad+be
5t a7 Tha o
a % ¢ ._ ac
b d " bd

ist eine Addition und eine Multiplikation in der Menge Q aller Aquivalenzklassen kor-
rekt definiert, durch die @ zu einem Koérper wird. Durch ji= Z — Q, a — 7 ist ein
injektiver Ringhomomorphismus gegeben. Damit kann Z mit einer Teilmenge von Q
identifiziert werden. Q ist in dem Sinne minimal, dass jeder Korper, der Z als Unterring

enthélt, auch Q (oder eine Kopie von Q) als Unterkorper hat.

Obiges ldsst sich leicht verallgemeinern:

Satz: Sei R ein Integritatsbereich.

(a) Durch (a,b) ~ (c,d) < ad = beist in R x (R/{0}) eine Aquivalenzrelation
gegeben.

(b) Bezeichnet man die Menge der Aquivalenzklassen mit R/~ und mit % oder
a/b die Aquivalenzklasse, die (a,b) enthilt, so ist durch

a+§,:ad+bca*c ac

b

bd b d "~ bd

eine Addition und Multiplikation in R/~ korrekt definiert und R/~ wird zu
einem Korper mit diesen Operationen.

(c) Die Abbildung j: R — R/~, a + { ist ein injektiver Ringhomomorphismus.
(d) Ist K ein Koérper und I: R — K ein injektiver Ringhomomorphismus, so
existiert ein injektiver Ringhomomorphismus i: R/~ — K mit 1 =i o j.

Mit anderen Worten: Jeder Korper, der R enthélt, enthilt auch R/~. Kurz:
R/~ ist der kleinste Korper, der R enthilt.

Beweis: Hausaufgabe. #

Definition: Der Korper R/~ heifft Quotientenkorper von R.

Beispiel:

Sei k ein Korper. Dann ist die Menge k[x] aller Polynome mit Koeffizientenaus k ein
Integritatsbereich.

Dann ist der Quotientenkorper von k[x] die Menge
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[ 222 p(x) € KIxl, a(x) € kix]\0} }
mit den {iblichen Identifizierungen und Operationen. Zum Beispiel

r—1 axx—1) 2*—z

r+1 xz(x+1) 224z
Nullstellen des Nennerpolynoms sind dabei ohne Belang!

Man bezeichnet diesen Korper mit k(x) und nennt ihn den Kdrper der rationalen Funk-
tionen mit Koeffizienten aus k.

4.3.2 Einfache Koérpererweiterungen

Definition 1 FEine Teilmenge k eines Kdérpers K heifst Unterkorper von K,
wenn k mit den Operationen aus K selbst ein Kdrper ist.

FEine Kérpererweiterung ist ein geordnetes Paar (K,k), in dem k ein Unterkor-
per von K ist; man schreibt dann einfach K O k. Der Korper K heifit Oberkorper
der Kérpererweiterung K O k.

Ein Kérper L heifst Zwischenkdrper der Kérpererweiterung K O k, wenn K D
L und L D k Kérpererweiterungen sind.

1. Beispiel
CORDQ
C(x) D R(x) D Qx)

Der Durchschnitt beliebig vieler Unterringe bzw. Unterkérper eines gegebenen Kor-
pers ist wieder ein Unterring bzw. ein Unterkorper.

Definition 2 Sei K D k eine Kdrpererweiterung und a € K. Man setzt

kla] = N{R: R ist Unterring von K und R D kU{a} },

k(a) = N{R: R ist Unterkérper von K und R D k U{a} }.

Man nennt kfa] bzw. k(a) den aus k durch Adjunktion von a erzeugten Ring
bzw. Korper.
Mit anderen Worten: kfa] ist der kleinste Unterring von K, der k und a enthdlt,
und k(a) ist der kleinste Unterkorper von K, der k und a enthdlt.

Definition 3 Fine Korpererweiterung K O k heifst einfach, wenn es ein a €
K mit K = k(a) gibt.

Ist a € k, so ist offenbar k[a] = k(a) = k.
Interessant ist nur der Fall a € K\k. Offenbar gilt:
kh]:{pQ%p&)fth

k(a) = {p(a)a(a) " p(x), a(x) € kx|, q(a) # 0}.
Betrachten die Abbildung

Va: k[x] — kfa], p(x) — p(a)
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[p(a) = po + pra + ... + ppa”, p; € K|.
Diese Abbildung ist ein surjektiver Ringhomomorphismus. Damit ist ker V, (={p(x) €
k[x]: p(a) = 0}) ein Ideal von k[x], und nach dem Wundersatz ist

Im V, = k[a] & k[x]/ker V,

Der Korper k(a) hat keine Nullteiler, damit auch k[a] C k(a) nicht. Somit ist k[a] ein
Integritatsbereich. Also ist ker V, ein Primideal von k[x]. Da k[x| ein Hauptidealring
ist (sogar ein Euklidischer Ring), gibt es nach Satz 2/4.2.4 genau die beiden folgenden
Moglichkeiten:

ker V, = {0} oder ker V, = ¢, (x)k[x] mit einem Primelement ¢, (x) € k[x] ( = einem
iiber k irreduziblen Polynom ¢, (x) € k|x]).

Im ersten Fall gibt es kein Polynom p(x) € k[x]\{0} mit p(a) = 0.

Im zweiten Fall sind dies alle Polynome der Form ¢, (x)p(x) mit p(x) € k[x].

Definition 4 Sei K D k eine Kérpererweiterung. Fin Element a € K heif§it
transzendent tber k, wenn es kein Polynom p(x) € kfx] mit p(a) = 0 gibt.

FEin Element a € K heifit algebraisch iber k, wenn es ein Polynom p(z) €
kfx[/{0} mit p(a) = 0 gibt. Im letzten Fall gibt es von allen Polynomen der
Form 2" +pn_12" 1 +.. .+ po € kfz]/{0}, die a als Nullstelle haben, eines von
minimalem Grad, das Minimalpolynom von a.

Satz 1 Sei K D k eine Kérpererweiterung und a € K transzendent tber k.
Dann gilt:

kla] = klz], k(a) = k(z).

Beweis:

Haben ker V,, = {0} und damit k[a] = k[x|/{0} = k[x].

Nach dem Satz aus 4.3.1. ist k(a) der Quotientenkdrper von kla] und k(x) der Quoti-
entenkorper von k(x].

Isomorphe Ringe haben auch isomorphe Quotientenkérper. Also ist k(a) = k(x).  #

Satz 2 Sei K D k eine Kérpererweiterung und a € K algebraisch tber k.

(a) Das Minimalpolynom f, () ist iber k irreduzibel. Jedes tber k irreduzible
Polynom mit a als Nullstelle (insbesondere @, (x)) stimmt bis auf den Leitko-
effizienten mit f, (x) tberein.

(b) Es gilt

kla] = k(a) = kfx]/fa(x) Klz].

(c) Sind a,b € K Nullstellen eines tber k irreduziblen Polynoms, so gibt es
einen Isomorphismus ®: k(a) — k(b) mit ®/k = id und ®(a) = b.

Beweis:
(a) Ist fu(x) = g(x)h(x) mit deg g < deg f,, deg h < deg f,, so folgt g(a)h(a) = 0, und
da K keine Nullteiler hat, folgt g(a) = 0 oder h(a) = 0. Widerspruch!
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Sei f(x) tber k irreduzibel und f(a) = 0. Dann ist f(x) € ker V, und somit f(x) =
©q(x)g(x) mit g(x) € k[x|. Da f(x) irreduzibel ist, folgt f(x) ~ ©q(x).

Insbesondere ist f,(x) ~ @q(x). Damit ist {(x) ~ f,(x) fiir jedes irreduzible Polynom
f(x) mit a als Nullstelle.

(b) Aus (a) folgt Kla] 2= K[x]/ipa (x)kl] = K]/ fa (<)K[x].

Aus (a) folgt auch, dass f,(x) € k[x] ein Primelement ist. Da k[x] ein Hauptidealring ist,
liefert Satz 2/4.2.4., dass f,(x)k[x] ein maximales Ideal, k[x]/ fo(x)k[x] also ein Kérper
ist. Damit ist k[a] bereits ein Korper, d.h. k[a] = k(a).

(c) Die Elemente a und b haben nach (a) das gleiche Minimalpolynom f(x). Nach (b)
ist also k(a) 2 k[x]/f(x)k[x] = k(b), und daraus folgt die Behauptung. #

Betrachten noch R D Q. Solche Zahlen wie \/5, V V3 + V7 sind algebraisch iiber
Q. Auch die Nullstellen von z'7 + 432" + 492 + 1 = 0 sind iiber Q algebraisch.

Gibt es iiberhaupt reelle Zahlen, die iiber Q transzendent sind?

Menge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten ist abzéhlbar, damit auch die Menge
aller iiber Q algebraischen Zahlen. Die Menge der {iber Q transzendenten Zahlen ist
also iiberabzdhlbar. Damit ist gezeigt, dass liber Q transzendente Zahlen existieren.
Hermite 1873: e transzendent iiber Q

Lindemann 1882: 7 transzendent iiber Q

4.3.3 Endliche und algebraische Korpererweiterungen

Definition 1 Fine Kérpererweiterung K O k heifst endlich, wenn K als linea-
rer Raum mit dem Skalarkorper k endlichdimensional ist, d.h. wenn eq,. . .,e, €
K existieren, sodass jedes Element aus K als Linearkombination crey + ... +
Qnen mit ay,...,a, € k darstellbar ist. Das minimale n, fir das dies maéglich
ist, d.h. dimy, K, wird mit [K:k] bezeichnet und Grad der Kérpererweiterung
genannt.

Satz 1 Gradsatz
Ist K D k eine Kérpererweiterung und L ein Zwischenkdrper, so gilt

[Kk] = [K:L] * [L:k].

Beweisidee:
Ist {z;} eine Basis in L {iber k und {y;} eine Basis in K iiber L, so ist {z; y;} eine Basis
in K {iber k. #

Ist [K:k] eine Primzahl, so gibt es also keine echten Zwischenkdrper L (d.h. solche
mit K D L D k).

Wegen [C:R] = 2 gibt es also keinen von R und C verschiedenenen Koérper zwischen R
und C.

Sei K D k und a € K algebraisch iiber k. Dann ist [k(a):k| gleich dem Grad des Mini-
malpolynoms von a.

(Sei deg fo(x) = n. Wissen k(a) 2 k[a] = {p(a):p(x) € k[x]}, deg p(x) < n-1}.)

Eine einfache Korpererweiterung mit einem algebraischen Element ist also endlich.

Ist K D k und a transzendent iiber k, so ist [K:k|] = co. Man kann zeigen, dass dann
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k(a) D k(a?) D k(a) D ... kist.

Es existieren also unendlich viele Zwischenkdrper.

Definition 2 FEine Korpererweiterung K O k heif$t algebraisch, wenn jedes a
€ K algebraisch tiber k ist.

R D Q ist keine algebraische Koérpererweiterung
C D R ist eine algebraische Korpererweiterung,
da a + ib Nullstelle von (x-a-ib)(x-a-+ib) = (x-a)? + b? = x*-2ax+a®+b? ist.

Satz 2 Fir eine Korpererweiterung K O k sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) K D k ist endlich,
(i) K D k ist algebraisch und es existieren endlich viele aq,...,a, € K mit K

= k(a1 )(az). . .(an).

Beweis:

(i) = (i)

Sei [K:k] = n < oo. Fiir beliebiges a € K sind dann die n + 1 Elemente 1,a,...,a" linear
abhingig, d.h. es existiert po,...,p, € k mit pg + pra+ ...+ p,a™ = 0 (und nicht alle
p; sind 0). Also ist a algebraisch iiber k.

Ist {a1,...,a,} eine Basis in K, so ldsst sich jedes a € K als ¢q1a1 + ... + ¢na, mit g;
€ k darstellen, d.h. a € k(a1)(a2). . .(ay).
(i) = (i)

Die Elemente ay,. . .,a, sind algebraisch iiber k. Haben
(k(a1)k) =my < o0
(k(a1)(az):k(ar)) = ma < o

kk(al)(ag). . (an)k(ar)(az). . (an—1)) = my < 00,
nach Satz 1 also [K:k] = myma...m, < oo. #

Jede endliche Kérpererweiterung lasst sich also iiber endlich viele Adjunktionen von
algebraischen Elementen realisieren.

4.3.4 Algebraische Abschliefung und Zerfiallungskérper

Satz 1 Fir einen Korper K sind folgende FEigenschaften dquivalent:

(i) Jedes nicht-konstante Polynom p(z) € K[z hat eine Nullstelle in K

(i1) Jedes nicht-konstante Polynom p(x) € K|[z] zerfillt iber K in Linearfakto-
ren, d.h. es existieren b,ay,...,a, € K mit p(x) = b(z-a1). . .(z-a,).

(iii) Ein Polynom aus K[z] ist genau dann irreduzibel iber K, wenn es den
Grad 1 hat.

(iv) Ist L D K eine algebraische Korpererweiterung, so ist L = K.

Beweis:

(i) = (ii): Polynomdivision.
(i) = (iii): Klar.

(iii) = (iv)
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Sei L D K eine algebraische Korpererweiterung und a € L. Dann ist a algebraisch {iber
K. Sei f.(x) € K[x] das Minimalpolynom. Dann ist f,(x) irreduzibel und somit vom
Grad 1, d.h. fo(x) = x-bmitb € K.

Aus 0 = f,(a) = a-Dbfolgta=>b e K.

(iv) = (0

Sei p(x) € KJ[x] ein nicht-konstantes Polynom. O.B.d.A. sei p(x) irreduzibel iiber K.
Nach Satz 2/4.2.4. ist M:= K|[x]/p(x)K|[x] ein Kérper. Identifiziert man q € K mit q +
p(x)K][x], so wird K zu einer Teilmenge von M und wir erhalten eine Kérpererweiterung
M D K. Das Element a = x + p(x)K[x] € M ist eine Nullstelle von p(x):

pla) =Y pja’ = pi(z+p(@)K[z]) = [ Y pja? | +p(a)Kz] = p(x)+p(a) K[z] = p(z)K[z] = 0.
j=1 =1 j=1

Die Korpererweiterung K(a) O K ist also endlich und somit nach Satz 2/4.3.3. algebra-
isch.
Nach Bedingung (iv) ist K(a) = K, d.h. a € K. #

Definition 1 FEin Kérper K, der eine und damit alle der Eigenschaften aus
Satz 1 hat, heif$t algebraisch abgeschlossen.

Q, R nicht algebraisch abgeschlossen,
C ist algebraisch abgeschlossen (Fundamentalsatz der Algebra).

Definition 2 Sei K D k eine Korpererweiterung. Der Koérper K heifst
algebraische Abschlieffung von k, wenn gilt

(a) K ist algebraisch abgeschlossen,

(b) K D k ist eine algebraische Kérpererweiterung.

Q := Menge aller iiber Q algebraischen komplexen Zahlen

Man kann zeigen: Q ist eine algebraische Abschliefsung von Q.

R D Q weder (a) noch (b) ist erfiillt, d.h. R ist keine algebraische Abschlieffung von
Q.
C D Q (a) gilt, (b) nicht, d.h. C ist keine algebraische Abschliefung von Q.
C D R (a) und (b) gelten — C ist eine algebraische Abschliefung von R.

Satz 2 Steinitz:

Jeder Kérper k besitzt eine algebraische Abschlieffung K D k. Diese ist bis auf
Isomorphie eindeutig. Mehr noch, sind K und L algebraische Abschlieffungen
von k, so existiert ein Isomorphismus ®: K — L mit ® [k = id.

Beweis: Literatur. #
Man bezeichnet die algebraische Abschliefung von k mit k.

HaEen also Q@ =9, R=C,C=C.

In k[x] zerféllt also jedes nicht-konstante Polynom p(x) € k[x| in Linearfaktoren. Oft-

mals hat man es aber nur mit einem speziellen Polynom p(x) € k[x] zu tun.

1. Beispiel:

224



k=0, p(x)=2a%-2
Dann zerfillt p(x) iiber Q[v2] = Q(v/2) in Linearfaktoren:
22 -2 = (z—V2)(z +V?2).

Offenbar ist Q(\/?) der kleinste Korper, iiber dem x2 — 2 in Linearfaktoren zerfallt.

Definition 3 FEin Kdérper K heifit Zerfillungskorper eines nicht-konstanten
Polynoms p(z) € klz], wenn K D k eine Korpererweiterung ist und dabei gilt:
(a) p(x) zerfdllt iber K in Linearfaktoren, d.h. es existieren b,aq,...,a, € K
mit p(z) = b(z-a1)...(1-ay);

(b) es gibt keinen echten Zwischenkdrper L der Korpererweiterung K O k, dber
dem p(z) in Linearfaktoren zerfdllt.

2. Beispiel:
Zerfallungskorper von x2 — 2 € Q[x] ist Q[v/2]:
Q[V?2| D Q, (a) gilt, wegen [Q[v2]:Q] = 2 gilt auch (b).

Zerfillungskorper von 22 + 1 € R|x| ist C:
C DR, (a) gilt 22 + 1 = (x-i)(x+i), [C:R] = 2 — (b) gilt

Zerfallungskorper von 22 + 1 € Q[x] ist Qlil:
Qli] = {a+bi:a,b € Q}, Qli] D Q, (a) gilt: (x-i)(x+i), [Q[i]:Q] = 2 — (b) gilt.

Satz 3 Sei p(z) € kfx] ein nicht-konstantes Polynom.

(a) Es existiert ein Zerfallungskérper von p(z). Dieser ist bis auf Isomorphie
eindeutig. Sind K und L Zerfillungskorper von p(x), so existiert iberdies ein
Isomorphismus v: K — L mit ¥k = id und der Figenschaft, dass 1 die Null-
stellen von p(z) in K bijektiv auf die Nullstellen von p(x) in L abbildet.

(b) Ist M D k eine Kdrpererweiterung, tber der p(x) in die Linearfaktoren x-
ai,. . .,x-a, zerfillt. Dann ist k(ay)(az)...(an) ein Zerfillungskdrper von p(z)
€ kfzf.

(c) Ist K ein Zerfallungskorper von p(z) € kfz], so ist K D k eine endliche und
damit algebraische Kérpererweiterung.

Beweis: Literatur. #

3. Beispiel:

k = Zy = {0,1}, p(x) = 2% — 2 € Z5]x]

Voriiberlegung: ¢ —x = z(2® — 1) = o(x — 1)(z2® + 2z + 1)

Bezeichnen mit M die Menge {a + be: a,b € Z5} mit €2 + ¢ + 1 = 0 als Rechenregel.
(a + be) + (¢ +de) = (a+ c) + (b + d)e,
@+bd®+ddzac+wk+b%+bd£i = ac-bd + (ad + bec - bd)e

= —e—1
Oder so: M := {(a,b):a,b € Z5} mit
(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d),
(a,b)(c,d) = (ac-bd,ad+be-bd)
Identifizieren a € k mit a + 0ec = (a,0). Haben dann M D k.
M ist ein Korper:
1%1 =1,
e tl)=+e=-e-1+e=-1=1.
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Haben

z(x—1) (z—e(z+e+l) =za'—2

z24extr—ex—e?—e=zx2+x+1

Zerfallungskorper ist also
Z5(0)(1)(€)(-e-1) = Za(€)(-e-1) = M(-e-1) = M.

Definition 4 Sei k ein Korper und p(z) € kfz] ein nicht-konstantes Polynom.
Dann zerfdllt p(z) iber dem Zerfdllungskorper in Linearfaktoren - aq, ..
- Q-

Das Polynom p(x) heifit separabel iber k, wenn ay,. . .,a, paarweise verschieden
sind.

5 X

Definition 5 Sei K D k eine Kérpererweiterung. Fin Element a € K heif§it
separabel tber k, wenn a uber k algebraisch ist und das Minimalpolynom sepa-
rabel tber k ist.

Man kann zeigen, dass es in Z,(x) nichtseparable Minimalpolynome gibt.

Definition 6 Sei k ein Korper und p(z) = ppz™ + ...+ p1z+po € kfz/.
Die Ableitung von p(x) ist definiert durch p’(z) = np,a™ 1 +(n—1)p,_12" 2+
...+ D1 € kfx], wobei la :=a+ ...+ a ist.
—_———
l

Satz 4 Sei k ein Kérper und p(x) € kfz] ein nicht-konstantes Polynom. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) p(x) ist separabel iber k,

(7i) p(x) und p’(x) haben keinen nicht-konstanten gemeinsamen Teiler in kfz.

Beweis: Hausaufgabe.

##

Insbesondere kann der Euklidische Algorithmus verwendet werden, um festzustellen,

ob ein Polynom separabel ist.

Satz 5 Satz von Abel iber das primitive Element

Sei K D k eine endliche Koérpererweiterung. Nach Satz 2/4.8.3. ist dann
K = k(ay)(az)...(a,) mit dber k algebraischen Elementen ay,...,a,. Wenn
ai,...,ay, tber k separabel sind, dann gibt es ein tiber k algebraisches Element
a € K (ein sogenanntes primitives Element) mit K = k(a).

Beweis: Literatur.
Beispiel:

Q(vV2)(V3) = (V2 + V3).
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4.3.5 Endliche Koérper (Galois-Felder)

Definition 1 Sei K ein Kéorper und ¢ die Abbildung p: Z — K, n— n * 1.
Dann st ¢ ein Ringhomomorphismus und somit ist ker ¢ = ¢Z mit q €
{0,1,2,...}. Die Zahl q heifst Charakteristik des Korpers K und wird mit x (K)
bezeichnet.

XK)=0:kerp={0t=n*1#0Vn#0

XK)=1:ker o = Z<n*1=0Vne Z bedeutet insbesondere 1 = 0, ist nicht
moglich, da wir immer fordern, dass K mindestens 2 Elemente hat.
XK)=qkerp=qZ<q*1=0,1*1+#0firl = {1,2,...,g-1}.

Haben

x(Q) = x(R) = x(C) =0

Xx(Z,) = p (p ist Primzahl)

X(Z,(x)) = p, obwohl |Z,(x)| = oo (p ist Primzahl)

Satz 1 Die Chrarakteristik eines Korpers ist immer 0 oder eine Primzahl p.

Beweis:

Sei x(K) = mn mit m > 2, n > 2. Aus (mn)*1=0 folgt (m*1)(n*1)=0, und da es in
einem Korper keine Nullteiler gibt, folgt m*1=0 oder n*1=0. Widerspruch wegen m <
mn, n < mn. #

Definition 2 Der Durchschnitt aller Unterkérper eines Kérpers K ist wieder
ein Unterkdrper von K. Dieser Unterkdrper heifst Primkérper von K.

Satz 2 Sei K ein Kiorper und P sein Primkérer. Dann gilt
(a) X(K) = 0= P=Q,
(b) x(K) =p < P=2Z,

Beweis:

<: klar, da stets 1 € P.

(a) =

Die Abbildung ¢: Z — P, n +— n*1 ist ein injektiver Ringhomomorphismus (n*1 =
m*1 = (n-m)*1=0 = m=n). Damit gilt Z = ¢(Z) C P, d.h. P enthilt eine Kopie des
Ringes Z. Da P ein Korper ist, muss P auch eine Kopie des Quotientenkorpers Q von
Z enthalten. Da P der Durchschnitt aller Unterkérper von K ist, ist P in der Kopie von
Q enthalten, also ist P gleich dieser Kopie von Q, d.h. P = Q.

(b) =

Die Abbildung ¢: Z, — P, n — n*1 ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Damit ist
eine Kopie von Z, din P enthalten. Da Z,, selbst schon ein Kérper ist, folgt wie oben
P2z, #
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Satz 3 Sei K ein endlicher Koérper, d.h. ein Korper mit einer endlichen
Anzahl |K| von Elementen.

(a) Es gilt: [K] = p™ mit einer Primzahl p und n € {1,2,3,...}.

(b) Der Zerfillungskérper von 2P — x € Z,[x] hat genau p" Elemente.

(¢) Ist P der Primkérper von K, so ist K ein Zerfdllungskérper von " —x e
Plz].

(d) Je zwei Kérper mit p™ Elementen sind zueinander isomorph.

Beweis:

(a) Sei P der Primkérper von K. Da K eine endliche Menge ist, ist n = [K:P] ( =
Dimension von K als linearer Raum iiber P) endlich und damit ist K als linearer Raum
isomorph zu P". Der Primkorper ist isomorph zu Z, mit p Primzahl nach Sétzen 1
und 2, d.h. K = Z7. Also ist K| = |Z]] = p™.

(b) Sei K der Zerfillungskorper von aP" — 2 € Z3[x].

(Bemerkung: 27" —z = 22" + (p — 1)z € Z,[x]).

Sei zunéchst n = 1. Die multiplikative Gruppe GZ, := Z,\{0} hat die Ordnung p - 1.
Damit ist a?~! =1Va€ GZ,,dh.a?-a=0Va€ Z,.

Damit ist Z, ein Zerfdllungskorper von z? — z € Z,[x]. Wegen |Z,| = p ist die Be-
hauptung bewiesen.

Sei nun n > 1.

Haben K D Z,. Bezeichnen mit NST die Nullstellen von 2P" — z in K. Oben wurde
gezeigt, dass a? = a V a € 2, gilt. Es folgt

(aP)? = a? = a, d.h. a?” = a

(aPQ)p —a? = a, d.h. a?’ = a usw.,

alsoa?” —a =0V ac Z,.

Somit ist K D NST D Z,,.

Zeigen, dass NST ein Korper ist und dass die Anzahl der Nullstellen genau p™ ist. Da
K der Zerfallungskérper ist, muss dann K = NST oder NST = Z,, sein. Letzteres geht
wegen p” > p nicht. Also ist K = NST und somit |[K| = |[NST| = p™.

Sei a?" = a, b*" = b. Dann ist

(a+b)"" =a" + (pl > a”" b+ <p2 ) a4

p| (pk ) fiir 1 < k < p-1 (Beweis: Olympiadenaufgabe)

—=a”" " =a+ b,
analog fiir a - b und

(ab)?" = a?"b" = ab,

(ab™)P" = aP" (")t = b7l
Damit ist gezeigt, dass NST ein Korper ist.
Beweisen noch |[NST| = p™. Offenbar ist NST < p™. Zeigen also noch, dass p(x) sepa-
rabel iiber Z,, ist, d.h. alle Nullstellen verschieden sind. Haben
p'(x) = p"aP -1 = -1
Nach Satz 2/4.3.4. ist also p(x) separabel iiber Z,. Somit ist [NST| = p™.
(c) Haben K D P. Die multiplikative Gruppe GK = K\{0} hat p™ - 1 Elemente (nach
(a)). Also ist a?"~! = 1V a € GK, dh. a?" —a = 0V a € K. Jedes Element aus K ist
also Nullstelle von 27" — 2 € P[x|, d.h. das Polynom zerfillt iiber K in Linearfaktoren.
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Sei K D L O P mit Kérper L, iiber dem 2P — z in Linearfaktoren zerfillt. Dann ist |L|
< p™. Da p(x) mindestens p™ = |K| Nullstellen hat, ist |L| > p™. Es folgt |L| = |K| =
p™. Also ist K = L.

(d) Ein Korper mit p™ Elementen hat die Charakteristik p (z.b. weil |K| = [K:P] * |P|
ist und damit |P| ein Teiler von p™ also von p sein muss und sich somit nach Satz 2 |P|
=p = x(K) ergibt).

Der Primkérper ist nach Satz 2 also isomorph zu Z,. Aus (c) folgt, dass endliche Kérper
mit isomorphen Primkorpern selbst isomorph sind. #

Definition 3 Der bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Korper mit p” Ele-
menten wird mit GF(p™) oder F,» bezeichnet.

Beispiel:
GF(2?) = GF(4). Die multiplikative Gruppe GF(4)\{0} hat genau 3 Elemente, d.h. ist
von der Form{1,a,a?}. Also ist GF(4) = {0,1,a,a®}. Multiplikation ist damit klar.

Addition:

‘ 0 1 a a’
0 0 1 a a’
1 1 0 a2 a
a a a2 0 1
a? | a2 a 1 0

1+ 1=0,day =2 - damit ist klar, dass es sich um die Kleinsche Vierergruppe handelt
Nach Satz 3(b) ist GF(4) der Zerfillungskorper von x* — x € Z5[x]. Diesen hatten wir
schon mal konstruiert: Zsle] mit €2 + ¢+ 1 = 0.

Dies liefert eine alternative Beschreibung von GF(4). Haben GF(4) = {0,1,e,e+1}. Mul-
tiplikation:

*lo 1 e etl
0 0 0 0 0
1 0 1 € e+1
€ 0 € e+1 1
e+1 | 0 e+l 1 €

€ =-e1=et+l
e(l+e) =e+ 2 =-1=1
(1+e)? =142+ 2 =1+ =-€c=¢

Additon:
+ ] 0 1 € e+l
0 0 1 € e+1
1 1 0 e+1
€ €

(a+be)+(ct+de) = a + b(mod 2) + (b+d(mod2))e

Benoétigen iiber Z,, irreduzible Polynome.
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Beispiel:

Polynome vom Grad 2 tiber Z5:
r?+ax+b ab € {0,1}

22

z2+x

|

22 4x+1

(x+<)(ctd) e.d € {0,1}

22

x(x+1) = 2%4x

(x+1)x = 2%+x

(x+1)(x+1) =22 +2x + 1 =22 + 1
= 224x+1 und nur x2+x+1 ist ein irreduzibles Polynom iiber Z, vom Grad 2.

Satz 4 Sei p Primzahl und n > 1.
(a) Es gibt Polynome tGber Z,[x] vom Grad n, die dber Z, irreduzibel sind.
(b) Ist f(x) € Zp[z] irreduzibel iber Z, und vom Grad n, so ist GF(p") =

Zplx]/f(x)Zp[x].

Beweis:

(a) Wir wissen aus Satz 3(b), dass GF(p") der Zerfillungskérper von P -x € Z,[x] ist.
Nach Satz 3(b)/4.3.4. ist also GF(p™) = Zpn(a1)...(apn), wobei aq,...,ap» die Null-
stellen von 2" -x sind. Nach Satz 4/4.3.4. ist 27" — x separabel iiber Z,,.

Damit sind die Minimalpolynome der Nullstellen ay,...,a, (als Teiler von zP" — )
auch separabel.

Nach Satz 5/4.3.4. existiert also ein a € GF(p") mit GF(p") = Z,(o) = Zp|a]. Das
Minimalpolynom von « ist irreduzibel iber Z,,. Der Grad ist [Z,(a):Z,| = [GF(p"):Z,|
=n.

(b) Satz 2/4.2.4. liefert, dass f(x)Z,[x] ein maximales Ideal in Z,[x] ist. Also ist
Z,[x]/f(x) Z,[x] ein Korper. Die Elemente des Korpers sind die Restklassen

Yo+ o1z + .+ ppra T+ f2) Zp[x]

mit ¢g, Y1, .., Pn-1 € Zp.

(f(x) = 2" + forz™ '+ ...+ fo

=" = —fn,1$7L_1 - - fo

= "t = X(—fn_la:”_l - - fo))

Die Anzahl dieser Restklassen ist p™. #
Bemerkung:

Man kann zeigen, dass die iiber Z,, irreduziblen Polynome vom Grad n immer Teiler
von 2P —x € Z,[x] sind.

Nochmals zu GF(4):
Wir braucehn das Polynom vom Grad 2, das {iber Z5 irreduzibel ist. Haben

t—r=x-1)=2@-1)(@*+r+1)

Also ist 2 + x + 1 irreduzibel iiber Z5. Damit ist GF(4) = Z3[x]/(z% + = + 1) Z;3[x].
Elemente von GF(4) sind also {a-+bx:a,b€ Z5}, mit denen nach der Regel 2 + x + 1
= 0 gerechnet wird.

Beispiel GF(16)
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Brauchen iiber Z5 irreduzible Polynome vom Grad 4. Haben

2 — =@ - 1) =22’ 1) =2 - (@ + 2% + 25+ 234+ 1)

=z (@®*—1) @' +23+22+2+1) @8 —2"+2° 2t +23 a4 1).
———
(z—1)(z2+z+1) fa(x)

Alle 5 Faktoren sind irreduzibel iiber Z. Das Polynom fs(x) ist aber reduzibel tiber Zs:

fa(z) = (2 + 23 + 1) (z* + 2+ 1).

Es zeigt sich, dass die Polynome 4. Grades alle {iber Z, irreduzibel sind. Also haben
wir:

GF(16) = Zo[x|/(2* + 2% + 2% + z + 1) Z5]x],

d.h. GF(16) = {a+bz+ca®+dz3:a,b,c,d € Zo} mit der Rechenregel x4+ 23 + 22 +x+1
= 0 und auferdem

GF(16) = Z5[x]/(z* + 2® + 1) Z5]x],

GF(16) = Zy[x]/(z* + 2 + 1) Z2[x].

4.3.6 Codierungstheorie

Bei der Ubertragung von Nachrichten (Wértern) kénnen durch ,Rauschen” Fehler ent-
stehen. In der Codierungstheorie geht es darum, diesen Effekt weitestgeehnd zu elimi-
nieren, d.h. Ubertragungsfehler zu entdecken und vielleicht sogar zu berichtigen.

Die grundlegende Herangehensweise ist wie folgt: An das zu tibertragende Wort cq, ..., ¢k
wird ein Kontrollwort cx+1, ..., c, angehdngt und dann ¢y, ..., cx, Ck+1, . - . , ¢, Ubertra-
gen.

Aus dem empfangenen Wort ¢, . .., ¢, Ckt1, - - - , G, muss das urspriingliche Wort ¢4, .. ., ¢

irgendwie wiederhergestellt werden bzw. man begniigt sich damit, festzustellen, dass bei
der Ubertragung Fehler aufgetreten sind.

Beispiel: ISDN
Dies sind 10-stellige Zahlen (Striche werden ignoriert), bei denen die letzte Ziffer a1
eine nach der Regel

a1p = a1 + 2as + 3az + ...+ 9ag mod 11

gebildete Priifziffer ist (10 = x).

Priifziffer erkennt einen Fehler: wird statt a; die Ziffer b; eingetippt, so ist die Differenz
aus richtiger Priifziffer und Priifziffer der eingetippten Nummer gerade i(a; — b;) mod
11 # 0 (mod 11).

Priifziffer erkennt auch Verdrehungen zweier Zahlen:

ta; + jaj —ia; — ja; mod 11 = i(a; — a;j) — j(a; — a;) mod 11 = (i-j)(a; — a;) mod 11
# 0 mod 11.

Betrachten im Folgenden bindre Codes, d.h. alle Worter sind Folgen von Nullen und
Einsen. Worter sind also Elemente von Z5* = Z9 X ... X 2.

Ein bindgrer (k,n)-Code besteht aus zwei Abbildungen

f: 2k — Z1 (Codierung)

g: Z¥ — Z& (Decodierung)

Die Menge C = f(Z5) C 27 heikt Menge der Codewdrter.

1. Beispiel:
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Code mit Fehleranzeige
Betrachten Worter der Lange k.

k+1
f: 2k — Z5t e, ep e ep(er o cp)

Dann ist C = {ay ...axs+1 € Z];'H: a1+ ...+ agy1 = 0}

Empfangen wir @i ...axr1 mit @3 + ...+ axgr1 = 0, so liegt kein Fehler oder genau 2
Fehler oder genau 4 Fehler ... vor.

Decodierung g gibt man hier nicht an. Ist a1 + ... + axy1 = 0, so decodiert man zu
a1+ ...+ ag, ist ay + ...+ a1 = 1, so lasst man sich das Wort wiederholen.

2. Beispiel: Code mit Fehlerberichtigung

Betrachten f: Z% — Zg, C1Cy — €1C2C1C2C1Ca.

Decodieren wie folgt

g Zg — Z%, a1b1a2b2a3b3 = dldg

mit d; das in aq,as, a3 am haufigsten auftretende Element und ds das in by, by, b3 am
h&ufigsten vorkommende Element.

7.B. 01 L 010101 779" 000101 % 01

Kein Fehler: dldg — C1C2

Genau ein Fehler: didy = ¢ic9

Zwei Fehler: dyds # cqco ist moglich.

Ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler pro Wort 10%, so ist das empfangene Wort
nur zu 90 % richtig. Die Wahrscheinlichkeit fiir genau 2 Fehler pro Wort ist 10 % * 10
% =1%.

Im 1. Beispiel wird genau ein Fehler angezeigt und somit haben wir am Ende mit einer
Wahrscheinlichkeit von 99 % ein richtiges Wort. Im 2. Beispiel haben wir ebenfalls mit
99 % ein richtiges Wort.

Beschrianken uns auf matrizielle bindre (k,n)-Codes. Bei diesen ist

gir ... Gin
file..oex) = (er.ooe) | : ,
gk1 -+ Gkn
f=cGmit G € Mg, (Z2).
Es wird gefordert, dass G k iiber Z4 linear unabhéngige Spalten hat < G hat k {iber

Z4 linear unabhéngige Zeilen. Diese Forderung garantiert c;G = oG = ¢1 = cs.
(¢cG = 0 = ¢ = 0 muss gezeigt werden:

g1 - Gin
(c1...¢ck) =c(gn+..-+gin)+. ... +clgrr + -+ grn)
gk1  --- Gkn
=(0 ... 0) geht aber nur fiir ¢y = ... = ¢, =0.)

Zur Decodierung:

Das empfangene Wort sei a. Man sucht das zu a néchstgelegene Codewort, bzw., falls
es davon mehrere gibt, ein vorher fixiertes. Dieses Codewort ist von der Form dG, und
man definiert
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g Z8 — ZE aw— d.

Die Codes aus Beispiel 1 und 2 sind matriziell.

10 0 1

0 1 0 1
Beispiel 1: ¢1...cp — (¢1...¢k) P . ,

0 0 1 1

Beispiel 2: cico — (6102)(0 1010 1
Bei matriziellen Codes ist die Abbildung f injektiv und daher C = f(Z%) eine zu 2%
isomorphe Untergruppe von Z3.

Fiir ein Codewort x € C ist das Gewicht w(x) definiert als die Anzahl der Einsen in x,
dh w(zy...zp) =21+ ...+ 2p-

Also w(011101) = 4.

Der Hamming-Abstand d(x,y) zweier Codewérter x,y € C ist definiert als d(x,y) =
w(x-y) = w(x+y). Dies entspricht der Anzahl der Stellen, in denen sich x und y unter-
scheiden. Also z.B. d(011011,000101) = 4.

Es ist leicht zu sehen, dass d eine Metrik auf C ist.

Der Codewdérterabstand ist schlieflich definiert als dog = ming ye 25y d(x,y) = mingec 20
w(x).

Beispiel 1: dg = 2, Beispiel 2 dg = 3.

101010>

Satz 1 Ein matrizieller bindgrer (k,n)-Code hat folgende Eigenschaften:
maz. t Fehler werden angezeigt < do > t + 1,
maz. t Fehler werden berichtigt < dc > 2t + 1.

Beweis:

Zeigen, dass fiir do > 2t + 1 max. t Fehler korrigiert werden:

f U . naechstes Wort , dG=b
c>a—a — b —"d

Sei ¢ das zu iibertragende Wort, a = cG, a das empfangene Wort, b das zu a néchst-
gelegene Codewort, d die Losung von dG = b. Wissen, dass do > 2t + 1 ist. Miissen
zeigen, dass d = c ist, falls genau s < t Fehler unterlaufen sind. Es reicht, a = b zu
zeigen. Haben

d(a, a) = s, da genau s Fehler auftreten.

Da b das zu a néchstgelegene Codewort ist, gilt d(a,b) < d(a,a) = s.
Also folgt d(a,b) < d(a,a) + d(a,b) <s + s < 2t, d.h. a=b. #
3. Beispiel: Hamming-Code 1940er Jahre

Fiir jede natiirliche Zahl r > 2 existiert ein matrizieller bindrer (2" — 1 — r,2"-1)-Code
mit dg > 3.

r = 2: (1,3)-Code
f: ¢+ ccc = ¢(111)

r = 3: (4,7)-Code

100 01 01
Ein solcher Code ist zum Beispiel (¢1cacses) 8 (1) (1) 8 1 } (1)
0O 001 011
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In der Praxis r = 8: (247,255)-Code. 6 Bit fiir einen Buchstaben. Mit 234 Bit kann
man Worter mit 39 Buchstaben darstellen. Mit 246 Bit kann man sogar Worter mit 41
Buchstaben darstellen.

Der Hamming-Code ist optimal in folgendem Sinn: Fiir einen matriziellen binéren (k,2"-
1)-Code mit de > 3 gilt stets k < 2" — 1 —r.

Suche nach Codes mit akzeptabler Ubertragungsgeschwindigkeit und d¢o > 5 gestaltete
sich schwierig und nahm {iber 15 Jahre in Anspruch. Lésung wurde erst 1960 gefunden.
Durch

-1
CoCl - Cp—1— Co+C1T+ ...+ Crp_rz™

ist ein Isomorphismus des linearen Raumes Z7* auf den linearen Raum Zs[x]/(z™ —
1)Z5[x] gegeben. Genauer: ¢ — c(x) + (2™ — 1) Z2[x]

Eine Abbildung f: ZE — Z7 ist also auch gegeben iiber

fr Zo[x] /(2" = 1) Za[x] — Z2[x] /(2™ — 1) Z2[x].

Ist ¢(x) € Z2[x] ein Polynom vom Grad n-k, so ist durch B

c(x) + (2% — 1) Z5[x] — c(x)p(x) + (2™ — 1) Z5[x] eine Abbildung f wie oben definiert.
Solche Codes heifsen polynomiale Codes. Jeder polynomiale Code ist ein matrizieller
Code.

Beispiel: k = 2, n =5
c(x) = co + a1x, p(x) = @o + e1X + pax® + 3 x°
Bilden

c(z)p(z) = copo + cop1T + copar® + copsr® + crpoz + crp1a® + crpaz® + 1ozt
wo w1 w2 w3 0
CpoC
(01)<0 Yo Y1 P2 P3 >
Allgemein:

Yo ---Pn—k
(CO...Ckfl) :

Yo - Pn—k

Definition: Ein Element o € GF(2™) heifst superprimitiv, wenn gilt
GF(2™) = {0,1,0,02, .. .,a®" 2}

Satz 2 In GF(2™) existieren stets superprimitive Elemente.

Beweis: Literatur. #

Man kann zeigen, dass a« € GF(2™) genau dann superprimitiv ist, wenn das Mini-
malpolynom von « den Grad m hat, ein Teiler von 22" ~! — 1, aber kein Teiler von
b —1fiirl < 2™ —1 ist.

4. Beispiel:
Betrachten GF(16) = GF(2%). Das Minimalpolynom eines superprimitiven o € GF(2%)
muss ein irreduzibles Polynom vom Grad 4 sein, und am Ende von 4.3.5. hatten wir

gesehen, dass es genau die folgnden drei Polynome mit dieser Eigenschaft gibt:

i A N R R
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at a3 41,
2+ x+ 1.
Haben

2 —1=(@x-1)(zt+2>+22+z+1),

d.h. erstes Polynom liefer keine superprimitiven Elemente (a® = 1).
Man kann zeigen, dass die Nullstellen von 2 + 2% + 1 und z* + = + 1 superprimitiv
sind.

Satz 3 Bose/Chaudhure/Hocquenghem 1960
Sei d > 8 eine ungerade Zahl, r > 2 eine natirliche Zahl, 2" > d + 1. Dann
existiert ein polynomialer bindrer (2" — 1 — %r, 2" —1)-Code mit d¢ > d.
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Beweisansatz:

Sei v € GF(2") superprimitiv. Bezeichnen mit ¢,(x) € Z3[x| das Minimalpolynom von
ol firj=1,..,a-1:

« ¢1 (X)

a2 ¢2 (X)

a1 Gy (x)

Bezeichnen mit ¢(x) € Z45[x| das kleinste gemeinsame Vielfache von ¢ (x) ... ¢po—1(x).

Man kann zeigen, dass ¢(x) maximal den Grad %r hat. Der polynomiale Code mit

¢(x) ist dann der gewiinschte. #

Nochmal zum 4. Beispiel

Sei o € GF(2%) eine Nullstelle von 2% + 23 + 1. Haben dann folgende Minimalpolynome
(muss gezeigt werden):

a: 2t 43 +1

a?: a1

ottt a1

ottt 1

Wiéhlen r = 4, d = 5. Man kann zeigen, dass das kgV gleich

d(x) = (4T + D)(@* + 23+ 22+ +1) =8+ 2"+ +2® + 2t + 27 + 25 + 25+
4ttt o+ 1 =28 a2t a2t o+ 1ist

Also ist uns ein binérer (2*-1-2514,24-1) = (7,15)-Code mit dc > 5 gegeben durch
(co+c1x+ ... +ce2%) (28 + 2t + 22 + 2 + 1) oder

111 010O0O01O0O0O0O0TO0O®O
0601110100O01O0O0O0TO0O0
60011 10100O01O0O0O0O0
(cocr...c6)f0O 0 0 1.1 1. 01 00 0O 1 0O0O
000011 101O0O0O0T1O0O0
0 000O0O0111O01O0O0O0T1O0
0 000OO0O0OT1TT1T1O0T1TO0O0TO01

In der Praxis rechnet man in Europa mitr = 8 und d = 7.
(28 —1— 518,28 — 1) = (231,255). Berichtigt 3 Fehler und erkennt 6 Fehler.

4.3.7 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Betrachten folgende Aufgaben:

(a) Gegeben seien drei Kreise in der Ebene. Man konstruiere einen Kreis, der jeden
dieser Kreise beriihrt.

(b) Gegeben sei ein Kreis in der Ebene. Man konstruiere ein Quadrat mit gleichem
Fliacheninhalt (Quadratur des Kreises).

(c) Gegeben sei ein Kreis in der Ebene. Man beschreibe diesem Kreis ein regelméfiges
n-Eck ein.

Wissen:

(a) geht mit Zirkel und Lineal,

(b) geht nicht mit Zirkel und Lineal,

(c) geht mit Zirkel und Lineal fiir gewisse n, nicht aber fiir alle n.

Um zu zeigen, dass etwas geht, gibt man die Konstruktion an. Uns geht es im Fol-
genden darum, wie man beweist, dass etwas nicht geht.
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Was bedeutet Konstruktion mit Zirkel und Lineal?

Uns ist eine Menge M in C gegeben, die Menge der Ausgangsdaten. O.B.d.A. sei {0,1}
C M.

Bezeichnen mit pVq die Gerade durch die Punkte p und q und mit K(p,r) den Kreis
vom Radius r mit Mittelpunkt p. Erlaubt sind folgende Elementarkonstruktionen:

Typ I
Seien p1,p2,q1,¢2 mit p1 # p2, ¢1 # g2 gegeben. Dann kann (p1 V p2) N (¢1 V ¢2) kon-
struiert werden.

Typ 11

Seien p1,p2,q1,q2 mit p1 # p2 und g1 # g2 gegeben. Dann kann (p1 V p2) N K(p,|q1 —g2|)
konstruiert werden.

Typ III

Sei p1,p2,q1,q2,p,q mit p1 # p2, q1 # q2, p # q gegeben. Dann kann K(p,|p1 — p2|) N
K(q,|q1 — ¢2|) konstruiert werden.

Bezeichnen mit kon M die Menge aller Punkte in C, die sich aus M durch endlich
viele Elementarkonstruktionen erhalten lassen. Desweiteren sei Q(M) der kleinste Un-
terkorper von C, der @ und M enthélt, d.h. Q(M) ist der Durchschnitt aller Korper,
die sowohl Q als auch M enthalten.

Satz 1 kon M ist ein Zwischenkorper der Korpererweiterung C D Q(M). Ist b
€ C und b> € kon M, so ist auch b € kon M.

Beweis:

Mit Zirkel und Lineal geht: Fallen des Lotes, Errichten der Senkrechten, Parallele.
Zeigen, dass kon M ein Korper ist:

a,b € kon M = a + b € kon M

a € kon M = -a € kon M

a,b € kon M = ab € kon M

ackonM,a#0=a!eckonM

Damit ist gezeigt, dass kon M ein Unterkorper von C ist.

Zeigen, dass kon M D Q U M enthélt. Da kon M ein Kérper ist, folgt daraus kon M D
O(M).

kon M D M ist trivial. Wegen {0,1} € kon M und der Tatsache, dass kon M ein Koérper
ist, folgt kon M D Q.

Konstruktion der Quadratwurzel: Sei a € kon M. Winkelhalbierende lésst sich mit Zir-
kel konstruieren. Nach dem Hohensatz im rechtwinkligen Dreieck gilt: h2 = pq = 1*

la| = h = \/[a]. #

Satz 2 Fir z € C sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) z € kon M,

(ii) 3 eine endliche Kette von Zwischenkérpern Q(M) = Lo C Ly C ... C
L, CCmit [Ly:Lp1] =2V n=1,..., mund 2z € Ly,.

Beweis:
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(i) = (ii).

Sei z € kon M. Dann entsteht durch sukzessive Hinzunahme von Punkten zu Ly:=Q(M).
Sei a ein Punkt, der zu Ly hinzugenommen wird. Entsteht a iiber Typ I, so ergibt sich
« als Losung von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten und Daten aus Lg
(v = x+iy ist konstruierbar = x,y sind konstruierbar). Daraus folgt o € L.

Ergibt sich « tiber Typ IT oder Typ III, so ist a Losung einer quadratischen Gleichung
mit Koeflizienten aus Lg.

Zerfallt das quadratische Polynom iiber Ly in Linearfaktoren, so ist a € L.

Zerfallt das quadratische Polynom nicht iiber Ly, so ist es das Minimalpolynom von «
iiber L. Setzen Ly := Lo(«). Dann ist [L1:Lg] = Grad des Minimalpolynoms von o =
2. Fahrt man so fort, nun mit L, statt mit Ly beginnend, so ergibt sich die Behauptung.
(ii) = (i).

Sei a« € L,\L,_1. Miissen zeigen, dass sich o aus L,,_; iiber endlich viele Elementar-
konstruktionen konstruieren lasst.

[(Lp:Lp—1] = 2 < 0.

Nach Satz 2/4.3.3. ist « algebraisch iiber L,,_; Sei d der Grad des Minimalpolynoms.
Wegen o & L,,_q ist d > 2. Haben L,,_; C L,,_1(a) = L,. Der Gradsatz liefert
(L,:Ln—1] = [Lp:Lp—1(@)] * [Ln—1():Lp—1]

2=o0%*d

=o=1d=2.

Also ist a Nullstelle eines quadratischen Polynoms z2 + az +b = 0 mit a,b € L,,_;.

Haben
2

x2+ax+b:(x+%)2+b—az:0

v/ ‘2—2 — b lisst sich konstruieren (Satz 1), damit o + 1 und damit auch a. #

Folgerung: Ist Lo:=Q(M) und z € kon M, so ist z algebraisch {iber Ly und es
gilt: [Lo(z):Lo] ist eine Zweierpotenz.

Beweis:

Nach Satz 2 ist z € L, mit Zwischenkérper Lo C Ly C ... C Ly, mit [L,:L,—1] = 2™.
Also ist Ly C Ly, eine algebraische Korpererweiterung (Satz 2/4.3.3.) und damit ist z
algebraisch iiber Lg. Haben Ly C Lo(z) C L,, und nach dem Gradsatz ist

[Ly : Lo)l = [Lim : Lo(2)] * [Lo(2) : Lo,
T

d.h. [Lo(2):Lo] ist eine Zweierpotenz (als Teiler von 2™). #

Unméglichkeit der Quadratur des Kreises

Gegeben ist M = {0,1}. Gesucht ist die Seitenlédnge eines Quadrates mit der gleichen
Flache wie der Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1.

Ist /7 € kon M?

In diesem Fall ist Ly = Q(M) = Q, und da +/7 transzendet {iber Q ist (Lindemann),
folgt /7 & kon M.

Unmoglichkeit der Wiirfelverdopplung (Delisches Problem)

Gegeben sei ein Wiirfel mit der Kantenlénge 1. Gesucht ist die Kantenlénge eines Wiir-
fels mit doppeltem Volumen. Also: M = {0,1}. Die Frage ist, ob /2 € kon M.

Wieder ist Ly = Q. 2 ist Losung von 23 —2 = 0 und damit algebraisch iiber Q. Haben
[Q(4/2:Q] = 3 und dies ist keine Zweierpotenz.

Unméoglichkeit der Winkeldreiteilung
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Spezielle Winkel (z.B. 180°) lassen sich mit Zirkel und Lineal dreiteilen. Im Allgemei-
nen geht das aber nicht. Zeigen, dass sich z.B. 60° nicht dreiteilen lasst.

Wegen {0,1} C M ist Konstruktion von e!® dquivalent zur Konstruktion von cos a.
Haben cos 60° = %

Gegeben ist also M = {0,%,1}, gesucht ist cos 20°. Haben Lo = Q(M) = Q.
Betrachten Lg(cos 20°). Es gilt

cos 3o+ isin3a = (cosa +isina)® = cos® @ — 3cosasin® a +i(...)

3

— cos3a = cos® a — 3cos a1 — cos’ a) = 4cos® a — 3cosa

Setzen wir x = cos 20°, so ist also % = 423 — 32 oder 8% — 62 — 1 = 0.
Waire dieses Polynom reduzibel iiber Q = Ly, so hétte es eine rationale Nullstelle. Fiir
(p,q) = 1 ist aber

8(%)3 — 6(%) —1=0 % 8p* — 6pg*> — ¢> = 0 Widerspruch zu (p,q) = 1.

Also ist 82° — 62 — 1 das Minimalpolynom von x = cos 20° und damit [Ly(x):Lo] = 3

und dies ist keine Zweierpotenz.

Konstruktion von regelmafigen n-Ecken

Gegeben sei ein Kreis. In diesen soll ein regelméfiges n-Eck einbeschrieben werden.
Also M = {0,1} und die Frage ist, ob €2™/™ € kon M ist.

Wissen, dass dies fiir n = 2,3,4,5,6 geht, nicht aber z.B. fiir n = 9 (da 20° nicht kon-
struiert werden kann).

Zur ultimativen Losung des Problems brauchen wir noch zwei Begriffe. Fiir eine na-
tiirliche Zahl n bezeichnet man mit ¢(n) die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen aus
{1,2,...,n-1}.

Eine natiirliche Zahl heift Fermatsche Primzahl, wenn sie eine Primzahl von der Form
22" 4+ 1 ist.

Haben Fo = 22" 41 =3, F, =22 +1=5,F, =2 4+1 =17, F; = 22 +1 = 257, F}
= 22" 11 = 65.537,

Fy ist aber durch 641 teilbar (Euler).

— heutige Vermutung: Fermatsche Primzahlen nur von Fy bis Fy.

Satz 3 Gauf 1796

Sei n > 3 eine natirliche Zahl. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) das regelmdifige n-Eck kann mit Zirkel und Lineal konstruiert werden.

(ii) o (n) ist eine Zweierpotenz.

(i) n = 2™py...p., wobei m € {0,1,2,...} ist und p1,...,p, verschiedene
Fermatsche Primzahlen sind.

Teilbeweis:

(i) = (ii).

Haben Lo = Q(M) = Q. Man kann zeigen, dass [Q(e*™/™:Q] = ¢(n) gilt.
Behauptung folgt damit aus der Folgerung.

(ii) = (ii).

Ist n = plll1 ...plm die Primfaktorenzerlegung, so ist

om) = pr~t . ple =l py = 1) (p — 1)

(Beweis: Man zeige zunéchst ¢(mn)=p(m)p(n) fir (m,n) = 1 und zihle dann aus, um
¢(p")=p'"(p — 1) zu zeigen.)

Fiir p; > 3 ist pi»fI (p; — 1) genau dann eine Zweierpotenz, wenn [; = 1 und p; = 2% +1
ist.

Ist k = uv mit ungeradem u, so ist 2% + 1 = (29)% + 1 durch 2? + 1 teilbar. Also ist
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2% + 1 genau dann eine Primzahl, wenn es eine Fermatsche Primzahl ist (k=2™).
(iii) = ().

Ist der schwierigste Teil des Beweises. Er erfordert Mittel aus der Galoistheorie.

Explizite Konstruktion:
n = 17 Gauft 1796

n = 257 Richelot 1832
n = 65.537 Hermes 1889

Ist (r,8) = 1, so existieren ganze Zahlen a,b mit ar + bs = 1. Es folgt ¢ + % =

und somit
2 21 2
a— +b— = —.
s s rs

Mit r-Eck und s-Eck ist also auch das rs-Eck konstruierbar.

4.3.8 Hauptsatz der Galoistheorie

Evariste Galois (1811 - 1832)

Definition 1 Sei K ein Korper. Die Menge aller Automorphismen von K (d.h.
aller Isomorphismen von K auf sich selbst) bildet eine Gruppe beziiglich der
Hintereinanderausfiihrung, die die Automorphismengruppe von K genannt und
mit Aut(K) bezeichnet wird.

Sei K D k eine Korpererweiterung. Dann ist

Aut(Kk):={p € Aut(K):plk = id} = {v € Aut(K): p(a) = aV a € k}

eine Untergruppe von Aut(K), die man die Galoisgruppe der Kdrpererweiterung
K D k nennt.

Ist k ein Korper und f(x) € kfz[/k und ist K D k der Zerfillungskdrper von
f(x), so setzt man

Gal(f,k):=Aut(K,k) und nennt dies die Galoisgruppe des Polynoms f iber k.

Bemerkung:

##

1

s

Sei f(x) € k[x]\k und K D k der Zerfillungskorper. Bezeichnen mit N C K die Menge

der Nullstellen von f(x) und setzen n = |N|.

Man kann zeigen, dass ¢(N) = N fiir stets ¢ € Gal(fk) gilt und dass die Abbildung
Gal(f k) — Sy, p — ¢|N injektiv ist. Man kann daher (und dies wird auch oft gemacht)

Gal(f,k) mit einer Untergruppe von S,, identifizieren.

Hausaufgabe: Sei K ein Kérper und P der Primkérper. Man zeige, dass Aut(K,P) =

Aut(K) ist.

Definition 2 Sei K ein Korper und G eine Untergruppe von Aut(K). Man
nennt dann Fiz(K,G):={a € K:p(a) = aV ¢ € G} den Fizkirper von G in K.

Definition 3 FEine Kdérpererweiterung K O k heifst Galoiserweiterung, wenn
eine endliche Untergruppe g C Aut(K) existiert, sodass k = Fiz(K,g) ist.

1. Beispiel:

240



Q(¥/2) D Q ist keine Galoiserweiterung.

Q(V2) = {a + bV2 + ¢(V2)*:a,bc € O}

Bestimmen zuniichst Aut(Q(+v/2)). Sei ¢ € Aut(Q(+v/2)). Nach Hausaufgabe ist p|Q =
\i% Also ist 2 = ¢(2) = p(V/2)? = (¢(¥/2))3, und einziges o € R mit a® = 2 ist a =
V2.

Somit ist (3/2) = /2 und damit ¢ = id.

Haben also gezeigt, dass Aut(Q(3/2)) = {id}. Einzige Untergruppe ist g = {id} und
Fix(Q(V/2) {id}) — {x € Q(¥/2)id(x) - x} — Q(V2) # Q

— ist keine Galoiserweiterung. #

2. Beispiel:

Q(i) D Q ist Galoiserweiterung:
Haben nach HA: -1 = p(-1) = (i) = (¢(i))? V ¢ € Aut(Q(i)). Es folgt (i) = i oder
(i) = -i. Abbildungen

¢1(a+bi) = a+bi, d.h. v1(z) = 2,

pao(a+bi) = a-bi, d.h. po(z) = Z

sind wirklich Automorphismen. Somit ist Aut(Q(i)) = {p1,02}.
Nehmen g = {¢1,p2}. Dann ist

Fix(Q(i) ) — {2 € Q(i): ¢1(2) — 2 ¢2(s) — 7} — {n € Q) =

2z} = Q. #

Formulieren den Hauptsatz der Galoistheorie in drei einzelnen Sitzen. Zum Beweis
verweisen wir auf die Literatur (z.B. Fischer/Sacher ,Einfithrung in die Algebra‘).

Satz 1 Sei K D k eine Galoiserweiterung, d.h. k = Fix(K,g) mit g C Aut(K)
endlich. Dann gilt:

(a) g = Aut(K,k);

(b) Ist K die Menge aller Zwischenkorper K D L D k und G die Menge aller
Gruppen {e} C G C g (d.h. die Menge aller endlichen Untergruppen von g),
so sind die beiden Abbildungen

Aut(K,®): K — G, L — Aut(K,L),

Fiz(Ke): G — K, G — Fiz(K,G)

bijektiv und zueinander invers, d.h.

Aut(K,Fiz(K,G)) = G,

Fiz(K,Aut(K,L)) = L.

Sei K D k eine Galoiserweiterung. Betrachten eine Korperkette
K>Li DLy Dk

Anwendung von Aut(K,e) liefert dann eine Kette von Gruppen:
Aut(K,K) C Aut(K,L) C Aut(K)k) = g

—_———

{e}
Anwendung von Fix(K,e) und Satz 1 liefern
Fix(K,{e}) D Fix(K,Aut(K,L1)) D Fix(K,Aut(K,Ls)) D Fix(K,g)
K>Li DLy Dk

Das heifst, wir erhalten die urspriingliche Korperkette zuriick. Starten wir mit einer
Kette von endlichen Untergruppen von Aut(K),

{e} € G1 C G2 C g = Aut(K,k)

und wenden wir Fix(K,e) darauf an, so entsteht die Korperkette

Fix(K,{e}) D Fix(K,G1) D Fix(K,G2) D Fix(K,g).

Wenden wir darauf Aut(K,e) an, so ergibt sich
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Aut(K,K) € Aut(K,Fix(K,G1)) € Aut(K,Fix(K,G2)) C Aut(K k)
{e} C Gy C Gy Cg,
d.h. erhalten die urspriingliche Gruppenkette zuriick.

Fazit: Haben eine Konstruktion Aut, die aus Korperketten Gruppenketten macht und
eine Konstruktion Fix, die Gruppenketten in Kérperketten verwandelt. Dabei gilt Fix

o Aut = id, Aut o Fix = id.

Wie héngen nun Eigenschaften der Korperkette mit Eigenschaften der Gruppenket-

te zusammen?

Satz 2 Sei K D k eine Galoiserweiterung, d.h. k = Fix(K,g) mit g C Aut(K)
endlich. Dann gilt:

(a) K D k ist eine endliche Kérpererweiterung;

(b) Ist K > L D k ein Zwischenkdrper, so ist

(K:L) = |Aut(K,L)|/[Aut(K,K)| = [Aut(K,L)/,

(L:k) = [Aut(K,k)]/[Aut(K,L)/,

wobei |G| die Anzahl der Elemente einer Gruppe G ist (d.h. die Ordnung von
G).

Sei K D L D k wie in Satz 2. Haben dann
[K:L] = m und [L:k] = n und

Aut(K,K) C Aut(K,L) € Aut(K,k)

{e} CAwt(K,L) C g

Ordnung = 1 Ordnung = p Ordnung = q.
Satz 2 liefert m = £ , n = %.

Bemerkung:

Die Ordnung einer Untergruppe ist stets Teiler der Ordnung der Gruppe.

Satz 2 ist nur fiir einen Zwischenkorper anwendbar, fiir mehrere Zwischenkorper haben

wir den folgenden Satz:

Satz 3 Sei K D k eine Galoiserweiterung, d.h. k = Fix(K,g) mit ¢ C Aut(K)
endlich. Sei L ein Zwischenkorper, K O L D k. Dann gilt:

(a) K O L ist eine Galoiserweiterung.

(b) L D k ist eine Galoiserweiterung genau dann, wenn Aut(K,L) ein Normal-
teiler von Aut(K,k) ist;

(¢c) Wenn L D k eine Galoiserweiterung ist, dann ist Aut(Lk) =
Aut(K,k)/Aut(K,L).

Zur Erlauterung:

Sei K D k wie in Satz 3. Betrachten die Korperkette

KD Ly D Ly D kmit [K:L1] = m, [L1:Lo] = n, [L1:k] = 1,
Wenden Aut(K,e) an:

Aut(K,K) D Aut(K,L1) D Aut(K,Ls) D Aut(K k)
{e}CcGiCcGaCyg

Ordnung 1 Ordnung p Ordnung q Ordnung r.

Satz 3 liefert, dass K D L; eine Galoiserweiterung ist, nach Satz 2 ist also m = p. Nach
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Satz 3 ist K D Lo eine Galoiserweiterung und nach Satz 2 somit
[K:L2] = q,

[KZLQ] = [KZLl]*[LllLQ] =m*n

=q=pn=n= %.
Analog:

mnl = [K:k] = r (Satz 2)

p*%*l:rélzg.

Haben L D Lo ist Galoiserweiterung < (G ist Normalteiler von Gs.
(Satz 3b auf K D L1 D Ly anwenden)

Lo D k ist Galoiserweiterung < G5 ist Normalteiler von g.

Ist in der Korperkette jeder Korper eine Galoiserweiterung des folgenden, so ist in
der Kette der Galoisgruppen jede ein Normalteiler der folgenden. Umgekehrt, ist in der
Gruppenkette jede Gruppe Normalteiler der folgenden, so ist in der Kérperkette jeder
Korper Galoiserweiterung des folgenden.

Soviel zu Teil b von Satz 3. Nun zu Teil c:

Haben K D L D k = Fix(K.,g) ,

{e} C Aut(K,L) C g = Aut(K k).

Sei L D k eine Galoiserweiterung. Anwendung von Aut(L,e) ergibt
{e} = Aut(L,L) C Aut(L,k)

und Satz 3c liefert

Aut(Lk) = g/Aut(K,L).

Allgemeiner: Sind alle D Galoiserweiterungen, so ist
K>Li DLy Dk

{e} € Awt(K,Ly) C Aut(K,L3) C Aut(K k)

{e} C Aut(Ll,Lz) C Aut(Ll,k)

{e} C Aut(Lz.k)

Hier ist eine erste Anwendung des Hauptsatzes der Galoistheorie:

Satz 4 Gauff 1796
Ist p = 22" 4+ 1 eine Primzahl, so ldsst sich das requlire p-Eck mit Zirkel und
Lineal konstruieren.

Bemerkung:
Dies ist der noch unbewiesene Teil von Satz 3/4.3.7.

Beweis:

Haben M = {0,1} und wollen € := €2™"/? € kon M zeigen. Wissen (Satz 2/4.3.7.), dass
dies genau gilt, wenn es eine Kette von Kérpern Q(M) = Q = Lo C L; C ... C Ly,
gibt, sodass [L;11:L;] = 2 (i=0,...,n-1) und € € Ly, ist.

Zeigen zunichst, dass Q(e) D Q eine Galoiserweiterung ist.

Haben Aut(Q(e)) = Aut(Q(e),Q) (HA).

Ist also ¢ € Aut(Q(e€)), soist 1 = (1) = p(eP) = (p(e))P,

d.h. p(e) = ¢ mit 1 = 1,...,p-1 (1 = 0 scheidet aus, da dann Im ¢ = Q wiire).

Haben €? = 1 und damit € — 1= (e —1)(1+€e+...+€71) = 0.

Also ist 1+e€+...+€eP~! = 0. Man kann zeigen, dass 14+z+...+2zP~! iiber Q irreduzibel
ist, und zwar fiir jede Primzahl p (Eisensteinsches Kriterium und Substitutionsmetho-
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de). Somit ist 1+ + ...+ 2P~ das Minimalpolynom von € und es gilt

Qe ) Qle] = {ap+ are+ ...+ ap_2e’~?: a; € Q}.

Daraus folgt, dass wirklich jedes € — €

{¢1,...,pp—1} =g mit (e) = el

Bestimmen nun Fix(Q(e),g).

Sei A =ag+ are+...+ap 26P~2 € Fix(Q(e),g).

Setzen a(x) := ag + a1z + ... + ap_22P~2 € Q|x|. Dann ist
A = ¢(z) = a(€) fiir 1=1,...,p-1.

ein Isomorphismus ist. Also Aut(Q(¢)) =

Das Polynom a(x)-\ hat den Grad p - 2 und die p - 1 Nullstellen €!(1=1,...,p-1). Also
ist a(x)-A = ap — A+ a12 + ... + ap_22P~ 2 das Nullpolynom.

Insbesondere ist A = ag € Q. Damit ist gezeigt, dass Q = Fix(Q(e),g) und somit
Q(e) D Q eine Galoiserweiterung ist.

Haben g = {¢1,...,¢p—1} = Zp_1 = Zq2n. Haben damit folgende Gruppenkette:

{e} =21 C 2, CZ,C2Z3C...C Zgan Xg.

Wenden Fix an und erhalten die Korperkette

Fix(Q(e),{e}) D ... D Fix(Q(€),Z9x) D Fix(Q(e,Z5x+1) D ... D Fix(Q(e),g)

Q) D...0Lg DLkt D...D Q.

Nach unserem Satz 2 ist

[Li:Lip1’] = [Zon1]/|Zo0] = 20 = 2 und € € Q). #

4.3.9 Aufl6sung von algebraischen Gleichungen iiber Radikale

Eine algebraische Gleichung ist eine Gleichung der Form

apz"+...+ax+ay=0(1n>1,a, #0)

mit ag,aq,...,a, € k.

Fiir n < 4 ldsst sich eine solche Gleichung stets iiber Formeln 16sen, die nur die vier
Grundrechenoperationen und Wurzelziehen enthalten.

n=2:

ax’? +br+c=0

22+ pr+q=0

1’1/2:_%1\/%_(]

n=3:

ax? 4 bx? + cx + d = 0 1515 Tartaglia, 1545 Cardaro
b

T=Y— o

3a
y>+3py+2¢=0
{y1,y2,y3} = {utv, eu+ v, u + ev}
mit € = ¥/ und u = {/—q + /@ +p% v = {/—q— V/@* P

n — 4: 1540 Ferrari

Ziel dieses Kapitals ist zu zeigen, dass es fiir n > 5 keine solchen Formeln gibt.

244



Definition 1 FEine Korpererweiterung K O k heifit Radikalerweiterung, wenn
es eine Zwischenkorperkette

K=L, D>Lnu12>...2L =k
mat Li+1 = Ll(bl), b; € Li+1, b?’ eL; (z‘:O,...,m-J, n; € {2,3,4,...}) gibt.

Definition 2 Ein Polynom f(z) € kfx[/k heif§t dber k durch Radikale losbar,
wenn es eine Radikalerweiterung K D k gibt, sodass f(z) iber K in Linearfak-
toren zerfallt.

Anders gesagt: f(x) € kfx]/k ist iber k durch Radikale ldsbar, wenn es eine Ra-
dikalerweiterung K O k mit K O L D k gibt, wobei L der Zerfillungskorper von

f(zx) ist.

Definition 3 FEine Gruppe G heifit auflésbar, wenn es eine Gruppenkette

G=GyD>DG D...0G, ={e}

gibt, sodass Giy1 Normalteiler von G; und G;/G;y1 abelsch ist (i=0,...,m-1).

Abelsche Gruppen sind stets aufldsbar: G D {e}.
S3 ist auflosbar: S3 D Az D {e}

Satz 1 Sei k ein Korper der Charakteristik 0. Fir ein Polynom f(x) € klz|/k
sind dann folgende Aussagen dquivalent:

(i) f(z) ist iber k durch Radikale lésbar,

(i1) Gal(f,k) ist auflosbar.

Zur Erinnerung (Definition 1/4.3.8.): Gal(fk) = Aut(L,K), wobei L der Zerféllungs-
korper von f(x) ist.

Beschrénken uns darauf, den Beweis von (i) = (ii) zu skizzieren. Brauchen dazu ei-
nige Vorbereitungen.

Definition 4 Sei G eine Gruppe. Ein Element der Form aba='b~! heifit
Kommutator. Die kleinste Untergruppe von G, die alle Komutatoren enthdlt (=
der Durchschnitt aller Untermengen von G, die die Menge aller Kommutatoren
enthalten), heifst Kommutatorgruppe von G und wird mit K(G) bezeichnet.

Offenbar gilt: K(G)={e} & G abelsch (aba=1b~! = e < ab = ba)
Es ist leicht zu sehen, dass K(G) = {[a1,b1]. . [an,bn]:a1,. .., an,b1,...,b, € G} gilt,
hier ist [a,b]:=aba=tb1.
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Lemma 1:
(a) Kommutatorgruppe ist stets ein Normalteiler von G.
(b) Sei N ein Normalteiler von G. Dann gilt G/N abelsch < K(G) C N.

Beweis:
(a) Sei x € G. Miissen zeigen, dass xK(G)x~! C K(G) ist. Sei also ¢ = [a1,b1]. . .[an,bn]
€ K(G). Dann ist

rvex™t = xfay, bi]e " efag, ba)r Tt L 2fan, byle Tt = [xare T abie Y L [rae T b € K(G).

(z[a,blz™! = zaba= b7 = zaztxbr~lza "tz tab "ot = (zax 1) (zba ) (wax 1) (zbz 1) L),
(b) Sei G/N abelsch. Fiir a,b € G ist dann

aba 07N = aNbNa 'Nb™'N = aNa " 'NbNb™'N = aa~'bb™'N = N,

d.h. aba='b! € N.
Umgekehrt sei K(G) C N. Fiir a,b € G ist dann

aNbNa *Nb" N =aba"'p"'N c NN = N,

das heifst
aNbNa *Nb 'NbNaN = bNaN = aNbN = bNaN,
d.h. G/N ist abelsch. #
Das Bilden von Kommutatorgruppen kann iteriert werden:
K%(G) = G,
KY(G) = K(G),

K?(G) = K(K(G)),

Ki+1(G) = K(K/(G))

Satz 2 Fine Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn es ein m mit K™ (G)
= {e} gibt.

Beweis:

Sei K™(G) = {e}. Haben dann G = K°(G) D K}(G) D ... D K™(G) = {e},

nach Lemma 1(a) ist K‘*1(G) = K(K*(G)) ein Normalteiler von K*(G) und wegen
K(G) > K(K(G)) ist nach Lemma 1(b) ist die Gruppe K(G)/K*"!(G) abelsch.
Also ist G auflosbar.

Umgekehrt sei G = Gg D G; D ... D Gy = {e} mit G;4; Normalteiler von G; und
G;/Gi+1 abelsch. Behaupten, dass K'(G) C G; gilt; dies liefert K™(G) = {e}. Fiir i =
0 ist K% G) = G und Gy = G. Sie die Behauptung fiir i wahr, zeigen sie fiir i+1.
Haben K1 (G) = K(KY(G)) C K(G;).

Da G;4+1 Normalteiler von G; und G;/G;41 abelsch ist, liefert Lemma 1(b), dass G;41
D K(G;) ist. Also ist K'TH(G) € Gyyq. #

Lemma 2: Untergruppen und homomorphe Bilder von auflésbaren Gruppen
sind wieder auflosbar.

Beweis:
Sei G auflosbar und H C G eine Untergruppe. Dann ist K™(H) € K™(G) und Satz 2
liefert, dass H auflosbar ist.
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Ist G auflésbar und ¢: G — H ein surjektiver Homomorphismus, so haben wir

p(aba™"b~") = p(a)e(b)e(a) p(b) "

und dies ergibt p(K(G)) = K(H). Iteration liefert (K™ (G)) = K™(H). Nach Satz 2
ist also H auflésbar. #

Skizze des Beweises von (i) = (ii) aus Satz 1.

Sei L der Zerfallungskorper von f(x) € k[x|\k und K D k eine Radikalerweiterung mit
K D L D k. Haben dann

K=L,D>Ly-1D...DLy=kmit Ljy; = Ll(bz), b; € Lit1, b‘fq € L;, wobei p; eine
Primzahl ist (ansonsten Kette verfeinern), und b¥ ¢ L; fiir 1<k< p;-1.

Man kann zeigen, dass dann z? — b¥* das Minimalpolynom von b; iiber L; ist.

Man kann desweiteren 0.B.d.A. annehmen, dass die Erweiterungen K D L;, L;11 D Ly,
L D k alle Galoiserweiterungen sind (nicht trivial).

Wenden Aut an und erhalten die Gruppenkette

Aut(K,K) C ... € Aut(K,L;1) C Aut(K,L;) C ... C Aut(K k).

Betrachten K D L;41 D L;

{e} C Aut(K,LH_l) C Aut(K,Li)

Da L;+1 D L; eine Galoiserweiterung ist, ist nach Teil 3 des Hauptsatzes Aut(K,L;41)
ein Normalteiler von Aut(K,L;) und nach Teil 2 des Hauptsatzes folgt

[Aut(K,L;) /Aut(K, Lit1)| = [Aut(K,L;)| /[Aut(K,Lis1)| = [Liv1:Li] = [Li(bi):Li] = pi.
Jede Gruppe mit p; Elementen ist zu Z,, isomorph und damit abelsch. Haben also
gezeigt, dass Aut(K k) auflosbar ist.

Haben schliefslich K D L D k

Aut(K,K) D Aut(K,L) D Aut(K k).

Nach Teil 3 des Hauptsatzes ist Aut(K,L) ein Normalteiler von Aut(K,k) und
Aut(L,k) =2 Aut(K,k)/Aut(K,L).

Damit ist Aut(L,k) isomorph zum Bild des Homomorphismus 7:Aut(K,k) — Aut(K,k)/Aut(K,L),
a — a Aut(K,L).

Lemma 2 ergibt also, dass Gal(f,k) = Aut(L,k) auflosbar ist. #

Hatten fiirher vermerkt, dass man Gal(f,k) mit einer Untergruppe von S,, identifizieren
kann.

51,52 sind abelsch und damit auflésbar. Haben S5 D As D {e}, |S3/A43] = 6/3 = 2,
|As| = 3 abelsch.

(K(S3) = Az, K(A43) = {e})

Sy DAy D Zy X Z9 D {e}, ‘54/144‘ = 24/12 = 2, ‘A4/Zg X ZQ| = 12/4 =3, Z9 X
Z4 abelsch

(K(S4) — A4, K(A4) = ZQ X ZQ, K(ZQ X ZQ) = {e})

Somit ist S3 und S4 auflésbar.

Satz 3 Sei k ein Kérper mit der Charakteristik 0. Dann ldsst sich jedes Poly-
nom f(x) € kfx[/k vom Grad < 4 dber k durch Radikale losen.

Beweis:
Haben Gal(f,k) C S,, mit n < 4. Nach Lemma 2 ist Gal(f,k) auflosbar und Satz 1 liefert
dann die Behauptung. #

Satz 4 Fir n > 5 ist Sy, nicht auflésbar.
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Beweis:

Wegen S5 C 5, reicht es nach Lemma 2 zu zeigen, dass S5 nicht auflésbar ist. Nehmen
an, dass S5 auflosbar ist:

S5 =Gy DGy D...D Gy = {e} mit G;41 Normalteiler von G; und G;/G;1 abelsch.
Ein Dreierzyklus ist eine Permutation der Form (abc). Zeigen folgendes: Ist G eine
Untergruppe von S5 und N ein Normalteiler von G (G/N abelsch) und enthédlt G alle
Dreierzyklen, dann enthélt auch N alle Dreierzyklen. Dies liefert offenbar die Behaup-
tung.

Sei (abc) € G. Setzen x = (abd), y = (ace). Dann ist

ryr 'y !N = eNyNz !Ny 'N = N2 'NyNy N = zz"'yy !N = N,
d.h. xzyz=1y~! € N. SchlieRlich ist
zyz 'y~ = (abd)(ace)(dba)(eca) = (e)(cab)(d) = (cab) = (abc).

Also ist (abc) € N. Enthélt G also alle Dreierzyklen, so tut dies auch N. #

Um zu zeigen, dass sich Gleichungen vom Grad n > 5 im Allgemeinen nicht durch
Radikale 16sen lassen, braucht man nur Polynome f(x) € k[x|\k mit Gal(fk) = S,, zu
finden.

Satz 5 Es gilt: Gal(z® — 2 —1,Q) = Ss.

Beweis: Literatur. #

Insbesondere lisst sich 2"(z° — 2 — 1) = 0 (Grad n + 5) nicht iiber Q durch Radi-
kale 16sen.
Beweisen einen schwécheren Satz.

Definition 5 Sei f(xr) = 2" + ap_12" ' + ... + ap € Clz]. Dann wird
Q(ap). . .(an—1) der Koeffizientenkdrper von f(x) genannt.

Satz 6 Abel 182/
Es gibt Polynome 5. Grades, die tber ihrem Koeffizientenkdrper nicht durch
Radikale losbar sind.

Beweis:

Sei y; € R transzendent iiber Q. Dann ist Q(y;) abzéhlbar. Somit gibt es ein y, € R,
das iiber Q(y;) transzendent ist. Dann sei y3 € R transzendent iiber Q(y1)(y2) usw.
Schliefslich sei y5 € R transzendent iiber Q(y1)(y2)(ys)(ya). Setzen

o1 =Y1+...+Ys5, 02 =Y1Y2 +Y1Ys + ... + Ya¥s, 03 = Y1y2¥y3 + Y1Y2ys + ... + Y3YaYs,
04 = Y1Y2Y3Ya + - .-, 05 = Y1Y2Y3YaYs.

Sei f(x) = (x—y1) ... (v —ys5) = 2° —o12* + 0923 — 0322 + 042 — 05. Fiir dieses Polynom
ist Z = Q(y1)...(y5) der Zerfallungskorper und K = Q(o1)...(05) der Koeflizientenkor-
per.

Zeigen, dass Gal(f,K) = Aut(Z,K) nicht auflosbar ist.

Sei 7 € S5. Betrachten die Abbildung o: Z — Z, t(y1...95) = T(Yr(1)s- - Yn(5))-

Es ist leicht zu sehen, dass ¢, € Aut(Z) ist und es ist klar, dass ¢, |K = id ist. Somit

3
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ist pr € Aut(Z,K). Zeigen, dass ¢, # @, fiir m # 7 ist. Dies ergibt, dass Aut(Z,K) eine
Kopie von S5 enthélt und somit nicht auflésbar sein kann.
Sei ¢r = @,. Dann ist

(Y (1) - Yn(s) = T(Yr1) - - - Yr(5))

fiir aller € Q(x1)...(z5) und insbesondere fiir

r(21,...,25) = T1 + T2+ x5 + ] + 2B
Das heifst,
Yr(1) + yi(z) + ...+ yi(g,) =Yr1) + y72—(2) +.o.F y'Er)(B)
Links und rechts in dieser Gleichung steht y; genau einmal. Erhalten ein Polynom
mit Koeffizienten aus Q(y1)...(ys) mit ys als Nullstelle. Da y5 transzendent iiber
Q(y1)...(ys) ist, muss dieses Polynom das Nullpolynom sein, d.h. muss ys auf bei-
den Seiten mit der gleichen Potenz vorkommen. Ist diese Potenz j, so folgt 7(j) = 7(j).

Streichen 15 auf beiden Seiten und wiederholen diese Uberlegung mit v4,y3,y2 und y;.
Es ergibt sich m(k) = 7(k) V k € {1,2,3,4,5}. Damit ist 7 = 7. #

5 Tensoren

Definition 1 Seien Vi,...,V, lineare Rdume dber R. Bezeichnen mit
B(Vi,...,Vr) die Menge aller multilinearen Abbildungen f: Vi x ... X V. —
R, d.h. aller Abbildungen f: Vi x ... x V. — R, die linear sind, wenn man
beliebige r-1 Variablen fiziert. Solche Abbildungen heiffen Multilinearformen.

Z1
B(R"): | : = D 0l
T
T hn
B(anzm): ) = Z?:1 Z;nzl Q35 T:Y5
T, Ym

n pm n m k
B(R"R™R"): (x,y,2) > i1 Zj:l D11 Gijlaiy;
Offenbar ist B(V4,...,V,) ein linearer Raum.

Definition 2 Sei V ein linearer Raum tber R. Die Elemente aus

THV) :=B(V,...,V,V* ..., V")
—_——— ——
P q
heiflen Tensoren der Stufe p+q mit p kovarianten und q kontravarianten Va-
riablen (oder Indizes) oder kurz Tensoren vom Typ(p,q).

Ty (V) = TY(V) = B(V) = V*, d.h. Tensoren vom Typ (1,0) sind Linearformen (=
lineare Funktionale)

Ty (V) = T9(V) = B(V,V), d.h. Tensoren vom Typ (2,0) sind Bilinearformen (z.B. Ska-
larprodukte)

249



Wichtige Ubereinkunft in der Tensorrechnung:

V** =V, denn es gibt einen kanonischen Isomorphismus e: V. — V**, (e(x))(¢) = ¢(x).
TYV) = T¢(V) = B(V*) = V** =V, d.h. Tensoren vom Typ (0,1) sind Vektoren.
T?(V) = TZ(V) = B(V*,V*), d.h. Tensoren vom Typ (0,2) sind Bilinearformen auf den
Linearformen.

Weitere wichtige Ubereinkunft:

B(U,V*) = L(UV) = L(V*U")

Kanonische Isomorphismen:

6: L(UV) — B(U, V™), (5A)( X,) = p(Ax)

7: L(U,V) — LV=,U7), (VA), w))( ) = ¢(Ax).

TH(V) = B(V,V*) = L(V,V), d.h. Tensoren vom Typ (1,1) sind lineare Abbildungen.

Definition 3 Sei V ein linearer Raum tiber R, x1,...,24 € V, &, ..., §g € V*. Das
Tensorprodukt & B .. . BE BHay 8. B, st das durch

(608 B By B B) (Wi s T 70) = €101 - Ep () (1) - ()
definierte Element aus TJ (V).
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Beispiele:

(x By)(&n) = £&)nly) T*(V)
(& B n)(xy) = £X)nly) T2(V)
(€ BX)(yn) = £(y)nx) THV)

V) ver

£ = (1 0)7 X = <

allgemeiner &€ = (£1,62), x = (
x x

(a3 )a (5 )

- (§1$1 &omy

n flxz §2I2

Dann ist ¢ B x auf R? durch die Matrix (£;x,£2%)

) gegeben (muss bewiesen werden).

X
)
)-(

Satz 1 Sei V ein endlichdimensionaler linearer Raum tber R, sei {eq,... e, }
eine Basis in V und {e',...,e" } die duale Basis in V* (e(e;) = 5;) Dann gilt:

)8 (
)8 (
)8 (
(01)83(

Y

(10
(10
01

OO O = O

0
1
1
0
0
1
1
0

O = O OO oo

A A A g

dim T (V) = (dim V)P+d

und eine Basis in T (V) ist gegeben durch die Elemente

e HB.. . HerBe;, B...Bej, (1<i1,...,¢p01,---,]q < dim V).

Definition 4 Sind E, E* wie oben, so nennt man

Jreeda . ; ;
T o= Tlesy, . e, €0)

die Koordinaten eines Tensors T € T)(V). Man schreibt
T = (T99) oder [T]g=(T7""77).

i1..0p i1...0p

Es gilt:
T =T/ (e"B...Be'»Hej, B...He,;,) (T=>(T,e))e;)

11.-.1p

Koordinatenwechsel
E={e1,...,en}, Ex={el,... e}
E = {€1,...,€n}, E* = {e~1,...7e~"}
seien Basen. Basiswechsel:

251



1 n 1 1
<e~1 ) a1 ay el el by b el
e z , - | :
En 1 n n n n n
ay, Ay, €n € bl b €
U (U-HT

5. — Jo. — dde. o — iel — pted
€ = Y jaje; = ajej, et =3 biel = ble

Satz 2 Die Koordinaten eines Tensors T € T (V) transformieren sich nach
der Regel

J—1~»--jq _ k1 kp g1 Jqrpli...lq
iy = O ey by, - .blq Tkl...kp'

Man nennt Indizes kovariant, wenn sie sich wie Basen transformieren lassen, und kon-
travariant, wenn sie sich wie duale Basen transfomieren. Ein Tensor aus 7)7(V) hat also
genau p kovariante und q kontravariante Indizes.

Tensor in der Physik: Ein Objekt, das in jeder Basis durch nP*9 Zahlen gegeben ist
und bei dem sich diese Zahlen wie in Satz 2 beim Basiswechsel d&ndern.

Beispiele:

1.HR" - R

grad f(a) = f’(a) € L(R",R) = (R")* = B(R™) = T4 (R")
Vektoren R" = (R")** = B((R")*) = T*(R")

Krifte = Gradienten sind also Covektoren.

2. TH(V) = B(V,V*) = L(V.V)
T) = afb]T} = aT}b]

[T]; = ULT] U~

3. T5(V) = B(V,V) enthalten Skalarprodukte
Ti’ = afaéTkl = akagaé-
[T1; = ULTIgUT

Rechnen mit Tensoren

R + S, oR klar

Aufseres Produkt (Tensorprodukt):
R eTH(V),S eT;(V)
RBSecTU(V)

;0+;¢ .
Jiedqlidv  _ piide gli.ld
(RES);, 5 e = Bil 5y ST,

A, BeTHV)ABBeTZV)
AHEHB-= (aijB)ﬁjzl
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ar ay bx by

az aw bz bw

cx cy dr dy

cz cw dz dw
Verjlingung
R € TJ(V), 1<k<p, 1<I<q
Verjlingung VklR ist definiert iiber

I p\J1-Ji—1Ji+1---Jq _ pJi---Ji—1MJi4+1---Jq
(VkJR)il,..ikflik+1...iP - le...ikflmik+1...ip'

Ergibt VIR € T2~ (V). Man setzt T9(V) = R.

Beispiel:

AeT](V), VA = A7 = Al +...+ A = spur A

Inneres Produkt

R e TJ(V),S € T,;(V), 1<k<p-+tu, 1<I<q+v

Das (k,])-innere Produkt ist dann definiert als (R,S)} = V/(R B S).
Beispiel:

AeT!(V),BeT}V)

(A.B)]=V{'(A 8 B) = (aib}) = (spur A)B
(AB)3=VZ(A B B) = (a/bf) = (spur B)A
(A,B)}=VZ(A B B) = (alb}) = (bal) = BA
(A,B)}=V; (A B B) = (alb}) — AB

Kriimmung einer Flache

In der Ebene: Verschieben Tangentialvektor parallel 1angs einer geschlossenen Kurve.
Allgemein: Tangentialebene in x sei T,M = V.

Wihlen £, € V und konstruieren daraus ein Parallelogramm. £ € V wihlen und léngs
des Parallelogramms verschieben. Es entsteht £ + A¢ € V. Man kann zeigen:

AE = eR,(§,m)€ + o(e) fiir e — 0,

wobel R;: V x V — L(V,V) bilinear ist.

Es gilt B(V,V;L£(V,V)) = B(V,V,V,V*) = T}(V).

(YA) (x.y2,90) = p(A(x,y)2).

R, € B(V,V,V,V*) heilit Krimmungstensor in z.

Rfjl(x) Kriimmungstensor

Rij(x) = R}},,(x) Ricci-Tensor

In V = T, M ist ein Skalarprodukt gegeben, g € B(V,V) = T(V).

g = (9i5) B

Inverse Matrix (g*)

g7 (x)R;ij(x) = R = Kriimmungsskalar

Vit V2 (g1 B Ricci)

Einsteinsche Gleichungen
Ri; — 5Rgi; = XTj;.
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