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Kapitel 0

Einfiuhrung

Optimierung beschiftigt sich mit Aufgaben

(min f(z) «— Zielfunktion

s.t. «— subject to
(OA) < hi(z) =0,i € E +« Gleichheitsnebenbedingungen
gi(z) <0,i € I « Ungleichungsnebenbedingungen

(2 €Q — Grundmenge,

wobei meist () C R"
fih,g: R" =R
|E], [1] < o0
Definition 0.0.1 (Losungsbegriffe). e Fiir eine Optimierungsaufgabe der Form (O A) heif3t
X={reQ:h(zx)=0Viec E, g(x) <0Viel}

die Menge der zuldssigen Punkte/Losungen oder die zuldiissige Menge (feasible set).

Falls X = & heifit das Problem unzuldssig (infeasible).

Ein x € X heifst zuldssiger Punkt/zuldissige Losung oder einfach zuldissig.

Ein z* € X heifst globales Optimum oder globale Optimallosung, falls

flz®) < f(x) Vo € X.

Ein x* € X heifit lokales Optimum, wenn es eine Umgebung U.(x*) gibt mit

f(z®) < f(x) Ve € X NU(z¥).
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o Der Wert f* =inf {f(x) : x € X'} heifpit Optimalwert.
Erist oo, falls X = &. Ist der Wert —oo, so heifit das Problem unbeschrdnkt.

Fragestellungen: Wann existieren und wie erkennt man Optimallésungen?
Wie bestimmt man sie algorithmisch (moglicherweise annihernd)?
Wie effizient sind die Algorithmen?

Ganz allgemein ist da nicht viel zu machen, selbst ohne Nebenbedingungen. Daher untersucht
man Optimierungsprobleme mit Zusatzforderungen an f, g, h und §2.

0.1 Konvexe Optimierung

f, g; sind konvexe Funktionen.
h; sind lineare Funktionen.
Q) ist konvexe Menge.

Definition 0.1.1. Eine Menge C' C R"™ heifit konvex, falls mit zwei Elementen x,y € C die
gesamte Verbindungsstrecke [x,y| in C ist, d.h. wenn gilt:

r,yeC=ar+(l—a)yeCVae (0,1).

Beispiel 0.1.1. @; R"; fiir a € R",b € R der Halbraum H,;, = {x € R" : "z < b}; dffine
Unterrdume

Definition 0.1.2 (Konvexe Funktionen). e FEine Funktion f : R" — RU{oo} heifit konvex,
wenn f(ozx + (]' - Ol)y) < Ozf(!lf) + (1 - a)f(y),‘v’oz S (07 1)7%9 eR

e Sie heifst eigentlich konvex, falls f konvex und 3x € R" : f(z) < oc.

Sie heifit streng konvex, falls die strenge Ungleichung gilt.

Sie heifit konkav, wenn — f konvex ist.

Die Funktion f heifit quasikonvex, falls f(ax+(1—a)y) < max {f(x), f(y)}Ya € (0, 1).

Sie heifit streng quasikonvex, wenn die strenge Ungleichung gilt.

Definition 0.1.3. e Der Epigraph einer Funktion f : R" — R ist die Menge
epif == {(x,r) e R iy > f(2)}.

e Die Niveaumenge einer Funktion f : R™ — R zum Niveau r ist die Menge

Si(f) ={z eR": f(z) <r}.
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Beobachtung 0.1.1. f : R" — R <= epif konvex.

Beweis. " =" Seien (z,71), (y,p) € epif = f(x) <, f(y) < p.Firalle « € (0, 1) gilt nun
flax + (1 —a)y) < af(x) + (1 -a)f(y) <ar+(1-a)p,

alsoist (ax + (1 — @)y, ar + (1 — a)p) = a(x,r) + (1 — a)(y,p) € epif.” <" Mit (z, f(x))
und (y, f(y)) ist fiir « € (0, 1)

(ar + (1 —a)y,af(z) + (1 —a)f(y)) € epif,
alsoist f(axr + (1 —a)y) < af(zx)+ (1 —a)f(y) Va € (0,1). O
Beobachtung 0.1.2. Der Schnitt einer Familie konvexer Mengen ist konvex.
Beweis. Seien x,y € C := ﬂiel C; mit C; konvex fiir 7 € [. Dann sind z,y € C; Vi € I, also
auch [z,y] C C; Vi € I und damit [z,y| C C. O
Beobachtung 0.1.3. Die Niveaumengen einer konvexen Funktion sind konvex.

Beweis. Bilde S/ = epif N {(x,r) : z € R"}; S/ ist nach Beobachtung 0.1.2 konvex.
S,(f) = {x : (z,r) € S.} verbleibt dem Leser als Ubung. O

Wir betrachten jetzt:

min f(x)

hi(z) = 0,i € E
gi(z) <0,iel
x €2

Die zuldssige Menge

X=0Q NnO{x:h(x)=0}nN {z:g(z) <0}
~ IEE ~~ 7 del ~~ -
affiner Unterraum nach Beobachtung 0.1.3 konvex

konvex

ist nach Beobachtung 0.1.2 konvex.

Satz 0.1.4. In einem konvexen Optimierungsproblem ist jedes lokale Optimum auch globales
Optimum.

Beweis. Sei T ein lokales und x* ein globales Optimum und z* # 7. Da X konvex ist, ist auch
[z, 2*] zuldssig. Wihle x € (Z,2*) N U(T); dann existiert o € (0,1) : z = aZ + (1 — a)z* und

fkonvex x* global optimal T lokal optimal

fx)=flaz+(1-a)z") < af@m+1-a)f@) < f@ < [fl@
alsoist f(Z) = f(z*) = f(x). O
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Insbesondere gilt: Die Menge der Optimalldsungen ist konvex; denn sei X’ die zuldssige Menge
und f* = inf {f(z) : x € X'}, dann ist die Menge der Optimallosungen Sy« (f) N X" als Schnitt
zweier konvexer Mengen konvex. Sie kann aber leer sein, selbst wenn f* endlich ist.

Beispiel: f: R — R; X =Ry; f(z) = 2

Die Existenz von Optimallosungen hat immer etwas mit der Abgeschlossenheit der Mengen und
Epigraphen zu tun. Wir werden uns bald mit einem besonders wichtigen Spezialfall beschiftigen,
wo das kein Problem ist.

0.1.1 Lineare Optimierung

f, g, h sind lineare Funktionen, also von der Form a”x + b, €2 ist der nichtnegative Orthant.

“Lineares Programm in Standardform”: min c"x
st. Ax =10
z > 0.

0.1.2 Nichtlineare Optimierung
Die Funktionen miissen geniigend glatt sein, €2 ist meist R™. Einteilung in:
e freie/unrestringierte nichtlineare Optimierung (unconstrained optimisation): |E| = |I| =
0,2=R"
e restringierte nichtlineare Optimierung (contrained optimisation) |E| + |I| > 0
Der Anspruch beschrinkt sich auf das Auffinden eines lokalen Optimums. In der nichtlinea-

ren Optimierung kreist man die richtige Kombination von Abstiegsrichtungen mit dem Newton-
Verfahren ein.

0.2 Optimalititsbedingungen fiir freie nichtlineare Optimie-
rung

Betrachten fiir f € C*(R"™) die Aufgabe min f(z).

zeR™

In einem Punkt ¥ steht zur Verfiigung:

e “lineares Modell”: f(ZT)
V f(Z) (“steilster Anstieg”)
f(@) + Vf(Z)"(x — T) beschreibt die Tangentialebene
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e “quadratisches Modell”: zusitzlich V2 f(Z) (2. Ableitung; Hessematrix; symmetrisch)
f@+ V@) (2 =7) + 3(z —7) V2 f(@)(x - 7)

Satz von Taylor: Seien x,p € R", f : R" — R, f € C*(R"), so gilt fiir eint € (0,1):
flz+p) = fz)+ Vfz+1tp)p.
Ist f € C*(R"), so gilt fiir eint € (0,1):

V(e +p)=Vfl)+ [, Vif(x+sppds  (MWS)
fl@+p) = flz) + V) p+ 50"V f(z + tp)p.

Satz 0.2.1 (Notwendige Bedingung 1. Ordnung). Ist x* ein lokales Minimum und f stetig
differenzierbar auf einer Umgebung U (x*) von x*, dann ist V f(x*) = 0.

Beweis. Sei Vf(z*) # 0, setze p = —V f(z*). Daher ist p”V f(2*) = —\|Vf(x*)||%L2) < 0.
Da V f(a*) stetig, existiert ein o > 0, so dass p”V f(az* + tp) < 0Vt € (0, «). Fiir beliebiges
t € (0, o] ist nach Taylor nun fiir ein gewisses ¢ € (0, )

Fla* +tp) = f(a*) + 0V f(z" + ) < f(")

-~

<0

= Widerspruch. ]
Definition 0.2.1. Ist V f(T) = 0, so nennt man T einen stationéiren Punkt von f.

Satz 0.2.2 (Notwendige Bedingung 2. Ordnung). Ist 2* ein lokales Minimum von f und V?*f
ist stetig auf einer Umgebung U (x*), dann ist V f (2*) = 0 und V? f(2*) positiv semidefinit.

Beweis. Nach Satz 0.2.1 folgt V f(z*) = 0.

Sei V2 f(z*) nicht positiv semidefinit = Jp : p” V2 f(2*)p < 0. Wegen der Stetigkeit von V2 f
existiert ein o > 0, so dass p"V2f(x* + tp)p < 0Vt € (0, «). Fiir beliebiges ¢ € (0, a] ist nach
Taylor nun fiir ein gewisses ¢ € (0, t)

fa+tp) = f(@*) +tp” Vf(a*) + 2 p" V2 f(a* + Ip)p < f(2*).
~—— N _

~-
=0 <0

Dies ist im allgemeinen nicht hinreichend, z.B.: f(z,y) = 2% — y*

Vf(0,0) = ( i ) 00 ( ! )

V2f(0,0):(g 8)10
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Satz 0.2.3 (Hinreichende Bedingung). V?2f sei stetig auf einer Umgebung U(z*). Ist dann
V f(x*) = 0 und V? f(z*) positiv definit, dann ist x* ein lokales Minimum.

Beweis. Da V2 stetig auf U(x*), existiert ein r > 0, so dass V?f(x) positiv definit Vz €
B,.(z*) ={x : ||x — z*|| < r}. Fur beliebiges p # 0 mit x + p € B,.(z*) gilt nach Taylor fiir ein
t e (0,1):

fla*+p) = fx*)+p" Vf(z")+ %pTVQf(x* +tp)p > f(a*).
W—/ K-

=0 R

>0

Fiir konvexe differenzierbare Funktionen ist die Lage viel leichter!
Satz 0.2.4. Ist f konvex und differenzierbar und ist x* stationdirer Punkt, so ist x* globales

Minimum.

Beweis. Ann.: 37 mit f(Z) < f(z*). Dann ist
fam +t@ —a") < (1 =0)f(@") +tf(T) = f(2") + 1(f(T) — f(27))
und

0= Vf(a*) (T — a*) = lim LEHEENE) iy WD) — (£(7) — f(2*)) < 0.

t—0 — t—0

O

0.3 Methoden der freien nichtlinearen Optimierung

In der nichtlinearen Optimierung

e versucht man mit Abstiegsverfahren moglichst nah an ein lokales Optimum zu kommen,

e hofft, dass dort die Funktion lokal streng konvex ist und das quadratische Modell eine gute
Approximation darstellt,

e bestimmt iterativ das Minimum des quadratischen Modells.

Satz 0.3.1. Sei f € C? x* geniige den hinreichenden Optimalititsbedingungen aus Satz 0.2.3
und NV f sei Lipschitzstetig in einer Umgebung U (x*), das heif3t:

IL > 0 ||V2f(z) — V2f(@)| < L|x — 7|| Vo, 7 € U(a").

Dann gilt fiir die durch x;, = x — [V2f(x)] 7'V f(xy,) festgelegte Folge:
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1. Ist Startpunkt xy nahe genug bei x*, dann r — x*.
2. Die Konvergenzrate ist dann quadratisch, also ||z, — z*|| < c||zs, — z*||? fiir ein ¢ > 0.

3. Die Folge der Gradientennormen ||V f(xy)|| konvergiert quadratisch gegen 0.

Interpretation: Fiir z;, nahe genug an z* ist die Hessematrix des quadratischen Modells V2 f(x;,)
positiv definit; folglich ist

q(x) = for) + Vf(ap) (@ —ap) + 5(2 = 2)"V f(2p) (x — 1)
streng konvex und hat eine eindeutige Optimallosung, den stationdren Punkt = von ¢:

0=Vq(x)=Vf(ry) +Vif(z)(x—xr) = =z [Vif(2r)] V().

Alternativ kann man das Newton-Verfahren als Methode zur Bestimmung der Nullstelle einer
vektorwertigen Funktion F' : R” — R™ auffassen; gesucht ist x mit F'(z) = 0. Baue lineares
Modell an F' in z;, und bestimme dessen Nullstelle: F'(zy) + Jp(xy)(z — xx) = 0. Ist Jp(xk)
invertierbar, so ist z = x; — Jp(xy) ' F(xy). Fir die Optimierung: F' = V f. Das Newton-
Verfahren sucht einen stationédren Punkt, der in der Nédhe des Startpunktes liegt.

Beweis von Satz 0.3.1. Sei z* die Optimalldsung; V i, := V f(zy), V2fi, := V2 f(23).

Tpy1 — 5 = 2, — V2 'V —a*

= V%ﬁﬁﬂh@wﬂﬂ%%Vh—zgw
=0
Vie—Vi = [y V2f(ay +tla* — ap)) (2 — 2¥)dt
IV2fi(an = a*) = (Vfe = VI = (1o [V2 e = V2 (i + (" — )] (@ — 2*)dt

< Jy IV fe = V2 (o + t(a* = @) llax — o*ldt
< Llxy, — a*|? [ tdt = LL||zy, — 2*||?
Schranke fiir | V2 £, ||: V2fy ist positiv definit und Lipschitzstetig, also existiert 7 > 0, so dass
IV @) < 2| V2T Ve e U™ : o —a*] <
Mit obigen Abschitzungen gilt nun

ke — @Il < LIV low — 2*|* Vo € U(@®) < o —2*[| <

Falls ||zg — 2*|| < min {r } dann geht x;, — 2* mit quadratischer Konvergenz = 1.

und 2. gelten.

1
CLV2E
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3. Vil = [IVfira = Vi — V2 fi(Thar — k) || O
-0

I fy V2f (@k + t(@ren — 20)) (@rg1 — 23)dt — V2 fi(@ri1 — 20 |

< IV (g + Hpg — 22) — V2 ()| [|2rg1 — ]| de
< Llaggr — ai|? [ tdt
= LI appr — oy |2
N——
=fv21f,:1wk
< LLIVETPIV £l
< 2LV £ YPIV fl?

Probleme bei Newton: lokales Verfahren,
im Allgemeinen keine Abstiegsrichtung.
Negativer Gradient ist immer Abstiegsrichtung!

Definition 0.3.1. Eine Schrittrichtung p heifit Abstiegsrichtung in x, wenn (V f(x))™p < 0.
Typische Optimierungsverfahren

e Berechne eine Schrittrichtung p,, = — B, 'V f, mit By, positiv definit, dann ist

Viipe = =V fiB; 'V fi <0,wenn V f; 0.

e Suche entlang dem Halbstrahl z;, 4+ ap; annidhernd das Minimum von f
(man muss nur hinreichenden Abstieg garantieren, “sufficient decrease”)

e Setze ri.1 = ¥k + aipg. Nutze die Schrittinformation um B, zu verbessern.
Klasse der ““line search” Algorithmen

1. By = I ist “steepest descent”
Steilster Abstieg hat schlechte Konvergenzeigenschaften fiir konvexe quadratische Funk-
tionen [ = %xTQx + .
Problem bei steepest decsent: stark skalierungsabhingig
Vorteil bei Newton: p, = —(V2f(21,)) "'V fi = —Q7'Qxp = —ap

2. Setzt man By, = V2f(x;), dann erhilt man das Newtonverfahren mit line search. Funk-
tioniert, wenn V2 f positiv definit, also bei lokal konvexem f. Sonst B;, = V2f + \I mit
A > —min{0, A\pnin(V2f)}

3. Aktuelle Verfahren starten mit B; = I und versuchen sich eine immer bessere Approxi-
mation der Hessematrix aufzubauen (“Quasi-Newton-Verfahren™).



Kapitel 1

Lineare Optimierung

1.1 Lineare Programme

Beispiel 1.1.1. Mochten Mozartkugeln und Mozarttaler produzieren; brauchen jeweils:

Marzipan | Nougat | Bitterschokolade || Preis
Mozartkugeln 1 2 1 9
Mozarttaler 1 1 2 8
Gesamtmenge 6 11 9

x1 . Menge an Mozartkugeln
To : Menge an Mozarttalern

max 9z + 8xa

st. 14+ 22 <6
21‘1 + X9 S 11
T1+ 2192 <9
x1 2> 0;29 20

Mozartproblem

11
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“Offensichtlich” ist die Optimallosung eine Ecke. Wie berechnet man die Optimallosung ?
Bestimme den Schnittpunkt der beiden Geraden!

171+IE2:6
= x1=95,19=1
21 + 22 =11

Realistische Probleme haben bis zu einigen Millionen Variablen und Nebenbedingungen
= Brauchen algebraische Verfahren!

e Variablen: Vektor x € R"
oft verlangen wirz; > 0,: =1,....,n< x>0

e andere Nebenbedingungen: > a;z; < < a"x < 3;
Hop={rxeR":a"x <3}

e Wir fassen mehrere Nebenbedingungen zu einer Matrixungleichung zusammen:

ajr < by aj by
&S Ar<bmit A= : ,b=
a),x < by, ay, b,

Lineares Programm in kanonischer Form: | maxc™x
st. Az <b
x>0

Wie bringt man Probleme mit Gleichungen und Ungleichungen in diese Form?
e a’x> [~ (—a)x < —pf
Tx > —a)r < —
e a'x =[~ ax_ﬁW( a) z< =
a’x<f

e negative Variable z; < 0 ersetzen durch 7; = —x;

e freie Variable (z; nicht Vorzeichen beschriinkt) z; = z7 — z; , ], 27 >0

1 7% )

e Minimierungsproblem: min ¢’z = — max(—c)"x

Jede Aufgabe mit linearer Zielfunktion sowie linearen Gleichungs- und Ungleichungsnebenbe-
dingungen kann als lineares Programm in kanonischer Form dargestellt werden.
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Die “Schlupfvariablen” oder “slacks” s; = b; — a]x > 0 messen die Distanz zur Ungleichung:

maxc'x
st. Ax+s=0
x>0,s>0

mit A =[AT]und 7 = {x }:

S

maxc’'x
st. AT =15
x>0

Lineares Programm in Normalform:

minc’x
s.t. Az =15
x>0

O.B.d.A. hat A vollen Rang

Beispiel 1.1.2 (Mozartproblem in Normalform). 3 Schlupfvariablen (3, x4, x5) fiir 3 Unglei-
chungen

-9

1 1100 6 -8
A=121 010 |,b=| 11 |,c= 0
1 2001 9 0

0

vorher: Optimallosung war Schnittpunkt der 1. und 2. Ungleichung
=x3=0,24=0
Es bleibt zu losen:

1 10 T 6
210 o | =1 11
1 21 Ts 9

“Ecke berechnen”: Wihle n — m Schlupfvariablen, die Null sein sollen. = Losung liegt auf
den entsprechenden Nebenbedingungen. Losung des restlichen Systems bestimmt Schlupf der
anderen Nebenbedingungen.

Wofiir ist x; der Schlupf? Fiir z; > 0.

Ax = b:m Gleichungen; Ix > 0 : n Ungleichungen
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Ecke wird durch n Gleichungen festgelegt, m stehen fest. n — m aus den Ungleichungen aus-
wihlen: N C {1,...,n} : |N| = n—m. Miissen n — m so auswihlen (alle = 0), dass durch das
System Az = b die restlichen eindeutig bestimmt sind (sonst keine Ecke).

B=A{1,...,n}\ N

A=[Ap Ay],z = [ B
TN

Aprp + Anzy = b,zny = 0, Ap muss regulir sein

= I = Aél[b — ANl’N]
Die Spalten von Ap miissen linear unabhéngig sein, also eine Basis des R™ bilden.

Definition 1.1.1. Fiir ein Ungleichungssystem Ax = b,z > 0 mit A € R™*"™ heifst:

e cine reguldire Untermatrix A mit Spaltenindizes B C {1,...,n},|B| = m Basis,

o T =AYb — AnTn| mit Ty = 0 Basislésung (zur Basis B),

und zuliissige Basislosung, falls Tp > 0.

xp heiflen Basisvariable oder abhdiingige Variable.

xn heiffen Nichtbasisvariable oder unabhdngige Variable.

Idee des Simplexalgorithmus fiir Lineare Programme
Springe von einer Ecke zu einer benachbarten, besseren Ecke, bis es keine bessere gibt.

1.2 Der Simplexalgorithmus

Beginnen mit der zulidssigen Basislosung 25 = A5'[b — Ayxy], 2y = 0,75 > 0. Versuchen zu
verbessern, indem wir ein z; mit 2 € /N von 0 wegschieben.

Tr = CpTp+CcNTN
= CTBAél [b — ANQTN] + cyTN
= CEAl;lb — C%AglANCI?N + C?VIN
= QAR +[cy — BAGZ An]TN

= chglb +len — AyAG ep|Tan
N / NS g

~
reduzierte Kosten:=¢
Konstante N

derzeitiger ZFW
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Reduzierte Kosten sagen aus, wie sich die Zielfunktion verdndert, wenn ein x; mit j € N ver-
groBert wird.

VergroBern von z; fithrt zur Verbesserung, falls ¢; < 0 ist. Was ist falls ¢; > 0Vj € N?

Lemma 1.2.1. Fiir das LP min{c"z : Ax = b,x > 0} sei T eine zuliissige Basislosung zur
Basis B. Eftfiillen die reduzierten Kosten

CN — A"]-\[AgTCB Z 0,

so ist T eine Optimallosung.

Beweis. Sei x* eine Optimallosung, also Az* = b,2* > Ound ¢"2* < "z Ve € X ={z > 0:
Az = b}. Bs gilt % = AZ'[b — Ayzy] und 2%, > 7y = 0 und

Tt = cRAGb+ (en — ANART e )TN > QAR =TT
TV

>0

O

Bemerkung 1.2.2. Aus dem Beweis erkennt man, dass weitere Optimallosungen nur dann exis-
tieren konnen, wenn wenigstens eine Komponente der reduzierten Kosten = 0 ist.

Wir nehmen an, der reduzierte-Kosten-Vektor enthilt eine negative Komponente: 37 € NV : ¢; <
0. Die Berechnung der reduzierten Kosten und die Auswahl von j nennt man “Pricing”.

Um wieviel kdnnen wir x; vergroBern, ohne unzuléssig zu werden? (Alle anderen x; mit j €
N\ {j} behalten den Wert 0.) Also: zp(x;) = A5'[b — A_;z;] soll > 0 bleiben.

=Vie{l,...,m}: [A]_S,lb]i > [Aj_BlA,J]Z- x;
N—— N———
. >0 nur > 0O interessant
r; < min { [jg?;];]i cie{l,...,m}: [A;A.,j}i > 0} )

Diesen Schritt nennt man “ratio test”.

Was passiert, wenn die Menge derartiger Indizes 7 leer ist?
= Das Problem ist unbeschrinkt, in Richtung des Halbstrahls geht es gegen —oo, denn z; kann
beliebig vergrolert werden ohne den zulédssigen Bereich zu verlassen: Der Halbstrahl

- (2) ()

ist zuldssig, also z(a) € X Vo > 0 und es gilt

inf{c"z(a) = cAZ'b + a(en — AyAR e ) a > 0} = —c0

<0
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Das Problem ist also unbeschrinkt, falls es kein i € {1,...,m} mit [Az'A_j]; > 0 gibt.

Nehmen wir nun an, 7 sei ein Index, fiir den obiges Minimum angenommen wird, zu 2 gehort
eine Basisvariable mit Index B(7). ”Setzen”

AZMb);
T; = M >0,

(A" Al —
dann wird ;) = 0, also ergibt sich eine neue zuldssige Basis mit

N* = N\ {i} U{B()}
B* = B\ {B()} U {}}.

x; heiBit eintretende Variable (“entering”); x g(;) heiBt austretende Variable (“leaving™).

Lemma 1.2.3. Die neue Indexmenge BT beschreibt wieder eine zuliissige Basis und

—1 j— -1 ~
ot =+ 2pth K ABA"J)Jrej}ZO

(A5 Al 0
ist eine zuldssige Basislosung.
Beweis. Apw = A ; hat eine eindeutige Losung, da Ap Basis ist. Wegen w; > 0 ist A ; li-

near unabhingig von den Spalten B \ {7}, also ist Ap+ wieder eine Basis. Der Rest folgt nach
Konstruktion. U

Definition 1.2.1. Das Paar (i, j) wird das Pivot und das entsprechende Element in der Matrix
A;A ~ Pivot-Element genannt.

1.2.1 Der (primale) Simplex Algorithmus
Algorithmus 1.2.4. Input: A, b, c, eine zuliissige Basis B und Tp = AZ'b

1. BTRAN: Berechne y = Ag"cp durch Losen von ALY = cp

2. Pricing: Berechne zy = cy — ALY.
Falls zZ > 0, ist T Optimallosung. Stop!
Sonst, wiihle ) € N mit z; < 0. x; ist die eintretende Variable.

3. FTRAN: Lose Apw = A ;

4. Ratio-Test: Falls w < 0 ist das LP unbeschrdnkt. Stop!

Sonst, berechne v = min {xB(” cw; > 0,4 € {1,... ,m}} = %ﬁ'jr ein

w;
gewisses i € {1,...,m}.
T () st die austretende Variable.
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5. Update: Setze Tp :=7Tp — yw,
T =7,
B(i) == J,
N =N\ {7} u{B()}.

Beispiel 1.2.1. Mozartproblem:

11100 6
A=[21010 |, b= 11 |,c=
12001 9

Mozartproblem

Anfang: Starten im Nullpunkt, zugehorige Basis B = {3,4,5}, N = {1, 2}

T =1(0,0,6,11,9)",75 = (6,11,9)7

1. Iteration:

1 00 0 0
AB: 010 ,Cp = 0 ,y: 0 ,5]\/_|:
0 01 0 0
=
Wéihlen ) = 1, dannist w= | 2 | =i1=2,B(1) =4,7=5.5
1

B={3,1,5,,N={4,2},z=| 05

17
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2. Iteration:

1 10 A5
AB: 0 20 ,Cp = -9 ,y: —4.5 72N:l—é5].
01 1 0 0 ’
0.5
Wéihlen j = 2, dannist w = | 0.5 | =i=1,B(1)=3,7v=1
1.5
)
1 1
B={2,1,5},N={4,3},z=| 0 |, Zg=| 5
0 2
2
3. Iteration:
110 —8 -7 1
AB: 1 2 0 ,Cp — -9 ,y: -1 ,EN:|:7:|
2 11 0 0
= optimal.

Satz 1.2.5. Ist im primalen Algorithmus immer ~y > 0, dann endet der Simplex-Algorithmus nach
endlich vielen Schritten.

Beweis. In jedem Schritt mit v > 0 verbessert sich der Zielfunktionswert:
Tzt = cRAGb+ (en — AN AR er) ah = AR+ Z; 4 < cpAZb=c"w
v v
<0 >0
d.h. keine Basis kommt zweimal vor. Jede Basis entspricht einer Auswahl von m Indizes aus

{1,...,n}; es gibt hochstens ( ;:l ) unterschiedliche Basen, d.h. der Algorithmus endet nach

n .
hochstens ( m > Iterationen. O

ZTB(i)
w;

Wannist()zyzmin{ wi,ie{l,...,m}}?

v = 0 bedeutet, 3i € B : Tp(;) = 0, d.h. eine weitere Ungleichung ist bzgl. dieser Basislosung
aktiv.

Definition 1.2.2. e Line Basis B heifit entartet/degeneriert (degenerate), falls x gy = 0 fiir
eini € {1,...,m}.

e FEin lineares Optimierungsproblem heiflt entartet/degeneriert, falls es entartete Basen be-
sitzt.
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Entartetes LP: Durch einen von n Gleichungen festgelegten Punkt gehen mehr als n Gleichun-
gen. Fiir zufillige Daten tritt dies mit Wahrscheinlichkeit O ein; in der Praxis aber recht oft.

Im Simplex-Algorithmus legen die Nichtbasisvariablen N den Punkt fest. Im Pricing-Schritt
wird eine Ungleichung aus N herausgenommen. Damit wird ein eindimensionaler Halbstrahl
festgelegt, entlang dem sich die Losung weiterbewegen kann. Trifft der Halbstrahl bereits fiir
Schrittweite 0 die ndchste Ungleichung, beschreiben die neuen Nichtbasisvariablen denselben
Punkt. So etwas kann sich mehrmals wiederholen, oder sogar auf die selbe Basis zuriickfiihren.
In diesem Fall sagt man, der Simplexalgorithmus kreist; er terminiert dann nicht.

Fiir die meisten iiblichen Auswahlverfahren im Pricing bzw. Ratio Test kann man Beispiele mit
Kreisen konstruieren.

Eine einfache Auswahlregel, die das Kreisen verhindert, ist die Regel von Bland:

e Im Pricing wihle unter den Variablen mit negativen reduzierten Kosten diejenige mit dem
kleinsten Index.

e Im Ratio-Test wihle unter den 0-Variablen diejenige mit kleinsten Index.

Satz 1.2.6. Werden im Simplexalgorithmus die Auswahlverfahren von Bland verwendet, termi-
niert der Simplexalgorithmus immer.

Beweis. Nehmen an, der Algorithmus kreist trotzdem. Seien By, . .. By die Basen, die der Algo-
rithmus durchkreist: By, ..., By, By, ... und

I:{iE{l,...,n}:Elkl,k:ge{1,...,k}:i€Bk1,i§éBkQ}

die Indexmenge der wechselnden Variablen. Sei t = max Z, 0.B.d.A. sei t € By,t ¢ By.Seis €
By \ By, also s € Ny, s ¢ N, die neue Basisvariable, die t ersetzt. Sei B = B, € {By,..., By}
die erste Basis mit t ¢ N,,t € By, 1. Fiir B miissen die reduzierten Kosten von ¢ negativ sein:

Et::Ct—(Awt)TA C§<O und EZZOVZGNHIZ>ESZO

:’T
B

n+m

Definieren ¢; = 0 Vi € B. Der Zielfunktionswert ist (x) 3+ > ¢;z; mit 3 = ¢LAZTD.
j=1

Fiir die Basis B = B ist s € N und &, := ¢, — (A_VS)TAZ?TCB < 0. Die Zielfunktion in
Abhingigkeit von z ist § + ¢,xs.
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Aus (x) mit x5 = Aglb - A;A,7S xs erhalten wir
b a
B+ s =B+ 3 epCi(by — a;7,) + T,
(és — Ejs + ZjEB Ejdj)[ﬁs = Z]EB Ejbj = const V$S

= & — T + Y i =0
~ <~ N
<0 >0 jeB

=>0
= 3j € B mit ¢;ja; > 0, insbesondere ¢; # 0, also j & B, j € B’._
Also wechselt Variable j in und aus der Basis, j # ¢t weil j ¢ B = j < t damit ¢; > 0 (bei
¢; < 0 wiire j statt ¢ im Pricing ausgewihlt worden); damit ist auch a; > 0.

Da j wechselt, ist z; = 0 und wegen j € Bund J < t hitte j statt ¢ im Schritt von B = B; zu
B; im Ratio-Test gewdhlt werden miissen. = Widerspruch. 0

Korollar 1.2.7. Ausgehend von einer zuldssigen Basis bestimmt der Simplexalgorithmus mit der
Auswahlregel von Bland in endlich vielen Schritten eine Optimallosung oder weist die Unbe-
schrinktheit nach.

Beweis. Folgt aus Lemma 1.2.1, Lemma 1.2.3 und aus Satz 1.2.6. ]

Es gibt noch andere Varianten, das Kreisen zu vermeiden:

- zufillige Wahl der austretenden Variable
- zufillige Pertubation der rechten Seite
- symbolisches Pertubieren
0 <eg K K ... K g, Pertubationen, die sich nicht ausléschen konnen)

Diese werden immer erst dann eingesetzt, wenn Anzeichen fiir das Kreisen beobachtet werden.
Sonst gibt es bessere Regeln:

urspriinglich: negativste reduzierte Kosten.
Nachteil: hingt stark von der Skalierung der einzelnen Variablen ab, z.B.:

C1T1 + Caxy = —0.321 — 1.529 = 79

ersetzen r; = 107,
= —37; — 1.5 = 13

misst nur den Fortschritt pro Einheitsschritt entlang x;

heute allgemein: steilste Kante (“steepest edge”)
Idee: Wihle j € N, so dass die Richtung Ax den Ausdruck ﬁ minimiert = misst den Fort-
schritt pro Einheitsschritt im Gesamtraum.
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Wie geschieht dies effizient?
Bei Wahl von j aus NV ist

. A(TB . —AglAJ
Az = [ Ary | = 0 +e;
TR = —AEIANJJN + Aglb
Az = pArp+cyAry =¢; — (AyAg cp); = —y;
|Az]? = [[Azp|? + 1= [|Ap" Ane;||* + 1

In jedem Schritt A" Ay zu berechnen ist zu aufwendig. Man kann aber die Normen v), =
|A5" Anerl|?, k € N mitfiihren und effizient aktualisieren.
Betrachten Aktualisierung von vy, bei Basiswechsel B = B\ {B(i)} U {j}:

Ag = Ap+ (A — Apg)el
— Ap(I 4 A (A — A g)el)
—A

- ,B(
= Ap(l+ (A5 A éAB )ei)
A,_/ \H,_/

= AB(I + ('IU — ei)e;)
M—/
no o= A5 A WP = A7 ATAZTAZYA o= AT AT WA A,

Einschub: Wie bekommt man (A + uv™) ™! aus A~! (low rank update)?

(A+u™)t=A"1 - 1+UTA T AT uwT AT
fird =1 : (I +uv")™" =1 — gy’
= fiurlW : W =T — L (w— ¢;)e].

Also erhilt man

A e e [ (e P

Z 7

~—
a ) ag )
_ A A ap — 2CL el(wwhel) Ap a +akA Tez(w— 51)1:2(74’_6?)6;*43 a
7
aju(v—u)"ak w—e;
=y — 2T (qpu) el

K3

benotigen dazu also nur: u = Ag5"e;, also 16sen von Aju = ¢;
v = Az w, also 16sen von ALv = w
= also recht giinstig zu berechnen.

Laufzeit des Simplexalgorithmus:
e Im schlimmsten Fall exponentiell viele Iterationen

Klee und Minty 1972: 2" (n Variablen, n Nebenbedingungen)
“Klee und Minty Cubes” fiir negativste reduzierte Kosten
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e empirisch fiir praktische Probleme: 1.5m Iterationen; hingt jedoch sehr von der Degene-
riertheit des Linearen Programmes ab.

1.3 Zulissigkeit und Fundamentalsatz der Linearen Optimie-

rung
Wie findet man eine zuldssige Basis? Betrachten also |min c™x wobei keine zuldssige
st. Az =b
x>0,

Basis bekannt sei.

1.3.1 Zwei-Phasen-Methode

Losen in Phase I ein kiinstliches Problem. O.B.d.A. sei b > 0. Die Aufgabe

mine’s = > s;
st. Ar+s=10
x>0,s>0

hat eine zulédssige Basis: {s1,...,5n}

Findet der Simplexalgorithmus eine Optimallosung mit s; = 0 Vi, dann ist die entsprechende
Basis zuléssig fiir das Originalproblem. Lose davon ausgehend in Phase II das Originalproblem.

Bemerkung 1.3.1. e Sobald ein s; nach N wechselt, kann die Hilfsvariable entfernt werden.

e Sind in der Optimallosung der Phase I noch s; in der Basis (degeneriert), so kann man
diese immer mit einer geeigneten Spalte herauspivotisieren.

Terminiert Phase [ mit Optimalwert > 0, dann gibt es nach Korollar 1.2.7 keine zulédssige Losung.

1.3.2 GroB-M/(Big-M)-Methode

Man versucht, beide Phasen in einer zu behandeln, indem man M > 0 wahlt und

minc’x + Me™s
st. Ax+s=25b
z>0,5>0

16st.



1.4. DUALITAT 23

Nachteile: Es ist unklar wie grol M gewihlt werden muss.
Verursacht oft numerische Schwierigkeiten.

Vorteile: Wenn M klein gewiéhlt werden kann: Simplexalgorithmus geht sofort auf die Suche
nach einer einer “guten” Basis.
Kiinstliche Variablen konnen wie zuvor entfernt werden, sobald sie in N wechseln.

Satz 1.3.2 (Fundamentalsatz der linearen Optimierung). Hat ein Lineares Programm eine
Optimallosung, wird diese auch in einer zuldssigen Basis angenommen. Ein lineares Programm
ohne Optimallosung ist entweder unbeschrdnkt oder unzuldssig.

Beweis. Zwei-Phasen-Methode und Korollar 1.2.7. ]

Wichtig: Das Resultat verwendet wesentlich x > (. Ldsst man auch freie Variable zu, muss es
keine Basislosung mehr geben.
Beispiel: minaz + by

s.t.ar + by = c.

1.4 Dualitat

Zu jedem linearen Programm kann man ein “duales Programm” aufschreiben, das immer gleich-
zeitig mitgelost wird und wichtige Zusatzinformationen zum urspriinglichen liefert.

Geometrisch ldsst es sich als das “Bestimmen einer giiltigen Ungleichung, die den Zielfunktions-
wert am stdarksten einschrdnkt”, erklaren.

Beispiel 1.4.1.

1
/ max c’x
ol Zielfyrktion S.t. A-T S b

5 x>0

X={x>0:Az <b}

Aus Az < bkonnen neue giiltige Ungleichungen gewonnen werden, indem man die Ungleichun-
gen mit nichtnegativen Zahlen multipliziert und addiert (“Nichtnegative Linearkombinationen”).
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Seiy e R" : y > 0,a =y AV = y"b. Dann ist «'"x < U giiltig Vo € X. Gilt zusitzlich
a' > ¢, dannist wegen x > Oauch ¢’z < a2z <V VreX.

Jedes y > 0 mit A7y > c liefert y™b als obere Schranke fiir den Optimalwert. Das duale Pro-
gramm sucht die kleinste Schranke iiber alle y.

max ¢’ x min by
s.t. Az <b — st. ATy > ¢
x>0 y>0
Primales Programm in kanonischer Form Duales Programm in kanonischer Form

Woher kommt der Name “dual”? In der linearen Algebra wird fiir einen Vektorraum V' der
Vektorraum der linearen Funktionale f : V' — R als Dualraum V' * bezeichnet. Fiir V' = R" ist
f(z) = a1z - - - apzy, also (R™)* = R.. Die Nebenbedingungen enthalten lineare Funktionale.
Mit y > 0 bilden wir eine nichtnegative Linearkombination dieser Vektoren aus dem Dualraum
und erhalten ein neues Element aus dem dualen Raum. Im dualen Problem optimieren wir iiber
den dualen Vektorraum. Wegen (R")* = R" sind beide Probleme “ganz gleich”. Insbesondere
ist das Duale des dualen Problems wieder das Primale.

Analog leitet man das Duale fiir ein Primales in Standardform ab:

minc’x max b’y max b"y
st. Ax =10 — st. ATy <c = st. Al y+z=c
x>0 y frei y frei, 2 > 0
Primales in Standardform Duales in Standardform

Ubung: Was macht man, wenn <, >, =-Nebenbedingungen gleichzeitig auftreten?

1.4.1 Schwache Dualitit

Betrachten primal-duales Paar in Standardform:
X={2>0: Az =0}, Z={(x,y): ATy+2=c2>0}.

Offensichtlich gilt nach Konstruktion sogenannte schwache Dualitédt (weak duality):

inf c"x > sup b7y
TEX (J:,y)EZ

alternativer Beweis: Seix € X, (y,z) € Z

cr=(A"y+2)c=y A+ 2z =b0y+ 272 >by.
>0
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Entscheidende Frage: Kann es passieren, dass

pi=infc’x > sup by =:d",
(y,2)eZ

also eine Dualititsliicke auftritt, oder gilt immer p* = d* (sogenannte starke Dualitit)?
Nicht, wenn p* endlich ist, denn dann berechnet der primale Simplexalgorithmus gleich die duale
Optimallosung mit.

1. BTRAN: Berechne y = A" cp durch 16sen von ALY = cp

2. Pricing: Berechne zZy = cy — ALY

e Falls zZy > 0, ist 7 Optimallésung. Stop!

Ist T Optimallosung, dann ist ( ﬁf ) U+ ( _0 > ( EB ), also (7, %) dual zuldssig und
N N

der Wert der dualen Losung ist
by =b"A " cg =Tpgep =’

gleich dem primalen Optimalwert. Aufgrund der schwachen Dualitit ist (7, Z) also duale Opti-
mallésung mit dem gleichen Wert. Das zeigt:

Satz 1.4.1 (starke Dualitiit). Ein primales Programm hat eine endliche Optimallosung genau
dann, wenn auch das dazugehorige duale eine endliche Optimallosung hat. Insbesondere: Ist
eines der beiden zuldssig, dann gilt

inf ¢z = sup b'y.
zeX (y,2)EZ

Beispiel 1.4.2. Beide unzuldssig ist moglich:

max 2 min —;
st. v —x9 < —1 st. y1—y2 > 1
<
—x1+ 22 <0 —y1+y22>20
r1 20,22 20 y1 = 0,y2 >0

Korollar 1.4.2 (Satz vom Komplementiren Schlupf (complementary slackness theorem)).
Seien T und (y,z) primal und dual zuldssig (beziiglich der Standardform). T und (y,Zz) sind
primale und duale Optimallosung genau dann, wenn t7z = Q.

Beweis. “=-"": Satz 1.4.1 und schwache Dualitit
“«=": schwache Dualitit ]
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Bemerkung 1.4.3. 77z = 0 gilt offensichtlich fiir beliebige primale und duale Optimallosungen.
Wegen © > 0 und z > 0 folgt aus ©7z = 0, dass ©; z; = 0. Wenn also T; der primalen
Schlupfvariablen der Ungleichung j entspricht, heifst dass
Ti-zi=T( ¢ — A, y)=7(0-7;)=0.
( L) =T(0-7;)

~—
=0 =e; -y; <0

Falls der primale Schlupf der j-ten Ungleichung in einer Optimalldsung z grofer als O ist (die
Ungleichung ist nicht bindend), dann muss in jeder dualen Optimalldsung y,; = 0 sein.
Umgekehrt: Ist y; Dualvariable einer primalen Ungleichung und ist y; # 0 in einer dualen
Optimallosung, dann muss diese primale Ungleichung in allen primalen Optimallosungen mit
Gleichheit erfiillt sein.

Primale Optimallosung degeneriert <> Duale Optimallosung nicht eindeutig.
Duale Optimallosung ist degeneriert <= primale Optimallosung ist nicht eindeutig.

Um dualen Simplex zu entwickeln: ( Af )y + ( “B ) = ( ‘B
Ay ZN CN

Setzen also zp auf 0 und berechnen die anderen (beachte: komplementérer Schlupf):
y = Ajcg— A zp
2y = on — Ay =cy — ANAG e + A AL zp > 0 fiir duale Zuldssigkeit

Zielfunktion in Abhéngigkeit von z5:

by = bA; cp — bAL 2z

2p(;) vergroBern hilft dann, wenn 0 > [A;7b|ps) = o) (also wenn die Nebenbedingung 5 (2)
primal unzuléssig ist).
2p(;) vergroBern, solange zy zuldssig bleibt: Finde maximales ~ mit

ey =cy — AyAG e+ AyAgTeiy > 0
Algorithmus 1.4.4 (dualer Simplexalgorithmus). Input: A, b, c, eine zulissige Basis B und
EN = CN — A‘]FVAETCB Z 0
1. BTRAN: Lose ABEB =)

2. Pricing: Falls xg > 0, ist B optimal. Stop!
Sonst wiihle i € {1,...,m} mit x BG) < 0. 2p(;) ist die austretende Variable.

3. FTRAN: Lose Azw = e; und berechne dann ay = —Ajw.

4. Ratio-Test: Falls any < 0, ist das LP unzuldssig. Stop!
Sonst setze v = min{z’“ cag >0,k € N} = {i—]} mit ) € N, o
J

ar

z; ist die eintretende Variable.
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5. Update: Setze Zn :=Zn — yan

ZB(i) =
N =N\ {jyu{B@)}
B(1) :=j.

1.5 Sensitivitit

Typische Frage an die Optimalldsung: Wie stabil ist die Optimallosung gegeniiber Veridnderun-
gen der Kosten oder der rechten Seite?
Etwa weil: man die Preise anpassen will,

man die Daten nicht genau kennt,

man wissen will, welche Nebenbedingungen besonders wichtig sind.

Seien primale und duale Optimallosungen

* _ —1
xp = Agb
y* — ABTCB

* — *
2y = oy —Ajy

sowie die primalen bzw. dualen Optimalwerte
p: CpTp+ NIy
d: by

gegeben.

Anderungen Acin c: erhalten die primale Zulissigkeit,
aber fiithren zu Anderungen im Dualen.

Derzeitige Basis ist solange optimal, solange zy(¢) > 0 sind fiir ¢(t) = ¢+ tAcmitt € R.

ZN(t) = ¢y + tACN — ATNAgT(CB -+ tACB)
= Z?V + t( ACN - ATNAETACB>

-

=:Azpn

Also gilt zy(t) > 0 fiir

[N : =N
[Aﬁ%fio{ [Azwh} Sts [AE?J]?@{ [Azm}'

Fiir diese ¢ ist der neue Optimalwert einfach (¢ + tAc)"z*.
Kein Spielraum, wenn [z}]; = 0 und [Azy]; # 0 (mit richtigem Vorzeichen) (duale Optimallo-
sung degeneriert).

Anderungen Ab in b: erhalten die duale Zulissigkeit,
fiithren aber zu Anderungen im Primalen.
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Derzeitige Basis ist solange optimal, solange x5(t) > 0 bleibt fiir b(¢) = b + tAb

zp(t) =25+t Az Ab
N——

Azxzp

Also gilt z5(t) > 0 fur

=Bl : =gl
e [ d << min (ke

Fiir diese ¢ ist der Optimalwert = (b 4 tAb)"y*. Interessiert uns besonders Ab = ¢; (also wenn
wir fir eine Ungleichung j die rechte Seite b; &ndern) = y; gibt uns die marginale Anderung
der Zielfunktion bei Einheitsdnderung Ab = ¢; an.

Folglich lassen sich y als Schattenpreise bei Ressource-Nebenbedingungen interpretieren. Wenn
man b; durch Zukauf von Ressourcen vergroern will, dann darf das pro Einheit hochstens y;
kosten, sonst rentiert sich das sicher nicht. = Anbieter der Ressource wird im Gleichgewichtsfall
gerade y; verlangen (sonst konnte man Gewinn steigern). Ist insbesondere ein y; = 0, kann die
entsprechende Ungleichung weggelassen werden, ohne die Optimallosung zu verdndern, denn:
Primales bleibt zulidssig, Zielfunktionswert d@ndert sich nicht, Duales dndert sich nicht.

Definition 1.5.1. Nebenbedingungen mit y; # 0 nennt man aktiv.

Ebenso kann man natiirlich primale Variablen mit z; = 0 weglassen, ohne die Optimallésung
zu verdndern. Bei sehr grofen linearen Programmen versucht man inaktive Ungleichungen und
(unnétige) Variablen erst gar nicht aufzunehmen.

1.6 Spaltengenerierung und Schnittebenenverfahren

1.6.1 Spaltengenerierung (column generation)
Az = blasst sich nicht speichern, weil n zu groB ist, man weil} aber, wie zu jedem x; die Spalte
A ; gebildet werden muss.

Solange x; = 0 ist, braucht man die Spalte A_; nicht. z; wird # 0, wenn es im Pricing-Schritt
gewdhlt wird.

Pricing: Berechne Zy = cy — ALY mit y = Az cp und wihle 7 mit Z; < 0. Es reicht, wenn

mi]gl(cj — AT.7) bestimmt werden kann, dazu muss Ay nicht explizit verfiigbar sein.
je ’

Beispiel 1._6.1. Schneide Bleche mit Breite b; mit Gesamtlinge l;,© = 1, ..., m, aus Blechrollen
der Breite b, so dass moglichst wenig Verschnitt entsteht.
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Schnittmuster: beliebige Kombination der Breiten b;, so dass die Gesamtbreite < b. Zulissige
Menge also

m
S:{SENHLZSZ@ISB}
i=1
s;: “wie oft kommt b; im Schnittmuster s vor”
Variable z, fiir s € S: Lidnge, mit der Schnittmuster s eingesetzt wird.
Problem: min Y x, mdglichst wenige Rollen verwenden

s.t. Sis sxs > | Bedarf erfiillen
;’isz 0Vs e S.
Fiir s € Sist A 4 = s. Das Pricing-Problem ist damit
maxy’s
rsneig(l — s"y) oder S.t. l:il sib; < b

s; €Ng,e=1,....m

Dieses sogenannte Rucksackproblem (knapsack problem) 16st man fiir b; € Nund b € N (jeweils
nicht zu groB}, < 1000) mit dynamischer Programmierung:

e bauen die Losung sukzessive fiir Gesamtbreite b = 1, ..., b und mit Breiten b1, . . . , b, mit
k < m auf

e nutzen die Rekursion (fiir 0 < b < 5, 0<k<m)
opt(b, k) = max{opt(b,k — 1),0pt(b — bg, k) + 7, }

—~—

0.B.d.A.>0
e definieren opt(zq, z2) = 0 fiir z; = 0 oder (z; > 0 und 2z, = 0) und opt(zy, z2) = —oo fiir

z1 < 0.
Beispiel 1.6.2. by = 3,0, =5,b3 =6,b=10,71 =2, = 4,73 = 7
opt(.,0) opt(.,1) opt(.,2) opt(.,3)
—— —— —— ——
10 6 8

O~ N W IO ~] 00 ©
CoOO0Oo0COo0Oo0Oo0OO0OO OO
|
C OO NNNER R RO
l
COoOOoONNKR R RO
|
O OO NN~~~ O ©
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1
Zu opt(10, 3) = 9 gehort die Spalte s = | 0 |, die als neue Spalte A ; aufgenommen wird.
1

In der Praxis:

1. Wihle einige Anfangsmuster, die Zulédssigkeit garantieren.
2. Lose fiir diese optimal.

3. Entferne ungebrauchte Schnittmuster (Spalten).

4

. Bestimme neue Schnittmuster durch Spaltengenerierung. Falls keine negativen reduzierten
Kosten = optimal iiber alle Schnittmuster. Stop!

5. Sonst zuriick zu Schritt 2.
Nachteil in konkreter Anwendung:

e Linge z, des Schnittmusters ist leider normalerweise kein ganzzahliges Vielfaches der
Lingen der Ausgangsrollen.

e Anzahl der ausgewihlten Schnittmuster m (Anzahl der Breiten) im allgemeinen noch zu
viel fiir praktische Anwendung (hohe Riistkosten).

1.6.2 Schnittebenenverfahren

e ist gerade die Spaltengenerierung im Dualen
e besser vorstellbar: im Primalen

1. Berechne Optimalldsung fiir Auswahl der Ungleichungen.

2. F tige eine Ungleichung dazu, die von der derzeitigen Optimallosung verletzt wird.
Gibt es keine — Optimallosung des Gesamtsystems, sonst 1.

Schwierigkeiten hier: Effizientes Finden von Ungleichungen, die die aktuelle Optimallosung ver-
letzen — “Separierungsproblem”.

Beispiel: Traveling Salesman Problem(TSP)

Welchen Algorithmus verwendet man wann?

e Spaltengenerierung: Problem bleibt primal zuldssig = primaler Simplex

e Schnittebenenverfahren: Problem bleibt dual zulédssig = dualer Simplex

Simplex hat sehr gute “Warmstart”-Eigenschaften.
Warmstart: Nach Problemmodifikation von aktueller Losung aus fortsetzen.
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1.7 Ganzzahligkeit von Basislosungen

In vielen Anwendungen sucht man ganzahlige Optimalldsungen, meistens ist dies NP-schwer.
Es gibt wichtige Spezialfille, da geht es automatisch; ndmlich dann, wenn alle Basislosungen
ganzzahlig sind.

SeiX¥ ={x >0: Az = b} und 0.B.d.A. sei A € Z"*".

Definition 1.7.1. Eine Matrix A € Z™*" vollen Zeilenranges heifst unimodular, falls die Deter-
minante jeder aus m linear unabhdngigen Spalten bestimmten Submatrix, den Wert £1 hat.

Satz 1.7.1. Sei A € Z™ ™ reguliir. A='b ist ganzzahlig Vb € 7™ <= A ist unimodular.

Beweis. “=" Setzen b = ¢, fiiri € {1,...,m} = A~ e, ist ganzzahlig = A~! ganzzahlig.

= det Adet A =det ] = +1 = det A = 1.
N ——
€L €z
“«<"” Ax = b mit Cramerscher Regel 16sen:

EZ
I det(A.,[1,i—1], b, A.,[i+1,m])
i = det A
—~—~

=+1

=z eLm.

O

Satz 1.7.2. Es habe A € 7Z™*" vollen Zeilenrang. Genau dann sind alle zuldiissigen Basislosun-
genvon {x > 0: Ax = b} ganzzahlig fiir alle b € 7™, wenn A unimodular ist.

Beweis. “<" Sei Aunimodular, b € Z™, und T eine zuléssige Basislosung von {z > 0, Az = b}.
Dann gibt es eine Basis B mit T = Aglb ganzzahlig (weil A unimodular nach Satz 1.7.1) und
Ty =0=7x € Z".

“=” Sei B Basis von A, also Ap regulir. Nach Satz 1.7.1 ist zu zeigen: AZ'b € Z™ Vb € Z™.
Sei b € Z™; miissen also Ag'b “zulissig” machen. Wihlen w € Z™, so dass w + Az'b > 0.
Damit ist

b= Ap(w+ AZ'b) € Z™.
Setze Tp = w+ Az'bund Ty = 0, dann ist T zulissige Basislosung von {z > 0 : Az = b}, also
ist T ganzzahlig und damit auch A;'b = 75 — w. O
Wann geht das auch fiir {z : Az < b} und alle b € Z™?
= [A ] ‘Zﬁ = b, also [A I] unimodular.

= Jede quadratische Untermatrix von A muss Determinante 1 oder 0 haben (wihle £ Spalten
aus A und m — k Spalten aus I, mit Laplace-Entwicklungssatz folgt Aussage).
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Definition 1.7.2. Eine Matrix A € Z™*" heifst total unimodular, wenn jede quadratische Unter-
matrix die Determinante +1 oder 0 hat.

Ist A total unimodular, folgt also = A € {0, +1, —1}™*".
Beobachtung 1.7.3. 1. A total unimodular <= [A I| unimodular.
2. A total unimodular <= [A, I, — A, —1|" total unimodular.
3. A total unimodular <= A" total unimodular.

Satz 1.7.4 (Hoffmann und Kruskal (1956)). Sei A € Z™*"™ total unimodular und b € 7Z™.
Dann hat min{c"x s.t. Ax < b} immer eine ganzzahlige Optimallosung.

Beweis. min{c"z s.t. Az < b} ist dquivalent zu min{c"z s.t. [A, —A, I|[z1, 22, 5| = b,z >
0,z > 0,s > 0}. Nach Beobachtung 1.7.3, (2.,3.), ist [A, —A, I] total unimodular, nach
Beobachtung 1.7.3, (1.) unimodular, also hat nach Satz 1.7.2 das zweite LP immer eine ganz-
zahlige Optimallosung 77,72 und * = 77 — T3 € Z™ ist ganzzahlige Optimallosung fiir
min{c"z s.t. Az < b}. O

Satz 1.7.5. Ist A total unimodular, und ist bei c € 7", b € 7™
max{c’z: Az < b,z >0} =min{b"y : ATy > ¢,y >0}

endlich, dann werden die Optimallosungen auch in ganzzahligen Punkten x* und y* angenom-
men.

Beweis. Nach Satz 1.7.4 und nach Beobachtung 1.7.3 (2.) gilt das fiir £* und wegen Beobachtung
1.7.3 (3.) auch fiir y*. ]

Definition 1.7.3. Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G = (V, E) bestehend aus einer (end-
lichen) Menge V' von Knoten (nodes) und einer Menge E C {{u,v} : u,v € V,u # v} von
Kanten (edges).

Definition 1.7.4. e Eine Kantenmenge P = {{uy,us}, {us,us},. .., {ug, ugs1}} mit P C
E in Graphen G = (V, E) heifit Weg (der Liinge k) (path), falls die u; paarweise verschie-
den sind.

o Ein Graph heifst zusammenhdingend (connected), wenn es zwischen je zwei Knoten u,v €
V' mit u # v einen Weg gibt.

e Ein Graph G' = (V' E') heifst ein Teil- oder Untergraph von G = (V| E), falls V' C
V.EECEundE CV' x V',

o Die kantenmaximalen zusammenhdngenden Teilgraphen eines Graphen heifsen die Zusam-
menhangskomponenten von G.
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e Eine Kantenmenge C' = {{uy,us}, {ug,us}, ..., {ug, ui}} mit C C E in einem Graphen
G = (V, E) heifst ein Kreis (cycle) (der Léinge k), falls die u; paarweise verschieden sind.

Definition 1.7.5. e Der vollstindige Graph auf |V | = n Knoten wird mit K,, bezeichnet.

e Ein Graph G = (V, E) heifst bipartit, falls 3V, Vo mit V- = VUV, (disjunkt vereinigt) und
E C {{u,v} : u € Vi,v € Vu}. Der volistindige bipartite Graph |Vy| = n und |V5| = m
Knoten wird mit K,, ,, bezeichnet.

Satz 1.7.6. Ein Graph G = (V, E) ist bipartit genau dann, wenn er keine Kreise ungerader
Liinge besitzt.

Beweis. “=-" jeweils hin und zuriick = gerade.

“<" Graph ist bipartit, wenn seine Zusammenhangskomponenten es sind. O.B.d.A. ist der Graph
zusammenhingend. Wihle v € V' und setze:

V1 = {v € V : Lénge eines kiirzesten Weges von u nach v ist ungerade }

Vo = {v € V : Linge eines kiirzesten Weges von u nach v ist gerade} U {u}

Annahme: 3 Kante {v,w} € F mit (v € V; und w € V}) oder (v € V5 und w € V5). Sei
P, ein kiirzester uv-Weg und P, ein kiirzester uw-Weg. Sei « der letzte gemeinsame Knoten auf
diesen Wegen. Da beide Wege kiirzeste sind, ist der Abschnitt v nach u jeweils gleich lang, damit
sind die Restwege P, von @ nach v und P,, von @ nach w jeweils beide gerade oder ungerade.
C = P,U P, U {v,w} hat ungerade Linge = Widerspruch. O

Satz 1.7.7 (Heller und Tompkins (1956)). Sei A € {0,1,—1}™"" mit hichstens zwei nicht-
verschwindenden Eintriigen pro Spalte. A ist total unimodular <= Die Zeilen von A kénnen
in zwei Klassen eingeteilt werden, so dass Zeilen mit einem +1 und einem —1 Eintrag in der
gleichen Spalte in die gleiche Klasse und Zeilen mit zwei vorzeichengleichen Eintrigen in der
gleichen Spalte in unterschiedliche Klassen kommen.

Beweis. “=-" Spalten mit nur einem Eintrag sind vernachlédssigbar. Fassen zuerst Zeilen gemal3
1. zu Zeilenmengen Z;,© = 1, ..., h, zusammen.
Annahme: Es kommt dabei zu einem Widerspruch zu 2.; also gibt es eine Untermatrix der Form

L/ 1 0 0 -1
2 -1 1 0
B=3 0 -1 :
: : 1 0
k 0 -~ 0 —11
Dannist det B = Bj;det Bogox + (—1)* 1By det Bog s 1 = Widerspruch zu
= 1-1+ (=11 (=1)kt = 2.

” B ist Untermatrix einer total unimodularen Matrix*“.
Bauen nun Graphen G = (V, E) mit V = {Z, : i = 1,...n}, also Zeilenmengen sind Knoten,
und {Z;,Z;} € E < 3 Spalte j mit A.; = A-5; # 0,Z € Z;,Z € Zj, also eine Kante wird



34 KAPITEL 1. LINEARE OPTIMIERUNG

eingefiihrt, wenn gemiB 2. die Zeilenmengen in unterschiedliche Klassen gehoren.

Behauptung: G ist bipartit.

Annahme: G ist nicht bipartit. Nach Satz 1.7.6 gibt es einen ungeraden Kreis, also gibt es eine
Untermatrix der Form

Kante e Kante ey
= A~
1 o 0 --- 1
1 1 0
B= 0 1 :
: o1 0
0 - 0 1 1

mit det B =1+ (—1)*! .1 = 2 = Widerspruch zu A ist total unimodular (Untermatrix B ist
total unimodular).
Beachte: Sind fiir Z; = e; N e; die Zeilen z und z € Z; unterschiedlich, so muss eigentlich statt

10 0 --- 1 1 0 0 - 1
= 1 1 0 z — 1 1 0
B = 0 1 : ~ 0 —1
5 1 0 5 : -1 1 0
0 0 1 1 0 - 0 -1 1

geschrieben werden. Aber jede —1 erhoht auch £ um eins und verdndert das Ergebnis daher nicht.

“«<" Sei B eine beliebige quadratische Untermatrix. O.B.d.A. hat B nur Spalten mit 2 Eintrdgen
# 0 (die anderen konnen leicht mit Laplaceschem Entwicklungssatz behandelt werden). Sei
{Z1, Z,} eine Partition der Zeilen geméB 1. und 2., multipliziere die Zeilen aus Z; mit +1, die
aus Z; mit —1. Dann ist die Summe der Zeilen der Nullvektor, also sind sie linear abhéngig. [

1.7.1 Anwendung: Bipartite Paarung (Matching/Zuweisungsproblem)

Definition 1.7.6. In einem Graphen G = (V, E) heifsit eine Kantenmenge M C E mite N f =
gNe, feM:e# fMatching oder Paarung.
Ein Matching heifit perfekt, falls V(M) .= |J e=V.

ecM

Also: Keine zwei Kanten in M haben einen Knoten gemeinsam. In einem perfekten Matching
werden alle Konten iiberdeckt.

In den Anwendungen sind meist Gewichte w, fiir e € F gegeben und man sucht ein Matching

maximalen Gewichts: max{ Y we: M CEM Matching}. Ist G bipartit, spricht man von
eeM
einem bipartiten Matching.
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Beispiel 1.7.1. Arbeiter zu Maschinen zuordnen:

Eine Kante zwischen einem Arbeiter und einer Maschine gibt an, dass er sie bedienen kann;
das entsprechende Gewicht, wie gut er dabei ist. Gesucht ist eine Zuordnung mit maximaler
Gesamtgiite.

Modellierung als LP
Definition 1.7.7. e In einem Graphen G = (V, E) heifien zwei Knoten u,v adjazent, wenn
{u,v} € E.

e FEine Kante e und ein Knoten u heiflen inzident, wenn u € e.

o Sei G = (V, E) mit Kantengewichten w, € RI|, dann ist die gewichtete Adjazenzmatrix
die (symmetrische) Matrix A € RIVI>XIVI it

Wi, falls {i,j} € E

Qi+ =
w0, sonst.

e Die Knoten-Kanteninzidenzmatrix ist die Matrix A € RIVIXIEl pjg

{1, fallsu € e
Qye =

0, sonst.

e Der Inzidenzvektor oder charakteristische Vektor einer Teilmenge B einer Obermenge O
ist der Vektor x(B) € {0, 1} mit

1, fallsi € B
X(B); = {

0, sonst.

Sei A die Knoten-Kanteninzidenzmatrix eines bipartiten Graphen G = (V, E). Dann ist

e A total unimodular (nach 1.7.7; Z;: Zeilen zu V;, Z5: Zeilen zu V5).

e Sei M C E. M ist ein Matching genau dann, wenn Ay (M) < e = (1,...,1)7 ist, d.h.
wenn jeder Knoten hochstens einmal iiberdeckt wird.

Lineares Programm fiir Matching maximalen Gewichts: | maxw”x
s.t. Az <e
x>0

Simplex liefert optimale Basislosung z* und nach dem Satz von Hoffman und Kruskal (1.7.4)
ist 2* auch ganzzahlig, also ist z* € {0, 1}/", also charakteristischer Vektor eines Matchings
maximalen Gewichtes fiir bipartite Graphen. Ist w = e, so liefert Satz 1.7.5:

max{e"z: Ar < e,z >0} =min{e"y : A7y > e,y > 0}

und bei beiden sind optimale Basislosungen ganzzahlig.
A7y > e bedeutet y € {0,1}/VI und y,, = 1 = alle zu u inzidenten Kanten werden iiberdeckt.
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Satz 1.7.8 (Konig und Egervary). In einem bipartiten Graphen ist die maximale Kardinalitdt
eines Matchings gleich der minimalen Uberdeckung aller Kanten durch Knoten.

Beweis. Siehe obige Uberlegungen. U

Spezialfall: perfektes Matching in X, ,,

L' T11 11 1

2 11 1 1 !

. 1

n 11 1 1 !

A=—11 I 1 e =

9 1 1 1 1
1
1

n | 1 1 1]

2

Az = e bedeutet: “Jeder Knoten wird genau einmal tiberdeckt.

Kanten 1

Knoten n
Tray o Taay oo =1
n L{n1} **° Tinn}
——
|

X ={zr > 0: Ar = e} <= Menge der nichtnegativen n x n-Matrizen mit Spalten- und
Zeilensumme 1 (“doppelt stochastische Matrizen™).

Jede Ecke von X ist ganzzahlig und entspricht einer “Permutationsmatrix”.
1 0000
0
Beispiel: P = | 0
0
0

O = O O
o O O
_ o O O

0
1
0
0

Satz 1.7.9 (Birkhoff). Doppelt stochastische Matrizen sind Konvexkombinationen der Permuta-
tionsmatrizen.

Das Transportproblem

Gegeben: eine Menge von Produzenten ¢ € P, die alle dasselbe Gut anbieten
eine Menge von Konsumenten j € K, die alle dieses Gut nachfragen
a; sei die von ¢ € P angebotene Menge
b; sei der von j € K nachgefragte Bedarf
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Annahme: ) a; = ) b; (sonst: fithren kiinstlichen Produzenten/Konsumenten ein)
i€P jEK

= Modellierung iiber bipartiten Graphen G = (V, E)mitV = PUK, E =P x K
ce = ¢y 5y seien die Transportkosten fiir Transport einer Einheit von ¢ nach j.
T, = Ty ) sei die von ¢ nach j transportierte Menge.

Gesucht: kostenminimaler Transportplan.

((min Y c.x,

ecE

s.t. Z Ty = Q4 Vi e P
JjEK
Z LL’{Z‘J‘} = bj VJ eK
ieP

L z.>0 Vee E

.. ) ) 1 JueV:j={u
Betrachten Knoten-Kanteninzidenzmatrix A mit A; ; = { j =i}

0 sonst.
Beispiel:
1 2 3 4 5 6
I1{1 1.0 0 0 O
A 20 01 1 0 O
3]0 00 0 1 1’
411 01 0 1 0
50 1. 0 1 0 1

v = (2.)eer € R (z € RY)

Anpr =x1+ T2 =204y + 25 = 01

5

Ay =21+ T3+ 25 = T4y + Toay + T3y = by

.y

Damit erhélt man die Aufgabe in Matrixschreibweise: min {CT.CE Ax = ( Z ) , T > O}.
Matrix A ist total unimodular (nach Satz 1.7.7 (Heller und Tompkins): alle Zeilen zu 7 € P in

eine Klasse, alle Zeilen zu j € K in andere Klasse).
= Simplexmethode liefert (falls a, b ganzzahlig) ganzzahlige Losung.

1.7.2 Fliisse in Netzwerken

Rohrleitung, Verkehrsstrome, Datenstrome,. . .
Betrachten dazu gerichtete Graphen:
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Definition 1.7.8. Ein gerichteter Graph oder Digraph (directed graph) ist ein Paar D = (V, E)
aus einer Knotenmenge V und einer Menge E gerichteter Kanten (Pfeile, geordnete Knotenpaa-
re, arcs), d.h. E C {(u,v) : u,v € V,u # v}.

Die Knoten-Kanteninzidenzmatrix A € {0,1, —1}VIXIEl ist gegeben durch

1 fallsJueV:j=(u,i) € £ (Pfeil j endet in i)
a; =4 —1 falls3ueV:j=(i,u) € E (Pfeil j beginnt in 7)
0 sonst.

Beobachtung 1.7.10. Die Knoten-Kanteninzidenzmatrix eines gerichteten Graphen ist total un-
imodular.

Beweis. Mit Satz 1.7.7: Weil in jeder Spalte genau eine 41 und genau eine —1 ist, liegen alle
Zeilen sogar in nur einer Klasse. 0

Bemerkung 1.7.11. e Mehrfachkanten sind moglich (Beobachtung 1.7.10 bleibt giiltig).
o rank(A) < |V, weil die Zeilen von A linear abhiingig sind (Summe aller Zeilen = 0).

Definition 1.7.9. e Ein Netzwerk besteht aus einem gerichteten Graphen D = (V| E) und
Kapazitdten auf den Kanten, also w, > 0,Ve € E.

o Ein Fluss ist eine Funktion f : E — R, fiir die gilt:

E fe = E fe Vu € V (“Flusserhaltungsbedingungen”)
vie=(u,v)EE vie=(v,u)EE
vom Knoten u ausflieffender Fluss im Knoten u ankommender Fluss

o Gilt zusdtzlich 0 < f, < w, Ve € E, heifit der Fluss zuldssig.

Mit z € le‘,xe = f. = f(e) sind also die Flusserhaltungsbedingungen Ax = 0 und die
Zulassigkeitsbedingungen 0 < z < w.

A 0
Ax = _
{930 _ Al Z|o
0<z<w I w
-1 0
——

total unimodular nach Beobachtung 1.7.10 und 1.7.3

= wichtig fiir ganzzahlige Optimierungsprobleme.

Sowohl untere Kapazititsschranken [ < x als auch Zufluss/Abfluss in gewissen Knoten lassen
sich mit geeigneten rechten Seiten modellieren.
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Definition 1.7.10. In einem Digraphen D = (V, E) heif3t eine Knotenmenge

{(v1,v9),..., (vg,v1)} C Emitv; # v; Vi # j
gerichteter Kreis der Linge k. Die Menge aller Kreise in D wird mit C(D) bezeichnet.

Beobachtung 1.7.12. Jeder (zuldissige) Fluss ldsst sich darstellen als nichtnegative Linearkom-
bination der Kreise, d.h. 3fc > 0,C € C(D), so dass

=Y. fox(C).

ceC

Dabei bezeichnet x(C) € {0, 1}/F! den Inzidenzvektor von C, d.h. (x(C)). = {(1)’2 ; g
Beweis. Falls x = 0 fertig (fc = 0).

Seialso z # 0, d.h. I(vy,v2) € E : Ty 00 > 0 = I(v2,03) € E 1 Xy > 0 (Wegen
Flusserhaltung) usw. Solange fortsetzen, bis erstmalig ein bereits besuchter Knoten auftritt =
gerichteter Kreis C' € C(D) = wihle fo = min{z, : e € C} > 0= setze z = = — fox(C)
und setze fort mit neuem Fluss z. Dies endet nach endlich vielen Schritten, weil in jedem Schritt
mindestens eine Kante auf Null gesetzt wird. ]

Maximaler s-t-Fluss

Fiir ein gegebenes Netzwerk D = (V, E') mit Kapazititen w sucht man einen “Fluss”, der mog-
lichst viel Material von einem Knoten s (Quelle, source) zu einem Knoten ¢ (Senke, sink) mit
s # t unter Beachtung der Kantenkapazititen transportiert.

Modellierung: fiihre kiinstliche Kante von ¢ nach s mit “unendlicher” Kapazitit ein (endlich
reicht: wy; oy = 1+ > we).

eck
AX L (t,5) min w”
_ s.t. Az =0 - P
primal: 0 < 2 < w dual: st. ATy +p—q = enys
o p>0,g>0
q P

Aquivalente Formulierung der Dualen:

min w’p

Sty —Yi + D) — ey =0 V(i,7) # (t,s) € E
Ys — Yt T Ptys) — dts) = 1
p=>0,9=>0.



40 KAPITEL 1. LINEARE OPTIMIERUNG

Definition 1.7.11. o Sei x ein zuldssiger Fluss in D = (V, E') mit Kapazitiit w. Der Wert des
s — t-Flusses ist x ().
e Sei D = (V, E) ein Digraph und S C 'V, dann heifsit die Kantenmenge
67 (S)={(i,j))eE:ieS,jeV\S}
“Schnitt” (cut) in D.
o Ists€ Sundt €V \S, soheifst 67(S) s — t-Schnitt in D.

e In einem Netzwerk D = (V, E) mit Kapazitit w ist fiir S C V der Wert des Schnitts

w(0t(9)) = > w..

e€dt(9)
Beobachtung 1.7.13. Der Wert jedes s—t-Flusses ist kleiner gleich dem Wert jedes s—t-Schnitts.

Beweis. Sei x ein s — t-Fluss. Wegen Beobachtung 1.7.12 ist z = ZCeC(D) fox(
des Flusses ist 2, ;). Sei S € V mits € Sundt € V' \ S. Firalle C' € C(D) mit (t,s) € C gibt
es mindestens eine Kante e(C') mit e € 07(5). Sei I = Upce(p) 1.5)ec €(C) € 67(9)

(
= T(ts) = ) fe< Y ze< 3 ze< 3 we=w(d7(9)).

CeC(D),(t,s)eC ecF ecdt(S) e€dt(9)

ox(C). Der Wert

0

Satz 1.7.14 (Max-Flow-Min-Cut Theorem, Ford und Fulkerson). In einem Netzwerk mit Ka-
pazitit w € Z‘f' ist der Wert eines maximalen s — t-Flusses gleich dem Wert eines minimalen
s — t-Schnittes.

Beweis. Nebenbedingungsmatrix ist total unimodular, rechte Seite (der Dualen) ist ganzzahlig
= Satz 1.7.4: Duales hat eine ganzzahlige Optimallosung = Primales und Duales haben den
gleichen Wert z(; o) < w5y = > w; + 1.
Sei0 < x5 < w,s) = Satz vom komplementdren Schlupf: p; o) = 0= ys—y: = 1+qus > 1
und y ganzzahlig. Wihle § € {ys,ys — 1,...,y, + 1}. Setze S = {i : y; > y}.
Behauptung w(6"(S)) = z ).
Offensichtlich ist y; > ¢, also s € Sund y; < g, alsot € V' \ 5, d.h. Sist ein s — ¢-Schnitt. Sei
i€ S,jeV\Ssowie (i,7) # (t,s) € E. Dannist y; — y; < —1, also p(; ;) — ;) > 1, also
muss p(; ;) > 1 sein. Nach dem Satz vom komplementéiren Schlupf folgt z(; ;) = w j).
Seii € V\ Sundj e Smit(ij) € E,dannist y; —y; > 1, also ¢;; j) > 1 und nach dem Satz
vom komplementden Schlupf ist z(; ;) = 0.
Damit gilt nach Beobachtung 1.7.13
Tes) = D Tap= D, way = w(d(5)).
(1.5)€6T(S) (1.5)€61(S)
0

Bemerkung 1.7.15. Fiir jedes yj bekommen wir eine minimalen Schnitt. Nach dem Beweis ist
Peij) > 1V(i,5) € 67(S) und Y wi jypj) = w(6F(S)). = puyy = 1s damit ist y, =y, + 1.
Trotzdem kann es noch andere minimale Schnitte geben.
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Minimale Kostenfliisse (Min-Cost-Flow-Problem)

Oft ist bekannt, wieviel in einem Netzwerk von einem Ort zu einem anderen flieen soll. Gesucht
wird nur nach einer Routenwahl zu minimalen Kosten.

e Fiir jeden Knoten wird angegeben, wieviele Einheiten dort entstehen oder verschwinden:
pro Knoten ¢ € V sei b; € R (positiv oder negativ) die “Balance”.

e Pro Kante kostet der Transport einen gewissen Preis pro Einheit: fiir e € E sei dies ¢, € R.

Definition 1.7.12. o Auf einem Netzwerk D = (V, E) mit Kapazititen w und Balancen b
heifit eine Funktion f : E — R, die die Flusserhaltungsgleichungen

Z f(ivj)_ Z f(],Z):bJVJEV

(3,9)EE (jR)eE

erfiillt, “balancierter Fluss”.

o FEin balancierter Fluss heifit zuldssiger Fluss, falls er die Kapazitditsbedingungen einhadlt,
also

0 < f(i,7) Swuy V(i,j) € E.

Ein Problem mit unteren Schranken an den Fluss /,, , < f < w,, , kann immer in ein Problem mit
unterer Schranke 0 umgewandelt werden: 0 < f’ < w,, — l,,. Das kann nachtréglich wieder
zuriickgesetzt werden: f = f’ + [, ,. Wie vorher gilt:

e Sind b und w ganzzahlig, sind alle primal optimalen Basislosungen ganzzahlig.

e Ist c ganzzahlig, dann sind die dual optimalen Basislésungen ganzzahlig.

Fiir alle Netzwerkprobleme dieser Art gibt es eine besonders effiziente Art, den Simplexalgorith-
mus durchzufiihren. Betrachten:

minc'x
s.t. Ax =5
0<x < w,

wobei A die Knoten-Kanteninzidenzmatrix eines zusammenhingenden Digraphen D = (V| E)
mit |V| = n sei.

Zeile i: Flusserhaltungsgleichung (balanciert) fiir Knoten .

Zeilen von A sind linear abhingig = Loschen Zeile zu Knoten n: ~~ A. Damit erhilt man

minc’x
s.t. Ax =0
0<z<w.

Eine Basis muss n — 1 mal linear unabhéngige Spalten enthalten.
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Lemma 1.7.16. Sei B C E eine Basis von A. Definieren G = (V, E) mit E = {{i,j} : (i,§) €
B}. Es gilt:

1. B enthdlt mindestens eine Kante e, die mit Knoten n inzidiert und G ist zusammenhdngend.

2. G enthiilt keinen Kreis (im ungerichteten Sinn).

Beweis. 1. Falls nicht, ist in jeder Spalte genau eine +1 und eine —1 = e” Ap = 0. Also sind die
Zeilen nicht linear unabhiéngig und B keine Basis.

Gleiches Argument gilt, falls G nicht zusammenhingend.

2. G hat n — 1 Kanten, G ist zusammenhingend. Nach Ubung 5.3 enthilt G keinen Kreis (G ist
ein Baum). L]

Definition 1.7.13. Ein zusammenhdngender ungerichteter Graph ohne Kreise heifst ein Baum.
Ein Knoten in einem Baum heif3t Blatt, falls nur eine Kante des Baumes mit ihm inzidiert.

= Jede Basis entspricht im ungerichteten Sinn einem Baum.

Satz 1.7.17. B C E ist genau dann eine Basis von A, wenn B im ungerichteten Sinn den Kanten
eines Baumes auf'V' entspricht.

Beweis. “=" Lemma 1.7.16

“«<" Bestehe der Baum nur aus einer Kante {v;,n}, dann ist Ag = (1) und Agz = b ist
eindeutig 15sbar. Allgemein hat der Baum mindestens ein Blatt # n (Ubung), also hat A eine
Zeile mit nur einem Eintrag # 0, dies sei in Spalte e. Berechne z. und eliminiere die Spalte. =
Es entsteht ein Baum mit einem Knoten weniger. Wiederhole dies. ]

Beispiel 1.7.2.

0 -1 1 -1 p
1 0 0 0 Tn2) 6
0 0 -1 0 ey | — | —10
0 1 0 0 TED 4
1 0 0 1 Tim) 2

= T(n2) = 6= T(1,4) = 4= T(3,1) = 10 = T(1n) = 4

Also: Das Gleichungssystem Apx = b ist sehr schnell und einfach lsbar.
Pivot bedeutet: neue Kante aufnehmen — es entsteht Kreis (reduzierte Kosten)
Kante aus dem Kreis entfernen (Ratio Test)
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reduzierte Kosten: aus der Dualen

max b’y —w’Z
(D) st. Al y—z+z=c
z>20,2z>0

1217]_—3 ZB ZB CB
=1 ~ — _ —
O P el R e
A%y = CB -+ ZB — ZB
& =0 _=0

—Zn + 2y = cy — ALy (hochstens eines der z;, z; # 0).

Lose ALy = cp. Die Spalten von A% entsprechen den Knoten. y; entspricht Knoteni € V' \ {n},
Yn := 0 (setzen wir so).
Fassen y; als Knotenpotentiale auf:

0 1 0 0]-1 h Cln2)
10 0 1]0 42 | ocam
1 0 -10|0 33 | con
-1 0 0 01 — Ciin

Yn(=0) ()

Von der Wurzel her entlang der Baumkanten auflésen:
Sei (4,7) € Bund i niher an der Wurzel und y; schon bestimmt = y; = ¢ ;) + i
J nidher an der Wurzel und y; schon bestimmt = y; = y; — ¢ 5

= y sehr schnell und einfach bestimmbar.
Reduzierte Kosten fiir (7, j) € N je nachdem bestimmen, ob x; ;) = 0 oder z(; j) = w(; ;):
zi ) =0 = (Satz vom kompl. Schlupf) Z; jy =0 (gehort zu z(; jy < w(; ;)
reduzierte Kosten: z(; ;) = cuijy — (1-y; — L-yi) = cujy + ¥ — ¥s
T ) = Wi, = (Satz vom kompl. Schlupf) z; ;) = 0 (gehort zu z(; ;) > 0)

reduzierte Kosten: Z(i,j) = (1 . yj —1- y1> — C(i,j) = yj — Y — C(i,j)

Kante (i, j) als Pivotspalte wihlbar, falls
(.I(l’]) = 0 und Z(ZJ) < 0) oder (l’(ld) = w(z,]) und z(z,]) < 0)

Wieder alle reduzierten Kosten effizient bestimmen. Sei Kante (i, j) die eintretende Variable.

0 vergrofert
Wi ) verkleinert
(1, 7) bildet einen Kreis C' C BU{(i, j) }, nur die Variablen aus dem Kreis sind betroffen, weil sie

Ratio Test: Wieviel kann z; j) = werden?
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linear abhéngig sind. Wie findet man den Kreis? Zur Wurzel hin nach dem ersten gemeinsamen
Punkt suchen. Veridnderungen um Az = Az, ;) in (; ;) fithren fiir Kante (k, 1) € C' zu

Ay — +Auz, falls (k, 1) im Kreis gleich orientiert ist wie (4, j)
kD = _ Az, falls (k,1) im Kreis gegenorientiert ist wie (i, 7).
2 =0 finde maximales Az

Fiir sodass 0 < xyy + Awgyy < weyy  V(k, 1) € C.

T(;,;) = W(y) finde minimales A,
Wiihle eine begrenzende Kante (k,[) € C' als austretende Variable, setze

Bt =B\ {(k,D)}U{(i,j)}

und setze fort.
Man erkennt sofort (da nur Addition und Subtraktion): b, w ganzzahlig = = ganzzahlig,
c ganzzahlig = vy, 2, Z ganzzahlig.

Wie findet man eine zuléssige Basis?
Neuen kiinstlichen Knoten einfiigen mit kiinstlichen Kanten zu allen anderen Knoten, deren Fluss
alle Balancen befriedigt. Phase I beseitigt den Fluss auf den kiinstlichen Kanten.



Kapitel 2

Konvexe Analysis

Gegenstand: notwendige und hinreichende Optimalititsbedingungen fiir konvexe Probleme
Grundlagen fiir konvexe Optimierungsalgorithmen

2.1 Konvexe Mengen

Definition 2.1.1. e Eine Menge C C R" heifst konvex, wenn mit x,y € C auch

ar+(1—a)ye C Vae(0,1).

o Eine Menge C' C R™ heifit konvexer Kegel, wenn mit x,y € C' auch

AMx+y)eC VYA>D0.

Wichtige konvexe Mengen:

Hyperebene: H,, = {x € R" : (s,z) = r} fiir gegebenes s € R",r € R
abgeschlossener Halbraum: {x € R" : (s,z) <r}

offener Halbraum: {x € R" : (s,xz) < r}

Einheitssimplex: N, = {a € R¥ : % 0y =1,0,>0,i=1...k}
Kegel: nichtnegativer Orthant: R, = {x e R" : x; >,i =1...n}

2.1.1 Grundlegende Operationen auf konvexen Mengen

Beobachtung 2.1.1. 1. Sei {C,};c, eine beliebige Familie konvexer Mengen.
Dann ist (. ; C; konvex.

2. Seien C; C R™ konvex fiiri = 1...k. Dann ist C; X ... x C} konvex in R™ x ... x R"*,

45
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3. Sei A : R" — R™ eine affine Abbildung. Dann ist fiir konvexes C' C R" das Bild A(C)
konvex in R™ und fiir konvexes Menge D C R™ das Urbild A~*(D) konvex im R".
4. Sind C,Cy C R" konvex, dann ist die Minkowski Summe C + Cs konvex; allgemeiner ist
mit ap, ay € R auch ayCy + aCy = {aqzy + asxs 21 € Cy, 19 € Co} konvex.
5. Ist C C R"™ konvex, dann ist das Innere intC' und der Abschluss clC' konvex.
Beweis. in Ubungen U

2.1.2 Konvexkombinationen und konvexe Hiillen

Aus der linearen Algebra ist bekannt:

Definition 2.1.2. o Fiirx,...vy € R und ay ...qap € R heifst Zle «o;x; Linearkombina-

tion der Elemente x;,1 = 1...k.
Ein (linearer) Unterraum enthdilt alle Linearkombinationen seiner Elemente.
Der Schnitt linearer Unterriume ist wieder ein linearer Unterraum.

Fiir beliebiges S C R"™ ist spansS / linS der kleinste Unterraum, der S enthdilt, oder
dquivalent: der Schnitt aller Unterriume, die S enthalten.

Fiirxi... 2, € R"und o ... ay, € R mit Zle a; = 1 heifit Zle o, z; Affinkombination
der Elemente x;,1 = 1... k.

Eine affine Mannigfaltigkeit (affiner Unterraum) vom R™ enthdilt alle Affinkombinationen
ihrer Elemente.

Der Schnitt affiner Mannigfaltigkeiten ist wieder eine affine Mannigfaltigkeit.

Fiir beliebiges S C R"™ ist af fS die kleinste affine Mannigfaltigkeit, die S enthdilt, oder
dquivalent: der Schnitt aller affinen Mannigfaltigkeiten, die S enthalten.

k + 1 Punkte xo,x1, ...,y heiffen affin unabhiingig, wenn die k Vektoren {x| — o, xo —
X, ..., Tk — To} linear unabhdngig sind.
Sind xq, . . .,z affin unabhdngig, dann ist jedes x € af f{xy,...,xy} eindeutig als Affin-

kombination durch © = Zf:o o mit Zf:o o; = 1 darstellbar:

Fiir x1,...,71, € R", oy ..., a3 > 0 mit Zle a; = 1 (oder o € /\},) heifst Zle 0T
Konvexkombination der x;.

Fiir beliebiges S C R™ ist die konvexe Hiille convS = ({S C C, C konvex}C der Schnitt
aller konvexen Mengen C, die S enthalten.
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o Fiirxy,...,xp € R" A\,..., A\ > 0 heifgt Zle \ix; konische Kombination der x;.
e Fiir beliebiges S C R" ist die konische Hiille
coneS = {x sk eN, (zq,...,21) €S, A, ..., g >0 x = Zle)\ixz}.

Beobachtung 2.1.2.  [. Eine Menge C' C R" ist konvex <=> C' enthiilt jede Konvexkombina-
tion ihrer Elemente.

2. Sei S C R" beliebig. Dann gilt
convS = {x eR":dkeN,zq,...,2, €5 a€ Zleoziwi :x}
“Die konvexe Hiille ist die Menge der Konvexkombinationen von Elementen aus S.”

3. Sei S C R" beliebig. coneS = R (convS) = conv(R,S)

Beweis. 1.,2.in Ubung
=1

k
A
3.Fir Yyl A > 0,0 > 0ist 2= Ais; = (D) _\) Z () A\)si
i=1 A/—’ i=1 Z A/—/
N s’ + ERJrS
EconeS Econv S Z
(Fiir Zle A; = 0 ist O-Punkt in allen drei Mengen.) ]

Tatsdchlich braucht man fiir x € convS bzw. coneS nur “recht wenige” Elemente aus S. (Wel-
che, ist von = abhéngig!)

Satz 2.1.3 (Satz von Carathéodory, Kegelversion). Sei S C R". Jedes x € coneS kann als
konische Kombination von linear unabhdngigen Vektoren s; € S dargestellt werden.

Beweis. Sei x = Zle Ais; € coneSmits; € Sund A\; > 0,7 = 1,..., k. Falls alle s; linear
unabhingig, so sind wir fertig.

Sind die s; linear abhiingig, dann geniigt es zu zeigen, dass wir ein s; eliminieren konnen (notfalls
wiederholen).

O.B.d.A. sei \; > 0, {s;} linear abhiingig = 33 € R¥ 3 #£ 0 : Zﬁzsz = 0, 0.B.d.A. ist ein
B; < 0 (verwende sonst —(3). Bestimme ¢ > 0, so dass A’ = A\ + tﬁ > 0 ist, und 3¢ mit X, = 0.

k k k
ie{l,....k}\ {3} =1 i=1 i=1
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Jedes © € coneS kann als konische Kombination von n Elementen aus S (abhingig von x)
dargestellt werden. Wie geht das bei convS?
Trick: “Homogenisierung”: Mache aus konvexer Menge in R™ einen konvexen Kegel im R"+1:

K = cone(C x {1})
”Jede konvexe Menge ist als Schnitt eines konvexen Kegels mit einer Hyperebene darstellbar.*

Satz 2.1.4 (Satz von Carathéodory, Originalversion). Sei S C R". Jedes x € convS kann als
Konvexkombination von hochstens n + 1 Elementen aus S dargestellt werden.

Beweis. Sei C' = convS, K = cone(S x {1}).

k .
(“”)eK @HAl,...,)\keR+:(‘T):E)\Z-(SZ)
1 1 i=1 1
k k

Sr=> Ns;mitA; >0und > X\ =1
e .

7 =1

& 1 € convS

Nach Satz 2.1.3 kann k£ < n + 1 gewihlt werden. O

2.1.3 Abschluss und relatives Inneres

Definition 2.1.3. e Fiir S C R" ist die abgeschlossene konvexe Hiille convS der Schnitt
aller abgeschlossenen Mengen, die S enthalten.

Fiir S C R" ist die abgeschlossene konische Hiille coneS = cl(coneS) der Abschluss der
konischen Hiille.

Die Dimension dimC' einer konvexen Menge C' ist die Dimension von af fC.

Das relative Innere riC' einer konvexen Menge C ist die Menge der Punkte x € C), fiir die
beziiglich af fC auch eine Umgebung von x in C' enthalten ist:

riC ={reC:3>0:B.(x)NaffC CC}.

Der relative Rand rbdC' (relative boundary) einer konvexen Menge ist der Rand von C

bzgl. af fC: rbdC = clC'\ riC.
Satz 2.1.5. Sei S C R". Ist S beschriinkt / kompakt, dann ist convS beschrinkt / kompakt.

Beweis. Seix = Zle o;x; € convS,x; € S, € AL mit k < n + 1 nach Satz 2.1.4.
Sei S beschrinkt durch S C By, (0).

= |l < 8 allell < MY an < M,
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also ist conv.S beschrinkt.
Sei nun S zusitzlich abgeschlossen.
z.z.: convS ist abgeschlossen

Sei {z* = S ok} € convS mit 2F € S, ofF € A, und #¥ — 2. Da S und A,y

kompakt, gibt es eine Teilfolge K° C N mit « LN a € Appqpund fiire = 1,...,n+ 1
n+1

Teilfolgen K C K7, so dass x* B Z; € S also zF —K" "y = > @ - T; € convS O
=1

Beobachtung 2.1.6. /. Sei S C R". Es gilt convS = cl(convS)
2. Ist S C R™ beschrdnkt, so gilt cl(convS) = conv(clS), also convS = conv(clS).
3. Ist S C R™ kompakt und 0 ¢ convS, dann ist

coneS = Rconvs'.
—_———

=coneS

Beweis. 1. Ubung

2. Wegen S C convS ist auch ¢S C cl(convS). Letztere Menge ist konvex nach Beob-
achtung 2.1.1 (5), also conv(clS) C cl(convS) = conuS nach (1). Nach Satz 2.1.5
ist conv(clS) abgeschlossen, daraus folgt convS C conv(clS) aus Definition 2.1.3 von
conuvs.

3. Nach Satz 2.1.5 ist C' := convS kompakt und nach Voraussetzung ist 0 ¢ C'.
Die Inklusion R C' C conesS ist offensichtlich.
z.z.: R C ist abgeschlossen.
Sei {\gzr} € RyC und Az, — x. Da C kompakt, existiert eine Teilfolge K, so dass

K _ _ A K K ~ .
ry — T # 0,7 € C. Wegen ﬁ — ﬁ muss A\, — % =: A > 0. Damit gilt
K ~ _
N~
eRy- eC
——
€R+C

Satz 2.1.7. Sei C' C R" konvex. Falls C # @ ist riC # & und dim(riC') = dim(C).

Beweis. Ist dzm(a ffC) = k, dann enthdlt C' k + 1 affin unabhéngige Elemente z, . .., ). Sei
7= ", k+1il?z das “Zentrum” des Simplex A = conv{xg,...,zr} C C. Die Spalten der
Matrix A = [z7 — xg, ..., T — T sind linear unabhéngig. affC = {7+ Aa : a € R*} und
fir y € affC gibt es ein eindeutiges a(y) € RF mit y = T + Aa(y). Wihle € > 0, so dass
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Yy € B.(Z) NaffC gilt||a(y)] < Dann ist

(k;+1)2

k 1
</€-|—1 ZOKZ >x0+zi1<k+1+a1<y))szA§C

-~

>0

=T eriAC mC’unddlm(mC) > dim A = dim(af fC).

O
Lemma 2.1.8. Sei C' C R" konvex, x € clC und € riC. Dann gilt:
(,y] ={az+ (1 —a)y:0<a <1} CriC.
Beweis. in Ubung L

Beobachtung 2.1.9. Sei C' C R" konvex. Die drei Mengen riC, C' und clC' haben dieselbe affine
Hiille (also gleiche Dimension), dasselbe relative Innere und denselben Abschluss, also auch
denselben relativen Rand.

Beweis. Dieselbe affine Hiille folgt aus Satz 2.1.7 (auch fiir c/C, weil a f fC' abgeschlossen).
Der Rest geht mit Lemma 2.1.8.

Zum Beispiel: 7iC' und C' haben den gleichen Abschluss, also noch zu zeigen: clC' C cl(riC')
Sei z € cIC und y € riC (gibt es nach Satz 2.1.7). Dann ist 2, = (1 — 1)z + 1y € riC nach
Lemma 2.1.8 und mit limy,_, . = = € cl(riC). O

Wie iibertrégt sich relatives Inneres und Abschluss bei den konvexititserhaltenden Operationen?

Beobachtung 2.1.10. Seien C', Cy C R"™ konvexe Mengen mit riCy N riCy # &. Dann gilt:

Ti(Cl N 02) = 7’2’01 N TiCQ und Cl(Cl N CQ) = ClCl N CZCQ.

Beweis. zuerst cl: Wegen riC; NriCy C C1 N Cy C clCy N clCy gilt:
Cl(TiCl N TiCQ) Q cl(01 N CQ) g ClCl N CZCQ.

Noch zu zeigen: clCy N clCy C cl(C1 N Cy)
Sei x € clCy N clCy. Wihle y € rCy N riCy; mit Lemma 2.1.8 folgt:

(z,y] CriCiNriCy CC1NCy =z € cl(riCy NriCy) C c(Cy N CY).
Wegen Beobachtung 2.1.9 folgt aus der Gleichheit von cl, dass

Ti(cl N CQ) = m’(m’Cl N TiCQ) g 7“2'01 N TiCQ.
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Noch zu zeigen: riCy N riCy C ri(Cy N Cy).

Sei x € riCy N riCy. Wihlen y € ri(Cy; N Cy) welches es nach Satz 2.1.7 gibt, da & #
m'Clﬁm'C’g Q ClmCQ.

Falls = = y, fertig. Sei also x # y.

Wegen y € Cy und = € riC} existierte; > 0: [y,y + (1 + 1) (x — y)] C C; (“stretching®);
wegen z € Cy und x € riCy existiert eo > 0 : [y, y + (1 4 2)(z — y)] C Ch.

=T :=y+ (1 +minf{ey,e})(z—y) € C1NCy und =z € (7,y).
Somit folgt nach Lemma 2.1.8

TeCiNCyyeri(CiNCy) = (Z,y] Cri(CyNCy),
alsoz € (T,y) C ri(Cy N Cy). O
Beobachtung 2.1.11. Seien C; C R"™ konvex fiiri =1, ...,k . Dann ist

ri(Cy X ... X Cy) =7riCy x ... X 1iCy,
cl(ClX...XCk):chlx...xC’k.

Beweis. Nutze af f(Cy x ... x C) =affCy X ... x af fC} und die Definition. ]
Beobachtung 2.1.12. Sei A : R" — R™ eine affine Abbildung.

1. Ist C C R™ konvex, dann ist ri(A(C)) = A(riC).
2. Ist D C R™ konvex mit A~ (riD) # @ (Urbild), dann ist ri(A~' (D)) = A~ (riD).

Beweis. 1. Da A stetig (folgt aus A affin), gilt fiir beliebige S C R"™: A(clS) C cl(A(S)) und es
gilt nach Beobachtung 2.1.9:

A(C) € A(clC) = A(cl(riC)) C c[A(riC)] C cl[A(C)].
Also ist cl[A(riC)] = cl[A(C)]. Nach Beobachtung 2.1.1 (3) und Beobachtung 2.1.9 folgt
ri(A(C)) = ri[A(riC)] C A(riC).
Wir zeigen nun A(riC') C riA(C).
Seiw = A(T) € A(riC) mit T € riC. Seiv € A(y) € rA(C) mity € C. Falls v = w fertig.
Sei also v # w und damit T # y. Nach dem Dehnungsargument existiert wegen = € riC,y € C
einz € C,sodass T € (y,z) C C und wegen v # w ist A(Z) € (A(z), A(y)). Nach Lemma
2.1.8ist A(T) € riA(C).
2. mit gleicher Technik U

Bemerkung 2.1.13. 1. In Beobachtung 2.1.12 (2) braucht man A=*(riD) # @:
Sei A =0""", D =R" = ri(A~*(D)) =R", aber A" (riD) = &, da 0 & riR""
2. Esgilti. A. nicht, dass cl(A(C)) = A(clC):
Sei A=[01],C ={(z,y):y>21,z>0}
3. Wegen ri(anCy + aaCy) = a1riCh + aoriCy folgt die wichtige Charakterisierung:
0e 7“7:(01 N 02) <= riCy NriCy 7é a.
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2.1.4 Projektion auf abgeschlossene konvexe Mengen

Definition 2.1.4. Sei @ # C' C R" abgeschlossen, konvex und x € R". Dann heif}t

po(x) arggggQIIy ||

die Projektion von x auf C. Dabei bezeichnet arg min das eindeutige minimierende Element.

Bemerkung 2.1.14. pc ist wohldefiniert, da f(y) = 3|y — z||* streng konvex ist und daher
die Optimallosung eindeutig ist. Die Existenz folgt aus der Stetigkeit von f und der Wahl einer
kompakten Kugel um x, die C' schneidet. (Radius ist r = ||x — y|| fiir einy € C.)

Satz 2.1.15. Sei @ # C' C R" abgeschlossen, konvex undy € C,xz € R".

y=pc(r) <= (r—-7,y—7) <0 Vyel.

Beweis. “=":Seiy = pc(z), dannist firy € Cund o > 0
slle =3l < 5lle = @+ aly =9)I* < slle =9I — ale =7,y = 7) + o3 lly — 7,
also ist 0 < —a(z — ¥,y — ¥) + o]y — g||>. Fir a — 0 geht o schneller gegen 0 als «
“«<": Erfiillt y die Relation (z — 7,y — y) < 0Vy € C, dann folgt
02 (z—gy—a+te-7 =lle-7"+@&-7y-7 = lz—71" = lz =7l |y -zl
Division durch ||z — || zeigt, dass ||z — 7|| < ||y — z|| Yy € C. O

Beobachtung 2.1.16. Sei @ # C' C R" abgeschlossen und konvex.
Dann gilt V(1, v2) € R® X R™ : [[po (1) — po(za) | < (po(21) — po(22), 21 — 22).

Beweis. Nach Satz 2.1.15 mit x = 21,7 = po(x1),y = pce(x2)
= (pc(x2) — po(r1), 1 — po(r1)) < 0.

Nach Satz 2.1.15 mit x = 25,7 = pc(x2),y = pe(x1)
= (pc(1) — po(r2), 12 — po(w2)) < 0.

Addition beider Ungleichungen liefert

(pc(x1) — po(r2), 22 — 21 + po(1) — po(r2)) < 0.
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Bemerkung 2.1.17. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt aus obiger Beobachtung, dass
lpc(x1) — po(xe)|| < ||x1 — 2|, d.h. die Projektion ist eine kontrahierende Abbildung. (”Der
Abstand dehnt sich durch Projektion nicht aus. )

Definition 2.1.5. Sei K C R" ein konvexer Kegel (nicht notwendigerweise abgeschlossen). Der
polare Kegel (polar cone) ist

K°={seR": (s,x) <0Vzx € K}.

“Menge aller Normalvektoren auf Hyperebenen, die K im negativen Halbraum enthalten.”

K ist abgeschlossen: Sei {s;} — s mit s, € K°; dann ist fiir z € K beliebig
(s,z) = lim(sy, ) < sup(sg,z) < 0Vz, alsos € K°.
Satz 2.1.18. Sei K ein konvexer abgeschlossener Kegel.

:pK(x)@@EK,x—@EKO,(l’—y,w=0.

<

Beweis. “=" Nach Satz 2.1.15 = (x — 7,y — ) < 0Vy € K. Setze y = ay. Dann folgt fiir
beliebiges av > 0

(@ =1){z-7.7) <0Vy € K.
Da («— 1) sowohl positiv als auch negativ sein kann, folgt (x — 7, 7) = 0 und damit (z — 7, y) <

0 Vy € K, also nach Definition x —y € K°.
“«<" Sei iy wie beschrieben, y € K beliebig.

dlle=yl? = gle—g+7—yl>=3lle =9I + (@ - 7.9 - v) + 57—yl
= slle=7l° = (@ =79 + 517 -yl
> Slle=7lP - (z-7,9)
<0 wegen (z—7)EK®
> Sl =7l
Nach Definition ist damit = § = pg(z). O

2.1.5 Separierung konvexer Mengen
Satz 2.1.19. Sei C' C R", C konvex, abgeschlossen und sei x ¢ C. Dann gibt es ein s € R™ mit

(s,x) > sup(s,y).
yeC
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Beweis. Setze s :=x — pco(x) # 0,dax ¢ C. Nach Satz 2.1.15 ist
<O > $Y — (I - 8)> = <S7y> - <va> + ||5H27Vy eC
——
pc(c)
und daher ist
(s,2) = |IslI* = (s,9) ¥y € C.
[

Korollar 2.1.20 (starke Trennung konvexer Mengen). Seien C,, Cy zwei nichtleere konvexe
abgeschlossene Mengen mit Cy N Cy = @. Ist Cy beschrinkt (und damit kompakt), dann gibt es
ein s € R", so dass

sup (s,71) < min (s, y2).
y1€Cy Y2607

Beweis. C; — Cy ist konvex und abgeschlossen (weil Cy kompakt) und 0 ¢ C; — Cy (weil
C1 N Cy = @), nach Satz 2.1.19 gibt es ein s € R™ mit

sup{(s,y) 1 y € C; — Cy} < (s,0) = 0,
also

0> sup (s,y1) + sup (s, —y2) = sup (s,y1) — inf (s,ys).
y1€C1 y2E€Co y1€C1 Y2602
Wegen C'; kompakt, wird das inf angenommen, also

sup (s,71) < min (s, y).
y1€C1 Y2607

Das Korollar hilft nachzuweisen, dass konvexe Mengen Stiitzhyperebenen erlauben.

Definition 2.1.6. Eine Hyperebene H, stiitzt eine Menge C, wenn C ganz in einem der beiden
abgeschlossenen Halbrdume enthalten ist.
Sie stiitzt C in x(€ C), falls zusdtzlich (s, x) = r gilt.

Lemma 2.1.21. Sei x € bdC mit @ # C € R" konvex. Dann gibt es eine Hyperebene, die C' in
T SHitzt.

Beweis. C,clC sowie deren Komplemente haben denselben Rand (nach Beobachtung 2.1.9) =
Hap b reny mit . ¢ clC und limy_ ;= x. Fir jedes k gibt es nach Satz 2.1.18 ein s, mit
|skll = 1, so dass

(s, —y) > 0Vy € C C cC.

Da die s; auf einer kompakten Kugel liegen, existiert eine Teilfolge /K und ein s, so dass

{sk} X, s und damit (s,xr —y) > 0Vy € C. Die Stiitzhyperebene ist also H;,: (s,z) =
r > (s,y) Vy € C. d
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Falls C' “flach” ist, kann es vorkommen, dass C' C H,, = {x : (s,x) = r}. Vermeidbar, falls
xo € rbdC, indem die Konstruktion in a f fC' ausgefiihrt wird.

Satz 2.1.22. Sei @ # C & R" konvex. Dann ist der Schnitt aller Halbriume, die C' enthalten,
der Abschluss von C.

Beweis. Es gilt:
dAC CcC*:={z eR": (s,x) <rmitC C{y: (s,y) <7}},

denn falls C' im abgeschlossenen Halbraum ist, liegt auch c¢/C' im abgeschlossenen Halbraum.
Sei nun z ¢ ¢lC. Separiere x von clC' (Satz 2.1.19) durch sy # 0, so dass

(s0,2) > sup (s0,y) =: 7o,
yeclC

also x ¢ C*. O

Korollar 2.1.23. Jede abgeschlossene, konvexe Menge C' ist der Schnitt aller Halbriume, die C'
enthalten.

Klappt auch fir C' = R", C' = @.
Spezialfall: Polyeder.

Definition 2.1.7. Ein (abgeschlossenes, konvexes) Polyeder ist der Schnitt endlich vieler Halb-
rdaume

P={zeR":(s;,x)<rjj=1,....,m}={x: Az < b}
Sind alle r; = 0 (b = 0), dann ist P ein abgeschlossener, konvexer, polyedrischer Kegel.

Satz 2.1.24. Sei K ein konvexer Kegel mit Polarkegel K°, dann ist der bipolare Kegel (K°)° der
Abschluss von K.

Beweis. Nach Definition ist K° = {s € R" : (s,z) < 0Vz € K}. Da K ein Kegel ist, ist fiir
seR"

sup(s, ) =

{ 0  falls s € K° (betrachte Folge x; — 0)
zeK

oo sonst (fiir (s, x) > 0 betrachte Ax mit A — 00),

also beschreibt K ° die Menge aller Halbrdume, die /i engstmdglich umfassen. Nach Satz 2.1.22
ist der Schnitt aller dieser Halbrdume der Abschluss von K, also

AK = ({zeR": (s,2) <0} = {z € R": (s,2) <OVs € K°} = (K°)°.

seK®°
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Fiir die Optimierung iiber polyedrische Mengen (z.B. bei LP’s) ist von Bedeutung, ob X’ = {z >
0 : Az = b} eine Losung hat oder ob nachweisbar ist, dass X' = & gilt.

Aufgefasst als Frage ”b € {>_ A _;z; : x; > 0} liest sich das als: Ist b im Kegel, der von den
Spalten von A aufgespannt wird? Antwort darauf gibt das Lemma von Farkas.

Lemma 2.1.25 (Lemma von Farkas, Version 1). Sei b € R" und A € R"*™,
Dann hat genau eines der Systeme

Ar=b,x >0 und Ay <0,y >0

eine Losung.
“Entweder liegt b im Kegel, der von den Spalten von A aufgespannt wird, oder es gibt eine
Hyperebene mit Normalenvektor vy, die b vom Kegel trennt.”

Falls b nicht im Kegel liegt, muss der Kegel nur “abgeschlossen” sein, damit das Lemma aus dem
Trennungssatz 2.1.19 folgt.
Das Farkas Lemma wird also durch den Beweis folgender Umformulierung bewiesen.

Lemma 2.1.26 (Lemma von Farkas, Version 2). Seien a1, ..., a,, aus dem R" gegeben. Der
konvexe Kegel

K = cone{ay,...,an} = {Z)\iai:)\izo,izl,...,m}

ist abgeschlossen.

Beweis. Sei {b*} — bmitb* € K, also b¥ = " M\fa; : \F > 0 Vi, k. Sind die a; linear unabhén-
gig= \F — \; > 0mith= > a;\; € K, also abgeschlossen.

Falls die a; linear abhingig sind, dann konnen \¥ “ganz beliebig” aussehen; miissen die linea-
re Abhingigkeit loswerden. Nach Satz 2.1.3 kann jedes x € K als konische Kombination von
linear unabhéngigen Vektoren a; dargestellt werden. Es gibt nur endlich viele linear unabhingi-
ge Teilmengen von {as,...,a,}, also endlich viele abgeschlossene Teilkegel. In einem davon
miissen unendlich viele b* liegen und nach dem ersten Teil daher auch b. U

2.1.6 Seitenflichen und Extrempunkte

Definition 2.1.8. e Seien F,C C R" konvex mit F' C C. Falls aus x € F und 3x,,29 € C
mit x € (x1,x2) folgt, dass w1, x5 € F, dann heifit F' Seitenfliiche von C.
In Worten: “Enthiilt eine Strecke aus C einen inneren Punkt aus F, dann ist die ganze
Strecke in F' enthalten.”

o I und C nennt man triviale Seitenfliichen von C.

e Eine Seitenfliche F von C mit dim(F') = dim C — 1 heift Facette.
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e Eine Seitenfliche F von C mit dim(F') = 1 heifit Kante (edge).
e Eine Seitenfliche F von C mit dim(F') = 0 heif$t Extrempunkt.

o Eine Teilmenge ' C C (C konvex) heifit exponierte Seitenfliiche, falls es eine Stiitzhyper-
ebene H,, gibt, mit ' = H,, N C.

e FEin exponierter Extrempunkt heif3t Ecke (vertex).

Beobachtung 2.1.27. Eine exponierte Seitenfliiche ist eine Seitenfliiche.

Beweis. F' sei eine exponierte Seitenfliche zur Stiitzhyperebene H,, an C, also F' = H,, N C.
Seien 1,9 € C'mit (s, 1) <7, (s,29) <7rund T = axy + (1 — a)zy € F fiireina € (0,1).
Also ist

p “EF= 0 (5,7) = (s,az1) + (s,(1 —a)xe) <ar+ (1l —a)r=r

= (s,x1) =71, (s,z2) =7
= 11,29 € F.

Beobachtung 2.1.28. Ist & # C' C R" konvex und kompakt, dann hat C' Extrempunkte.

Beweis. Da C kompakt, wird fiir die stetige Funktion ||z||? das Maximum iiber C' angenommen;
sei T € C' ein Punkt, der dieses Maximum realisiert. Falls {Z} kein Extrempunkt, dann gibt es

1,10 € C:T = %(ml + x5)
(o.B.d.A.ist v = %). Dann ist
1201 = 13 (z1 + 22) |12 < 3(I2l® + ll2=l?) < 3(171° + 17]%) = [|=]*
= Widerspruch. ]

Beobachtung 2.1.29. Sei I eine Seitenfliiche von C, C' konvex. Dann ist jeder Extrempunkt von
F auch ein Extrempunkt von C.

Beweis. Falls x € F und kein Extrempunkt von C', dann gibt es offensichtlich z;, x5 € C' mit
x € (x1,79) = x1, 19 € F = x ist kein Extrempunkt von F'. O

Satz 2.1.30 (Satz von Minkowski). Sei C' C R" konvex und kompakt. Dann ist C' die konvexe
Hiille ihrer Extrempunkte.

Beweis. Induktion iiber dim C'.
Wabhr fiir C' = @ bzw. dim C' = 0.
Sei z € C, zu zeigen: x ist Konvexkombination der Extrempunkte von C'.
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1. x € rbdC: Nach Lemma 2.1.21 und Bemerkung gibt es eine Hyperebene, die C' in x stiitzt,
so dass dim(C' N H) < dim C' — 1, also ist « nach Induktionsvoraussetzung darstellbar als
eine Konvexkombination der Extrempunkte von /' = C' N H. F ist Seitenfliche nach Be-

obachtung 2.1.27, deren Extrempunkte sind auch Extrempunkte von C' nach Beobachtung
2.1.29.

2. x € riC: Wihle Gerade in af fC durch x; diese schneidet 7bdC' in zwei Punkten  und
7 (da C kompakt). Diese sind als Konvexkombination darstellbar nach Teil 1. = x ist als
Konvexkombination von Z und T ebenfalls als Konvexkombination von Extrempunkten
von C darstellbar.

Beobachtung 2.1.31. Sei C' C R" konvex und kompakt, s € R". Dann gilt:

rnag;(s, x) = max{(s, z) : « Extrempunkt von C}
Tre

arg macx(s, x) = conv arg max{ (s, z) : « Extrempunkt von C},
faS
wobei arg max die Menge der Optimalpunkte bezeichnet.

Beweis. Da C kompakt, nimmt (s, .) ihr Maximum r* auf C' an = F = C' N H,,» # & ist
exponierte Seitenflidche, da H ,~ Stiitzhyperebene. [ ist die Menge der Optimallosungen und
als konvexe, kompakte Menge nach Satz 2.1.30 die konvexe Hiille ihrer Extrempunkte, die nach
Beobachtung 2.1.29 auch die Extrempunkte von C' sind. U

“Spezialfall” Hauptsatz der linearen Optimierung: Basislosungen sind Extrempunkte der zulés-
sigen Menge.

2.1.7 Tangenten- und Normalenkegel

In der glatten nichtlinearen Optimierung werden die Funktionen durch Tangentialebenen und
Gradienten approximiert. In der konvexen Welt braucht man fiir die “Knickstellen” Kegel.

Definition 2.1.9. Sei @ # S C R". Wir nennen eine Richtung d € R" tangential zu S in einem
Punkt x € S, wenn es eine Folge von Punkten {x}} € S mit v, — x und {t;;} | 0 gibt mit

. T — T
lim —d.
k—o00 tk

Die Menge aller solcher Richtungen nennen wir den Tangentialkegel zu S in x und schreiben
dafiir Ts(x). Stets ist 0 € Ts(x).

Tp—
ti

Setzt man d;, = — d erhilt man:
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Beobachtung 2.1.32.
deTs(x) < Hdp} — d, {tr} | 0: x + trdy € S VEk.
Beobachtung 2.1.33. Der Tangentenkegel ist abgeschlossen.

Beweis. Diagonalisierungsargument {d;} — d mit d; € Tg(x). Seien {xy,;}, {tx,} die d; defi-
nierenden Folgen. Fiir jedes [ bestimme k;, so dass

Ty 1~

Uyl =2
Tk, 1—T

= Folge {xkl,l}, {tkl,l} erfiillt lim;_, o ]
1

—d € TS(Z’). U]

Beobachtung 2.1.34. Sei C' abgeschlossen und konvex, x € C. Der Tangentenkegel ist der
Abschluss des durch C' — {x} erzeugten Kegels:

To(z) =cone(C — {z}) =R (C —{z})=c{d eR":d = a(y — x),y € C,a > 0}.

Beweis. C'—{z} C T:(x), weil
r+tde CVde C—{z} Vtel01].

Da T¢(z) abgeschlossen (Beobachtung 2.1.33), ist also auch c/{R (C' — {z})} C T ().
Sei nun d € T¢(x) mit {xy}, {tx} nach Definition, dann ist offensichtlich

U € R (C—{x}),
also ist der Limes d auch im Abschluss c/(R (C' — {z})). O

Definition 2.1.10. Eine Richtung s € R™ heifst normal zu C'in x, falls (s,y — z) < 0Vy € C.
Die Menge aller solcher Richtungen wird Normalenkegel zu C' in © genannt und mit N¢(x)
bezeichnet.

Beobachtung 2.1.35. Der Normalenkegel ist polar zum Tangentenkegel.

Beweis. Seis € No(x),d:= (y—x) € C —{z}. Es gilt

(s,d) <0Vd e C—{x} = (s,d) <OVR,(C —{x})
und wegen der Stetigkeit gilt das auch Vd € cl(R(C — {z})) = Tc(x). Also ist No(z) C
[Te(x)]°.
Sei s € [Te(z)]°. = (s,d) < 0Vd € Te(x) = d(R(C —{z})) = (s,d) < 0Vd €
C —{z}. O
Da fiir konvexe Kegel C' die Gleichheit (C°)° = cl(C') gilt (Satz 2.1.24) und der Tangentenkegel
bereits abgeschlossen ist (Beobachtung 2.1.33), folgt jetzt sofort:

Korollar 2.1.36. Der Tangentenkegel ist der Polarkegel des Normalenkegels.
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2.2 Konvexe Funktionen

Definition 2.2.1. e Die Menge ConvR"™ bezeichnet die Menge der eigentlich (proper) kon-
vexen Funktionen f : R" — RU {oo} (mit f # +00).

o ConuR™ bezeichnet die abgeschlossenen Funktionen in C'onvR™.

o domf ={x € R": f(zx) < oo} (domain) bezeichnet den eigentlichen Definitionsbereich
von f. (Erist fiir f € ConvR"™ nichtleer.)

Satz 2.2.1 (Jensensche Ungleichung). Sei f € ConvR™
Fiirk e NJx; e domf,i=1,...,k,a; > 0,> o; = 1 gilt:

f (Z:Zk:lale) < izzk:lozif(xi).

(871
1—ap

Beweis. Spalte erst «,,x, abmitT = > T; USW. O

Besondere Bedeutung haben lineare (affine) Funktionen f(z) = (s,z) + r mit s € R",r € R.
Deren Epigraph ist ein Halbraum, der durch einen nichthorizontalen Normalenvektor (s, —1)
ausgezeichnet ist.

Beobachtung 2.2.2. Sei f € ConvR" und x¢ € ri(domf). Dann gibt es eine lineare Minorante,
die f in xq stiitzt, d.h. 3s € R" :

f(x) > f(xo) + (s,x —xy) VaeR™
Beweis. O.B.d.A.ist af f(domf) = R™. Wihle zy € int(domf). (xo, f(zo)) ist auf dem Rand

des Epigraphen. Nach Lemma 2.1.21 gibt es eine Stiitzhyperebene in (xg, f(z¢)) mits € R", a €
R, so dass

(s,x) +ar < (s,zo) + af(zg) V(z,7) € epif.

a muss < 0 sein, sonst ergibt sich fiir » — oo ein Widerspruch.
Wegen zq € int(domf) ist « = 0 unmdglich (wihle © = xo + £5), also a < 0. Skaliere «v auf
den Wert —1

= f(xg) + (s,x — x9) < f(x) Vo € R"

Lemma 2.2.3. Sei f € ConvR"™ und es gebe xo € R",0 > 0, m, M € R, so dass
m < f(z) < M Vx € Bas(zp).
Dann ist f Lipschitz-stetig auf Bs(zo) :

[f) = FW) < 552y = /| Vy. ¢ € Bs(xo).
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Beweis. Wihle y,y’ € Bs(xg) und setze y" :=1vy' + 0-4—L

=i € Bas(wo).
Iy’ =yl

Nach Konstruktion gilt y" € [y", y], genauer: y' = Ty yHy "+ 5+Hy6’fy||y =o' +(1-a)y .
Da f konvex und m < f(x) < M ist, folgt

fW)—fly) < af(y)+0—a)f(y) - fy)

il (57 — 1)
< 3y = yll(M —m).

Ebenso fiir ¢ vertauscht mit ¢/'. O
Satz 2.24. Sei [ € ConvR" und S eine kompakte Teilmenge von ri(domf). Dann gibt es
L = L(S) > 0 mit

[f(x) = f(a")] < Lljo — 2'|| Vo, 2" € S.

Beweis. O.B.d.A.sei af f(domf)=R", also ri(domf) = int(domf).
Wir werden zeigen:
(%) VYao €S 36 =0(xo), L = L(xg,0): Bs(zg) Cint(domf)
[f () = FW)I < Llly = /' [| Vy, 4" € Bs(o).
= Bekommen damit offene Uberdeckung von S; wegen Kompaktheit lisst sich eine endliche
Uberdeckung mit den Parametern

(Ihélu L1)7 R (xku(;ky Lk)

extrahieren. Setzen dann L := max{Ly, ..., Ly }. Fir [x,2'] C S zerlege
[, 2T = [0 1] U ly,3e] V- Uly-r, o )

mit [yi—1,y:] C Bs,, (2x,).i=1,....0und ||z — 2’| = 30, ||y — vl Dann ist
[F(2) = F@)] < 200 (9:) = Fyim)| < 22 Lllys = yil| < Lijz = 2],
Zeigen nun (*) mit Lemma 2.2.3. Fiir xy € int(dom f) wihle § > 0 so, dass

Bss(xg) C conv{vg,...,v,} C domf

mit geeigneten vy, ..., v, € domf.Jedes y € Bys(xg) ist darstellbar als y = > oyv; mit a €
i=0
A, 41. Da f konvex ist, folgt

y) < Z%‘f(”z‘) < max f(v;) =2 M
und nach Beobachtung 2.2.2 (lineare Minorante in x)
Im : f(y) > mVy € Bas(xo).

Also ist nach Lemma 2.2.3 f Lipschitz-stetig auf B;(zo) mit L(z,d) = 252, O

= Jede konvexe Funktion ist stetig auf ri(dom f) (beziiglich a f f(domf)).
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2.2.1 Das Subdifferential einer konvexen Funktion

Der Gradient beschreibt mit f(z) eine Tangential- oder Stiitzhyperebene. Fiir konvexe Funk-
tionen ist diese nicht eindeutig. Das Subdifferential in einem Punkt beschreibt die Menge der
Stiitzhyperebenen in einem Punkt.

Definition 2.2.2. Sei f € ConvR"™. Dann heif}t fiir x € R" die Menge
Of(x) :={s eR": f(y) > f(z) + (s,y —x) VyeR"}
das Subdifferential von f in .
Bemerkung 2.2.5. e f(y) > f(x)+ (s,y — x) wird Subgradientenungleichung genannt.
o Subgradient wirkt, im Gegensatz zum Gradienten, global Vy € R".

e Existenz des Subdifferentials ist fiir v € ri(dom f) nach Beobachtung 2.2.2 gesichert, also
insbesondere fiir f : R" — R.

e Rand von O f wird durch Richtungsableitungen beschrieben.

Definition 2.2.3. Die Richtungsableitung einer Funktion f : R" — R in Richtung d € R" ist

d) = lim LEttd-f(@)
fla,d) = lim 5=

Beobachtung 2.2.6. Fiir f : R" — R konvex, ist

f(x,d) = inf {7f(x+td)_f(x) it > O} .

t

Beweis. Zeigen: Quotient ist monoton wachsend in ¢.
Sei t; > to > 0. Dann ist aufgrund der Konvexitiit

fla+tad) < 2f(x+tid) + (1 - 2) f(2)
[ttad)—f(z) fattid)+(E-1)f(@)- i f(2)

t2
to — t1

fzt+tid)—f(x)
t1 :

=

0

Beobachtung 2.2.7. Fiir f : R" — R konvex und festes x € R"™ ist f'(x,.) konvex, endlich und
positiv homogen (d.h. f'(x,A\d) = \f'(x,d) VYA >0).

Beweis. Seien dy,ds € R" aq,a9 > 0,1 + as = 1. Da f konvex ist, gilt fiir alle ¢ > 0:

flx +t(ardy + agds)) — f(z) = floa(z +tdy) + oz +tdy)) — a1 f(r) — axf(z)
< anlf(z+tdi) — f2)] + ol f(x + tda) — f(z)].
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Division durch t und ¢ | 0O liefert
= fl(z,ndy + aody) < ayf'(z,dv) + aof'(z,d2),

also ist f’(z, -) konvex.
Die positive Homogenitit folgt aus der Definition:

f/(% )\d) = ltll%l)\%w = /\ITI%M = )\f’(x,d).

Die Endlichkeit folgt, da f fiir z € int(dom f) nach Satz 2.2.4 lokal Lipschitzstetig ist:
Sei ||d|| = 1. = Je > 0, L > 0 mit

|[f(x+td) — f(x)| <Lt YO<t<e = f'(z,d) < L.
Fiir ||d|| # 1 folgt aus der positiven Homogenitit und dem eben Gezeigten

f(a,d) = |dllf'(z, &) < L]

Definition 2.2.4. Eine positiv homogene Funktion f € ConvR"™ nennt man sublinear.
Bemerkung 2.2.8. Der Epigraph einer sublinearen Funktion ist ein Kegel.

Satz 2.2.9. Fiir konvexes f : R" — R ist
If(x) ={s e R": (s,d) < f'(z,d) Vd € R"}.
Insbesondere gilt:

f(z,d) = max{(s,d) : s € 0f(x)}.

Beweis. “C”: Sei s € 0f(x). Fur alle t > 0 ist nun f(““?’f(x) > f(w)+t<st’d>*f(’”) = (s,d).

“D”: Nach Beobachtung 2.2.6 ist Vd € R" Vt > 0: (s,d) < f'(z,d) < w

= f(z) +1(s,d) < f(x + td).
Fiir y = v + td € R" beliebig ist also f(z) + (s,y — ) < f(y), also s € df(x).
f'(x,.) ist konvex, wihle also nach Beobachtung 2.2.2 eine Stiitzhyperebene s in d:

f(z,d)+ (s,d—d) < f'(z,d). Vd € R"

Fird = Ad: (A —1)(s,d) < (A= 1)f'(z,d) = (s,d) = f'(x,d) V).
Setzen ein: (s,d) < f'(x,d) Vd. Nach dem ersten Teil heit das s € Jf(z).

Satz 2.2.10. Fiir konvexes f : R™ — R sind dquivalent:

63
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1. x € argmin f (d.h. f(y) > f(x)Vy € R")
2. 0€0f(x)
3. f/(x,d) >0y € R™,

Beweis. Aus Definition des Subgradienten folgt:

fy) = flz)=fla)+ 0y —=z) Yy <& 0€df(x)

Aus Satz2.29 folgt: 0 € 0f(z) <« (0,d) =0< f'(xz,d) VdeR™ O

Uber den Epigraphen lisst sich das Subdifferential gut geometrisch beschreiben.

Beobachtung 2.2.11. Sei f : R — R konvex.

1. Ein Vektor s € R" ist ein Subgradient von f in x genau dann, wenn (s, —1) € R" x R
normal auf epif in (z, f(x)) steht, d.h.

Nepi (2, f(z)) = {(As,—A) : s € 0f(z),A > 0}.
2. Der Tangentialkegel von epif in (x, f(x)) ist gerade der Epigraph von d — f'(z,d), d.h.
Topig(z, f(2)) = {(d,r) : v = f(z,d)}.

Beweis. 1. Aus der Definition des Normalenkegels folgt:

(s,=1) € Nepig(z, f(z)) & (s,y—x)+ (=17 — f(z)) <0Vy e R"Vr > f(y)
& flz)+(s,y—x) < f(y) Vy e R”
& sedf(x).

A > 0 streckt entsprechend.

2. Der Tangentialkegel ist polar zum Normalenkegel (Korollar 2.1.36), also
Toif(z, f(x)) ={(d,r) e R" x R: (As,d) + (—=Ar) <0Vs € df(x) A > 0}.
Fir A = 0 ist dies erfiillt. Sei A > 0.
(s,d) <rVsedf(z) & r> max (s,d)= f'(z,d)

s€df(x)
& (d,r) €epif(x,.).
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In der Optimierung interessieren uns besonders die Mengen {x € R" : f(x) < 0}, also die
Niveaumengen konvexer Nebenbedingungen f:

Sf(x) = Siw)(f) ={y € R": f(y) < f(2)}.

Lemma 2.2.12. Sei f : R" — R konvex. Dann ist Tsyy)(x) C {d : f'(x,d) <0}
“Der Tangentialkegel der Niveaumenge in x ist Teilmenge der Abstiegsrichtungen.’

1

Beweis. Seiy € Sf(x),t > 0,setze d :=t(y — x).

flz+
0> t[f(y) - f(@)] = LTI > p(ad)
=de RY[Sf(x) — 7] C {d: f'(z,d) <0}
N\ s N 7
Abschluss davon ist Tangentialkegel ~  abgeschlossen, weil f' stetig von d abhdngt.

0

Leider gilt die umgekehrte Inklusion im allgemeinen nicht: Sei f(z) = %|jz|*; fir 2 = 0 ist
Sf(x) = {0} und f'(0,d) = 0Vd, also Tsyz)(z) = {0} S R" = {d : f'(0,d) < 0}. Das, was
Probleme macht, ist 0 € df(x). Um das zu sehen brauchen wir ein technisches Lemma.

Beobachtung 2.2.13. Sei g : R" — R konvex und es gebe x¢ € R™ mit g(x¢) < 0. Dann ist

1. c{z:9(z) <0} ={z:9(2) <0}
2. {z:9(2) <0} =int{z: g(z) <0}.
Beweis. 1. “C”: gilt weil g stetig.

“27:Seiz € R : g(2) < 0. Wegen g(xo) < 0 ist fiir 2, := 2o + (1 — 1)z wegen der
Konvexitit g(z;) < 0 und fiir ¥ — oo folgt z € cl{z : g(z) < 0}.

2. Wegen 1. ist intcl{z : g(z) < 0} = int{z : g(z) < 0}; nach Beobachtung 2.1.9 ist
intcl{z:g(z) <0} =int{z:g(z) < 0}.
Wegen der Stetigkeit von g gilt int{z : g(z) < 0} = {2 : g(2) < 0}.

O

Ein solches xy wird Slater-Punkt genannt. Die Annahme, dass z existiert, wird Slater-Annahme
genannt. Sie entspricht der Bedingung “’r¢ Epipraph N ri Hyperebene zum Niveau 0 # .

Satz 2.2.14. Sei f : R" — R konvex und 0 ¢ Of(x). Dann gilt fiir die Niveaumenge S f (z)

1. g () = {d € R": f'(w,d) < 0}
2. int{Tsjo(@)] = {d € R" : f'(x,d) < 0} £ 2.



66 KAPITEL 2. KONVEXE ANALYSIS

Beweis. Nach Satz 2.2.9 gilt: 0f(z) = {s € R" : (s,d) < f'(z,d) Vd € R"}.
Da0 ¢ 0f(x) = 3deR": f'l(x,d) <0=3It>0: f(x +1td) < f(x).
Esistd = “=% und z + td € Sf(x) = d € Ts(y)(x). Wir haben gezeigt, dass
{d: f'(z,d) <0} SCRY[Sf(x) — {x}] C Tssw)(x) (nach Beobachtung 2.1.34).
Wenden Beobachtung 2.2.13, (1.) auf ¢ = f’(z,.) an (nach Beobachtung 2.2.7 ist g konvex),
)

denn 3d : f'(z,d) < 0, also ist cl{d : f( ,d) <0} =A{d: f'(z,d) <0}. Wegen Lemma 2.2.12
ist

Tspy(x) C{d: f'(x,d) <0} C ARY[Sf(x) — {2}] = Tsp(m)(x)
2. folgt aus Beobachtung 2.2.13, (2.). O

Satz 2.2.15. Sei f : R" — R konvex und 0 ¢ Of(x). Dann gilt:

st(m) (ZB) = R*@f(a:)

Beweis. Aus Satz 2.2.14, (1.) und Satz 2.2.9 folgt:

Tspzy = {deR":(s,d) <0Vsecdf(x)}
= {deR": (As,d) <OV >0,s€0f(x)} =[RTOf(x)]°.

Also ist nach Beobachtung 2.1.35 Ny (2) = [Tsp)(2)]° = RTOf (). O

In der Optimierung ist die zuldssige Menge meist durch konvexe ¢; : R" — R,s = 1,...,m
beschrieben durch

oder mit g(x) := max{g;(x) : i =1,...,m} durch

Wie kann man das Subdifferential und den Normalenkegel zum “Level set” dafiir bestimmen?

Satz 2.2.16. Seien g; : R™ — R konvex und g(x) = max{g;(z) : i =1,...,m}. Dann ist

dg(z) = conv U 0gi(x) p mit [(z) ={i:g(z) = g;(x)}.

i€l (x)
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Beweis. “2”: Sei s € C' := conv{U;cr(z)09:(x)}, also

s= Y. ass;mits; € 0g;(x),i € I(x),0; >0,> a; = 1.
i€l(x)

Dann gilt fiir beliebiges y € R™ :

g@)+(s,y—x) = > agi(z)+ Y s,y —a)
i€l(x) i€l(x)

2. ilgi(®) + (si,y — )

i€l(x)

> aig(y)

i€l(x)

ax g;
Imax g (y)

9(y).

“C”: Sei 5§ ¢ C'. Nach Beobachtung 2.2.7 und Satz 2.2.9 sind dg,(x) kompakt; nach Satz 2.1.5
ist dann C konvex und kompakt. Nach dem Trennungssatz 2.1.19 existiert z mit

IAN

IN

IN

(8, z) > sup(s, z) = max{(s, z) : s € dg;(x)}.
seC icl(x)

Nach Satz 2.2.9 gilt Vi € I(x)
gi(z,2) < (5,2) = gilx +1z) < gi(x) +1(5,2) furt > 0klein genug.

Damit ist g(x) + (5,t2) > max;ecrm){g:(x + tz)} fir ¢ > 0 klein genug. Wegen der Stetigkeit
der g; ist fiir hinreichend kleines ¢ > 0 auch

z)+(5,tz) > max (X +12),
g(z) + (5,12) > max il )

alsoist g(z) + (S, tz) > g(x + tz) und damit s € dg(x). O
Beobachtung 2.2.17. Seien g; : R" — R konvex, sei g(x) = max{gi(z),...,gm(z)} und
I(x) ={i: gi(x) = g(x)}, Solg) = {z : g(x) <0}

1. Falls g(z) = 0und 0 ¢ Og(x), dann ist

Ngy(q) () = R 0g(x) = { doNisi i N > 0,8 € Ogi(x) Vi € I(x)} :
€l(x)
2. Falls 3z : gi(zo) <O0Vi=1,...,m (& g(xg) < 0, Slater(regularitiits))bedingung), dann
ist0 ¢ Og(z) Va : g(x) = 0.

Bewelis. 1. Satz 2.2.15 auf Satz 2.2.16 anwenden.

2. Annahme: g(x) = 0 und 0 € dg(z). Mit der Subgradientenungleichung folgt:
0> g(zg) > g(x) + (0,20 —x) =0 = Widerspruch.
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2.2.2 Optimalititsbedingungen fiir Aufgaben mit Nebenbedingungen

Betrachten fiir konvexes f : R” — R und konvexes C' C R" die Aufgabe

min f(z)
st.xeC

Wollen Analogon zu Satz 2.2.10 formulieren.
Satz 2.2.18. Sei f : R" — R konvex, C' C R" konvex und abgeschlossen.
Dann ist fiir v € C dquivalent:
1.  minimiert f(-) iiber C.
2. fl(z,d) >0 VdeTe(x) (die zulissigen Richtungen sind keine Abstiegsrichtungen).
3. 0€df(Z)+ Nc(x) (d.h. Abstiegsrichtungen s € —0f () liegen im Normalenkegel).
Beweis. “1. = 2.” Fiir beliebige y € C gilt f(y) > f(Z).
Firz #y € Cistdannd :=y — Z € T¢(Z) und f(z + td) > f(z) Vt € [0, 1].
= ['(z,d) = limy o §(f(z + td) - f(z)) > 0.

Sei d € T:(Z) beliebig, d.h. es existieren y;, € C, o, > 0, so dass dy, := ax(yr — ) und dj, — d.
Fiir diese dj, gilt nach Obigem aber f'(z,d;) > 0. Wegen der Stetigkeit von f'(Z,.) gilt damit
f'(z,d) = 0.

“2.=17Seiz#y€C.=d=y—7 € To(z) und es gilt
0< f(z,d) = f'(7,y —7) < ;(f(@+ty— 7)) — f(T)) Vt
nach Beobachtung 2.2.6; insbesondere folgt fiir t = 1: f(y) — f(z), d.h. f(z) < f(y),Vy € C.

0, zeC

oo, z¢C.

Dann sind die Aufgaben min{f(z) : x € C'} und min{ f(z) + ic(z) : € R} dquivalent, ins-
besondere ist also Z € argmin{ f(x) +ic(z)} (z ist Optimallosung). Damit ist nach Satz 2.2.10

“l. = 3.” Nutzen die Indikatorfunktion i (z) =

0€d(f+ic)(@).
Es gilt O(f +ic)(x) = 0f(x) + Oic(z) und fir z € C gilt:

dic(r) = {s r(c;@ﬂs,y — ) <ic(y) Vy € R"}

= {s:(s,y—x) <0,Vy € C}
= Ne(z),
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damitist 0 € O(f +ic)(Z) = Of(T + 0ic(T)) = 0f(Z) + Ne(T).
“3. = 1.7 f(z)+ic(z)+ 0,y — z) < f(y) +ic(y) Yy € R (Subgradientenungleichung)
= f(@) < fly) vy e C. -

Die zuldssige Menge C' ist meist nicht explizit bekannt, sondern durch Ungleichungen (mit kon-
vexen Funktionen) beschrieben:

C = o gia) <0} = (w2 g(@) <0} mit g(a) = max{g1(@)..... gua)}:

Entsprechend Beobachtung 2.2.17 ist (mit I(z) = {i : g;(z) = 0}) eine zugingliche Beschrei-
bung fiir den Normalenkegel N¢(z) in x € C' gegeben durch

N'(z) = { D Nsii A > 0,8 € 0gi(x),1 € I(x)} u {0}
i€l (x)
(= {0} falls I(z) = @).
Dies kann zu klein sein.

Beispiel: ¢y (z1,7) = (27 — 1) + 22 -1
g2(w1,29) = (21 + 1) + 23 — 1

e {(§)) ()%
(1))~ fo () 2 (3) 2o}t

Die Menge N'(x) soll N¢(x) ersetzen in den Optimalititsbedingungen; dann ist 0 € 9f(Z) +
N¢e(z), aber 0 ¢ Of(z) + N'(x) moglich. Um die Gleichheit No(z) = N’'(x) zu garantieren,
werden im allgemeinen zusitzliche Voraussetzungen bendtigt (vgl. Beobachtung 2.2.17).

N'(x) kann offen sein.
Beispiel: C' = {(z1,22) : 21 + ||z]]| <0} = {(x1,0) : 1 <0}
———

g(0,0) = ( . ) + By(0)

= xw={[(5) s moazop={(2)m=obo{(5)}

ist nicht abeschlossen. Dies kann (nur) passieren, falls 0 € dg(z) (vgl. Beobachtung 2.1.6).

Lemma 2.2.19. Sei C = {z : g;(x) <0V1 =1,...,m} konvex. Dann gilt fiir v € C':
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1. Te(x) € T'(x) = (N'(2))°

2. Ne(x) D cN'(z) O N'(x).

Beweis. 1. Fir g(x) := max{0,g:(x),...,gm(z)} gilt g(z) = 0 & g(z) < 0 und nach
Satz 2.2.16 gilt

N'(z) = { > NS s € 0gi(x), A > 0} =R"0g(x).

i€l(x)

=T'(z) = (N'(z))° = {d:{d,s) <0Vse N'(x)}
= {d:(d,s) <0Vs e dg(zx)}
= {d:g'(x,d) <0}

U
o3
&\\
5
&

2. No(z) = (Te(x))” 2 (T'(x))° = (NV'(2))°)° = clN'(x) 2 N'(z).
O
Satz 2.2.20. Seiz € C = {x : g;(z) < 0,Vi = 1,...,m}. Falls No(Z) = N'(Z), dann sind
daquivalent:
1. z € argmin{f(z):z € C}
2. f'(z,d) > 0Vd € Te(7)
3. 0€0f(z) + cIN'(z)
4. Es existiert A = (A1, ..., \m) (Lagrangemultiplikatoren), so dass:
0€0f(x)+ 3. Midgi(T)
i=1
(KKT) A>0

Nigi(Z) = 0Vi =1,..., m (komplementcirer Schlupf)

[KKT: Karush-Kuhn-Tucker]
Falls No(Z) # N'(z), gilt 1. <= 2. & 3. <= 4., d.h. (KKT) sind hinreichend, aber im
allgemeinen nicht notwendig.

Beweis. Sei No(z) = N'(Z); da No(z) abgeschlossen ist, gilt dann auch

N¢(z) = N'(z) = elN'(z) = Te(z) = T'(Z).
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Also: Satz 2.2.18 liefert 1. < 2. < 3.
Setze \; = 0 Vi ¢ I(Z) = 4. ist dann eine explizite Formulierung von 3.

Sei N¢(z) # N'(Z): Dannist T'(z) := (N'(Z))° = (cIN'(Z))°
(T"(7))° = ((N'(2))°)° = clN'(7).
73. =25 0€0f(z)+cN'(z)
&3 se€df(z) :—secdN'(z)=(T"(z))°

/

-~

(5,d) < f(7.d) VdeR" (—s,d)<0 VdeT" (%)

= 0< (s,d) < f(z,d)Vd € T’(Sa;)).

”2. = 3.“ Annahme: 0 ¢ 9f(z) + cIN'(z),dh. If(z) N (—cN'(z)) = &. Nach Korol-
~—— ———

kompakt, konvex konvex
lar 2.1.20 existiert eine trennende Hyperebene, d.h.

JzeR": max (s,z) < inf (s,2)=0
s€of(z) s€—cIN'(z)

=f/(Z,z), endlich da —cIN'(Z)Kegel,50
= (s,2) <0Vs € cIN'(T) = z € (cIN'(%))° =T'(Z) und f'(Z,z) <0

J/

= Widerspruch zu 2.

”4. = 3.“ Nach Definition von N'(z) folgt aus (KKT)

0€0f(z)+ > XNdgi(z) = 0f(x) + N'(x) C 9f (%) + cIN'(Z)

i€l(x)

”2. = 1. Nach Lemma 2.2.19, (2.) ist ¢IN'(Z) C N¢(z), damit ist 0 € 0f(z) + N¢(Z) und
nach Satz 2.2.18 folgt = € argmin{f(z) : x € C}. O

Falls f, g; zusitzlich differenzierbar sind, lauten die (KKT)-Bedingungen:

0=V + > \NVg(z)
i=1
/\Zgz(ff) = 07VZ = 1, e,y

I ERT:

d.h. die optimalen Losungen ergeben sich als Losung eines (im allgemeinen nichtlinearen) Glei-
chungssystems.

Wesentlich ist die Eigenschaft No(z) = N'(Z). Diese Bedingung wird als “basic constraint
qualification” bezeichnet. Die Erfiillbarkeit dieser Forderung hiangt nur von der Beschreibung
von C' durch die g; ab.

Beobachtung 2.2.21. Sei C' = {x : (a;,x) < b; Vi =1,...,m}. Dann gilt fiirz € C :

N¢(Z) = N'(Z) = cone{a; 11 € 1(Z)}.
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Beweis. Aus den Ubungen ist bekannt T (Z) = {d : {a;,d) <0 Vi€ I(z)}
Ne(z) = (Te(7))° = conefa; - i € I(T)}.
[

Fiir polyedral beschriebene Mengen (' ist also keine weitere Regularititsforderung notig, d.h. mit
Beobachtung 2.2.21 und Satz 2.2.20 existieren stets Lagrangemultiplikatoren \;,7 = 1,...,m,
die die Optimalitdt von * nachweisen.

Liegen affine Gleichungsrestriktionen (a;, ) = b; vor, dann gilt:

(a;,x) < b
(az, x) = (—a;,x) < —=b;.

Fiir x € C sind damit ¢,7 € I(Z) und damit enthidlt N'(Z) sowohl \;a; als auch \ja; = —\a;,
also (A\; — \p)a; YA, Ay > 0, d.h. p;a;, Vi € R. Also: Fiir Aufgaben der Form

min{f(z): Az =0b,9;(z) <0i=1,...,m}

schreibt man die (KKT)-Bedingungen wie folgt:

0€0f(T)+ A u+ 5 Nas(Z
JA e RY, dup e R": f@) : 1:21 ()

Sei M (z) die Menge aller derartigen Multiplikatoren (u, A).

M (z) ist konvex.
Beweis: Seien (u*, \'), (4%, \?) € M(Z), sei a € (0, 1).
zu zeigen: a(pu', \') + (1 — a)(p?, \?) € M(z).

oM+ (1-a) eR?
(A + (1= a)X)gi(Z) =0Vi=1,....,m

Of (2) + A7(apt! + (1 = a)pi?) + 2L (ad] + (1 = )A})Dgi(z)
=a(0f(x) + AT + > MNogi(x) +(1 — a) (0f(Z) + ATp” + > N gi(x)).

i=1 i=1
N S J
N N

30 30

J/

M (z) ist abgeschlossen.
Beweis: Sei (1%, \¥) € M(Z) Vk und (1%, \*) — (1, \).
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zu zeigen: (u, \) € M ().
Ne>0VE=A>>0 /
Negi(Z) = 0ViVE = Nigs(Z) =0V /
0€df(z)+A™ " + 3 A dgi(z) VE.
—— i=1 ——
kompakt kompakt

Fiir fixiertes (u*, \¥) sind dies konvexe, kompakte Mengen, die stetig von 1, A abhiingen

= 0€df@+Apu+ 2/\2-91»(:%).

A Xk —p

Falls A nicht vollen Zeilenrang hat, dann 3 # 0 : A7 = 0. Fiir (u, A) € M(z) ist also
(i, A) + t(,0) € M(z) Vt € R, also ist M (Z) unbeschrinkt.
Mit der Slaterbedingung hingegen ist M (Z) sogar kompakt.

Definition 2.2.5. Die Menge {z : Az = b,g;(x) < 0Vi = 1,...,m} erfiillt die (starke)
Slaterbedingung, falls A vollen Zeilenrang hat und ein xq existiert mit Axq = b und g;(xo) <
0 Ye=1,...,m.

Satz2.2.22. Sei C :={z: Az =b,g;(x) <0Vi=1,.... m}undz € Argmin{f(x):z € C}.
Die Menge M (Z) der Lagrangemultiplikatoren ist nichtleer und kompakt genau dann, wenn die
starke Slaterbedingung erfiillt ist.

Beweis. ”<": Fiir z( sei die starke Slaterbedingung erfiillt. Beobachtung 2.2.17 gilt (mit ent-
sprechend angepasstem Kegel) auch mit den zusétzlichen Nebenbedingungen Ax = b (Beweis:
aufwendig), also ist No(Z) = N’(z) und nach Satz 2.2.20 folgt M (z) # ().

Fir d := xy — 7 gilt Ad = Az — AT = b—b = 0; fir i € I(Z) gilt unter Verwendung
von Beobachtung 2.2.6 ¢i(z,d) < gi(zo) — gi(Z) < 0, folglich existiert ein ¢ > 0, so dass
gi(z,d) < —e Vi€ I(Z).

Sei nun (u, \) € M(z);sei h(z) := f(x) + pu" Az + > N\;gi(z). Dann gilt

(1A EM (Z)

Oh(z) =0f(Z) + AT+ > Nogi(z) > 0.

Nach Satz 2.2.9 ist dann 2'(Z,d) = max (d, s) > 0; andererseits ist

s€Oh(z)
max (d,s) = max (d, s)
sSEOI(Z) s€Of(T)+A™ u+> Xi0g; (T)
< max (d,sg) +pu” Ad +> N; max (d,s;
- soEBf(aE)< 0) Hv Z sieagi(£)< )

=0
= f/(jvd) _’_Z)‘zg;(i’vd) :
— —

endlich <—€
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SchlieBlich folgt >~ A; < 1 f(Z, d) und aufgrund von A > 0 die Beschréinktheit der Multiplika-
toren \;.

Die Bedingung 0 € 9f(Z) + A" + > \;g;(T) ist dquivalent zu

—AT S 0f E i 5% ZE )
~——
kompakt beschrankt kompakt
N - 7
kompakt

d.h. — A7y liegt in einer kompakten Menge und aufgrund von ker A7 = {0} stammen auch die
Multiplikatoren ¢ aus einer kompakten Menge, insbesondere sind sie beschrénkt.

Zusammen mit der bereits oben gezeigten Abgeschlossenheit von M (z) folgt die Kompaktheit.
= Die Slaterbedingung gelte nicht; zu zeigen ist dann: M (z) # ) = M (Z) unbeschrénkt.

Nach obigen Betrachtungen gilt dies offensichtlich, falls A keinen vollen Zeilenrang hat.
Also habe A vollen Zeilenrang und Az : Ax =0, ¢;(x) <0Vi=1,...,m

Fiir die Funktion
g(._'[') = max{gl(x), s 7gm(x)7 <a1,$> - blybl - <CL1,.T>, ey <CLh,ZL‘> - bha bh - <CLh,ZL’>}

gilt dann g(z) > 0 Vz (weil Az : Az = b,g;(x) < 0Vi =1,...,m)und g(z) = 0 (weil =
Optimallosung, insbesondere € C); also ist Z € Argmin{g(z) : x € R™}. Nach Satz 2.2.10
und Satz 2.2.16 existieren also Multiplikatoren

(i, \) ERF xRT: 0 € 9g(z) = AT+ Y. NOgi(Z) und \; = 0 fiir i € 1(7).

i€l (z)
Dabei kann (fi, \) # 0 gewihlt werden (vgl. Satz 2.1.30).
Also: (1, \) € M(Z) = (u, \) +t(ji, \) € M(z) ¥Vt >0, also ist M (Z) unbeschrinkt. O

2.3 Sattelpunkte

Betrachte fiir X C R", Y C R™ eine Funktion
[: X XY =R, (z,y) — l(z,y).

Derartige Funktionen entstehen in der Optimierung durch “Lagrange- Relaxierung”, z.B.

minc’z
st. Az =0 = 1nf(c x + sup (b — Ax,y)).
T Z 0 yeR™
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Die angegebene Aquivalenz folgt, da

sup (b — Az,y) =

yeR™

+oo, falls Ji : Az #0
0, falls b = Ax

— 1nf sup {l(z,y) :=c"x + (b — Ax,y)}
20 yerm

Was geschieht, wenn man nun inf und sup vertauscht?

Beobachtung 2.3.1. mf sup l(z,y) > sup 1nf l(x,y).
yGY yey z€

Beweis. Firjedesz € X,y € Yist (z,y) > inf l(z,9)

= supl(z,y) > sup mf [(x,y) =: const

yey yey €
= inf supl(x,y) > sup mf l(x,y).
zeX yey yey T€
[
Beispiel 2.3.1. inf sup(c"z +b"y —2"A"y) > sup inf(b"y + (c — ATy, x))
x>0 y€ER yERM x>0
= sup(b"y + mf(c — ATy, x)).
yeR
Weil offensichtlich inf (c — ATy, z) = 0, c— Ay =0 ist die letzte Aufgabe dquiva-
>0 ’ —00, sonst ’

lent zu max{b7y : A7y < ¢,y frei }.

Sattelpunkte haben mit Dualitét zu tun. “Schwache Dualitédt” gilt immer (vgl. 2.3.1) , auch ohne
Konvexititseigenschaften.

Offene Fragen: Wann ist mf sup l(z,y) = sup 1nf l(x,y)?
X yey yey

Gibt es dann auch z, y, fiir die der Wert angenommen wird?

Definition 2.3.1. Ein Paar (T, y) heifit ein Sattelpunkt einer Funktion | : X x Y — R, falls

upl(z.y) = I(z.5) = inf I(z,).
yey zeX

Aquivalent dazu sind: (7, )
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Vorstellung:

I(xy_)

x kann sich nicht verbessern, wenn sich y nicht bewegt;
y kann sich nicht verbessern, wenn sich x nicht bewegt.

Beobachtung 2.3.2. Der Wert [(Z,y) ist derselbe fiir alle Sattelpunkte (z,y). Sind (Z1, 1) und
(Z1, 1) Sattelpunkte, dann auch (Z1,Ys) und (T2, 4 ).

Beweis. ¥(z,y) € X x Y gilt:

{l(:rcl,y) <@, 5) <o §i) — o =Ta,y = B

UT2,y) < U(To,92) < U(z,92) — =21,y =
{1(51@2) < UZv, 1) < UZ2, 1)
U(Za, 1) < U(T2,92) < 171, 72)

und somit gilt die Gleichheit, damit ist V(z,y) € X x Y

UZ1,y) < UZy,50) = U(T1, 02) = (T2, §2) < U, 12)
= (Z1, y2) ist Sattelpunkt. Analog fiir (Z2, 7). O
Definieren zwei Funktionen:

o(x) :=supl(z,y), x€ X “primale Funktion”, kann +oco annehmen
yeyY

W(y) = in)f( l(xz,y), vy €Y “duale Funktion”, kann —oo annehmen.
Te
Beobachtung 2.3.3. ¢ (y) < l(z,y) < p(z) VY(z,y) € X xY.

Beweis. inf [(z,y) < (z,y) < supl(zx,y). O
zeX yeY
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Satz 2.3.4. Sei ¢:={z€ X :9(T) = in}f( o)}, Ui={yge X :9Y(y) =supv(y)} .
x€ yey
[ hat genau dann Sattelpunkte auf X x 'Y, wenn mi)r(l o(x) = max U(y). In diesem Fall ist & x U
S ye

die Menge der Sattelpunkte.

Beweis. Sei (Z,y) ein Sattelpunkt. Dann ist (Z,y) € ® x ¥ und erfiillt min ¢ = max .
Gelte nun min ¢ = max1), dann gibtes £ € ¢ und g € ¥ mit p(z) = ¢¥(y) oder I(Z,y) <
o(z) =l(z,9) =¢Y({y) <lz,y) Y(z,y)e X xY. 0

Um die Existenz von Sattelpunkten (d.h. starke Dualitidt) garantieren zu konnen, brauchen wir
Konvexitit und starke zusitzliche Annahmen.

(A1) X CR"und Y C R™ sind nichtleer, konvex und abgeschlossen.

(A2) [ ist stetig und konvex-konkav auf X x Y, d.h.
fir y € Y ist die Funktion I(-,y) : X — R konvex;
fir x € X ist die Funktion [(z, ) : Y — R konkav.

(A3) X ist beschrinkt oder Jyy € Y : l(x, y9) — +o0 fiir ||z]| — oo,z € X.
(A4) Y ist beschrénkt oder 3z € X : [(xg,y) — —oo fiir ||y|| — oo,y € Y.

Satz 2.3.5. Sind (Al) - (A4) erfiillt, dann hat | auf X X Y eine nichtleere konvexe, kompakte
Menge von Sattelpunkten.

Beweis. Falls es Sattelpunkte gibt, so gibt es nach Beobachtung 2.3.2 einen Sattelwert [ =
1(Z,7); dann ist wegen [(Z,y) < I < I(x,9) VY(z,y) € X xY die Menge ® = Nyey Si(,y))
Schnitt der Niveaumengen der konvexen Funktionen [(+, y). Also ist ® konvex und abgeschlossen
(alle Niveaumengen abgeschlossen, da [ stetig) und wegen (A3) ist mindestens eine Niveaumen-
ge kompakt, also ist & kompakt.

Gleiches gilt fiir W und fiir ® x ¥ (Menge aller Sattelpunkte nach Satz 2.3.4).

Beweisen nun die Existenz eines Sattelpunktes in drei Schritten, die jeweils schwichere Annah-
men verwenden.

1. Schritt: Zusitzlich zu (A1) - (A4) seien X und Y beschrinkt und [(x,-) streng konkav fiir
x € X. Damit sind die Funktionen

hy(x) = l(z,y) + ix(x) € ConvR"

fir y € Y konvex und abgeschlossen. Also ist p(z) = sup,cy h,(2) konvex und abgeschlossen
(Schnitt abgeschlossener Epigraphen). Zu jedem x € X gibt es ein eindeutiges y(z) mit p(z) =
[(x,y(x)); da das effektive Definitionsgebiet dom(p) = X kompakt ist, wird also min,cx ()
in einem Z € X angenommen. Setze § = y(), dann gilt:

o(T) =1(z,9) > (T,y) VycY.
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Fiir die zweite Ungleichung wihle x € X beliebig und definiere fiir £ = 1,2, ...

v = g+ (L= )T,y = y(y)

_ 1 _
= o(7) < p(zg) = Uk, y) < z Wz ye)+ (1= 1) Uz,y)
1(-,yx) konvex\_:(;/ (Z,9)>¢(T)

Da Y kompakt, existiert eine konvergente Teilfolge v LR Y, so dass der Ausdruck auf der rechten
Seite gegen 0 + 1(Z,y) > ¢(Z) konvergiert. Da [(Z, -) streng konkav ist, folgt § = 7.
Andererseits folgt auch

p(#) < 3z, pe) + (1= D) 1, 9);
=p(z)
nach Multiplikation mit & folgt ¢(z) < I(z, yx) £, [(z,y) Yo € X, d.h.ist (z,y) Sattelpunkt.

2. Schritt: Zusitzlich zu (A1) - (A4) sei nun nur die Beschrinktheit von X und Y vorausgesetzt.
Definiere fiir k = 1,2, ... die Funktionen

(z,y) = U(z,y) — Ly|.

Diese Funktionen sind streng konvex in y, folglich hat jedes [, einen Sattelpunkt (Zy, yx). Also
gilt fiir alle (z,y) € X x Y

U@k, y) = £ lyll® < U, i) — 3117l
Aufgrund der Beschriinktheit existiert eine konvergente Teilfolge K, also (Zy, Ux) X, (Z,7).

Aus obiger Ungleichung folgt
(z,y) <l(z,y) Y(z,y)e X xY,
was der dquivalenten Definition eines Sattelpunktes entspricht.
3.Schritt: Es gelte nur (A1) - (A4). Fiir k = 1,2, ... definiere
Xk := X N B(0),Y: :=Y N B (0).
Nach dem 2. Schritt hat [ fiir jedes k auf X x Y} einen Sattelpunkt (Zy, 7x) € Xy X Y, also
Wzg,y) < Uz,gx) Y(z,y) € X X Y.

Annahme: {7} ist unbeschriinkt, also auch Y unbeschrinkt.

Fiir hinreichend groBes & ist nach (A4) z¢ € X und damit [(Zy,y) < l(zo, Jx) — —o0, folglich
muss fiir beliebiges y € Y gelten I(Zy,y) — —oo. Dies geht nur, wenn {Z;} unbeschrénkt ist,
also X unbeschrénkt.

Nach (A3) ist yy € Y} fiir hinreichend grofes k£ und deshalb

+T00 «— l(i'kayO) < l(x0>gk) — —O0.
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Dieser Widerspruch widerlegt die Annahme, also ist {7 } beschrinkt; analog auch {Z }. Folglich
gibt es eine konvergente Teilfolge K mit (T, yx) — (Z,9)
(z,y) <l(z,y) ¥Y(x,y) € Xp x Y.

Unter den Annahmen (A1) - (A4) hat man also anstelle der allgemein giiltigen Ungleichung

inf sup{(z,y) > sup mf l(z,y)
rzeX yEY ye

die viel niitzlichere Beziehung

l > £l
2%1}}225 (,y) 2 max inf i(z,y).

2.4 Lagrangefunktion und Dualitit

Sei f : R — R konvex, g; : R* — R konvex und X C R"” konvex und von einfacher Struktur.

Fiir das Optimierungsproblem min f(x) betrachten wir die Lagrangefunk-
sit. gi(z) <0,i=1,...,m
reX
tion

L(z,\) = f(z) + i Ngi(@).

Fiir festes A > 0 kann man

gl"él)rg Lz, \)

als abgedndertes Optimierungsproblem betrachten, in dem A die Verletzung der Zulissigkeit be-
straft, aber leider auch die Ubererfiillung belohnt.

minsup L(x, A
reX >\>13 ( )

ist wieder das Originalproblem: Ist ein g;(z) > 0, wihle \; — oo, also sup = oo,
ist g;(z) < 0 fiir alle 7, wihle A = 0, also sup = 0.
Nur der Fall sup = 0, also Zuldssigkeit von z, ist relevant fiir das min.

Nach Beobachtung 2.3.1 bekommt man eine Schranke fiir den Optimalwert, wenn man das ~’dua-
le Optimierungsproblem*

sup inf L(x, \)

A>0 zeX

16sen kann. Oft ist in}f{ L(z, \) fur festes A leicht zu bestimmen; und nachtréglich iiber A zu
e

optimieren beherrscht man (Subgradienten- oder Biindelverfahren).
Wenn L(z, \) Sattelpunkte besitzt, bekommt man sogar den richtigen Wert: ”starke Dualitit®.
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Satz 2.4.1. Sei X = R". Die Sattelpunkte von L(x, \) auf R™ x R sind Punkte (T, \) mit

1. Z minimiert L(-, \) auf R"
2. 9;(x) <0 Vi=1,...,m (primale Zuliissigkeit)
3. Ngi(Z) =0 Vi=1,...,m(Komplementaritit).
Beweis. 1. ist Teil der Sattelpunkteigenschaft. B
Der zweite Teil der Sattelpunkteigenschaft besagt: A 16st max{L(z, A) : A > 0}.

Da L(Z, -) linear in A ist, ldsst sich die Losung direkt charakterisieren:
Ai > 0= g;(z) = 0 (sonst A verbesserbar)

9i(Z) < 0= \; = 0 (sonst X verbesserbar)
g:(Z) > 0 ist unmoglich (dann A\)
= 2.,3. O

Korollar 2.4.2. Ist (Z, \) Sattelpunkt von L iiber R™ x R, dann lst T das Optimierungsproblem
fiir X = R".

Beweis. Nach Satz 2.4.1 ist T zuldssig und aufgrund von 3. gilt
f(z) < L(x,\) < L(z,\) Vo € R",

und fiir alle zulissigen z gilt wegen \ > 0

L)) = f@) + 3 A ai@) < (@)

O

Damit es Sattelpunkte gibt, muss aber die algebraische Bechreibung ({z : gi(x) < 0} zur

geometrischen passen:

Satz 2.4.3. Fiir das konvexe Optimierungsproblem auf X = R" sind dquivalent:

1. (Z, ) ist Sattelpunkt von L auf R™ x R

2. % lost das Optimierungsproblem und ) ist ein Lagrangemultiplikator im Sinne von (4.) aus
Satz 2.2.20.

Beweis. Die 1. Bedingung aus Satz 2.4.1 ist nach Satz 2.2.10 dquivalent zu 0 € 9(L(+, A))(Z)
und dies nach Satz 2.2.20 dquivalent zu 7 ist Optimallosung*. ]

Nach Satz 2.3.4 sind die Optimallsungen des dualen also gerade die Lagrangemultiplikatoren
der primalen Optimalldsungen.



Kapitel 3

Innere-Punkte-Verfahren

3.1 Motivation

Simplex-Verfahren lduft entlang dem Rand, besucht unter Umstinden exponentiell viele Ecken.
Innere-Punkte-Verfahren: durch die Mitte (hoffentlich schneller).

Ansatz aus der nichtlinearen Optimierung: Starte im Inneren des zulidssigen Bereiches und ver-
hindere das Verlassen desselben durch eine Barrierefunktion.

Beispiel 3.1.1. Fiir x > 0 nimmt man die Barrierefunktion — log x.

gligb cx wird also das Barriereproblem min(cz — log(z — a) — log(b — x)) zugeordnet.

Die Barrierefunktion hilt das Minimum vom Rand fern. — Verwende Barriereparameter p > 0,
um Einfluss sukzessive abzuschwichen.

Barriere-Problem

min ¢’ x minc’x — p Yy logx;
P) | st Az =10 (BP,) | st. Az =b
x>0 x>0
max by max by + p > log z;
D) | st. A y+z=c (BD,) |st. Aly+z=c
z>0 z>0

Definition 3.1.1. x heifit streng zuldissig fiir (P), falls x zuldssig fiir (P) und x > 0.
(y, z) heifst streng zuldssig fiir (D), falls (y, z) zuldssig fiir (D) und z > 0.

Annahme 1. Es existiert fiir (P) ein streng zuldssiges xo und fiir (D) ein streng zuldssiges (Yo, o).

81
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Weg: Bestimme Optimalldsung von (BP,) fiir i — 0. Fiir  eng benachbart “gut” moglich.

Zuerst: festes p. Die Optimalldsung von (BP,,) ist Sattelpunkt der Lagrangefunktion

L,(x,y)=c"z— Zlogw, + (b— Ax)Ty
Sattelpunkt erfiillt KKT-Bedingungen:

V,L,(z,y) = 0 (optimal bzgl. y) b — Ax = 0 (primal zuldssig)
V.L,(x,y) = 0 (optimal bzgl. x) c— ffx_l — A"y = 0 (dual zulissig)

=z

Primal-duales KKT-System:

Ax =b,xr >0 (primal zuldssig)
ATy+2=c,2>0 (dual zuldssig)

xoz=pe (“perturbierte” Komplementaritit)

mite = (1,...,1)", zoz=(r121,...,Tp2)"-
Warum perturbierte Komplementaritit? Fiir 4 = 0 ist z o z = 0, also (x, z) = 0 = optimal.

Man kommt auf das gleiche System von (BD,,) aus. Zielfunktion von (BP,,) ist streng konvex in
x; die von (BD,) ist streng konkav in z. Losung des KKT-Systems liefert eindeutige Optimall6-
sung (z,, z,) von (BP,) und (BD,).

y spannt “nur” zuldssigen z-Raum auf. y, ist eindeutig, falls A vollen Zeilenrang hat, und dann
durch z, bestimmt. — Wichtig ist nur (z,, z,). Mittels dem Satz iiber implizite Funktionen kann
man zeigen: {(x,,2,) : ;> 0} beschreibt eine glatte Kurve, die aus dem Inneren gegen eine
ganz spezifische Optimallosung konvergiert.

Definition 3.1.2. Ein Paar primaler und dualer Optimallosungen x* und (y*, z*) heifit streng
komplementdr, falls Vi gilt: x} # 0 oder 2 # 0.

Lemma 3.1.1. Fiirz',2" € {zv: Av =b}; 2, 2" € {z: ATy+z=c}ist (2’ —2") (¥ =2") =0
(d.h. die affinen Unterrdume sind orthogonal).

Beweis. Ax' — Ax" =0
ATy —y")
= (z -z

=—(2' = 2"
"= ") = ((y =) A —2") = (v —y') (A" —2")) = 0.

O

Lemma 3.1.2. Fiir ji, | 0 konvergiert (x,,, z,,) gegen eine streng komplementdire Optimallo-
sung x*, z*) von (P) bzw. (D).
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Beweis. Folge bleibt beschrinkt fiir . < ji:

0= (z,— ) (2, — 20) = T2, —T{2, — T},20 + T520

=nu, dax,0z,=pe

= Tz + 2,20 = np+ 520 < NfL+ 2520.

Wegen zy > 0, 29 > 0 miissen z, und z, beschriinkt bleiben.

Also konvergieren , — 7 > Ound 2z, — z > 0 und sind jeweils zuldssig. Wegen x;kzﬂk =
np, — 0 (fiir pp, — 0) folgt 72z = 0, also ist T = z* und z = 2z* Optimallosung.

Strenge Komplementaritit: Ersetze x( durch x*, 2y durch z*:

= (%) 2, +2,(2%) = np.

Aus x, o z, = pe folgt

Ao a1 Tp _ —1 Z; Z
— =X —_— =z = nNn.
W Tus T A 2 G T 2 G

Wegen (j)? — ( oder 1 und der Komplementaritit (d.h. 27 und 2 konnen nicht beide # 0 sein)

folgt die ﬁéhauptung. [
Verfahren:
Ax —b
e Suchen Nullstelle fiir F},(z,y,2) = | A7y+2z—c | =0.
T oz — e
Ax
e Newton: F), + VFT - | Ay | =0
Az
I  AAx = b— Ax =: fp
I A"Ay+ Az = c—ATy—z =:fy
III Azoz4+x0Az = pe—xo0z =:f.

AusIl: Az = f; — ATAy;

aus III: Az = pzt !

—z—zltozoAz=pzrt—x—zlozofi+ztoxoATAy.

Wegen v o w = diag(v)w ergibt sich nach Einsetzen in I:
Adiag(z tox)AT Ay = f, — A(uzt —x— 2z oz o fy).

-

=M

M € 87 ist positiv definit, falls A vollen Zeilenrang hat. Kénnen Ay durch Cholesky-

Zerlegung berechnen = hochstens st flops (= (9(%3))
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Algorithmus 3.1.3 (Konzeptioneller Algorithmus). Input: A, b, c, xq, yo, 20 mit o > 0, z5 > 0.

1. Wiihle p.

2. Berechne Ax, Ay, Az wie oben.

3. Wiihle Schrittlinge a(< 1), so dass v + oAz > 0,z + aAz > 0.
4

. Update: v, = v+ aAx, 2z, = 2+ aAz.

n

. Falls || f,ll, || fal| und x7 2 klein genug, STOP. Sonst gehe zu 1.

Bemerkung 3.1.4. Wahl von p beeinflusst die Giite der Schrittrichtung und Schrittlinge.
i wird langsam verkleinert: guter Schritt, aber langsamer Fortschritt.
i wird schnell verkleinert: Schritt schlecht, — geringe Schrittlinge.

3.2 Algorithmus von Monteiro und Adler

- feasible short-step primal-dual path following algorithm
- beginnt und bleibt bei voller Schrittlinge 1 in einer Nachbarschaft des zentralen Pfades.

Nachbarschaft: (N) ||z 0 z — pu(z,2) - | < Op(z,2) mit0 < 6 < 1und p(z, 2) = £, so dass
p(z, z)e = (zoz, %) . \/iﬁ (“Projektion von x o z auf \/iﬁ”)

Fiir einen Punkt (x, ) in der Nachbarschaft gilt:
(1—=0)u(x,2) <ziz < (14 0)u(z, 2), Vi=1,...,n.

Algorithmus 3.2.1. Input: A, b, c streng zuliissiger Startpunkt (z°,4°, 2°) der (N) erfiillt.

1. Wihle o < 1 fest (spciter wie), setze k=0.
2 = xk;zk
3. Lose: AAx =0
ATAy + Az =0
Azxozl +aF oAz = ouge — ¥ o 2F.
4. (xFH gL ) = (2F + Az, y* + Ay, 2F + Az) (kein line search!)
5. Falls (") M1 < 2728 dann STOP,
6. k=Fk+1; gehe zu 2.

(L bezeichnet die Anzahl der bits, mit der das Lineare Programm kodiert wird.)
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k+1 . k+1 k+1)
s .

Schreiben ab jetzt (z,y, 2) fir (2%, y*, 2*) und (2,9, 2, ) fiir (z

Yz
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Wegen AAx = 0 erfiillt mit x auch x, die Bedingung Az, = b, ebenso A"y, + 2z, = c. Im
KKT-System ist im Allgemeinen nicht erfiillt: pertubierte Komplementaritit, da nicht linear (i.A.

Ax o Az # 0). Wir werden zeigen, dass (2, z;) (N) erfiillt und damit = > 0,z > 0.

Lemma 3.2.2. 1. Az"Az =0,
2. /.LJF = % - O—,LL)

3 xyo0zy =pe+ AxroAz

Beweis. 1. folgt direkt aus Lemma 3.1.1 (zuldssige Mengen sind orthogonal)

ry0z, =(x+Ax)o(2+Az) = zoz+x0Az+Az0z+ Az 0AZ
= ope+ AxroAz

npy =25 zy = e (xp0zy) =€ (ope + Av o Az) =nop+ Ax" Az = nop

=0
= O = [L+.

O

Wir miissen nur noch zeigen ||Az o Az|| < Ou(x, z), falls das gilt, ist auch z, > 0,2, > 0

erfiillt, folgt aus folgendem Lemma.

Lemma 3.2.3. z(a) = = + oAz, z(a) = z + aAz. Ist (N) fiir « = 0 und o = 1 erfiillt, dann

ist (N) auch fiir « € [0, 1] erfiillt.

Beweis. Ubung.

1

Lemma 3.2.4. Seix >0,z >0und h = Aroz+ x oAz Fiird = 3 0 273 ist
|d™" o Az|®> 4 ||d o Az||> + 2A2"Az = ||z77 0 272 o b

. 11
Beweis. Aroz+ Azox=h |-x7 20272
1 1 1 1 1 1
Arxog 20z22+Azog20z 2=hox 20272
—— ——
d-1 d
Berechne davon die quadratische Norm.

Lemma 3.2.5. Sei v = min{x;z; : i = 1,...,n}. Dann ist ||Az o Az|| < | 5y

Beweis. Sei d wie in Lemma 3.2.4.
||Az o Az |Azodtodo Az

< fldto Azl do Az

< g(ld e Axf? 4 fld o Az|?)
P et osho (e —w o)

< Ariue—ao)?

jwoz—pue])?

0
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Satz 3.2.6. Werden 0 < 0 < 1 und 0 < o < 1 so gewdhlt, dass

6%24n(1—0)?
—5a-9 = 0o, (*)

dann ist |z o zy — pyel| < Ouy in jeder Iteration erfiillt.

Beweis. Wegen (z o z — p(z,2)e)7e = 0 ist
lw oz — prell* = [z oz — pell® + [|ue — pre]|* (Pythagoras)
< (Op)* + 1*(1 = 0)?[Je]?
= (0* +n(1 —0)*) >
Wegen (z, z) in (N) gilt fiir v aus Lemma 3.2.5: (v > (1 — 0)p)

L.3.2.5 2 1—0)?
|y 0 2y — e < lrepell < g +nll ~0) <0

— O,
» =T 210 NG
e

(. J
~~

<Oo

O

Fiir 6 konstant und unabhéngig von n muss ¢ die Form o ~ 1 — % haben, damit (%) fiir beliebi-
ges n gilt. Die Bedingung (%) ist fiirr § = § = 0.35 erfiillt.

Satz 3.2.7. MitQ und o =1 — \/iﬁ so, dass (x) erfiillt ist, und einem streng zuldissigen Startpunkt
(29,9, 2%), der (N) und 2°" 2° < 2L erfiillt, terminiert der Algorithmus in O(~\/nL) Iterationen.

~

.3.2.2

Beweis. (2%)7(2%) = npy, "2 no* o muss < 2725 werden . Kleinstes k mit o < 2

npo

klogo = klog(1 — 9-) <~k (log(l+a) <)
— k> Y[2L1og 2 + log njg] = O(\/nL).

0

Pro Iteration ist der Aufwand O(m?), meist ist m = O(n). = Gesamtaufwand O(n3°L) arith-
metische Operationen. Theoretisch gibt es sogar O(n3L).

3.3 Zentrierter Startpunkt (keine Annahmen iiber Zuléssig-

keit)
Betrachten zuerst das folgende homogene schiefsymmetrische System:
Ax  —7b =0
— ATy +7cC -z =
by —cx - =0 (H3)

x>0, 720, 220, p=>0
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e System ist zuldssig: setze alle Variablen auf 0.

r Yy z

e Falls es eine Losung mit 7 > 0 gibt, = 2, 2 = ist primal/dual zuléssig und 3. Zeile
garantiert b™ 2 > ¢7Z. Mit schwacher Dualitit b % < ¢™Z folgt Optimalitit.

Problem: Falls 7 > 0 muss p = 0 gelten = 7 streng zulissiger Punkt.

Wir brauchen dafiir noch zwei Variablen (¢, o) und zwei Konstanten («, ) und betrachten die
”schiefsymmetrische Einbettung’:

min (1
s.t. Ar  —1b  +09b = 0
— ATy +7c —vCc —=z = 0
b’y —c'x +da —p = 0
—by +&r —Ta —0 =-0

z,x, 7,0, p,0 > 0.

Konstanten o, 3, b,  erhalten wir fiir 2% = e,y = 0,2° = ¢, 70 = 90 = p¥ = 60 = 1:

a=ce+1
f=—-Ce+ce+1+1=€e"e+2=n+2

Das besondere an dem Programm: Es ist selbstdual! (Das Duale ist wieder das Programm selbst.)

Multiplikatoren: 1. Zeile y, 2. Zeile z, 3. Zeile 7, 4. Zeile 0] B
— Duales hat den gleichen Startpunkt 7° = ¢, = 0,2 = ¢, 7 =9 = =5° = 1.

Komplementaritdtsbedingungen sind: =z = pe, Tz = ue
TO=[, TPp=H

V6 =p, Vo= pu.
Fiir ;o = 1 ist der Startpunkt direkt auf dem zentralen Pfad. Der Innere-Punkte-Algorithmus wird
beide Variablengruppen genau gleich aktualisieren: 2% = 7%, y* = ¢*,... = brauchen nur eine
Variablen- und Gleichungsgruppe (nur primal) = zu l6sendes Problem hat nur 2 Zeilen mehr!
Lemma 3.1.2 = zentraler Pfad konvergiert gegen eine streng komplementére Losung. Diese hilft
uns die urspriingliche Losung zu rekonstruieren.

Satz 3.3.1. Das selbstduale Programm hat eine Optimallosung (x*,y*, 2%, 7%, p*,0*,0*) und
7* > 0 oder p* > 0. Es gilt:

y* oz*

i) 7" > 0 <= (P) und (D) sind zuldissig mit Optimallosung f—: und (T—*, ;).

ii) 7 = 0 <= (P) oder (D) hat einen verbessernden Halbstrahl.
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Beweis. Existenz einer Losung mit 7* > 0 oder p* > 0 folgt aus Lemma 3.2.3.
Aus der Optimallosung folgt ¥ = 0 (setze o = (3, alle anderen auf 0).
= Zeilen 1-3 ergeben das homogene System (HS)

Aus 7 > 0 = f—: und (’T/—*, f_—*) sind primal/dual zulédssig und optimal.

Aus 7 = 0 = p* > 0 (strenge Komplementaritit); also ist Az* = 0, A7y* + z* = 0 und
b™y* > c"x*

= b"y* > 0oderc’x* <0

= eines der beiden Probleme hat einen verbessernden Halbstrahl

= mindestens ein Problem ist unzuléssig.

Sind Z und (g, z) primale und duale Optimallosungen, setze ¥* = 0, p* = 0,2* = 7*%,y* =
TMY, 2" = TZ.
Zeile 1-3 gelten fiir 7* > 0 und

b (77y) — & (%) + T*a +o* = 3
T*(_er ATg_i_ng_CTj_i_eTj_i_cTe_i_ 1) +0.* — T*(GT(ZZ'—FE) + 1) —|—O'* — n+2

z

P . * n+2
also zuldssig fir 7% < —-%— g

zeigen primalen Halbstrahl A7 = 0,¢"Z < 0 mit Z so, dass ¢’T = ¢’T — "% > —[3. Setze
o * *:O *:O *:019*:0 *:_T— *:—T—
Zz Y ) 2 ) T ’ P ¢ To C'I'—’—ﬁ
>0
analog fiir dualen Halbstrahl. U
Losung des schiefsymetrischen Systems mit Inneren-Punkte- Verfahren liefert

- entweder Optimalldsungen
- oder Nachweis, dass wenigstens eines der beiden Probleme unzuléssig ist.

In der Praxis verzichtet man auf ¥/ und o und arbeitet “unzuldssig”.

3.4 Quadratische Optimierung

Sei@ € S}, ce R", Ac R™" beR™

min 127Qz + ¢’z Lagrange-  min3z"Qu + ¢’z + (b — Az)Ty
st. Az >b — st. Qr+c—A"y=0
z frei dualitit y>0
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Starke Dualitét folgt aus Beobachtung Beobachtung 2.2.21 , Satz 2.2.20 und Satz 2.4.3.
Barriere-Problem: min(327Qx + ¢"x — p 'y log(A; .« — b;)) =: f()

Vf(x)=0: Qx+c—uAT<m>:O

s := Ax — b ”Schlupf-Variable”, y := ps~! "Dualvariable”.

Primal-Duales KKT-System: Qz +c— A"y =0 duale Zuldssigkeit
Ar —s=1b primale Zuldssigkeit
soy = e pertubierte Komplementaritit.
Newton-Schritt: QAzr — A"Ay = —(Qr+c— ATy) ,
AAx — As = b—Ax + s
Asoy+soAy = je —soy

kann mit dhnlicher Strategie in O(n*°L) bzw. O(n®L) geldst werden.

Beispiel: Portfolio-Optimierung (Markowitz-Modell)
-1 =1,...,n mogliche Investitionen in Aktien
- x; - Anteil, der in Aktie ¢ investiert wird. -erwarteter Gewinn (Verlust): w;
-Kovarianz-Matrix @)

(aus Vergangenheitsdaten oder "Expertenwissen”)

Finde Investition mit minimalem Risiko, deren erwarteter Gewinn einen Mindestwert w € R,

erreicht: min %xTQ:c “Risikomal3”’
st.wz > w “erwarteter Gewinn”
e'r =1 “Anteil am Gesamtkapital”
xz > 0.

Beispiel: SQP-Verfahren (sequential quadratic programming)
Lose fiir f, h € C? nichtlineares Optimierungsproblem

min f(x)
s.t. hi(z) <0, i=1,...,m

indem Schrittrichtung Ax jeweils durch quadratisches Unterproblem bestimmt wird: Zur Herlei-
tung betrachte Barriere-Problem min(f(z) — > log(—h;(x))).

V=0=Vf(z)+p) Vhz) = 0.

Setze s; = —h;(z) > 0,y = pus~L:
I Vi) + 2 Vhi(z)y; =0

II hl(l')—f—Sz:O, Z.:L.‘.,m
I soy=pue

Newton: 1 [V2f(z) + > y:V2hi(z)|Az + > Vhi(x)Ay; = —[Vf(2) + D v Vhi(x)]
O Vhi(x)"Ax 4+ As; = (—s; + hi(x)), i=1,..m
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—Vhl(.fll')T
Setze A := : Q= [V2f(x) + > v V2hi(2)],c:=Vf(z),b:= —h(z)
—Vhp(x)"
I QAx+c—A"(y+Ay)=0
I AAz —(s+As)=b
M (s+ As)o(y+ Ay) = ue

Mit z := Az, 5 := s + As, y := y + Ay folgt
I Qi+c—Aj5=0

I Az—-s5=0

I 50y = pe,

was gerade die Optimalitdtsbedingungen fiir Barriereproblem zu

min sz'Qr + < min Az (VA f(2) + Y 4, V2hi(x)) Az + V f(z) Az

s.t. Az > b s.t. h(z) + J(h(x))Az <0
sind. Also: Nebenbedingungen werden linearisiert, aber der quadratische Term der Kostenfunkti-
on beriicksichtigt die Kriimmung von f und relevanter h; = kleiner Schrittanteil in Richtungen,

in denen sich diese Funktionen stark dndern. Fortsetzen mit line search in Richtung Ax (Schritt-
lange < 1).

3.5 Lineare Optimierung iiber dem quadratischen Kegel

(second order cone programming)

min c"x Lacranee max b7y
st. Azx=0b grang Aly+z=c
—>
T = (?) , x> ||Z|| dualitdt st.  z= <ZZO> 20 > |IZ]]

Starke Dualitit ist garantiert, wenn es streng zulidssige primale und duale Punkte gibt, d.h. falls
32 >0 0,Az =bund Z >4 0,3y : A"y + Z = c (ohne Beweis).

Barriere-Problem: min <"z — $plog(zd — [|z]|?)
st. Ar=b
T >qQ 0

L(z,y) = Tz — gpulog(xg — [|1Z[|*) + y7 (b — Az)

_ . 1 1 21’0 To,
Vol =0:c— gl mpe [_21: — Ay =0
V,L=0:Az=b
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o " 2o .. To z" . 1
Setze z = po T [_j] . z lost [f xof} Z=[ <O> .
——

=:Arw(z)

Arw(x) ist p.d. & 2o > O und zg > %i‘%‘c (Schurkomplement; siche Ubung) < x € int Q" ; in
diesem Fall ist z eindeutig.

Primal-duales KKT-System: ¢ — A"y — 2 =0, z€intQ"}
Ax =0, T € intQ)’}
Arw(z)z = pey.

Linearisieren mit Newton, . .. fiir einen Kegel in konstanter Zeit (auch direkt geometrisch).
Nur in Kombination mit anderen Kegeln sinnvoll.

3.6 Semidefinite Optimierung

Betrachten min(C, X)

st. AX =0
X =0.
<A17X>
Dabei ist AX = :
(A, X)

Fiir Dualaufgabe wird adjungierter Operator zu .4 benotigt:

Anfangs leichter vorstellbar:

T = VeC(X) = (Il,la T21y " s T, L1,2,L22," " 71771,71)7-
vec(Aq)”
AX = |vee(A2) | vee(X)
——

=A

ATy = vec H(ATy) = vec (D yivec(A;)).

Lagrange-Duales: maxb"y
st. A /y+2Z=C
Z =0
Z 1st Slackmatrix.
Starke Dualitit gilt, falls 3X = 0: AX =bund 37 > 0 : Jy : A"y + Z = C; dann werden
primale und duale Optimalwerte angenommen und die Optimalwerte sind gleich (ohne Beweis).
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Semidefinite Programmierung enthilt:

e lineare Optimierung

e konvexe quadratische Optimierung

1
1 Qzx 1%0

T b'x+d <0<+ 1
s Lﬂ@a (7 +d)

e lineare Optimierung liber dem quadratischen Kegel

_ Zo T’
> =
zo > ||Z]] & Arw(x) [x %]}

e Optimierung iiber mehrere semidefinite Variablen

Was ist eine gute Barrierefunktion fiir SDP? — . log det(X'). Man kann zeigen:

e —logdet(X) ist streng konvex auf intS? ,

o V(—logdet(X)) = vec(X1)

Lagrangefunktion:
L(X,y) = (C,X) — plogdet(X) +y7 (b — AX)
VxL=0:C—puX't1—Ay=0, =7Z=puX""!

V,L=0:b—AX =0

primal-duales KKT-System: C' — Z — A"y = 0 primal zuliissig
b—AX =0 dual zuldssig
XZ =pul pertubierte Komplementaritit.

Differenz von primalem und dualem Optimalwert soll 0 sein, d.h. (X, Z) = 0.

X = SN (o)), Z = SN2l (7))
(X, Z) = 2 M(XON(2) (o (0 )T, 0f (v7)7) = 0
s XZ=0.
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Linearisieren: A"Ay+AZ =C—- A"y —Z
AAX =b— AX
AX 7+ XAZ = pl.

Problem: im allgemeinen ist AX ¢ S™!

Man kann zeigen, dass Symmetrisieren durch AX =

% ausreicht.

(N) |3(Z22X2Z7 2+ Z73X2Z73) — u(X, Z)I|| < 0u(X,Z), 0<6<1
(X, 2) =52

O(y/nlog (@)) Iterationen nétig, um (X%, Z*) < e zu erhalten.

e Es ist noch nicht klar, ob SDP polynomial gelost werden konnen.

e Schiefsymmetrische Einbettung funktioniert auch.

Beispiel: Robuste Steuerung

Wollen feststellen, ob ein dynamisches System i—f = A(t)x in einen stabilen Zustand kommen
kann. Uber A(t) wei man nur, dass A(t) € conv{A;,..., A}

Das System heif3t stabil, wenn alle Trajektorien gegen O gehen (Trajektorien sind Kurven, die
der Differentialgleichung geniigen). Stimmt sicher, falls es eine Norm ||z ||y = v 2™ Hx gibt mit
H > 0und % < § < 0. Gibtes so ein H, dann heilit das System quadratisch stabil und
2™ Hz wird Lyapunov-Funktion genannt.

o He = (§) He+a™H (§) =27 (A(t)H + HA(t)) 2 <6 <0 Va.

negativ definit

Wegen A(t) € conv{Ay,..., Ay} missen wir ein H > 0 finden mit ATH + HA; < 0 fiir
1=1,...,k,also:

max \
st. H =\
ATH + HA, < —)I.

Gut vorstellbar in dualer Form: y = (A, hy1, ..., hin, hoty ooy hpn)".

max A = e}y
N —H Zy

ATH + HA, Z
s.t. . + . =0

ATH + HA, 7

(. J
v~

linear in y

Falls A\ > 0, dann erzeugt H* die gesuchte Lyapunov-Funktion.
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Kapitel 4

Nichtglatte Optimierungsverfahren

4.1 Das Subgradientenverfahren

Betrachten min f(x)

st.x e C.
Dabei sei C' C R" konvex und abgeschlossen; f konvex und Lipschitzstetig auf einer Umgebung
von C' mit Konstante M.

C sei von einfacher Struktur, so dass die Projektion P (z) leicht zu berechnen ist (z.B. Wiirfel,
Kugel, einfacher Kegel). f ist iiber ein sogenanntes Orakel 1. Ordnung gegeben. Das Orakel
liefert fiir € C: f(z) und einen Subgradienten g(z) € 0f(x), egal welchen.

Annahme: Es existiert eine Optimallosung x* € C. Also giltV = € C"

f@?) = f(z)+ (g(a),a" — )
S 0< f@) = fa7) < {gla).a —a").

Also zeigt —g(x) ”in Richtung” von z*. Leider gibt | g(x)|| keinen guten Hinweis auf die Schritt-
lange. Notbehelf: Wir wihlen Schrittlangen £y, schon im Voraus.

Algorithmus 4.1.1 (Subgradienten-Verfahren). 0. Wihle xo € C und eine Folge {h;},

hy > 0mit > hy, — oo, > hi < oo. Setze k = 0.
k=0 k=0

1. Rufe Orakel fiir xy, — f(zk), g(xk).

2. vy = Po <$k — hi \\%BH)'

3. k=k+1, gehe zu 1.

95
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Satz 4.1.2. Sei f konvex, Lipschitzstetig auf einer Umgebung von C' mit Konstante M und xo € C
mit ro = ||xg — 2*||. Dann gilt:

Z:I{]llﬂkf(l‘z) —fl@*) <M Qi p (— 00)

Beweis. Seir; = ||z; — x*||. Wegen Beobachtung 2.1.16 und Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt
[Pe(z) = Pe)ll < |z =yl also

2 g(z4) * 2 g(z4) 2
T = HPC (“” hifgon )H) z — hifgar —
:Hxi—x | —2 i<%,xi—x*>+h?,

=r;

2
also r7 + h? > 17, + 2h; <mv%—

m*>furi:0,...,k

r2+zkjh2>r2 +fj2h» @) N s i <9(“i) x-—g;*>.zkj2h.
0 = i = Tk+1 P i ”7 i = e\ llg@)l? 2 =~ )

\llg(,)
>0
Minimum werde fiir 7 angenommen.
k
r%—l—‘Z h%
= [f(az) = f(z*) < (g(w3), 07 — 2%) < lg ()l U
S—— > 2h;

<Mwegen Lipschitzstetigkeit i=0

Ist obere Schranke R > ro bekannt, wihlt man oft hy = \/L—.

k+1
r2+R?log(k+1)
Konvergenz recht langsam: =———==— NS

Typisch: anfangs guter Fortschritt, dann extrem langsam. — Biindelverfahren (sind etwas bes-
ser).



