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Kapitel 0

Aquivalenzrelationen und vertrigliche
Funktionen

0.1 Definitionen

Definition 0.1.1. Sei M +# () eine beliebige Menge. Jede Teilmenge R C M x M heifyt eine
(bindre) Relation auf M.
Schreibweise:

(x,y) € R < xRy

(x steht in Relation zu vy)

Beispiel 0.1.2.

1. Extremfille: R=0, R=Mx M

2. Identitit: R=1:={(z,x):x € M}, dh,zly=z=y

3. Sei f eine Funktion, f : M — M, d.h. xRy belingtion y = f(z)
4. Sei M =R
ley Defgtz(m T S y
(b)
Definition
aRoy "= Jz] = [yl
(c) ;
Definition
T R3y T #y
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(d)
De finiti
efinition |

TRy r—yl <1

S M=7Z, m2>1

(a)
Ry < zly (xteilty)

(b)
TRy < mlzr —y (x =y modulo (m))

Definition 0.1.3. Die Relation R auf M # () heif3t Aquivalenzrelation, wenn gilt:

1. xRz fiir alle v € M (Reflexivitdt)
2. Aus xRy = yRx (Symmetrie)
3. Aus xRy und yRz = xRz (Transitivitdt)

Beispiel 0.1.4.

1. 5baus (0.1.2).

2. Sei f : M — N eine Funktion und sei die Relation Ry auf M gegeben durch

TRy Deliggtion f(x)=f(y), (x,y € M), dannist Ry eine Aquivalenzrelation auf M.

Definition 0.1.5. Sei R eine Aquivalenzrelation auf M und x € M. Die Menge
T:={y€e M :yRx}

heif3t die zu x gehorige Aquivalenzklasse. (Nebenklasse, Restklasse)
Jedes Element y € T heifit Reprdsentant der Klasse . (insbesondere ist x ein Reprdisentant
bzw. Vertreter von T)

Beispiel 0.1.6.

M =7Z,x =y mod(2) ist eine Aquivalenzrelation
={yeZ:y=0 (2)}ykongruent 0 mod(2)
_yezoy=1 (2)}

= Ol

— y=0 mod 2<% 2y—0=y< ygerade() = {gerade Zahlen}
y=1 mod 2&2y—1 & y ungerade 1 = {ungerade Zahlen}



0.1. DEFINITIONEN 7

Bemerkung 0.1.7. Sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Es gilt:
x €T, fiirallex € M =T+
Satz 0.1.8. Sei R eine Aquivalenzklasse auf M. Dann gilt:

TRy&x=79y
Beweis.

1. SeizRyundu € T = uRx
Da R nach Definition transitiv ist, gilt:

uRy=uey=c2Cy

Analog wird 7 C T gezeigt.
=T=7

2. Seiz=y=>x€y= xRy

[
Satz 0.1.9. Sei R eine Aquivalenzrelation auf M und x,y € M. Dann gilt entweder T = 7j oder
zNy =10
Beweis. Seiz€exNy= zRxNzRy =Ry =7=79y ]

Definition 0.1.10. Sei M # () beliebig. Das System { M.} von Teilmengen der Menge M (M, C
M) heifst eine Klasseneinteilung von M, wenn gilt:

1. M, # 0 fiir alle
2. M. N0 M. =0 fiiralle T # 7'
3. M=, M,

Satz 0.1.11. Jede Aquivalenzrelation R auf M erzeugt eine Klasseneinteilung {T} ,cpr von M,
und umgekehrt erzeugt jede Klasseneinteilung von M eine Aquivalenzrelation auf M.

Beweis.

1. Sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Wegen Bemerkung (0.1.7) folgt:
M= ]z z#0
zeEM

und wegen Satz (0.1.9):
TNy =0firaller #7y
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2. Sei { M.} eine Klasseneinteilung von M. Wir setzen:

Definition

TRy es existieren 7 : x,y € M, (%)

Zeigen: R ist eine Aquivalenzrelation auf M.
Sei z € M. Wegen 3.) aus (0.1.10) folgt:

Es existieren 7 : x € M, = xRx (x € M) (Reflexivitit)

Sei xRy, d.h., es existieren 7 : x,y € M, = y,x € M, = yRx (Symmetrie)

Sei xRy, yRz, d.h., es existieren 7,7’ : x,y € M., v,z € M,

—ye M M, Y -~ o M= M, = zRz (Transitivitit)

Bemerkung: M, =7

Bemerkung 0.1.12.

1. Ist {M,} eine Klasseneinteilung von M auf R, der Relation (x) aus dem Beweis zu Satz
(0.1.11), so existiert fiir alle T genau ein T mit

T=M,

2. Sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Wihlt man aus jeder Klasse T genau ein Element T
aus, so erhdlt man ein Vertretersystem.

3. Die Menge der Aquivalenzklassen T heift Faktormenge (kurz: M/ R)
Satz 0.1.13. Jede Aquivalenzrelation R auf M ist von der Form
R = Rel(m)

fiir eine gewisse Funktion .
Beweis. Seim: M — M/R gegeben durch 7(z) =7 (x € T) eine kanonische Abbildung. Es

gilt:
tRyeT=7<n(r)="n(y)

Beispiel 0.1.14.

1. Die natiirliche Zahl n ist die Kurzbezeichnung fiir Aquivalenzklassen aller Mengen mit n
Elementen beziiglich der Relation ”Gleichmdchtigkeit “.
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2. Die ganzen Zahlen sind die Aquivalenzklassen differenzungleicher Paare natiirlicher Zah-
len o
(dh, M =NxN, (a,b)R(c,d) "L ¢ +d=b+c)
(Rationale Zahlen (a,b)R(c,d) < ad = ¢b, [b,d # 0])

3. M=R, zRysxz—y=2kr (keZ)

M/R = [0,2n] = Kreislinie

Definition 0.1.15. Sei R; eine Relation auf M;, (i = 1,2). Die Funktion f : My — My heifst
vertriglich mit den Relationen Ry und Rs, wenn aus xRy (x,y € M) stets f(z)Raf (y)
(f(x), fy) € Ma) folgt.

Beispiel 0.1.16.

1. My =M;,=R

(@) Ry =Ry="<*
f + R — R st vertriiglich mit R1,Ry < x < y = f(z) < f(y) — monoton
wachsend

(b) aRiy & Jz[=ly|, Ro="="%|z|=yl & f(z)=f(y)
—gerade Funktionen (f(z) = f(—x))

(c) pe RO} fix, tRyy= Ik €Z:x—y=kp, Ro="="
Eine vertriigliche Funktion ist f(z) = f(z + kp)

2. Sei f : My — M eine Funktion, Ry = Rel(f), Ry = " = “ Sei f vertriglich mit
Ry, Ry, dann gilt:

Ry "EE f(2) = )

Satz 0.1.17 (Satz iiber die Faktorabbildung). Sei R; eine Aquivalenzrelation auf M; und 7; :
M; — M,/ R; die kanonische Abbildung (i = 1,2).
Zu jeder Funktion f : M, — M, gibt es genau dann eine eindeutige Funktion f : M,/R, —
My / Ry mit

mo f=fom (%),
wenn [ mit Ry und R vertrdglich ist.
((x) bedingt, dass folgendes Diagramm kommutativ ist:

My LM

B

M /R, L My/R,
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Beweis.

1. Sei f vertriaglich mit R, Rs. _
Zeigen die Eindeutigkeit von f: Sei

gi Ml/Rl —>M2/R2mit7r20f:§o7r1

Firz € M,/ R; gilt:

9(T) = g(mi(z)) = (gom)(T) = (m2 0 (f)(2)) = m2(f(2))

© (fom)(z) = f(mi(z)) = f(Z) firalleT € My/Ry = f=7

Zeigen wir nun die Existenz von f
Sei T € M, /R;. Setzen f(T) := f(x) (€ My/Rs)
Zeigen noch, dass f wohldefiniert ist:

vertraglich ARy

Seiy € T,dh., 2Ry f(@)Raf(y) = f(z) = f(y)
= Zuordnung hingt nicht von der Wahl des Reprisentanten ab

= f ist eine Funktion, ndmlich: M, /Ry — M,/ Ry mit f(Z) = f()
Weiter gilt: Fiir v € M, ist

(m2 0 f)(z) = ma(f(2)) = f(z) = (@) = f(mi(2)) = (f o m1)(x)

2. Seien die Bedingungen erfiillt:
Zeigen: f ist vertrdaglich mit R;, Ry

Sei vRyy = m(z) = m(y) = f(m() = Fm@) 2 m(f@) = nf@y) =

f(x)Raf(y) = Behauptung
f ist hierbei die Faktorabbildung beziiglich f, Ry, R,.

Bemerkung 0.1.18. Mit den Beziehungen von Satz 0.1.17 gilt:

1. finjektiv < Aus f(x)Ryf(y) folgt xRy
2. f surjektiv < Fiir alle y € M existiert ein x € M, mit yRy f () (%)

3. wenn f surjektiv ist, so gilt (xx)
Beweis zu 2..

1. Sei f surjektivund y € M,. Day € My /R, existierteinz € M, /R, mity = f(Z) =
f(z) = yRaof(x)
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2. Sei () erfiillt und j € My/ Ry “ Fiir y € Y existieren z € M; mit yRy(f(z))
= y=f(x)=f(T) (T€ M;/Ry)= fistsurjektiv

]

Folgerung 0.1.19. Jede Funktion [ : My — My It sich als Verkniipfung der kanonischen
Abbildung w : My — M,/ Rel(f) und einer eindeutig bestimmten injektiven Funktion [ :
M,/ Rel(f) — M, darstellen, d.h.:

f=Ton

und damit ist folgendes Diagramm kommutativ:
Mo LM
T / f
M /Rel(f)
Beweis. Mit Satz (0.1.17), Ry = Rel(f),Ro=1="="*
folgt: my =, T2 =idu,
Zu Injektivitit von f:
) Saz(0.1.18(1)) & . . . . .

Sei f(x)Raf(y), dh., f(x) = f(y) = zRel(f)y = " f istinjektiv O

Bemerkung 0.1.20. Ist in Folgerung (0.1.19) f zusdtzlich noch surjektiv, so ist f eine Bijektion
von M/ Rel(f) auf Ms, d.h., M1/Ry 5T <=y € M,

Beispiel 0.1.21.

M, — Menge aller Studenten der BRD
My — Menge aller Fakultditen in der BRD

f: My — My f(x) ist die Fakultdt, an der Student x studiert
xRy DRI - i gleicher Gruppe wie y
XRyY PP Fakultiit X an der gleichen HochschuleY

Wie sieht f aus? — f ordnet jeder Gruppe die Hochschule zu, der sie angeort.
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Kapitel 1

Algebraische Strukturen

1.1

Definitionen

Definition 1.1.1. Sei M +# () eine beliebige Menge. Eine Funktion f : M x M — M heif3t
(bindire) innere Verkniipfung oder kurz eine Operation auf M.
Es ist iiblich, die Funktion nicht mit einem Buchstaben, sondern mit "o, +, —, -, x“ zu bezeich-

nen.

Daher schreibt man anstelle von x((mq, ms)) kurz my % mao.
Das Paar (M, ) nennt man algebraische Struktur mit einer Operation (Verkniipfung), kurz al-
gebraische Struktur.

Beispiel 1.1.2.

1.

N S KW

(a) Summe und Produkt auf N, 7, Q,R,C
(b) Differenzenin Z,Q,R,C

(a) Summe der Matrizen gleichen Typs
(b) Produkt zweier quadratischer Matrizen gleicher Ordnung

Vektorprodukt im R?

Summe und Produkt von Funktionen aus C|0, 1]
M =R, m*n = max(m,n)

M =C, 21 %25 := (21 + 22)

Sei X # () eine beliebige Menge. Sei weiterhin (M ;o) eine algebraische Struktur und F
die Menge der Funktionen von X in M.

Fiir f und g aus F sei (f * g)(x) := f(z) o g(z).
(F, %) ist wieder eine algebraische Struktur.

13
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Definition 1.1.3. Sei ”x“ eine Operation auf M +# ().
1. diese Operation heifst assoziativ, wenn gilt:
(mq * mg) x m3 = myq x (Mg * mg) fiir alle my, my, mg € M.

2. diese Operation heifst kommutativ, wenn gilt:
my * Mo = My * myq fiir alle mi,mqy € M.

Definition 1.1.4.

1. Eine algebraische Struktur (M, ) heifst Halbgruppe, wenn die Operation “x“ assoziativ
ist.

2. Ist die Operation zusdtzlich noch kommutativ, so spricht man von einer kommutativen
Halbgruppe.

1.2 Ausgezeichnete Elemente in algebraischen Strukturen

Definition 1.2.1. Sei (M, x) eine algebraische Struktur.

1. Ein Element e, € M (bzw. e, € M) heifit linkes (rechtes) Einselement von (M, *) oder

» o«

beziiglich der Operation ", wenn gilt:
e; xm = m fiir allem € M (m * e, = m, fiir allem € M)

(Ein Element aus M, das gleichzeitig linkes und rechtes Einselement in (M, ) ist, heifst
kurz Einselement 1 [neutrales Element])

2. Das Element 0, € M, (0, € M) heifst linkes (rechtes) Nullelement von (M, x*) oder

M«

beziiglich der Operation "x*“, wenn gilt:
0; * m = 0, fiir alle m € M (mx*0, =0,)

(Ein Element 0 € M, das gleichzeitig linkes und rechtes Nullelement von (M, ) oder
beziiglich der Operation ”x*“ ist, heif3t kurz Nullelement.)

Beispiel 1.2.2.

1. (NU{0},-), 7-“-gewohnliche Multiplikation, 1 ist 1-Element, 0 ist 0-Element
2. In (NU{0},+), "+ “-Addition, 0 ist 1-Element, (neutrales Element)

3. Sei M +# () beliebig, "+ “ gegeben durch n x m := m fiir alle n,m € M
Jedes n ist linkes 1-Element
Jedes m ist rechtes 0-Element
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Satz 1.2.3. Existiert in einer algebraischen Struktur (M, x) gleichzeitig ein linkes und ein rechtes
1-Element (0-Element), so stimmen diese iiberein und sind eindeutig (d.h., wenn iiberhaupt, dann
existiert genau ein 1-Element [0-Element]).

Beweis. Sei ¢, € M ein linkes und e, € M ein rechtes 1-Element, d.h., ¢, * m = m bzw.
m * e, = mfiirallem € M.

Wir setzen:
m:=e, m:=e¢ (1.1)
= e ke =e, = e ke, = ¢ (1.2)
= e, = ¢
O]

Bemerkung 1.2.4. Wie Beispiel (1.2.2(3)) zeigt, konnen beliebig viele 0-Elemente bzw. 1-Elemente
existieren, wenn jedoch ein rechtes und ein linkes 1-Element (0-Element) existieren, so gibt es
nur genau ein 1-Element (0-Element). Siehe auch Beweis (1.2 — 3).

Definition 1.2.5. Sei (M, *) eine algebraische Struktur mit 1-Element ¢ € M. Das Element
x € M (in (M, *)) heif3t von links (rechts) invertierbar, wenn ein Element y € M existiert, mit

yxxr=ce (xxy=c¢e)

Das Element y heifit Links- (Rechts-) Inverse von x. Ist x beidseitig invertierbar, so heifit v kurz
invertierbar und y eine Inverse zu x.
(Schreibweise fiir y : x~! oder —x)

Bemerkung 1.2.6. Das 1-Element e € M ist stets invertierbar (da e x e = ¢)

Beispiel 1.2.7.

1. (NU{0}; +), neutrales Element 0, aber n # 0,n € NU {0} nicht invertierbar
2. In (Z,+) ist jedes Element x € Z durch (—x) invertierbar

3. Sei M = R™ (= M(n *n,R) die Menge der quadratischen Matrizen n-ter Ordnung
mit Eintrdgen aus R und der Matrizenmultiplikation, dann gilt:

_ 1 )

~ det(A)

A € M in M invertierbar <> det(A) #0 (det(A™')

4. Sei X £ 0, M ={f: X — X}, wobei die Komposition Operation auf M ist, d.h

(fog)(z) = f(g(x)), fiirallex € X

(M, o) ist eine algebraische Struktur und Halbgruppe mit 1-Element id,.
Es gilt:
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(a) f € M injektiv < f von links invertierbar
(b) f € M surjektiv < f von rechts invertierbar

5. 868 X ={(&)2p: & eR (k=0,1,..)}und M = {f : X — X} mit "o Komposi-
tion (siehe auch 4.)

Betrachten die Funktion f € M, wobei f((&x)i2,) = (0,&0,&1, . . .) (Verschiebungsopera-

toren) und g o ((§x)52,) = (&1, &2, - .).
Offenbar ist g o f = id, < go eine Links-Inverse zu f.
Weitere Links-Inversen fiir beliebige o € R sind die Funktionen g, € M und g.,((§x)72,) =

(Oé, 607 617 N )

Satz 1.2.8. Sei (H, *) eine Halbgruppe mit 1-Element e. Besitzt das Element x € H eine Links-
und eine Rechts-Inverse, so stimmen diese iiberein und sind eindeutig bestimmt (d.h., zu einem
invertierbaren Element x € H existiert genau nur eine Inverse).

Beweis. Seiy € M eine L-Inverse und z € M ein R-Inverse zu z, d.h.,
yxx =e T*z=c¢e
Wegen der Assoziativitit von ”x* (Halbgruppe) gilt:

y=yre=yx(rxz)=(yra)rz=cxz=2

Satz 1.2.9. Sei (H, o) eine Halbgruppe mit 1-Element e und
H* :={a € H : ainvertierbar in (H,o)}.
Dann gilt:

1. e€ H*

2. a' € H*, fiirallea € H* und (a™')™ = a

3. a-be H* fiirallea,b € H* und (a-b)"' =b"1.a™!

Beweis. Sei (H, o) eine Halbgruppe mit 1-Element ¢ und H* die Menge der in (H, o) invertier-
baren Elemente.

1. Seieoe = e, das 1-Element = ¢ invertierbar = ¢ € H*

2. a loa=aoa"', weil a—' Inverse ist, also Links- wie Rechts-Inverse
=atoa=e=aoa"! = a!invertierbar mit a = a € H* und es gilt:

(a~")™' = a, da Inverse eindeutig bestimmt ist
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3. Zeigen: a-b € H* firallea,b € H*und (a-b) ' =b"1-a™*

a,be H* =a ', b7 € H
=e=a'a e=0b"'-b
Ee=bt-at-a-b=abb la!
=e=(b"'a")(ab) = (ab)(b"ta™ )
= (ab)' =b""'a!

[]

Definition 1.2.10. Eine Halbgruppe (G, -) mit 1-Element e heifit Gruppe, wenn jedes Element
von G in (G, -) invertierbar ist.

Beispiel 1.2.11.

1. (Z,+); (Q,+); (R, +); (C, +) sind Gruppen mit dem neutralem Element 0 und der Inver-
sen (—x).

2. (Q\{0};-); (R\{0},-); (C\{0}, ) sind Gruppen mit dem 1-Element 1 und der Inversen

3. Wenn (H,-) eine Halbgruppe mit 1-Element e ist, so ist (H*,-) eine Gruppe (vergleiche
Satz (1.2 —-9))

Satz 1.2.12. Sei (H, -) eine Halbgruppe. (H,-) ist eine Gruppe genau dann, wenn gilt:
Fiir jedes a,b € H besitzen die Gleichungen

a-r==>0 (1)
y-a=b (2

mindestens eine Losung x bzw. y in H.

Beweis. 1. Sei (H, -) eine Gruppe.

=z =a" ' bist Lésung von (1)
y =b-a " ist Losung von (2) (eindeutig)

2. Sei die Bedingung erfiillt.
Zeigen, dass eine L-Inverse ¢; existiert und dass jedes Element von H von links invertierbar

1st.
Sei a € H beliebig und y = e;, die Losung der Gleichung

y-a=a
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Weiterhin existieren fiir alle b € H ein z € H mit

ar =b
=b=ar = (e -a)r =e¢ax) = ¢b

=> ¢; ist L-Inverse von H.

Aus (2) folgt fiir alle a € H existiert ein y € H mit y - a = e; (a von links invertierbar).
Zeigen nun, dass e; auch R-1-Element und y R-Inverse von a ist.
Ausy-a=¢e=y-a-y=e€-y=y

Weiterhin existiert ein z € H mit z - y = ¢; (2)

=e=z-y=2z2y-a-y)
=(-yla-y =e-ay=a-y
(y ist R-Inverse von a) und

a-e =a(ya) = (ay)a = e, - a = a < ¢ ist auch R-1-Element

]

Folgerung 1.2.13. In einer Gruppe (G, -) gelten die Kiirzungsregeln, d.h., fiir alle a,b,c € G
muss gelten:

a-c—b-c}
=a=0b
c-a=c-b

Folgerung 1.2.14. Eine endliche Halbgruppe (H,-) (d.h.,
pe, wenn die Kiirzungsregeln gelten.

H| < o0) ist genau dann eine Grup-

Beweis. Sei a € H beliebig und f : H — H gegeben durch f(z) = a-x (x € H) und
g : H — H gegeben durch ¢g(y) =ya, (y € H).
Aus der Kiirzungsregel folgt, dass f, g injektiv sind ,da aus

Kiirzungsregel
ari = axrs - T1 = T

Analog gilt dies fiir g:
= Y1 =12

= f, g surjektiv, da |H| < oo
= fiiralle b € H existieren z,y € H mitaxr = f(x) =bund ya = g(y) = b
= Gleichung ist 16sbar

Beispiel 1.2.15 (Beispiele fiir endliche Gruppen).
{-1,1},0), G={z€C:2"=1} ={-1,1,—i,i}
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1.3 Faktorstrukturen und Homomorphismus

Definition 1.3.1. Sei (M, ) eine algebraische Struktur. Die Aquivalenzrelation "~ * auf M heif3t
vertriglich mit der Operation ”-*, wenn aus x; ~ y; (i = 1,2) stets folgt:
L1 T2~ Y- Y2

Bemerkung 1.3.2. Serzt man in der Definition (0.1 — 15) My = M x M und My = M, sowie
f :”‘ (‘.

Setzt man weiter
Def
(Ilaxz)}ﬁ(yh%) é; 1~ Y, T2~Y2

und Ry ="~*, so folgt die Definition (1.3 — 1) aus dieser. (R, ist Aquivalenzrelation)

Satz 1.3.3. Sei (M, ) eine algebraische Struktur und ”~* eine Aquivalenzrelation auf M, die
mit der Operation ”-*“ vertrdglich ist.
Die Faktormenge M/ ~ wir durch folgende Operation "o “ zu einer algebraischen Struktur.

Toy: =T yfiiralleT,j€ M/ ~;
d.h., fiir die kanonische Abbildung 7 : M — M/ ~ gilt:
m(x-y) = 7n(x) o w(y) fiir alle x,y € M
Bewelis. Zeig@, dass ”o:wohldeﬁniert ist:
Seienz, 2’ € X;y,y € Y, dh.,

99 ¢

x o~ y~y, da” ~ “vertriglich ist mit

sz-y~r -y =T 8Hy=0"9
Offenbar gilt: 7-y € M/ ~ = Behauptung ]

Bemerkung 1.3.4.

6«

1. Anstelle von ”o* auf M/ ~ schreibt man wieder

<

”»

2. Ist die Operation auf M assoziativ oder kommutativ, so auch die Funktion auf der
Faktormenge (M / ~).

Ist e € M 1-Element bzw. 0 € M Nullelement auf (M, -), so ist entsprechend € € M/ ~
bzw 0 € M/ ~ ein solches.

Gilt in M (mit e) die Beziehung x - y = e fiir gewisse x,y € M, so ist:

T-y—=€
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Beweis zu 2.. Sei e € M 1-Element. Wir zeigen, dass € € M/ ~ auch 1-Element in M/ ~ ist:

T-€=71-e =2 = Behauptung

O

Definition 1.3.5. Seien (M, *) und (Ms, o) algebraische Strukturen. Die Funktion — f : M; —
My heifst Homomorphismus von (M, x) in (Ms, o), wenn gilt:

flz*y) = f(z)o f(y) fiir alle x,y € M,

Ist [ bijektiv, so heifit f ein Isomorphismus von My auf My und die Strukturen (M, *) und

(My, o) zueinander isomorph.
(symbolisch schreibt man (M, %) = (Ms, o) oder kurz M; = M)

Bemerkung 1.3.6. Ist f : M, — M, ein Isomorphismus, so ist f~' : My — M, auch ein
Isomorphismus.

. . . . [ bijekii . . .
Beweis. Seien 2.y’ € M, beliebig d S5 so existieren genau ein x und y € M; mit f(z) =z

und f(y) =y
= @ oy) = (f@) o fy)=F " (flaxy)=axy= ')« ()

= Behauptung

!/

Beispiel 1.3.7.

1. My =R, "s“="+“:My = (0;00), "o“'=".
f My — My mit f(z) = exp(x) = e”
exp(x +y) = exp(x) - exp(y)
f bijektiv = Isomorphismus
2. My = M(n x n,C) mit Matrizenmultiplikation und My = C mit ”-“
f My — My mit f(A) = det(A)
Esgilt: f(A-B) = f(A) - f(B) = det(A) - det(B)
= Homomorphismus

3. Die kanonische Abbildung in Satz (1.3 — 3) ist ein Homomorphismus, genannt kanonischer
Homomorphismus

Definition 1.3.8.

1. Sei (M, x) eine algebraische Struktur und ) # N C M. (N, ) heifst Unter- oder Teil-
struktur von (M, *), wenn gilt:
nyxng € N

fiir alle ny,ny € N, (d.h., (N, %) ist algebraische Struktur)
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2. Sei f: (My,*) — (Msy, o) ein Homomorphismus. Die Menge
im(f) :={y € My : es existiert ein x € My mity = f(z)}
heifst Bild des Homomorphismus.

3. Sei f: (My,*) — (Ms, o) ein Homomorphismus und es ein 1-Element in (Ms, o).
Die Menge

ker(f) :={x e M : f(z) = e}

heifit Kern des Homomorphismus von f.

Bemerkung 1.3.9. Die Mengen im(f) und ker(f) (wenn ker(f) # () sind entsprechend Un-
terstrukturen von (M, o) bzw. (M, *).

Beweis. Sei x1,xo € ker(f). Wir betrachten:

f(x1 x x9) = f(z1) o f(mg) =ex0ey = ey

= 11 % Ty € ker(f)

Satz 1.3.10 (Homomorphiesatz). vergleiche Folgerung (0.1-19)

Sei f: (My,*) — (Ma,-) ein Homomorphismus; (M, /Rel(f),*) =: (M, x) die Faktorstruktur
von M nach Rel(f) (vergleiche Beispiel (0.1 — 4)) und w : My — M /Rel(f) der kanonische
Homomorphismus.

Dann existiert genau ein injektiver Homomorphismus f (M, %) — (M, -) mit

f=Tonr

M, AN VA
C = -7 )
M/ Rel(f)

Beweis. Folgt eigentlich aus dem Satz (0.1 — 17).
Noch einmal wesentliche Teile:
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Def.:

f (M, %) — (My,-) wie folgt:

(@) = f(x) (r € X) firallew € M

Wir zeigen: f ist wohldefiniert.

Seix, 2’ € X, dh, zRel(f)2’ < f(z) = f(2)
= f(z) = f(z') = wohldefiniert

(
= f(x) = f(@) = f(r(2)) = (f o 7)(z) fiir alle € M,

Zeigen nun, dass f injektiv ist.

Seif (@) = f(7) & f(x) = f(y) & zRel(fly & T=7
Zeigen noch, dass f Homomorphismus ist.

f@=g) = f@*y) = flxxy) = fx) fly) = f(@) - [(7)

= Behauptung

Folgerung 1.3.11 (Isomorphiesatz). Betrachtet man den obigen Homomorphismus f als Abbil-
dung von M auf im(f), so ist f : M — im(f) bijektiv und damit ein Isomorphismus zwischen
M und im(f), d.h.,

(My/Rel(f),*) = (im(f), )

Beispiel 1.3.12.

M, = M(n x n,C) mit der Matrixmultiplikation, My = C mit Multiplikation
f: My — My gegeben durch f(A) = det(A)

dann gilt: f(A- B) =det(A- B) = det(A) - detB = f(A) - f(B)

= f ist Homomorphismus

Definition

ARel(f)B & det(A) = det(B)
im(f) =C = M;/Rel(f)=C
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M, = C|0, 1], reellwertige, stetige Funktionen auf [0, 1] mit punktweiser Multiplikation,
My = R mit Multiplikation
1
[ My — My mit f(z) = (5)5”
offenbar ist im(f) = R

f ist Homomorphismus

sRel(f)y & ()7 = (3)y

M /Relf(f) =R
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Kapitel 2

Gruppentheorie

2.1 Definitionen und Beispiele

Definition 2.1.1. Eine algebraische Struktur (G, ) heifst Gruppe, wenn folgende Gruppenaxio-
me gelten:
1. (ab)c = a(bc) fiir alle a, b, c € G (Assoziativgesetz)

2. Esexistierteine € G : ea = ae = a fiir alle a € G (1-Element)

1

3. Fiiralle a € G existierteina™' € G : a'a = aa™' = e (Inverses Element)

Eine Gruppe heifit abel’sche Gruppe oder kommutative Gruppe, wenn gilt:

4. ab = ba fiir alle a,b € G
(H, ) Halbgruppe mite = (H*, ) Gruppe

Beispiel 2.1.2.

1. Seim € Z mit m > 1 und Z,, die Menge der Restklassen mod (m). (dabei ist Aquiva-
lenzrelation wie folgt auf 7. erkldrt:

r=y mod(m) < mlr—y
= Zm:=1{0,1,...,m—1}
Add - z+y:=z+y
T-Yy:=T-Yy

(Z, +) ist eine abel’sche Gruppe mit neutralem Element 0 und der Inversen —x von T.

25



26 KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE

2. G = {(—ab 2) a,b € R, a® + b* # 0} und der Matrixmultiplikation ist eine abel’sche
Gruppe (siehe Ubung 2)

3. (Zp,, ") ist offenbar eine Halbgruppe mit 1-Element 1 (1-T =1 -2 = T)
m=4:72,=10,1,2,3} =2-2=2-2=4=0
Was ist 7, ?
Behauptung: 7, = {x € Z, : m und x sind teilerfremd}

Beweis.

1. Sei T € Z*, = es existierteiny € Z,, -7y = 1
=ay—1=(-k)m, |[(—k) € Z]
=zy+km=1= ggT(x,m)=1
= x und m sind teilerfremd

2. Sei umgekehrt x, m teilerfremd, d.h., gg7' =1

0.Ub .
—* es existieren y, k € Z : xy + km = 1

=axy—1=—km
=mlzy—1eTy=1=7-J=1=7TcZ"

m

7, - prime Restklassengruppe mod(m)
Zy={1,2,...,p—1}, p>2Primzahl O

Bemerkung 2.1.3. Die Anzahl p(m) der Elemente von 7.\, heifst Eulersche Phi-Funktion, d.h.,
w(m) = Anzahl der natiirlichen Zahlen x mit 1 < x < m, die zu m teilerfremd sind.

Beispiel 2.1.4.

1. Fiir die Primzahl p > 2 ist p(p) = p — 1

2. Sei X #0,M ={f : X — X} mit der Komposition als Operation auf M. Offenbar ist
(M, o) eine Halbgruppe mit 1-Element id,,.
Bekanntlich gilt:

(M*,0) ={f: X — X|f bijektiv}
S(X) — die symetrische Gruppe auf X =: S(X)

Ist X ={1,...,n}, sosei S, :=S({l,...,n})

Ein Element von S,, ist eine Permutation vom Grade n.
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2.2 Untergruppen

Definition 2.2.1. Sei G eine Gruppe mit 1-Element e.

1. Jede nichtleere Teilmenge K C G von G heifit ein Komplex von G. Wir setzen:

2. KL:={kl:k € K undl € L} (Komplexprodukt)
K= ':={k™': k € K} bei K, L Komplexe von G

3. Ein Komplex U von G heifst Untergruppe, wenn U mit der Operation von G selbst wieder
eine Gruppe bildet. (kurz U < G)

Satz 2.2.2. Sei G eine Gruppe mit 1-Element e und sei U C G ein Komplex. Dann sind nachfol-
gende Beziehungen dquivalent:

1. U ist Untergruppe von G

22 uveU=wecUundu ' eclU
3.00CUundU~*CU
4. UU=UundUt=U
5 u,velU=uw'teclU
6. UU'CU
7. 00t'=U
Bewelis.

1 =2 : U ist Gruppe = (u,v) — wv fiir alle u,v € U ist die Abbildung von U x U in U.
Beziiglich dieser Operation auf U besitzt U ein 1-Element e,, (d.h., e, - u = u - €, = u).

Zeigen: e, =€
-1 -1 -1
eu==¢€-¢e,= (e, e e, =¢€, (e,e,) =€, €,=c¢€

Wegen (u, v) — uv, fiir alle u, v € U istuv € U fiir alle u,v € U.
Zeigen: u~! € U fiiralleu € U

Seiu € U = esexistiet u ' € G,dh.uw-u"'=e

Da U selbst eine Gruppe ist, existiert einv € U : uv = e, = e.
Da die Inverse eindeutig bestimmt sein muss, gilt:
v=ul=ulelU

2 < 3 :trivial
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3 =4 :Firu e U gilt:
e=wu e UU'CUUCU

alsoiste € U.

==U=U0UeCUUCU=UU=U
Weiter folgt aus U~ C U sofort U = (U™) "1 CUCU
=U't'=U
2=5 :Firu,velU =>w'tcUU'CUUCU

5 < 6 :trivial

6=7:Mituec Uiste=uu"' €eUU T CU.
Wegen e = e liste € UL, so dass gilt:

U=UeCUU'CU=UU'=U

7=1:Esiste=uu' €U (u€U).Damitfolgt
U'l=eU' CUU'=U=wu'eUfiralleueU

Weiter gilt fiir u,v € U :uwv =u(v )"t € UU CU
= (u,v) — wv ist eine Operation auf U mit dem 1-Element e.
= U ist selbst eine Gruppe (Assoziativgesetz ist trivialerweise erfiillt.)

]

Satz 2.2.3. Eine endlicher Komplex U der Gruppe G ist genau dann Untergruppe zu G, wenn
gilt:
Uu CU (%) (dh u,veU=uvel)

Beweis.

1. (x) = U ist ein Halbgruppe. Da in GG die Kiirzungsregeln gelten, so gelten diese auch in

U.
Mit |U| < oo folgt die Behauptung aus Folgerung (1.2 — 14).

2. Seiu € U. Wegen (x) folgt: u> € U
= u? - u € U. Per vollstindiger Induktion folgt u™ € U fiir alle n > 1.
Da |U| < oo miissen in einer unendlichen Folge {u"} Wiederholungen auftreten, d.h., es
existieren k,j > 1 und k > j mit u* = /.
Nach dem Kiirzen folgt: u* =/ = ¢ = ¢ € U und u* 7=ty = uu
= u € U ist invertierbar = Behauptung

k—j—1 k—



2.2. UNTERGRUPPEN 29

Beispiel 2.2.4.

a) {e}, G sind die trivialen Untergruppen der Gruppe G
b) SeiU <GundV <U=V<G
) (Z,+) <R, +) <(C,+)

d) Sein € N\{0} und nZ :={nz:z € Z}
Es gilt:(nZ,+) < (Z,+).
Ist d ein Teiler von n, d.h., n = d - n/, so gilt:
(nZ,+) < (dZ,+)

e) Sei X # () eine beliebige Menge; S(X) eine symetrische Gruppe auf X und z € X fix.
Wir setzen: U == {f € S(X)|f(z0) = zo}
Dann ist U < S(X)
X={1,...,n},S(X)=S5,
ro=n= UZ=ZS,_

f) Sei V = {e,a,b,c} die Klein’sche Vierergruppe (,d.h., a®> = e = b*,c = ab)
Uy ={e,a},Uy = {e,b},Us = {e, c} sind Untergruppen von V.

g) Sei G eine Gruppe mit 1-Element e. Fiir a € G beliebig sei

k—n—1
B eF=t-a-...-a ; k>1
%=1 e k=0
(a=h)=* ; k<0

Die Menge U := {a*} ist eine Untergruppe zu G, die von a erzeugte zyklische Untergruppe

(C’n ={z€C:2"=1} zyklische Gruppe mit n-Elementen)

Definition 2.2.5. Sei G eine beliebige Gruppe, a € G beliebig und U = (a), die von a erzeugte
zyklische Untergruppe.

Die ”Zahl“
00

n

; wenn U unendlich ist
; wenn |U| =n < oo

ord(a) := {
heif3t die Ordnung des Elementes a in G.

Bemerkung 2.2.6. Seien GG, a wie oben.
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1. Wenn ord(a) =n < oo, so gilt:

(a) ord(a) = min{k € N\{0} : a* = ¢}
(b) U: {€7a7a27""an_1}
(c) ord(a)=1<a=c¢

2. Ist G eine endliche Gruppe, d.h.,
1 <ord(a) < |G|

G| < oo, so gilt:

Satz 2.2.7. In (Z, +) ist jede Untergruppe U von der Gestalt
U=mZ={mz:z€Z} (m=>0)

Beweis. Fiir m = 0; 1 liegen triviale Untergruppen vor, namlich {0}, Z.
Seiennun U < Z (U #7Z)mit {0} # U

= esexistierta #0mita €e U = —a € U

= esexistiertein b > O0mitb € U

Seim =min{b>0:be U} (%)
DameU=m+meU,dh,2meU

Indublgon |\ 1, € Un>0= (—n)-me U firallen > 0
=mZCU

Sei a € U beliebig, dann existieren ¢, € Z, mita = mqg+r (0 <r < m).
DamgacU=r=a—mqeU

Ann.: r > 0 = m < r wegen (x). Dies ist ein Widerspruch zu 0 < r < m.
=r=0, a=mqemi
=U=mZ O

Bemerkung 2.2.8. Fiir beliebige m € N U {0} ist mZ eine zyklische Gruppe (additiv geschrie-

ben), die von m erzeugt wird.

Beweis. SeiU .=mZ = meU =m+meU,also2m € U = k-m € U fiiralle k € Z.
= Behauptung (mZ = (m))
zB.f-m=1=7=((1) O

2.3 Der Satz von Lagrange

Definition 2.3.1. Sei G eine Gruppe und U < G (U-Untergruppe). Die Elemente a,b € G
heifien rechts- (bzw. links-) dquivalent mod(U) (oder beziiglich U), wenn gilt:

ab' e U (a"'b e U)
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Bezeichnung: a ~ b mod(U) (a b mod(U))

Satz 2.3.2. Beide Relationen ”~* bzw. "~ sind Aquivalenzrelationen auf G und die dem Ele-
ment v € G zugeordneten Aquivalenzklassen haben die Gestalt Uz (Rechtsnebenklasse) bzw.
xU (Linksnebenklasse).

Beweis. a ~ afirallea € G,daa-a*=ecU.
Seia~b=ab'eU= (ab")t€U,alsoba ' €U =b~a
Seia~bb~c,dh ab™t € Uundbc ! € U.

= (ab"Y(bc ) eU,dh.act €U =a~c

T

= "~ ist Aquivalenzrelation auf G.

”l66

(Analog beweist man dies fiir "~
Zeigen: Firx € G gilt: 7 = Ux

Seialsoa € Uz, d.h., esexistierteinu € U : a = ux
sar'=uclU=a~r=>acT=>UrCT

Seinuna €T = a~x mod(U) = esexistiertu =ar ' €U =a=ur €Uz =7 CUx
= Ux=7 []

Beispiel 2.3.3. G = (Z,+),U = mZ (m >0 fix)
a~b modlU)sa+(-b)elUsa-beU=mZ=mla—b=a=b mod(m)

Satz 2.3.4. Sei G eine Gruppe, U < G und g € G fix. Dann gilt:
(a) Die Funktion f, : U — Uy mit f1(u) =ug (u € U) ist bijektiv, insbesondere gilt:

|Ux| = card(Uz) = |U| = card(U) (Mdichtigkeit)

(b) Die Funktion f, : G| ~— G/ L mit fo(Uz) = 27U (Uz € G/ ) ist bijektiv, d.h.,
G/~ =16/~ |

Beweis.

zu (a) : Offenbar ist die Funktion hy : U, — U mit h;(ug) = u die Umkehrfunktion zu f; =
Behauptung

OMOﬁWOZM%WDZMWQZU¢MOﬁ=MQ

zu (b) : Zeigen: f, ist wohldefiniert
SeiUlz=Uysry'tlelUs (@) yleUsa! Ly ler U=y U
Wegen der Giiltigkeit von <= gilt: f5 ist injektiv.
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Zeigen: f, ist surjektiv
SeiyU € G/ ~= fo(Uy™") = (y " H)'U =yU
= fo ist surjektiv = Behauptung

]

Definition 2.3.5. Sei G eine Gruppe und U < G. Die Anzahl verschiedener Rechtsnebenklassen,
d.h. die Miichtigkeit von G/ ~, beziiglich der Untergruppe U in G heifst Index von U in G.
Bezeichnung: [U : G]

Bemerkung 2.3.6. Es gilt:

1. |G :{e}] = |G|
2.]G:Gl=1
3. [Z:mZ]=m

Satz 2.3.7 (Satz von Lagrange). Sind fiir Untergruppen U von G je zwei der Grifien |G|, |U],
|G : U] endlich, so auch die dritte, und es gilt:

|G| =[G :U]-|U| (oder[G:U]::%D

Beweis. Sei G =U,, g &V (V-Vertretersystem)

Gl=_1U,|

gev

=10l = (G U] Ul

gev

da |V| =[G : U] = Behauptung

Folgerung 2.3.8. Sei G eine endliche Gruppe und U < G. Dann gilt:

1. |U| teilt |G|
2. ord(a) teilt |G| fiir alle a € G

3. (kleiner Fermat’scher Satz)
al®l = e fiiralle a € G

(m >1, G=1Z,, a?™ =1, mmit ggT(a,m) = 1)
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Beweis.

zu (b) : Sei p eine Primzahl, ¢(p) =p—1=a?' =1 mod(p) wennpta = a? =a mod(p)

Seinuna =kp=a=0 mod(p),aberaucha? =0 mod(p) = a® =a mod(p).

Folgerung 2.3.9. Sei G # {e} eine Gruppe, dann gilt:

1. Ist |G| = p Primzahl, so ist G zyklisch (d.h., es existiert ein a € G/{e} : G = (a))

2. |G| = p Primzahl < G besitzt nur triviale Untergruppen.
Beweis.

zu (1) : Sei |G| = p (p-Primzahl)
Vor.: es existiert ein a € G/{e} = ord(a) > 2

= ord(a) = p = |G|
= U = (a) hat p Elemente
~U=0G, dh.G = (a)

zu (2) : G besitzt nur triviale Losungen.
Zeigen: |G| = p, (p-Primzahl)

Seia € G/{e} = U := (a) # (e)
DaU<G=U=(a)=G¢G

Ann.:

|G| = ord(a) = 0o
= U, = (a?) ist nicht-triviale Untergruppe von G. Dies ist ein Widerspruch zu Voraussetzung
= |Gl =n<

Ann.: Sei n keine Primzahl=- n = nyny mitn; » > 1 = (a”) ist nicht-triviale Untergruppe
von GG. Widerspruch
= Behauptung
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2.4 Gruppenhomomorphismen

Definition 2.4.1. Seien (G, *), (H, o) Gruppen. Die Funktion ¢ : G — H heif3t
(Gruppen-)Homomorphismus, wenn gilt:

prxxy)=wp(x)oply)  firallexr,yecG
(Bez.:p € Hom(G, H))

Definition 2.4.2. Seien G, H Gruppen und ¢ : G — H ein Homomorphismus, dann gelten
folgende Aussagen:

1. @ heifit Monomorphismus, wenn @ injektiv ist
. @ heifsit Epimorphismus, wenn @ surjektiv ist
. @ heifst Isomorphismus, wenn @ bijektiv ist

2

3

4.  heifit Endomorphismus, wenn ¢ : G — G

5. @ heifit Automorphismus, wenn p : G — G bijektiv ist
6.

. G und H heiflen isomorph zueinander (G = H), falls es einen Isomorphismus zwischen
G und H gibt.

Satz 2.4.3. Seien G, H Gruppen, o : G — H ein Homomorphismus und e € G das
1-Element zu G. Dann gilt:

1. p(e) ist das 1-Element zu H
2. p(a™t) = [p(a)]! fiiralle a € G
3. p(a™) = [p(a)]™ fiiralle a € G undn € Z

Beweis.

1. Da e 1-Element in G ist und ¢ ein Homomorphismus, so gilt:
p(e) = p(ee) = p(e)e(e)
Dies bedeutet, dass ¢(e) nur das 1-Element in H sein kann.
2. Mit ¢(e), dem 1-Element in H, folgt:
ple) = pla " a) = pla " )p(a)

Weil die Inverse eindeutig ist, folgt:

pla') = [e(a)] ™!
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3. Fir n = 0 istdie Aussage bewiesen. (Fall 1)
Per Induktion fiir 7 > 0 erhdlt man dann die Aussage.

Satz 2.4.4. Ein Gruppenhomorphismus ¢ : G — H ist genau dann injektiv, wenn

ker(p) = {e} e € G (1-Element)
Beweis.

1. Sei ¢ injektiv und = € ker(yp), d.h., p(z) = €’ (¢’ ist 1-Element von H). Nun gilt: p(e) =
6, .. .
= o) = p(e) " =c

2. Sei ker(p) = {e}
Zeigen:  ist injektiv

Behauptung: ¢(z) = ¢(y) = ¢(z) - @(y) ™' =€

/

=p@)-ply ) =€ =pl@-y ") =y €ker(p)

1

=xy =e=>Tr=1Y

Satz 2.4.5.

a) Sind p: G — H, 1 : H — K Gruppenhomomorphismen, so ist auch oo : G — K
ein Gruppenhomomorphismus.

b) Ist ¢ : G — H ein Isomorphismus, so ist o' : H — G auch ein Isomorphismus.
Bewelis.

zu (a): Behauptung: 1) o ¢ : G — K ist ein Homomorphismus
¢ : G — H ist ein Homomorphismus

= p(r*xy) = p(x) - p(y) firalle z,y € G (1)

v : H — K ist ein Homomorphismus
= P(u-v) =1P(u) e P(v) fir alle u,v € H (2)
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Betrachten: (1) o ) (z * y)

— Y(p(z +y)) L v(p() - o(y))
2 (o) 0 b(p(y) = (o )(x) e (1o P)(y)

= ) ist ein Homomorphismus von G — K

¢ : G — H ist ein Isomorphismus

Behauptung: ¢! : H — G ist auch ein Isomorphismus

© hat die Eigenschaften eines Homomorphismus und ist zusitzlich bijektiv
= ! ist bijektiv

= Behauptung

[
Satz 2.4.6. Sei G = (a) eine zyklische Gruppe, dann gilt:
Ist |G| =00=G = (Z,+)
Ist|Gl=m < +00 = G = (Zp, +)
Beweis. 1. Sei |G| = o0, d.h G = {a*}iez
Setzen: ¢ : G — Z mit p(a*) = k
Wegen p(a” - a') = p(a**!) = k + 1 = ¢(a*) + p(a') ist ¢ ein Homomorphismus.
Offenbar ist ¢ bijektiv = G = Z
2. Sei |G| =m <o0o= G ={ea,a*...,a""}
Setzen: ¢ : G — Z,, mit p(a*) =k (k=0,...,m—1)
Wegen
k ) 1 akH 3 k’ + l <m
e kK+1>m
Dann gilt: p(a* - a') = p(a") =k + 1=k + 1 = p(a*) + p(a))
 ist ein Homomorphismus und bijektiv
= Behauptung
O

2.5

Normalteiler, Faktorgruppen, Isomorphiesitze

Definition 2.5.1. Eine Untergruppe N von G heifst Normalteiler von G (kurz: N < G) wenn

gilt:

aNa™' C N fiirallea € G
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Beispiel 2.5.2.

1. In jeder abel’schen Gruppe ist jede Untergruppe Normalteiler

2. G, {e} sind Normalteiler von G

3. Das Zentrum Z(G) := {x € G : vy = yx fiir alle y € G} der Gruppe G ist Normalteiler
von G

4. Jede Untergruppe U < G mit |G : U] = 2 ist Normalteiler von G

Satz 2.5.3. Sei N < G. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) N ist Normalteiler von G
(b) aNa=! = N fiiralle a € G
(c) aN = Na fiir alle a € G
(d) aN C Na fiir alle a € G

(e) zy te Noalye N
Beweis.

(a) = (b) : Sei N < G, d.h.aNa=! C N fiiralle a € G.
wir ersetzen a durch a™': aNa ™' C N,daa 'N(a")"' C N
= N =aa"'Naa™' =a(a™'Na)a™* CaNa ' C N
= N =aNa!

(b) = (¢ :

N =aNa™!
Na =aNa 'a
= Na =aNe =aN

c) = d) : trivial

(c)=(e) :Seizy ' € Nund aN = Nafiirallea € G
Zeigen: x 1y e N
Setzen:n := xy !
=ny=x=x€ Ny=yN
= esexistierteinn’ € N: z =yn’ |z~ ' -n/7!
=z ly=n"teN
Analog zeigt man die Umkehrung.
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(e)=(a) :Seib=ana™!, neN, acd
=n=a'(ba) €N Yoy = alba!) e N=n'=aa" b1 =b1e N
UG
=beN
aNa™' C N = Behauptung

Beispiel 2.5.4.

1. Aus NG N<U<G=NAQU

2. Sei G(n,R) eine Gruppe der invertierbaren Matrizen aus M (nxn,R). Dann ist S(n,R) =
{A € M(nxn,R) : det(A) = 1} ein Normalteiler in G(n,R). (folgt aus det(BAB™"') =
det(A)).

3. Sei p : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der ker(yp) ein Normalteiler von

G.

Satz 2.5.5. Sei U < G eine Untergruppe von G, dann ist die Aquivalenzrelation ”~* ",L“)

(Definition (2.3 — 1)) genau dann vertdglich mit der Gruppenoperation von G, wenn U ein
Normalteiler von G ist.

Beweis.

1. SeiU < Gund x; ~y; mod(U) (i=1,2),dh v =2, €U =2, =wy; (i =
1,2)
= 11Ty = U1 (Y1u2)yo. Nunist 1y € y1U pll Uy, = esexistiertein u € U : yju = uy,
= X129 = U uy1yo = (m120)(1y2) P =wqu € U
= T1T3 ~ Y1Y2 = Behauptung

2. Seiae G, uelU
=a~a,u~e=au~ae=a
= aua~! € U = Behauptung

Satz 2.5.6.

1. Ist N Normalteiler der Gruppe G, so ist G/N = {aN : a € G} mit der Operation
(aN)(bN) := (ab)N die Gruppe, die die Faktorgruppe von G nach N enthiilt.

2. |G/N| =[G : N]
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3. Die Abbildung m : G — G/N mit w(g) = gN ist der Gruppenhomomorphismus mit
ker(m)=N CG

Beweis.

zu 1) : Satz (2.5 — 5) = "~ vertriglich mit der Operation
Satz (1.3 — 3) = Operation auf G/N wohldefiniert
Wegen Satz (1.3 — 4) ist G/N Halbgruppe mit 1-Element eN. AuBerdem ist aN durch
a”'N in G/N invertierbar.
= G/N ist eine Gruppe.

zu 2) : folgt aus Definition (2.3 — 5)

zu 3) : folgt aus Satz (1.3 — 3)

[]

Folgerung 2.5.7. Ist N < G und sind je zwei der Gruppen N, G und G /N endlich, so auch die

dritte. Gruppe und es gilt:

|G|
G/N| =
IG/N] |N]|

Beweis. folgt aus Satz (2.3 —7) O]

Folgerung 2.5.8. Ein Komplex U der Gruppe G ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn
U = ker(p) der Kern eines Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H ist.

Satz 2.5.9. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, Ny < G und Ny < H. Dann ist
0 Y(Ny) < G und wenn o zusditzlich surjektiv ist (d.h., o ist Epimorphismus), so ist o(N1) < H.

Beweis.

L. Seien z,y € ¢ '(No) = ¢(2),0(y) € N2 = p(ay!) = @()[p(y)] € Ny, da
Ny < H = QO_l(Nz) <G
Weiterhin gilt fiir beliebige a € G: p(aza™) = p(a)p(z)[p(a)] ' € Ny
= ara ' € oI (Ny) = o1 (Ny) QG

2. Sei ¢ : G — H surjektiv, T, € ¢(N;) (+)

Zeigen: 7§~ € p(Ny)

(:>+) es existieren z,y € N1 : T = p(x),7 = ¢(y)

:>flfy_1 S Nl,daNl < G
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= @(xy™) € p(N), dh. o(2)[p(y)] " € p(N1) = ¢(N1) < H
Zeigen: p(N7) ist Normalteiler

Sei a € H beliebig und & € p(N;), dh. T = ¢(z) mit z € N;. Da ¢ surjektiv ist,
existiert ein b € G : a = ¢(b). Betrachten wir aza™' = ¢(b)p(z)e(b™1) C ©(NN;), da
b x b= € N, (Normalteiler-Eigenschaft)

= Behauptung

]
Definition 2.5.10. Die Gruppe G heifst einfach, wenn nur triviale Untergruppen Normalteiler in
G sind.
Satz 2.5.11. Sei p : G — H ein nichttrivialer Homomorphismus, d.h. ¢(a) # {e'}.

Ist G einfach, so ist p injektiv.

Beweis. Da ker(p) < G = ker(p) = {e} oder ker(p) = G

1. = injektiv

2. = (@) = {€'} Widerspruch
[]

Satz 2.5.12 (Homomorphiesatz). Ist p : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann existiert
genau ein Gruppenkomplement ® : G /ker(v) — H mit p = ® o w, wobei m : G — G /ker(p)
der kanonische Homomorphismus ist.

Beweis. Anwendung von Satz (1.3 — 11):

Dort war die Aquivalenzrelation die Relation ”Rel(p)*, d.h. zRel(p)y < p(x) = p(y) = ¢’ =
p(@)p(y) ™ = plry™)

S ayt €ker(p) e x~y mod(ker(p))

< G/Rel(p) = G/ker(y)

5(1%—11) Behauptung [

Folgerung 2.5.13. Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt:
G/ker(p) = ¢(G)

Beweis. Folgerung (1.3 — 12) O
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Satz 2.5.14 (1. Isomorphiesatz). Sei G ein Gruppe, U < G und N < G, dann gilt:

1. UN<G
2. UNN<U
3. UN/N = U/(UnN N)

Beweis.

1. Da N Normalteiler von G ist, folgt aN = Nafiirallea € G
= UN = UuEU(UN) = UuGU(Nu) = NU

Zeigen: UN < G
(UN)(UN)=U(NU)N =UUNN =UN
(UN)"'=N-"U'=NU=UN

2. Offenbarist N < UN (2.5 —4(1))

Sei 7 : G — G/N der kanonische Homomorphismus und 79 : U — G/N die Ein-
schriankung von 7 auf U, d.h. mo(u) = m(u) = uN firalleu € U

7o ist ein Homomorphismus.

Wir bestimmen den Kern von 7g:

Seiu € U mitu € ker(m) < mo(u) =eN =N
suN=N&sueN&ker(ng) =UNN=UNN<IU

3. Bestimmung von 7y (U):
mo(U) ={uN :u € U}. Wegen vN = N fiir alle v € N
= mo(U) = {(ww)N :uv €e UN} = UN/N
Aus der Folgerung (2.5 — 13) folgt
UJUNN = Ulker(ro) = mo(U) = UN/N

O
Folgerung 2.5.15. Ist U < G,N QG und |[UN| < o0, so gilt:
U]|N]
UN| = —1—_
TN |[UNN|
Beweis. 55l = [UN : N] = [UN/N| = |U/UNN| = [U:UNN| = i O

Satz 2.5.16 (2. Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe und U,V Normalteiler mit U C V. Dann
ist V/U Normalteiler von G /U und es gilt:

(G/U)/(V/U) =GV
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Beweis. Setzen ¢ : G/U — G/V mit p(gU) = gV
Zeigen: ¢ ist wohldefiniert

Sei gU = hU = gh™' € U CV = gV = hV = ¢ korrekt definiert.
Offenbar ist ¢ ein Homomorphismus mit dem Bild G/V

Bestimmen ker(p):

ker(p) ={gU : gV =V} ={gU : g€V} =V/U

Aus der Folgerung (2.5 — 13) :

(G/U)/(VIU) = (GJU)[ker(p) = p(G/U) = GV O

Beispiel 2.5.17.

1. Sei m,n > 1 natiirliche Zahlen und ¢ : (mZ,+) — (Zn,+) mit p(mZ) = Z € ZIn
(Restklasse mod(n))
@ ist ein Epimorphismus mit ker(p) = mnZ
(p(mz) =0=2z=0= 2 € Z = mz € mZ)
Aus der Folgerung (2.5 — 13) folgt:

mZ/mnZ = In

2. Seien m,n > 1 natiirliche Zahlen mit m = rn,r € Z = mZ < nZ
Da (7, +) abgeschlossen ist, sind beide Untergruppen Normalteiler von Z.
Nach Satz (2.5 — 16) folgt:

(Z/mZ)](nZ/mZ) = Z/nZ = Zn



Kapitel 3

Struktursatze

3.1 Operationen von Gruppen auf Mengen

Definition 3.1.1. Sei G eine Gruppe und X # () eine beliebige Menge. Man sagt, G operiert auf
X, wenn eine duflere Verkniipfung "o“ auf G x X — X mit dem Operationsbereich G existiert
und es gilt:

1. (gh)ox =go(hox)fiiralle gh € Gundx € X
2. eox = x (eistdas 1-Element von G)

Satz 3.1.2. Eine Gruppe G operiert genau dann auf einer Menge X # (), wenn es einen Grup-
penhomomorphismus ® : G — S(X) von G in eine symetrische Gruppe S(X) gibt.

(S(X) ={f: X — X|f bijektiv} mit (f o g)(x) = f(g(x)))

Beweis. 1. Sei ® : G — S(X) ein Homomorphismus, d.h. ®(g) : X — X ist bijektiv. Wir
setzen g o x := P(g)(x) fiir alle g € G und fiir alle x € X.

Zeigen: Diese Verkniipfung erfiillt Definition (3.1 — 1(1)) und (3.1 — 1(2)).

= ®(g)(®(h)(z)) =go(hox)= (1)
eox = ®(e)(x) = id,(r)
= G operiert auf X

Betrachten: (gh) o x = ®(gh)(z) @ isgfiom. (®(g) o ®(h))(x)
h
== (2
2. Seien die Bedingungen aus Definition (3.1 — 1) erfiillt

Setzen:p, : X — X mit p,(z) = gox fiir alle g € G und fiir alle z € X

43
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Zeigen: ¢, ist bijektiv
Betrachten:

(pg 0 0g-1)(x) = pg(pg-1(x)) = p4(g~" 0 x)
=go(g-ioz)=(g9 )ox=cox=u

= g0 @ 1 = id,(x) = g ist surjektiv

gOG g1 0w, =id, = o, ist injektiv

= (g ist bijektiv, also ¢, € S(X)

Setzen: ¢ : G — S(X) mit ®(g) = ¢,
Zeigen: @ ist ein Gruppenhomomorphismus:

Betrachten:

CI>(9h)(96)=s%h( )= (gh)ox =go(hox)
pa(on(1)) = B(g)(B(h)(2)) = B(g) o B(h)(x)

= ®(gh) = ®(g) o ®(h) = P ist ein Homomorphismus

O

Beispiel 3.1.3. Sei G eine endliche Gruppe; U S G; X = {gU : g € G} ist die Menge aller
Linksnebenklassen beziiglich U.
Wir setzen fiir a € G und gU € X:

a-gU = (ag)U

Vermaoge dieser Verkniipfung operiert G auf X.
Fiir a,b € G gilt:
(ab)gU = (abg)U = a(bgU) = a(b - gU)

e-gU = (eg)U = gU

Lemma 3.1.4. Seien G, U, X wie in Beispiel (3.1 — 3).

Ist |G| kein Teiler von (|G : U)) !, dann besitzt U einen echten Normalteiler von G.

Beweis. Sei S(X) wie in Satz (3.1 — 2).
Da |X|=[G:U] <400 =|S(X)|=([G:U])!
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Aus Beispiel (3.1 — 3) und Satz (3.1 — 2) folgt, dass ein Homomorphismus & existiert, mit

D:G — S(X) = im(®) < S(X) "EEE |im(p)] teilt [S(X)]

AuBerdem gilt nach dem Homomorphisatz: im(®) = G/ker(P)
Wenn der ker(®) = {e} = G = im(P)

= |G| = |im(®)| teilt |S(X)| = Widerspruch zu Voraussetzung
= ker® # {e}
ker(®) ist Normalteiler von GG

Analysiert man die Basis von Satz (3.1 — 2), so sieht man, dass ker(®) < U. ]

Satz 3.1.5. Wenn eine Gruppe G auf X operiert, so ist die Relation £ Yy & es existiert ein g €
G : g - x =y eine Aquivalenzrelation auf X.

Beweis.

1. x ~ z gilt,da ex = x fiir alle x € X gilt

2. Seix ~y,dh.g-z =

Betrachten: g 7'y = g7 '(g - x) = (¢7*

g)rr=er=r=y~x

3. x~y, y~ zdh esexistiereng,h € Gmitg-x=y,h-y==z2
= (hg)x=h-(g-x)=hy=z=>x~2

Bemerkung 3.1.6.

1. Die Aquivalenzklassen [v] == {y € X : x g y} heifien Orbits (Bahnen) von G in X.
Es gilt:

] ={y € X : esexistiertge G:g-x =y} ={g-2:9€G} =G -z

2. Weiter gilt:

(a) X =U,ex G-
(b) G-x =G -y<& esexistiertg € G:gr =1y



46 KAPITEL 3. STRUKTURSATZE

Beispiel : Sei G ein Gruppe, U < G
U operiert auf G vermdge der Abbildung:
UxG— Gmitu-g=wugfiiralleuw € Uund g € G
Nachweis:

(a) (uv)g = (w)-g=u-(v-g)
(b) e-g=-eg=gqfiiralle g € G

Orbits hier: [g] = U - g = Ug Rechtsnebenklassen beziiglich U

Definition 3.1.7. Wenn die Gruppe G auf X operiert, so heif3t die Menge
G, ={9eG:g-z=1x}
der Stabilisator des Elementes x € X in G.

Satz 3.1.8. G operiere auf X, dann ist fiir jedes Element v € X der Stabilisator G, eine Unter-
gruppe von G und es gilt:

Beweis. Sei h € G, (x € X beliebig aber fix)
Zeigen: h™' € G

htz=hrYh-2)=(h"'-h)-z=x
Sei weiter g € G,
Zeigen: gh € G,

(gh) -z =g-(hz) =gz ==z
=G, <

Kostruieren die Bijektion: f : G - x — { Linksnebenklassen von G, beziiglich G}
Setzen fiir g - * € G - x folgendes:

flg-x) = gGx
Zeigen: f ist wohldefiniert und bijektiv

Seihe Gmitg-x=h-z= (h' g)-x=h"Ygx)=h" Y ha)=(h'h) 2 =2
= h7lge G, = hG, = gG,

= f ist wohldefiniert und surjektiv

Zeigen: f ist injektiv

flg-z)=f(h-x) = hG, = gG, < gxr = hx (wie oben) O

Folgerung 3.1.9. Ist |G| < 400, so ist |G - x| Teiler von |G|.
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Beweis. Satz von Lagrange
|Gl = 1Gal - |G : Ga] = |Gl - |G - 2]
Bezeichnung: Die Menge V' C X heif3t Vertretersystem der Orbits, wenn gilt:

1. Firalle x € X existierteinveV: G-z2=G-v

2. AUSUl/QEvmitvl#vng'Ul#G'Ug

O
Satz 3.1.10. Wenn eine Gruppe G auf X operiert und V- C X ein Vertretersystem der Orbits ist,
so gilt:
(X| =) [G: G
veV
Beweis.

X:UG-U

veV

]

Definition 3.1.11. Operiere die Gruppe G auf X, so wird das Element x € X Fixpunkt unter
der Gruppenoperation genannt, wenn gilt:

g-XxX=X fiiralle g € G
Die Gesamtheit dieser Elemente sei Fixg(X)

Bemerkung 3.1.12.

I. Esgilt: x € Fizg(X) e Gr={2} Gr=GC&[G:G,]=1
2. fiir jedes Untersystem V der Orbits gilt: Fixg(X) CV

3. |X| = ‘FZ'IG(X” + ZvEVmit[G:GU]>1[G : GU]

Satz 3.1.13 (Fixpunktsatz). Sei GG eine Gruppe der Ordnung p" wobei p eine Primzahl ist (d.h.
|G| =p" (r >1)). Wenn G auf einer endlichen Menge X operiert, dann gilt:

| X| = [Fizg(X) | mod(p)

Insbesondere gibt es wenigstens einen Fixpunkt, wenn |X|,p  teilerfremd sind.
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Beweis. Bemerkung (3.1 —12(1)) = |X| — |Fizg(X)| = > ,cr[G : Gy

Nach dem Satz von Lagrange ist [G : G,] ein Teiler von |G| = p". Da [G: G,] > 1 =

GG =p™ (I(r) >1).

= D> evG : Gy = | X| — |Fizg(X)| = Behauptung

= Wenn der g¢gT'(p,|X|) =1 = p1|X| = |Fizg(X)| >0 O
Beispiel 3.1.14. Sei G eine Gruppeund ) # X C Gund T :={gXg':g€ G}.

(9X g~ heifit eine zu X konjungierte Teilmenge)

Fiirh € GundY €T setzen wir hY h=L.
Vermaoge dieser Verkniipfung operiert G auf T

<€Y€1 = Y, (hl, hg)Y = (hl, hg)Y(hl, hg)il = hl (hQthlﬁlfl = h1<h2Y))

Da X € 1" konnen wir den Stabilisator zu X aufschreiben
Gr={9€G:g- X=X} ={geG:gXg ' =X} ={geG:gX = Xg} = N(X)

(Normalisator von X )
FiirY € I" betrachten wir den Orbit

G Y={hy:heG={hYh': heG)}

(yeG:gXg1=Y)

{h(gXg™Hh™' :h e G} = {(hg)X(hg)™ : h € G}
wenn h die Gruppe durchliuft, so auch (hg)
=G-Y=T
Nach Satz (3.1 — 8) gilt dann:
T =1GY| =[G Gy
Insbesondere |I'| = |G : G,] = [G : N(X)]
Wenn wir in diesem Beispiel X durch eine Untergruppe U C G ersetzen, ergibt sich

Satz 3.1.15. Die Anzahl verschiedener, konjungierter Untergruppen gUg™' (g € G) der Un-
tergruppe U ist gleich dem Index des Normalisators von U in G.

Beispiel 3.1.16. Sei GG ein Gruppe und X = G. Setzen wir fiirg € Gundx € X =G :
g-r:=grg”'
Offenbar operiert vermdge dieser Verkniipfung die Gruppe G auf sich selbst (per Konjugation),

Orbits : G - h = {ghg™' : g € G} (der zu h konjungierten Elemente)
Stabilisator : G, . ={g € G:g- v =2} ={9€ G :grg ' =2} ={g € G : gv =g} = N(X)

Fizg(X) = Fizg(G) ={r € G = X : gx = x fiir alle g € G}
={x € G:grg " =z fiiralle g € G}
={x € G: gxr =xgfiiralle g € G}
= Z(G) (Zentrum von Q)
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Mit der Bemerkung (3.1 — 12(3)) gilt:

Gl=12(G)+ ) [G:N(X)] (%)

veV
Hieraus folgt:

Satz 3.1.17. Ist G eine Gruppe mit |G| = p" (p ist prim mit v > 1), dann hat G ein nichttriviales
Zentrum, d.h. Z(G) # {e}.

Beweis. Da Z(G) < G = |Z(GQ)|=p"mit0 < k <r

Aus (*) und wi in Beweis von Satz (3.1 — 13) folgt:
PG = 3oy IG s N(V)| = |Z(G)| = |Z(G)] > 1 = Behauptung a

Definition 3.1.18. Die Gruppe G mit |G| = p" (p prim, v > 1) heifit p-Gruppe.

3.2 Die Sylow’schen Siitze

Lemma 3.2.1. Sei p Primzahl, m € N mit ggT(m,p) = lundn =p"-m (r > 1), dann gilt:

pr sty (ZT) fiiralle smir1 < s <r

Beweis. Es ist

n n! nn—1)n—-2)-...-(n—p°+1) s mp" — i
< 5) = s| s\ - S =mp H y
D p*l(n — p9)! 1-2-...-p pale )
Wir wollen in jedem Faktor aus []% " mp—t — (;S__ 11), welches eine ganze Zahl ist, die
mogliche p-Potenzen kiirzen. Wir erhalten dann ein Produkt [ | mp = iber gewisse j, die nicht

mehr durch p teilbar sind. Nehmen wir an, dass p ein Teiler dieses Produktes sei, dann ist p erst
recht Teiler des Produktes der Zihler. Da p eine Primzahl ist, teilt p wenigstens einen Faktor,
sagen wir p | mp™ — k. Da wir wegen 1 < ¢ < p® — 1 in den Faktoren % eine kleinere
p-Potenz als p® gekiirzt haben, sind die verbleibenden Exponenten r; samtlich groer 0. Damit
folgt aus p | mp™ — k, dass p ein Teiler von k ist. Das widerspricht aber der Tatsachen, dass der
99T (k,p) = 1ist. Also ist p kein Teiler des obigen Produktes und p”~* ist die hochste p-Potenz,

S

in die <;) aufgeht. ]

Satz 3.2.2 (1. Sylow’scher Satz). Es gelten die Voraussetzungen wie in Lemma (3.2 — 1)
Ist G eine Gruppe mit |G| = n = p"m, so existiert zu jedem s mit 1 < s < r eine Untergruppe
U < Gmit|U|=p’
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Beweis. Seil < s <rfixundI':={ACG:|A| =p°}
Bekanntlich gilt: |T'| = (]?S
Wir setzen fiir g € Gund A € T

g-A=gA.

Da|gA|=A=gAeT

Vermoge dieser Verkniipfung operiert G auf I'. (dae- A = eA = A, (gh) - A = (gh)A =
g(hA) = g - (hA))

Die Orbits sind G - A und fiir ein Vertretersystem )} der Orbits gilt dann I" = | J,,., G - V. Aus

Satz (3.1 — 10) folgt:
(1) =1 =Xi6 el

Vey

Aus Lemma (3.2 — 1) folgt: p"**1 ¢ <;)

= esexistiert BV :p Y [G: G|l =i
=1 — s> mazx{k : p* teilti}

Wegen p'm = |G| = i - [G : Gp] kommt p in i|Gg| als Faktor r-mal vor, jedoch hochstens
(r — s)-mal in i.

= pistin |G| mindestens s-mal enthalten

= p° teilt |G|

= |G| > p°

Zeigen: |Gg| < p*

Gp ={g € G: g- B = B} (Stabilisator)

Firg € Gpgiltalso: B=g-B =¢gB

= B=GgB=firbe BistGgb C B.

Nunist |G| = |Ggb| < |B| =p*,daB €T’

= |G| = p® und bekanntlich ist Gg C G O

Folgerung 3.2.3 (Satz von Cauchy). Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Wenn p
|G| teilt, so existiert ein g € G mit ord(g) = p.

Beweis. Nach 1. Sylow’schen Satz existiert U C G mit |U| = p

= U zyklisch
= es existiert g € U, so dass U = (g)

(= ordto) = 101 =)
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Definition 3.2.4. Sei U < G eine Untergruppe von G. U heifst p-Sylow-Gruppe von G, wenn
gilt:

1. U ist p-Untergruppe von G (d.h. |U| = p*)
2. Ist H eine p-Untergruppe von G mit U C H, so ist U = H.

Bemerkung 3.2.5.

1. Die p-Sylow-Gruppen sind wegen Def. (3.2 — 4(2)) max. unter den p-Untergruppen von
G.

2. Jede p-Gruppe ist gleich ihrer einzigen p-Sylow-Gruppe.

Satz 3.2.6. Sei G wie in Satz (3.2 — 2), (d.h. |G| = p"m) dann ist jede Untergruppe U < G mit
|U| = p" eine p-Sylow-Gruppe von G.

Beweis. Nach Satz (3.2 — 2) existiert eine Untergruppe U < G mit |U| = p" = U ist p-
Untergruppe von G.

Sei H< GmitU < Hund |H| = p.

Nach Satz von Lagrange gilt: p' | p'm = [ < r

= |H|<|Ul=H=U ]

Folgerung 3.2.7. G sei wie in Satz (3.2 — 2) = |U| = p"

Lemma 3.2.8. Ist U eine p-Untergruppe (bzw. eine p-Sylow-Gruppe) der Gruppe G, so sind alle
konjugierten Untergruppen gUg™' (g € G) eine p-Gruppe (bzw. p-Sylow-Gruppe) in G.

Beweis. Sei U C G mit |U| =p® (a > 1).Offenbar ist [gUg™!| = |U]
= |gUg™'| = p* = gUg ! ist eine p-Untergruppe von G.
Sei nun U < G eine p-Sylow-Gruppe.

Ann.: gU g*1 sei keine p-Sylow-Gruppe

= es existiert eine p-Sylow-Gruppe H von G mit gU g*1 g H

=US%g'Hg= (¢ " )H(g™")"

Dies ist ein Widerspruch zur Behauptung ]

Satz 3.2.9 (2. Sylow’scher Satz). Sei G wie in Satz (3.2 — 2) (d.h. |G| = p"m) und sei P eine
p-Sylow-Gruppe von G.
Zu jeder p-Untergruppe U von G existiert ein Element a € G : aUa™' C P,
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Beweis. Sei zunéchst |P| = p” erfiillt: (nach Folgerung (3.2 — 7) ist dies moglich)
Betrachten:

I':={gP: g € G} (Linksnebenklasse) und U < G mit |U| =p' (1 <7)
Vermoge der Abbildung

u-gP = (ug)P (ue€UgP e X) operiert U aufT.

Die Orbits sind U - gP = UgP

Fiir ein Vertretersystem ) der Orbits gilt:

r=|Juvp
vPeTl
G| p'm
Wegen|F|:[G:P]:%: p =m=p1|[|

= esexistiertein UOP (0P €V): pt|UvP|=|U- 0P|
Nach Satz (3.1 — 8) gilt:|U - 9P| | |U| = p' = |U| =k - |U - 9P| = |U - 9P| = 1

P EIT10 5P e Pigg(T), dh.

u-vP =P fiir alle u € U, also
(ud)P = 0P firalleuw € U

= vuvP = Pfiralleu e U

= alUa™ ! C P (wobeia =10"1)

Sei nun P’ eine beliebige p-Sylow-Gruppe von P. Da also insbsondere P’ eine p-Gruppe ist,
folgt aus Teil des Beweises (U durch P’ ersetzen)

Es existiert ein b mit bP'b™' C P (|P| = p")
Nach Lemma (3.2 — 8) ist bP’b~! selbst eine p-Sylow-Gruppe.
P2 iyt = P = |P'| = |P| = p’ = Behauptung 0

Folgerung 3.2.10. Je zwei p-Sylow-Gruppen der Gruppe G (mit |G| = p"m) sind konjugiert
zueinander, also damit isomorph zueinander, und die Anzahl der Elemente dieser Gruppen ist
gleich p".

Folgerung 3.2.11. Eine p-Sylow-Gruppe P von G (mit |G| = p"m) ist ein Normalteiler in
G < P ist die einzige p-Sylow-Gruppe von G.

Beweis. "= Sei P ein Normalteiler in G und (Annahme) P’ eine p-Sylow-Gruppe von G F°1g'(3:>'2 ~10)

es existierteinz € G : P’ = xPx~!' = P = P, ist einzige p-Sylow-Gruppe in G.

"< Sei P einzige p-Sylow-Gruppe von G. Nach Lemma (3.2 — 8) ist gPg~! fiiralle g € G
eine p-Sylow-Gruppe in G = P = gPg~! fiir alle ¢ € G = P ist ein Normalteiler. [
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Folgerung 3.2.12. Zu jeder abel’schen Gruppe G (|G| = p"m) gibt es genau eine p-Sylow-
Gruppe.

Satz 3.2.13 (3.Sylow’scher Satz). Sei G eine endliche Gruppe, p  eine Primzahl, m € N mit
dem ggT'(m,p) = 1. Wenn |G| = p"m  (r > 1) so ist die Anzahl s, der p-Sylow-Gruppen zu G
Teiler von m und von der Form 1 + kp (k> 0) und es gilt:

1. s, | mund

2. esexistierteink > 0=s5,=1—Fkp

Zum Beweis benotigen wir Folgendes:

Lemma 3.2.14. Sei U < G und N(U) = {x € G : U = Uz} Normalisator von U. Dann gilt:
N(U) ist die grofste Untergruppe von G, in der U Normalteiler ist.

Beweis. Ubung O

Lemma 3.2.15. Ist P < G eine p-Sylow-Gruppe von G und @ € N(P)/P mit ord(a) = p'
(I > 1), so ista = € (1-Element von N(P)/P)d.h, a € P.

Beweis. Sei ord(a) = p' = |(a)| = p', d.h. V := (@) ist eine p-Gruppe.
Sei 7 : N(P) — N(P)/P der harmonische Homomorphismus
= U:=7'(v) < NP)und P CU
Weiterhin gilt:
V=U/P  (a(U)=x(z"'(V))=V)
Wegen |U| = |U/P| - |P| = p* = U ist eine p-Gruppe = P = U
=V =P/P={e}=(a)=a=e=acP O

Lemma 3.2.16. Sei P < G eine p-Sylow-Gruppe von G und a € G mit ord(a) = p' (I > 1).
Wenn aPa™' = P, so ist a € P.

Beweis. Wegen aP = Paista € N(P) = w(a) = a € N(P)/P mit (d)pl = (a¥') =€ =
ord(a) = p'
=a€cP

U

Beweis zu Satz (3.2 — 13). Sei I' = {P, Py,..., P,_1} die Menge der verschiedenen p-Sylow-
Gruppen zu G. (|P| = p"). Nach Folgerung (3.2 — 10) ist ' = {gPg~' : ¢ € G}. Nach Satz
(3.1—15) = |T| =[G : N(P)] = 55 und es folgt

|Gl = TN (P)]
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= p'm = |G| = [U[|P[[N(P): P]=[[|-p"- k= m =Tk
s, = |T| teilt m. Vermdge der Abbildung - X = hXh™' (h € P, X € T) operiert P auf X
(als Ubung). Wenn V C T ein Vertretersystem der Orbits ist, so folgt aus Satz (3.1 — 10)

Ul=) [P:F]

ey

wobei P, = {g € P: g- X = X} der Stabilisator zu X ist.

konkret:P, = {g€ P: gXg ' =X} Fir X =P= P,={9€e P:gPg'=P}= P, =P
Istnun [P : P,] =1 = X istein Fixpunkt, d.h. g- X = X firalleg € P. = gXg' = X fiir
alle g € P. Nun ist ord(g) = p'9 (da g € P) und X eine p-Sylow-Gruppe mit gX ¢! = P C
X=P=X

Nungiltfir X =P: [P:P]=1 [[|=1%,.,[P:P]

Da[P: P,]||P| = esexistierteini, € N: [P: P,] =ps (i > 1,2 # p)

= Dl=14+pY 0"t  s,=[=14+p-k (k>0) O

Folgerung 3.2.17. Sei |G| = p'm (r > 1,p prim). Wenn m < p, so besitzt G genau eine
p-Sylow-Gruppe, die Normalteiler in G ist. (d.h. G ist nicht einfach)

Beweis. Zeigen: s, = 1

Annahme: s, > 1= s, =1+kpmitk>1=s,>1+p>m

Nun gilt aber: s, | m = Widerspruch

= Behauptung ]

Folgerung 3.2.18. Seien p, ¢ Primzahlen mit ¢ < p,p # 3 und G eine Gruppe mit
2

Gl =p"q (r=1).

Dann besitzt G genau eine p-Sylow-Gruppe.

Beweis. zeigen: s, =1
Das, | ¢*(=m) = s, = 1 oder s, = q oder s, = ¢°.
Seis,=q=q=1+kp (k>1)=¢>14+p>p
= Widerspruch
Seis,=¢=¢=1+kp (k>1)=kp=¢*—1=(¢+1)(¢g—1) = p| (¢g+1)oder
plg—1).

Dag—1<qg<p=pl|(¢g+1)

Dap#3=p>q } Widerspruch = s, = 1

Folgerung 3.2.19. Seien p, q prim mit ¢ < p und sei G eine Gruppe mit |G| = pq, dann gilt:

1. Es gibt genau eine p-Sylow-Gruppe

2. Istp e {1+ kp: k> 1}, soist G zyklisch
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Beweis.

1. folgt aus Folgerung (3.2 — 17) firr =1, m=gq

2. s4ist die Anzahl der g-Sylow-Gruppen
Das,|p=s,=1loders,=p
Wennp =s,=p=1+kq (¢ > 1) Widerspruch
= 5,=1

= Es existiert genau eine Untergruppe U, mit |U,| = p und

es existiert genau eine Untergruppe U, mit |U,| = ¢

= sind die einzigen p- bzw. q-Sylow-Gruppen zu G.

= Up, U, sind Normalteiler und aulerdem sind diese zyklisch.
Man kann zeigen:

G = Zy X Ly = Zpy = Behauptung

O

Satz 3.2.20. Jede Gruppe G mit |G| = p" (r > 1, p prim) hat einen Normalteiler N mit
[N =p"!

Beweis. Wir beweisen diesen Satz per vollstindiger Induktion.

Ind.-Ann.: r = 1; |G| = p = G ist zyklisch = N = {e} Normalteiler zu G mit p° = 1
Ind.-Vor.: Behauptung gilt fiir jede Gruppe mit p" ' Elementen

Ind.-Bew.: Sei r > 1. Nach Satz (3.1 — 17) ist |[Z(G)| > 1
DaZ(G)<G=|Z(G)|=p =|Z2(Q)=p" (1>1)

Nach Satz (3.2 — 2) existiert N < Z(G) mit|N| = p
Da Z(G) Normalteiler zu G istund N < Z(G) = N < G

Gl _p" -1
= |G/N|=+—=—=p"
|G/N] N~ P
Nach der Ind.-Vor. (angewandt auf GG /N) besitzt G//N einen Normalteiler U mit U = p" >
Sei 7 : G — G'/N der kanon. Homomorphismus = U = 7~ *(U) > N

Nach Satz (2.5 — 9)ist U < Gund U = U/N
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Folgerung 3.2.21. Sei G wie in Satz (3.2 — 20). Dann gibt es eine steigende Folge {U;}!_, mit
Uil =p* (i=0,...,7), wobei zusdtzlich gilt:

UiQUi;,él (ZZO,T—l)

Beweis. Siehe Blatt ]

Bemerkung 3.2.22. 1. Mit dhnlichen Methoden zeigt man:
Ist G einfach, mit 60 < |G| < 168, so ist |G| eine Primzahl, d.h. |G| ist zyklisch.

2. As C Ss einfach mit | As| = 60. Es gibt einfache Gruppen mit 168 Elementen.

S5 | 10und s3 =1+ 3k (k> 0)
=s5 € {1,2,5,10} = s3 € {1,10}
Ann. :s5 = 6, s3 = 10 Seien U,V verschiedene p-Sylow-Gruppen
=|U|=|V|=5= UV zyklisch = UNV = {1}
= Es existieren Elemente der Ordnung 5.
s3 = 10 liefert 20 Elemente der Ordnung 3.

Satz:
Sei G eine Gruppe mit |G| < 60. Ist |G| keine Primzahl, so besitzt G echte Normalteiler, d.h. G
ist nicht einfach.

Zum Beweis fiir zusammengesetzte Ordnungen |G| die folgende Tabelle:
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| 1<|G| <20 Folg | [20<|G|] <40 | Folg | |40 <|G| <60 | Folg |

04 = 2° E 21=3-7 19,17 42 =23 .5 17
06=2-3 19,17 22=2-11 19,17 44 =22 .11 17,18
08 =23 E 24 =23.3 b 45 =23%.5 18
09 = 32 E 25 = 52 E 46 =223 17,19
10=2-5 19,17 26=2-13 19,17 48 =2%.3 f
12=2%.3 a 27 = 3° E 49 = 7? E
14=2-7 19,17 28 =22.7 18 50 =2 - 5° 17
15=3-5 19,17 30=2-3-5 C 51=3-17 17
16 = 2¢ E 32 =2° E 52 =22.13 18
18=3%-2 17 33=3-11 19,17 54 =2-33 17
20=2%.5 18 34=2-17 19,17 5 =5-11 17,19
35=5-7 19,17 56 =237 g
36 =22 .32 d 57=3-19 17,19
38=2-19 19,17 58 =2-29 17,19
39=3-13 19,17
40=2%-5 e

Falla 12 = 2?-3 = G besitzt 2 - Sylow - Gruppen, 3 - Sylow - Gruppen = 12 = 2%.my, —
S | 3und so € {1+ k- 2}i>0 = s2 € {1,3} Analog : s3 € {1,4}. Wenn s3 = 1 =
Behauptung. Sei s;3 = 4. Seien H,/, die 3 - Sylow - Gruppen = |H;| = 3 — H,
zyklisch. = H; N H; = {e} (i #j) = |Uj_, Hi| =9

Annahme: s; = 3 und P /5,3 die 2- Sylow - Gruppen —- |P;| = 4. Wire P, N H; =<
e > VYV i,j = In P; existieren drei Elemente # e, die nicht in (J H; liegen . Da
P; # P, existieren mindestens 4 Elemente # e, die nicht in | J H; liegen. Widerspruch
9+4=13>12= 3 i,j, x #e|x € PbLNH, = ord (xr) = 3,dax € H,;
Widerspruch zu 3 1 4 = | P|.

Fille b,d und f ergeben sich aus Lemma 3.1-4 : |G| = 24 = 23 - 3 : G besitzt eine 2 - Sylow
- Gruppe H mit |[H| = 2> = |G : H| = 3. Nun ist 24 { 3! = 6 = Behauptung.
36 = 2%2-3% = 3 3 - Sylow - Gruppe H mit |H| = 3> = |G : H| = 4und 36 1 4!
48 = 2*.3 = 32 - Sylow - Gruppe H mit |H| =2 = |G : H| =3und 48 1 3 !

Fallc 30 =2-3-5, s3teilt 10und s3 = 1+ 3k (k> 0), s3 € {1,2,5,10} = s3 € {1,10},
ss teilt 6 und s5 = {1+ 5k} (k > 0), s5 € {1,2,3,6} = s5 € {1,6}. Annahme
: 83 = 10, s5 = 6 Seien U,V zwei verschiedene 5 - Sylow - Gruppen. —= U NV =
{1} = s5 = 6 = 24 verschiedene Elemente der Ord. 5, enstprechend s3 = 10 liefert 20
verschiedene Elemente der Ord. 3. Widerspruch zu |G| = 30. = s3 = l oder s5 = 1 —>
Behauptung.

Falle 40 = 23 -5, s5 teilt 8und s5 = 1 + 5k (k > 0) = s5 € {1,2,4,8}. 55 = 1,5 - Sylow -
Gruppe ist normal. = Behauptung.
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Fallg 56 = 23-7, s; teilt 8 und s; = {1+ 7k} (k > 0). Annahme : s; = 8 wie in (c) liefert die
8 - 7+ 1 verschiedene Elemente. Sei U eine 2 - Sylow - Gruppe = |U| = 8 Sei H eine
7 - Sylow - Gruppe = H NU = {1}. = s = 1 = Behauptung

Fall E In diesem Fall ist |G| = p” r > 2 also Primzahlpotenz. Falls G abelsch ist, so existiert
nach dem 1. Sylowschen Satz ein U < G mit |U| = p, ist G nicht abelsch, so folgt, daB
Z(G) Normalteiler ist. (Beachte: Z(G) # (e) Satz 3.1-17)



Kapitel 4

Konstruktion mit Zirkel und Lineal

4.1 Definitionen

Definition 4.1.1. Sei R # () eine beliebige Menge und "+ sowie ”-“ zwei Operationen auf R.
(R, 4+, -) heifit Ring, wenn gilt:

1. (R, +) ist eine abel’sche Gruppe (1-Element sei ()

2. (R,-) ist eine Halbgruppe mit 1-Element

3.
a-(b+c)=a-b+a-c

Gtb)-c—a-c+b-c } Distributivgesetze

Definition 4.1.2. Ein Ring (R, +, -) heifit kommutativ, wenn gilt:
a-b="b-a fiir alle a,b € R
Beispiel 4.1.3. 1. (Z,+,-) ist der Ring der ganzen Zahlen
2. Mn(Z) = M(n x n,Z) = Z"*" ist der Ring der n x n-Matrizen A = (a,)}}—,, wobei

aikGZ

Definition 4.1.4. Ein Ring heifit Schiefkorper, wenn 1 # 0, d.h.,
x # 0in (R, ) invertierbar sind.

Ein kommutativer Schiefkorper heif3it ein Korper.

((1),(2) aus Beispiel (4.1 — 3) sind keine Korper!)

R| > 2 und alle Elemente

Beispiel 4.1.5. 1. Q, R, C sind Korper

59
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2. Fy = {0,1}

Fy = (Za, +, -) ist ein Korper
3. Quaternionen.:
i, jk *=j5"=k=1
r=8+t& i+&j+&k

Sei z,w e C, M(z,w) = <i v

Z W

|H| = {M(z,w) : z,w € C} ist die Menge der Quaternionen.
Operation: Matrixmultiplikation und -addition

Einselement: I = M(1,0) M(z,w) ist invertierbar in My(C)
< det(M(z,w)) #0

& 2z +ww # 0 (dh. |22| + |[w?| #0)

& M(z,w) #0

Fiir die Inverse gilt:

1

M(z,w) ' = M(az — aw) mit a = ]

M (z,w) ist nicht kommutativ, denn

(2 a)=C)

= echter Schiefkorper

4.2 Der Korper der konstruierbaren Zahlen

Definition 4.2.1. Sei (K, +,-) ein Korper. Die Teilmenge ) # k C K heifit Teilkorper zu K,
wenn (k,+, -) selbst ein Korper ist.

Satz 4.2.2. Sei k ein Korper und k C K mit |k| > 2, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. k ist ein Teilkorper von K
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2. Ausa,b € kfolgt:a+bek,a-bek,(—a)€k,at €kfiira0

Beweis Ubung. [
Bemerkung 4.2.3. Ist k ein Teilkorper von K, so ist 1-Element von K auch das 1-Element von
k.

Beweis. Seia € kmita #0=a'€k=a-a'=1€k. ]

Definition 4.2.4. Der Teilkorper k des Korpers K heifit abgeschlossen unter Quadratwurzeln,
wenn aus a € K und a® € k stets a € k folgt.

Der Rest dieses Kapitels ist auf der Kopie mit den “Klassischen Problemen der griechischen
Mathematik* sehr schon dargestellt.

4.3 Der Polynomring in einer Unbestimmten

Sei R ein kommutativer Ring mit 1-Element # 0

Definition 4.3.1. Die Folge (a;)2, von Elementen a; € R (i > 0) heif’t finit (oder finite Folge),
wenn ein Index i, existiert, mit a; = 0 fiir alle © > 1.

Mit R[X] bezeichnen wir die Menge aller finiten Folgen aus R.

Wir finden die Operationen "+ und ”-“, so dass R[X] ein Ring wird.

Seien (a;), (b;) € R[X].

Setzen:
(a;) + (bj) == (a; + b;) (Addition)
(a;) - (bj) = (cx), wobei ¢, = Z a;bj (Multiplikation)
i+j=k
Satz 4.3.2. Mit dieser Verkniipfung "+, ”-* wird R[X] zu einem kommutativen Ring mit 1-
Element.
Beweis Ubung. ]
Bedeutung von X in R[X]:

Setzen: X = (0,1,0,0,...)
X?*=X-X=(0,0,1,0,0,...)
1 5 2=n
n_(50). > e )
oz (et )
Setzen: X° := (1,0,0,...)
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Wir identifizieren:

ap € R mit (ao,0,0, .. )

= Fiira € R = aX' = (0,0,...,"a",0,0...)

= (Go, Aty ..., 0p, O, O, .. ) = Z:L:O(CLZXZ)

Damit ist also R[X] der Ring des Polynoms . a; X" in der Unbestimmten X .

D aX ) biX =) (a;i+b)X!
ZCLZ‘Xi . Z ijj = Z CbiijH_j

i>0 J=0 4,720

Definition 4.3.3. Sei f = >, a; X' € R X|mita, #0 (n > 0) sowie a,1; =0
fiiralle j > 1 -

a, — hochster Koeffizient in f
n =deg(f) — Grad von f

f heift normiert, wenn a,, = 1

Die Polynome vom Grade 0 sind alle Elemente aus R/{0}. Das Nullpolynom hat keinen Grad

Bemerkung 4.34. Sei f =" ja; X" € R[X] fix.

Wir setzen:
n

o R— Rmit ps(r) = Zaﬂ’i = f(r)

i=0
Achtung: Das Polynom f und die Funktion p; sind wesentlich verschiedene Objekte.
Beispiel:

R=T,:={0,1}
Da {0, 1} = R endlich ist, existieren auch nur endlich viele Funktionen von R — R,
Aber: In F5[X| liegen unendlich viele Polynome.
konkret:f = X*> — X = p;(r) =0=¢; =0
f=X—X=pir)=0= ;=0

Definition 4.3.5. Ein kommutativer, nullfreier Ring mit 1-Element # 0 heif3t Integritditsbereich.
(nullteilerfrei: Aus vy = 0 = x = 0 oder y = 0)
Satz 4.3.6. Es gilt:

R[X] Integritiitsbereich = R Integritiitsbereich

Beweis Ubung. O
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Folgerung 4.3.7. Seien f,g € R[X]/{0}, dann gilt:

1. Entweder [ - g = 0 oder deg(f - g) < deg(f) + deg(g)

2. Wenn R Integritiitsbereich ist, so gilt:

deg(f - g) = deg(f) + deg(g)

deg(f + g) < max(deg(f), deg(g))
Satz 4.3.8. Sei R der Integritiitsbereich und f = 3, a; X" € R[X], dann gilt:

f in Rinvertierbar < f = ag, ag invertierbar

(d.h. R* = (R[X])")
Beweis. 1. Sei f invertierbar,d.h. g € R[X|mit f-g=1

Folg. (4.3—1)

= 0=deg(1) =deg(f - g) = deg([) + deg(g)
= deg(f) = 0=deg(g) = f = ao,9 = bo
1 = agbg = ag ist invertierbar in R

2. Die Umkehrung ist trivial
[

Satz 4.3.9 (Division mit Rest). Sei R ein kommutativer Ring mit 1 # O und f = > ja; X",
g=1"0;X7 € R[X]/{0} mit n = deg(f) und m = deg(g).

Wenn a,, in R invertierbar ist, so existieren eindeutig bestimmte Polynome q,r € R[X] mit
g=q-f+r wobeir =0 oderdeg(r) < deg(f).

Beweis. (Eindeutigkeit)
Seiq - f+1",r" =0oderdeg(r') < deg(f)

=qf+tr=qdf+r"=(-qf=r—1

Wire ¢ = ¢’ = r = r’ = Behauptung

Sei also g # ¢’

Annahme: r # 7' = (¢ —q)f #0

Da a,, invertierbar ist = deg(r — ') = deg(q' — q) + deg(f)
Hieraus folgt mit Folgerung (4.3 — 7):

deg(f) < deg(r —r") < max(deg(r),deg(r’)) < deg(f)
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Dies ist ein Widerspruch

=r=r

= (¢’ — q)f = 0 Da a,, invertierbar ist, so ist f kein Nullteiler (hier nicht bewiesen)
= q = ¢’ = Eindeutigkeit

Existenz von ¢, r: Induktion nach m = deg(g)

Sei deg(g) = 0, d.h g = bo.

Ist f =ay (ap € R) Voraussetzung = qy ist invertierbar
Setzen:

q=ay'by, r=0

= by = aglbgao +7r

Ist deg(f) > deg(g), setzenqg =0,r =g
Sei nun deg(g) > deg(f) > 1

Setzen:

g1 :g_aglmem—n,f:mem_i_“'_'_bO_aglmem—n-ann_‘”
= b, X™ = b, X" + ... = g = 0oder deg(g1) < m — deg(g)

Nach der Induktionsvoraussetzung (fiir (m — 1) gilt die Aussage)=> Es existieren ¢;, 7, € R[X]
mit g3 = q; - f + 71, wobei r; = 0 oder deg(r1) < deg(f)

= g=(q1 +a; b, X" ") f +11

(denn q1 f + a, ' b, X" " f 4+ 11 = 1 + a, b, X" f = @)
= Behauptung O

Folgerung 4.3.10. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 # 0 und a € R. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. aist Nullstelle von f, d.h. f(a) =0

2. Esexistierteinq € R[X]: f = (X —a)q
Beweis.

2=1:f(a)=(a—a)g(a) =0

1 = 2 : Aus dem Satz ’Division mit Rest* folgt:
Es existieren ¢, € R[X| mit f = (X — a)q + r, wobei r = 0 oder
deg(r) < deg(X —a) =1

Ann.: Seir #0=deg(r)=0=r=ro€ R=0= f(a)
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Folgerung 4.3.11. Sei f € R[X|/{0} mit n = deg(f), dann gilt:
f hat in R hochstens n Nullstellen.

Definition 4.3.12. Sei R der Integritiitsbereich und a,b € R. a heift Teiler von b (a | b), wenn

gilt:
Es existierteince R:b=a-c

Satz 4.3.13 (Rechenregeln fiir Teiler). Es gilt:

~

1|a,al|0,a|afiirallea € R

2. a | 1 & aist invertierbar (a € R*), (a heifst Einheit)

3.a|b;, (1=1,2)=a|ra +reasfiiraller; € R (i=1,2)
4. albundb|c=a|c

5. albundb| a < esexistierteinu € R:a=bu

Beweis Ubung. ]

Definition 4.3.14.

1. Die Elemente a,b € R heiflen assoziiert, wenn ein u € R* existiert mit a = bu.

2. Der Teilert € Rvon a € R heifst echter Teiler von a, wenn t nicht invertierbar und t nicht
assoziiert Zu a ist.

3. Seiq € R/(R*U{0}). q heifit irreduzibel oder unzerlegbar, wenn aus ¢ = a-b  (a,b € R)
stets folgt: a oder b ist invertierbar.

Beispiel 4.3.15.

1. f=X —a e Z[X]istirreduzibel

2. f = X*+1 € R[X] ist irreduzibel, aber f € C[X] ist zerlegbar, da X* +1 = (X —
i)(X +1)

Definition 4.3.16. . Das Element t € R heifst gemeinsamer Teiler der Elemente a,b € R,
wenn gilt: t | a und t | b.

2. a # b sind teilerfremd, wenn jeder gemeinsame Teiler von a und b eine Einheit ist.
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3. Das Element d € R heifsit grofiter gemeinsamer Teiler (ggT) der Elemente a,b € R, wenn
d gemeinsamer Teiler von a und b ist und wenn jeder gemeinsame Teiler dieser 2 Elemente
auch Teiler von d ist.

Folgerung 4.3.17.
1. Sind d,d" € R zwei ggT von a,b € R, so ist d assoziiert zu d’
(d =ud,u € R¥)
2. a # b teilerfremd < ggT = 1
Aufgaben 4.3.18. Sei a = bg + r und d ggT von a,b. Man zeige:
d ist ggT von b, r und umgekehrt

Satz 4.3.19 (Existenz und Darstellung eines ggT). Sei K ein Korper und f,g € K[X]/{0}.
Dann besitzen f und g einen ggT h € K[X]/{0} und es existieren Polynome p,q € K[X] mit

h=pf+ag
Beweis. O.B.d.A sei deg(f) < deg(g) (Ind. nach deg(f))

IA :Seideg(f) =0,dh. f=ay+0 (ap€ K)
= es existiert ;' € K = es existiert ein Polynom f~! € K[X] = 1 = ggT(f,g) mit
1=a5"f+0g

IV : Seideg(f) = n+ 1> 0und es gelte die Behauptung fiir Polynome f mit deg(f) < n

IB : Aus dem Satz iiber die “Division mit Rest* folgt die Existenz der Elemente ¢, € K[X]
mitg = fqg+r (%), wobeir = 0oder deg(r) < deg(f) =n+ 1.

e Wennr =0= f=ggT(f,g)und f=f-14+¢g-0

o 7 # 0 < deg(r) < n,konnen IV auf r, g anwenden, d.h. r, g besitzen den ggT h und
es exisistieren py, ¢; € K[X] mit

® h = pilg—fo)+ag
= pf(—=maq) + (@ +q)g

Wegen Aufgabe (4.3 — 18) ist dieses h auch ggT'(f, g).

h=pir+aqg

O
Definition 4.3.20. Sei f € R[X] normiert und deg(f) > 1. Das Polynom f heifsit reduzibel
(zerlegbar), wenn Polynome g, h € R[X)| existieren mit f = g - h und deg(g),deg(h) < deg(f).
(sonst heifit f irreduzibel).

Ist f € K[X] irreduzibel, so setzen wir voraus, dass f normiert ist.
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Folgerung 4.3.21. Seien f1,, € K[X]| mit f, # f,

1. Wenn f1, fs irreduzibel, so sind sie teilerfremd

2. Wenn f € K[X] irreduzibel, so folgtaus f | g-h (g,h € K[X]) stets f | g oder f | h.

Beweis zu 2). Sei [ irreduzibel, f | g-hund f 1 g

=1 g9T(f,9) ST o existieren p,q € K[X]mitl=pf+qg

=h=pfh+qgh= f|h

Bemerkung 4.3.22. 2) ist die Eigenschaft eines Primelementes

Satz 4.3.23 (Satz iiber die Primfaktorzerlegung). Jedes nicht-konstante Polynom [ € K|[X]|
ldsst sich als Produkt

f=cepip2-Pm

mit € € K[X|/{0} und irreduzibelen Polynomen p, ..., p,, schreiben.
Dabei sind die Polynome p1, . . ., p,, bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Lemma 4.3.24 (GauB). Wenn f € Z[X] in Z[X] irreduzibel ist, so ist f auch in Q[X] irreduzi-
bel.

Beweis. Sei f € Z[X] irreduzibel.

Ann.: Sei f in Q[X] reduzibel.
= Esexistiertein g = 3/ o, X' € Q[X], h=377_(3;X’ € Q[X] mit
f =g h,sei a > 0 der Hauptnenner aller o;, 5; = aof = ¢’ - ' mit ¢', i/ € Z[X],
Y = YaX, W= bX (aih, € Z)

Zeigen: a | ¢’ - b in Z| X]
Sei p Primteiler von .
Zeigen: p | a; firallei =0,...,7oderp | b; firalle j =0,...,s ()

Ann.: (x) gilt nicht
= es existieren 4, j : p{ a; und p 1 b;
Setzen: ig = min{i : pt a;}, jo = min{j : p1 b;}

Betrachten: .
Ciotjo = by = b, + Y b

i+j=i0+Jjo i+j=ig+io
i1
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L 1 <1y = p‘ai:p’aibj !
Fiir i>1dy = j<jo=p|bj=Dp]ab; p|z

Dap|af =g -h=p|ciwj=p]ai-bjy=cigrj — >

Da p eine Primzahl ist folgt p | a;, oder p | b;, Dies ist Widerspruch

BN g =g = Ly € ZIX] mitdeg(g) = deg(g”) = ¢ - W = pg"h = af =
QL f=g" W

§e£zen wir das Verfahren iiber alle PrimteilerA von « fort, liefert dies Polynome

g, h € Z|X] mit deg(g) = deg(g) bzw. deg(h) = deg(h) sowie f = §-h. = f € Z[X] ist
reduzibel. Dies ist ein Widerspruch zur 1. Behauptung

]

Satz 4.3.25 (Eisensteinkriterium). Sei f = > X" € Z[X]/Z,c, # 0 ein normiertes
Polynom und n = deg(f) > 2 (Fiir n = 1 trivial). Wenn eine Primzahl p € N existiert mit p | ¢y,
fiiralle k =0,1,...,n — 1 und p* 1 co, so ist f in Z|X] und damit in Q[X] irreduzibel.

Beweis. Sei f irreduzibel in Z[X], d.h. es existieren Polynome ¢, h € Z[X]| mit f = g - h und
deg(g),deg(h) < deg(f).

g9=>Y aX', h=> bX (a,b €L
i=0 =0
r=deg(g), s=deg(h)

Dap | cg = agby = p | ag oder p | by. Falls beides eintritt, so gilt p* | ¢2. Dies ist Widerspruch
= O.B.d.A.seip|ay=p1by
Dal=c¢, =abs=a,=b;=+1=pta,
Setzen:
k=min{i €{0,....r}:pta;} =0<k<r<n

Betrachten: ¢, = Zf:o aby_; Fir0 <i < kgilt: p | a; = p | a;bp—; firalle: =0,...,k — 1.
Dak<n=p|c :>p|ci—Zf;Olaibk_i:aib0:>p|akoderp|bo

Dap 1 by = p | ay Dies ist Widerspruch zur Definition zu k

= Behauptung ]

Beispiel 4.3.26.

I f=X*"+25X?+5X+10
p =5 = firreduzibel in Z[X] (Q[X])

1°) Auf f = X3+ 28X?% — 15X + 6 ist das Kriterium nicht anwendbar.
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2. f=X"—a € Z[X] mit |a| # 1 (Warum?) und a ist quadratfrei (d.h. a = [[;=, pi" mit
o; = 0 oder o; = 1) ist irreduzibel iiber Q.
konkret:
fi=X*—30 30=2-3-5irreduzibel
fo=X"*—9 qnicht quadratfrei, da f, = (X* — 3)(X* + 3)
fs=X*—28 28 =2%. 7 nicht quadratfrei, aber Kriterium fiir p = 7 anwendbar
= f3 irreduzibel

3. Sei p eine Primzahl. Dann ist f = Zf;ol X' € Z|X] iiber Q irreduzibel.
Ubung !!!

4.4 Endliche Korpererweiterungen

Definition 4.4.1. Ist K ein Teilkorper von L (K C L), so heifit L Korpererweiterung von K
oder Korpererweiterung tiber K. Wir schreiben dafiir L : K.

Ein Korper M heifst Zwischenkorper der Erweiterung L : K, wenn M Teilkorper L ist mit
KCMCL.

Beispiel 4.4.2. C : Q ist eine Korpererweiterung und R ein Zwischenkorper

Bemerkung 4.4.3. Sei L : K eine Korpererweiterung, dann ist L natiirlicherweise ein Vek-
torraum iiber K. Dann ist (L, +) eine abel’sche Gruppe und durch k -1 (k € K,l € L) ist
“skalare “ Multiplikation mit den Elementen aus K erkldrt. Aus den Korperaxiomen folgen dann
die des Vektorraums.

Definition 4.4.4. Sei L : K eine Erweiterung

1. Die Dimension dimy L des Vektorraums L iiber K heifit der Grad der Erweiterung L : K
(kurz: dimiL = [L : K| = Grad(L : K))
2. Die Erweiterung L : K heifst endliche Korpererweiterung, wenn der Grad(L : K) < oo
Beispiel 4.4.5.

1. [C:R] =2 (Basis: l,imitz=x-1+y-1i)
2. [R:Q] =00

Beweis. Ann.: [R: Q] =n < c©

= es existiert eine Basis {b1,...,b,}

= firaller e Rgilttr =" | \;b;

mit abzihlbar vielen \; € Q und endlich vielen b; (ndmlich genau n), weshalb die Summe
abzihlbar ist. Dies ist ein Widerspruch zu » € R mit R iiberabzidhlbar. = Vermutung []
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3. Q[\/ﬁ]:{ﬁ—l—m\/ﬁ\ﬁ,we(@}DQ
[Q[v2]: Q] =2

4 [L:Kl=1=L=K

Satz 4.4.6 (Gradsatz). Ist M ein Zwischenkorper der Erweiterung L : K, so gilt:
[L:K|]=[L:M]-[M:K]

Beweis. Seien X = {4 }aca, Y = {ys}ses Basen der Erweiterung M : K bzw. L : M.
Zeigen: Z = {x,ys : (o, ) € A x B} ist Basis der Erweiterung L : K

Da Y Basis des M-Vektorraums L : K, gilt:

fir alle 7 € L existierteinmg € M : x =3 3mpys

(wobei mg = 0 fiir fast alle 3)

Da X Basis des K -Vektorraums M ist, gilt:

fiir alle ms existiert ein kg, € K :mp =) 5= > kpaTo (kpo = 0 fiir fast alle a)

= T =), 3ksaTays = Z erzeugt einen K-Vektorraum L.

Sei ) = Za,ﬁ éaﬁ : l’a@,@ (gaﬁ € K)

= 0=>5(2_0&apTa)ys
Da Y eine Basis ist, folgt: 0 = > 5, fiir alle 3.

Da X eine Basis ist, folgt weiterhin: {,3 = 0 fiir alle v, 3 = Z ist eine Basis
[L: K]=dimgL=|Z| =|Ax B|=|A||B| =dimgM -dimxgL =[M : K]-[L: M]
[
Folgerung 4.4.7.

1. Ist M ein Zwischenkorper der endlichen Korpererweiterung L : K, so sind die Zahlen
[L : M) und [M : K] Teiler der Zahl [L : K]

2. Ist [L : K| = p, p ist eine Primzahl, so besitzt die Erweiterung [L : K| keinen echten
Zwischenkérper. (z.B |C : R| = 2)

3. Sei M ein Zwischenkorper von L : K. Dann gilt:
L=M<[L:K|=[M:K|

4. Fiir einen Korperturm K, C Ky, C ... C K, (d.h. eine Folge (K;y, : K;)'=! von
Korpererweiterungen)
gilt:

n—1

(K, Ky = H[Kz‘+1 . K

=1
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Definition 4.4.8. Sei L : K eine Korpererweiterung, dann gilt:

1. Das Element a € L heifit algebraisch iiber K, wenn eine Polynom f € K|X|/{0} existiert
mit f(a) =0

2. Ein normiertes Polynom f € K[X| mit f(a) = 0 und minimalem Grade heifst Minimalpo-
lynom des Elementes a € L iiber K.

3. a € L heifit transzendent iiber K, wenn aus f € K[X]| mit f(a) = 0 stets f = 0 folgt.

Beispiel 4.4.9.

1. k € K ist algebraisch iiber K, da k Nullstelle zu X — k € K[X] ist.
2. i € C algebraisch iiber Q, da i Nullstelle von f = X* + 1 € Q[X] ist.
3. V2eRr algebraisch iiber Q

4. X € K[X] transzendent iiber K

5. m, e € R transzendent iiber Q

Satz 4.4.10. Sei L : K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K.

1. Das Minimalpolynom f € K|[X] von a iiber K ist eindeutig bestimmt und irreduzibel

(iiber K).
2. Ist g € K[X] ein normiertes, irreduzibles Polynom iiber K mit g(a) = 0, so ist g = f das
Minimalpolynom.
Beweis. 1. Seien f1,, € K[X] das Minimalpolynom von a.
Ann.: fi # fo

= deg(f1 — f2) < deg(f1)
Nun gilt: (fi1 — f2)(a) = fi(a) — fo(a) = 0 dies ist ein Widerspruch
= f eindeutig bestimmt

Ann.: fistreduzibel = f = f1 + fo mit 1 < deg(f1/2) < deg(f)
Da f(a) = 0= fi(a) = 0 oder fs(a) = 0 Widerspruch zu (Minimal-Grad)

2. Sei g normiert, irreduzibel mit g(a) = 0 und f das Minimalpolynom zu a.
Aus dem Satz iiber die Division mit Rest folgt, dass ¢, € K[X] : g = f - q + r existieren
mit 7 = 0 oder deg(r) < deg(f)
= r(a) = (9= (f-q)(a)) = g(a) — f(a) - q(a) =0
Wenn r # 0 Widerspruch wegen Minimalpolynom
r=0=g=/f-q
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Da g irreduzibel ist, soist f ¢ K = g€ K
Da beide normiertsind = g=1=¢=f

Zunichst:

Lemma 4.4.11. Sei R ein Integritdtsbereich und K Korper mit K C R (K als Teilring). Wenn
dimg R < 00, so ist R ein Korper.

Beweis. Seir € R/{0}. Wir zeigen, dass r invertierbar (in R) ist.

Betrachten die Abbildung y, : R — R mit u,(s) = rs(s € R). Offenbar ist p,. K-linear.
Weiter folgt aus y,(s) = 0 = rs = s = 0 (nullteilerfrei)= p, ist injektiv.

= Dal € Rist, existiertein s’ € Rmit 1 = y,(s') = rs’

= r invertierbar. Ol

Satz 4.4.12. Sei L : K eine Kiorpererweiterung; a € L algebraisch iiber K und f € K[X]| das
Minimalpolynom. Wenn a existiert mit a = deg(f), dann gilt:

n

1. Die Elemente 1,a,a?,...,a" ! iiber K sind linear unabhdngig.

2. K(a) = {E?:Ul Na' N\ € K } ist der kleinste Teilkorper von L, der a und K umfasst
(dh. [K(a): K] =n)

Beweis. zul) : > Na' =0 (\; € K)
Betrachten g = 27 \, X? € K[X]
=deg(g) <n—1<nundg(a)=0=g=0= \; =0firallei =0,...,n—1

zu 2) : Offenbar ist K (a) ein K-Vektorraum mit dimy K (a) = nund K C K(a)
Zeigen: K (a) ist kommutativer, nullteilerfreier Ring,

n—1 n—1
x:Z)\iai, yzz,ujajEK(a)
i=0 =0

Istzy € K(a)?
Wo liegen die Elemente a* fiir & > n?
Betrachten: a™. Sei f = X" + Z?:_Ol v; X" das Minimalpolynom von « iiber K.
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=a" € K ( )
per Induktion: "' € K(a) fiir alle i > 0
=zy € K(a)

Da offenbar K (a) € L, ist K (a) nullteilerfrei.

K (a) ist der Integrationsbereich mit K’ C K (a)

wegen Lemma (4.4 — 11) = K(a) ist Kérper mit K C K(a) C L
Sei M kleinster Teilkorper von L, der /K und a umfasst.

KCMCL

Dace Mund K CM=a' e M\\;e M= > \a' e M
= K(a)C M= K(a)=M

Satz 4.4.13. Sei L : K eine Korpererweiterung und a € L, dann gilt:
a ist genau dann algebraisch iiber K, wenn ein Korperturm K C M C L existiert mit a € M
und [M : K] < o0

Beweis. "= Setzen M := K (a)
= [M : K] = deg(f) < +oo (f ist Minimalpolynom)

7<“ Sein =M : K| < +oo = 1,a,a?,...,a" sind linear unabhéngig
= es existieren Ao, A\, ..., A\, € K : > ; A\;a" = 0 mit mindestens einem \; # 0
Setzen g = Y i (M X' € K[X] mit g # 0.
AuBerdem ist
g(a) = 0 = a ist algebraisch iiber K

O

Satz 4.4.14. Sei L : K eine Korpererweiterung und a,b € L algebraisch iiber K. Dann sind die
Elemente —a,a + b,abund a™  (a # 0) algebraisch iiber K.

Beweis. Wir setzen K (a,b) := K(a)(b)
Es existiert ein Korperturm K C K(a) € K(a,b) C L, wobei die obigen Elemente alle in
K(a,b) liegen.
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Zeigen: [K(a,b) : K] < o0
Sei f bzw. g das Minimalpolynom von a bzw. b iiber K mit:

deg(f) =n,  deg(g) =m

= [K(a): K]=n

Da K C K(a) ist, so ist auch g € K (a)[X] mit g(b) = 0 = b ist algebraisch iiber K (a).
= deg(Minimalpolynom von b iiber K (a) < m

= [K(a,b) : K(a)] <m

Gradsatz = [K(a,b) : K| = [K(a) : K] - [K(a,b) : K(a)] <n-m < oo

Sue (4g-19) Behauptung O

Satz 4.4.15 (Hauptsatz). Sei P der Korper der konstruierbaren Zahlen (Satz (4.2 — 5)) und
z e P.

Dann gibt es einen Korperturm
Q=K¢CK,C...CcK,=L (cC)

mit z € K,, = Lmit [K; : K;_1| =2 fiirallei=1,...,n

Beweis. Wir filhren den Beweis nach der Anzahl der Kostruktionsschritte.

Keine Konstruktionsschritte: 1,0 € Q

Sei k ein Teilkorper von C und p, q,r € k, |qr| € k

Die Geradengleichung, die die Gerade durch p, ¢ beschreibt, hat einen Koeffizienten aus %, die
Kreisgleichung, die den Kreis um p mit dem Radius |¢r| beschreibt, hat ebenfalls einen Koeffi-
zienten aus k.

= Die Schnittpunkte dieser Objekte sind Nullstellen von Polynomen mit dem Grade 2.

= Man erhilt echte Korpererweiterungen mit dem Grade= 2. O

Folgerung 4.4.16. Jede konstruierbare Zahl z € P ist algebraisch iiber Q und der Grad des

Minimalpolynoms von z iiber Q ist eine Zweierpotenz (2°,1 > 0).

Beweis. Sei z € P = es existiert eine Korpererweiterung K : Q mit z € K und [K : Q] = 2".
= 7z ist algebraisch tiber Q mit deg(f) = I.

= [Q(2) - Q] =1
Nun ist Q C Q(z) € K und wegen dem Gradsatz folgt:

2 = K : Q= [Q2): Q- [K : Q(z)] = -k
]

Satz 4.4.17. Sei z € C. Wenn ein Korperturm Q = Ko C K; C ... C K, = K (C C) mit
z€ Kund [K;: K;_1] =2 (i=1,...n) existiert, so ist z € P.
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Beweis. Sei [K; : K;_1] = 2. Wir zeigen: Es existieren w; ¢ K; ; mit K; = K; ;(w;) und
w? € Kz'fl

Seia € K;/K; 1 (Da [K; : K; 1] = 2ist, so ist 1,a Basis zu K; iiber K; 1), dann sind die
Elemente 1, a, a” linear unabhiingig.

= es existieren p,q € K;_1 :a*> +pa+q =0
Setzeniw; = a+§ = w; € K1

2 2 2
wf:a2+pa+%z—pa—q+pa+%=pz—qui_1

Nun ist K; 1 C K;_1(w;) € K;. Da 2 eine Primzahl ist folgt mit der Folgerung (4.4 — 7(2)),
dass K; = K;_1(w;)

Induktion: Q = Ky C P,sei K; 1 CP = w? € P

P ist algebraisch unter der Quadratwurzel = w; € P

= K; = K;_1(w;) C P = Behauptung

4.5 Zu den klassischen Problemen

1. Delisches Problem: Verdoppelung eines Wiirfels

aERunda:%EP?

f=X°-2¢eQ[X]
f(a) = 0. Nach Eisenstein (p = 2) ist f irreduzibel = f ist das Minimalpolynom von a
= deg(f) = 3 ist keine 2-er Potenz

= V2¢P
2. Quadratur des Kreises:

Es existierteina € PNR:a’> =7
Ann.: Esexistierteina e P:a’=n=n1 P

= T ist algebraisch iiber Q. Dies steht im Widerspruch zur Transzendenz von 7

3. Winkeldreiteilung:
Bemerkung:

1) « ist konstruierbar < cosa € P
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2) cos « nicht konstruierbar < 3« auch nicht konstruierbar

Zeigen: cos 20° ¢ P < 3a = 60 nicht dreiteilbar
Satz von Moivre:

cos 3a + i sin 3a = (cos a + isin a)?

= cos® o + 3cos 2 aisin a + 3cos ai’sin® a + 1% sin® o

3 2

cos 3o = cos”® v — 3 cos v sin” «
cos 3o = 4 cos® a — 3 cos a

a=cos20° (a=20°)

1
3 = 4a® — 3a = a ist eine Nullstelle von h = 8X3 — 6X — 1
1
h(%) =1 +3y% — 3
instein 1 . .
p =3 h(y i ) ist irreduzibel

1
= f= §h<X ) ist irreduzibel = f ist Minimalpolynom von a

deg(f) = 3 (keine Zweierpotenzen) = a ¢ P

4. Konstruktion regelméBiger n-Ecke:

Fiir welche n € N ist der Eckpunkt eines regelméfBigen n-Eckes konstruierbar?

- 27T 27T
e'n € P? cos— € P?
n

2
Falln = 7,a = cos 77T Das Minimalpolynom von a ist f : X3 + X? — 2X — 1 iiber Q,

deg(f) =3
= a ¢ P = 7 — Eck ist nicht konstruierbar



Kapitel 5

Einige Fakten zur Korpertheorie

5.1 Ringe und maximale Ideale
Definition 5.1.1. Sei R ein Ring mit dem 1-Element. Eine Untergruppe 1 C (R, +) heifit Ideal
in R (iiber R), wenn gilt:

rx,xr € 1 fiiraller € R, fiiralle x € 1

Beispiel 5.1.2.

. R=7,1=2Z

2. R=C[0,1],0 # F C [0,1]
Ip:={x € R:x(t)=0fiirallet € F}

3. Sei K ein Korper, R = K[X|,f € Rfix,] = f o K[X]
Bemerkung 5.1.3. Das Ideal ist im Allgemeinen kein Unterring von R, da i. allg. 1 & I.

Definition 5.1.4. Seien R, S Ringe mit 1-Element.

1. Die Funktion f : R — S heif3t (Ring-)Homomorphismus, wenn gilt:

flri4+re) = f(r1) + f(rs) fiirallery 5 € R
f(ri-ra) = f(r1)f(r2)
f(lgr) =1s

2. Ist f zusdtzlich bijektiv, so heifit f Isomorphismus

Bemerkung 5.1.5. Sei f : R — S ein Homomorphismus, dann gilt:

77
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1. im(f) :={f(r) : r € R} ist ein Unterring von S
2. ker(f):={r e R: f(r) =0} ist das Ideal in R

Satz 5.1.6. Sei R ein Ring mit 1-Element und I ein Ideal.

1. Die Relation "z ~ y“é x —y € I ist eine Aquivalenzrelation auf R

2. Die Nebenklasse beziiglich » L habe die Gestalt

F=r+1l={r—ijiecl}

3. Durch folgende Operationen wird der Faktorring R/ I erkldirt:

TiH+Ty = T4
Ty =TT

fiirallery 5 € R/I

4. die kanonische Abbildung ™ : R — R/I mit m(r) =7 (r € T) ist ein surjektiver Ring-
Homorphismus mit ker(m) = I

Beweis Ubung. O
Folgerung 5.1.7. Sei f : R — S ein Homomorphismus, dann gilt:
R/ker(m) = im(f)

Definition 5.1.8. Das Ideal M C R des Rings R heifst maximales Ideal, wenn gilt:

1. M #R
2. fiir jedes Ideal I #+# Rmit M C Iist M = 1

Satz 5.1.9. Das Ideal I C R ist genau dann maximal, wenn der Faktorring R/I # {0} und R/
als auch {0} die einzigen Ideale in R/ sind.

Folgerung 5.1.10. Ein kanonischer Ring R ist genau dann ein Korper, wenn R # {0} und in R
nur R und {0} die einzigen Ideale sind.

Beweis. "= Sei R ein Korper und I C R ein Ideal mit / # {0}
Ideal

= es existiert ein z € [/{0} = esexistierenz ' € R:2z 'z =1 = 1€ 1
R=1

Ubung7.3/4
—
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7" Sei die Bedingung erfiillt. Sei x € R/{0}
Zeigen: Es existierteinz~! € R
Setzen: [ := xR = {ar :r € R} = (x).
Offenbar ist I ein Ideal in R mit = € I (d.h. I # {0}).
=I=R=1¢l
= es existiert ein 7 € R : 1 = xr = z ist invertierbar = Behauptung

Folgerung 5.1.11. Sei R ein kommutativer Ring, I C R ein Ideal von R, so gilt:
I ist in R maximales Ideal < R/I ist ein Korper

Beispiel 5.1.12. [. R = 7Z, mZ ist maximal< 7 /Zm ist ein Korper, wenn m eine Prim-
zahl ist.

2. R=C[0,1], ty€]0,1]
M ={z € R:z(ty) =0}
f:R— Rmit f(z) = x(to)
Offenbar ist | ein Homomorphismus.
ker(f) =M, im(f)=R
R =im(f) = R/ker(f) = R/M
= M ist maximales Ideal (R ist ein Kérper, R/M auch)

Bezeichnung 5.1.13. Sei p eine Primzahl, so wird der Korper I, wie folgt dargestellt:
F, =Z/pZ

Satz 5.1.14. Sei K ein Korper und R = K[X].

1. Jedes Ideal in R hat die Form f-K[X| = (f) :={f-g: g € K[X]} fiir gewisse Polynome
f € K[X] (Hauptideal)

2. (f) = [ - K[X] ist genau dann maximales Ideal in K[X], wenn f irreduzibel ist.
Insbesondere gilt:
Ist f € K[X] irreduzibel, so ist K[X]/(f) ein Korper.

Beweis. zu 1) Sei I # {0} ein Ideal in R. Wir wihlen ein f € I/{0} mit dem mit minimalem
Grad= [ - K[X]C1I
Sei g € I/{0}. Mit dem Satz iiber die Division mit Rest folgt:
Es existieren ¢, 7 € R: g = q - f + r, wobei r = 0 ist oder deg(r) < deg(f).

=r=g—q-fel=r=0

= g=gq-f € f-K[X]= Behauptung
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Zu 2) Fiir f1/2 S K[X] gllt

fil fae fo- KIX]C fi K[X]

Hieraus folgt:
f irreduzibel < f - K[X| maximal

Satz 5.1.15. Sei K ein Korper und K* = (K/{0}, ), dann gilt:
Jede Untergruppe G C K™ ist zyklisch

Beweis. setzen:

ni=ord(g;) (ge€G,i=1,...,1)
n=kgV(ny,...,n,)=n=kn; (i=1,...,r)
= (¢g;)" =1firalleg; € G
Sei f=X"—-1€ K[X]|= f(¢:)=0

Da f € K hochstens n Nullstellen besitzt, folgt: |G| = r < n.
Seien nun p; < po < ... < p; Primzahlen in der Darstellung von n:

. lo l
n=py Py ... p

Zu jedem Faktor p's existieren n;, mit ps | n;..

Wir ordnen desen Faktoren p’s das Element g;, zu

= ord(g;,) = pls - ms, wobei der ggT'(m,,pls) =1 (s=1,...,1)

= ord(g]*) = p*  (Ubung 6/2)

Setzen: g := g;"' - g7 ... - gi" = ord(g) =pit-...-pk=n

=Gl 2n, [g)l=n=|G=mndalg) CCG=G=(g) B

Beispiel 5.1.16. Sei p eine Primzahl und I, ein endlicher Kérper. Daraus folgt, dass (IF;, -) eine
endliche Gruppe ist und mit Satz (5.1 — 16) gilt:

[, ist zyklisch, d.h. es existierteing € 7 : F) := {1,3, g2, ... ,W}, was bedeutet, dass fiir alle
re{l,...,p—1} genaueini € {0,...,p — 2} existiert mit x = g* mod(p)

g heifit Primitivzahl (-wurzel) mod(p)

konkret:

p=95 g=2
1<2% 2=2! 3=2°

Bemerkung 5.1.17. Ist G eine zyklische Gruppe mit |G| = n, so ist die Anzahl der Elemente in
G mit der Ordnung n gleich p,, (Eulersche Funktion)
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5.2 Zerfallungskorper
Sei K ein Kérper und f € K[X].

Problem: Gesucht ist der Korper L, iiber den f in Linearfaktoren zerfillt.

Satz 5.2.1 (Kronecker). Sei K ein Kirper mit einem iiber K irreduziblen Polynom p € K[X],
dann gibt es eine Korpererweiterung L : K mit [L : K| = deg(p), so dass p in L eine Nullstelle
besitzt.

Beweis. Sei p irreduzibel iiber K = (p) = pK[X] ist maximales Ideal in K[X| =: R

= L = R/(p) ist ein Korper. Sei m : R — L der kanonische Homomorphismus und 7 = 7/ K :
K — L.

Zeigen, dass 7 injektiv ist:

Sei ker(#) # {0}. Da & ein Homomorphismus ist, ist ker(7) ein Ideal im Kérper K (Ubung
7/3)

= ker(7)=K=7(1)=0€ L=7(1)=0

Da ker(m) = (p) folgt, dass 1 € (p) vy K[X] = (p) = p =constant

Dies ist ein Widerspruch zur Irreduzibilitit von p = ker(7) = {0} = 7 ist injektiv

Wir konnen nun die Elemente von K und von 7(K) identifizieren, dh. K > k < 7(k) €
7(K)CL

= K ist als Teilkorper von L zu interpretieren = L : K ist eine Korpererweiterung

Seia : X € L (Restklasse des Polynoms f = X)

Fiir

r

p= ZkzXZ = pla) = Zkz(X +(p))’

=§Tjk:ixi+<p> =p+(p)=(p) =0

= a € L ist eine Nullstelle von p

Da p irreduzibel ist, ist p das Minimal-Polynom von a iiber K.
Nach Satz (4.4 — 12/13) ist L = K(a) und [L : K] = deg(p) O

Folgerung 5.2.2. Ist K ein Korper und f € K[X|/K, dann gibt es einen Erweiterung L : K
mit [L : K| < deg(f) und f hat in L Nullstellen.

Beispiel 5.2.3.

p= ZXi € Q[X] irreduzibel
=1
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Beweis.

p=(X - X)(X — X2)(X — X3)(X — X4) (nachrechnen)
]

Definition 5.2.4. Sei K ein Kirper und das Polynom [ € K[X|/K. Die Korpererweiterung
L : K (und damit L) heifit Zerfiillungskorper von f, wenn gilt:

1. es existierenay,...,a,, c € K:

T

f= cH(X—ai)

=1

2. L=K(ay,...,a,)
Bemerkung 5.2.5. a)

1) bedeutet : f zerfillt iiber L in Linearfaktoren, d.h. alle Nullstellen (Wurzeln) von f liegen in
L.

2) bedeutet : L ist minimal mit dieser Eigenschaft 1)

b) Die Elemente ay, . .., a, sind algebraisch iiber K und damit ist [L : K| = [K(ay,...,a,) :
K] < o0

Beispiel 5.2.6. 1. Q(v/2) ist der Zerfiillungskirper von f = X2 — 2,
denn f = (X ~2)(X +2), +V2€QW2), Q(-v2v3)= QW3

2. Das Polynom X* —2X3 —3X2 +4X +2 = (X + v2)(X — (1 £ V/2)) hat auch Q(\/2)
als Zerfallskorper.

3. Das Polynom (X? — 1)(X? 4 1) hat in Q(\/2) eine Nullstelle aber zerfillt nicht in Line-
arfaktoren, sondern in Q(\/§7 i)

4. Sei L ein Zerfillungskorper von | € K[ X]iiber K und M ein Zwischenkérpervon L : K,
so ist L auch Zerfillungskorper von f iiber M.

5. Sei L : K ein Zerfiillungskérpervon f € K[ X|mit f = c[]_,(X—a;), L = K(a1,...,a,).
Seinuna € Nmit N D LD K.
Wir betrachten f € K[X]| = f zerfillt iiber L(a) in Linearfaktoren (wie oben) mit
L(a) = K(ay,...,a.)(a) = K(a)(ay,...,a,) = L(a) ist Zerfillungskorper von f iiber
K(a).
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5.3 Kreisteilung

Definition 5.3.1. Sei K ein Korper. Der Durchschnitt aller Teilkorper von K heifit Primkorper
von K.

Definition 5.3.2. Sei K ein Kirper, P ein Primkirper von K und n € N/{0}.
Jede Wurzel des Polynoms X™ — 1 € P|X]| heifst n — te Einheitswurzel iiber K.
Der Zerfillungskorper P, : P dieses Polynoms heifst n — ter Kreisteilungskorper iiber P.

Bemerkung 5.3.3.  [. Jede Einheitswurzel ist algebraisch iiber einen Primkorper P zu K.

2. Sei E, : E,(P) die Menge der n-ten Einheitswurzeln iiber P im Kreisteilungskirper P,
dann gilt:

(a) |E,| <n
(b) Ey C Epp  (n,m #0)
(c) E,, C E, fiir alle positiven Teiler m von n
(d) Ausm |n= P, C P,
Definition 5.3.4. Sei K ein Korper. Fiirn > 1und 1 € K sei

nl:=1+1+1+...+1

n-mal

Die Zahl

Char(K) := { 0 , wenn nl # 0 fiirallen > 1

min{n >1:n1 =0} , wenn n € N existiert, mitnl =0

heif3t Charakteristik von K.
Man kann zeigen:

(a) Wenn Char(K) # 0, dann ist Char(K) = p? mit p, einer Primzahl.
(b) Wenn P C K ein Primkorper von K ist, dann gilt:
Char(K) = Char(P)

Satz 5.3.5. Es gilt:

(a) E, ist eine zyklische Untergruppe von P} = (P, /{0},)
(b) Ist Char(P) =p # 0, so ist E,, = E,,,, fiir allen > 1

(¢) Wenn Char(P) = 0 ist, oder dieser kein Teiler von n, so ist |E,| =n
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Beweis. zu (a) : Seien a,b € E,,,dh.a” =1 ="b".
(a-bYH)=a"-(b7H)"=1-1=1
= (ab™') € E,=E, < P!
Da F, endlich ist, ist £, zyklisch.

zu (b) : Sei Char(K) = Char(P) =p #0
(@ =19 =S (F) @t a1 gt

=a"-1=0&a"?-1=0
= Behauptung

zu (c) : Ist Char(K) = 0 oder p { n mit Char(K) = p = X™ — 1 besitzt nur einfache Wurzeln
in K.

]

Generell gilt nun: Sei Char(P) = p # 0 und n € N so gewihlt, dass p { n ist.

Satz 5.3.6. Mit dieser Voraussetzung p t n ist E,, eine zyklische Gruppe.
Jedes erzeugende Element ¢ € FE, der Gruppe E, heifit dann primitive Einheitswurzel, d.h.

En = {1757627 s 757171}.

Satz 5.3.7. Fiir jede primitive n — te Einheitswurzel £ € E,, gilt:

Py = P(¢)

Satz 5.3.8. Fiir F,, : {{ € E,, : E, = (§)} gilt:
|Ful = ¢n Eulersche o — Funktion

Satz 5.3.9. Es gilt:

(a) F,NF,, =0 fiirallen # m
(b) En = Uy, Fu (d>0)

Beweis.zu (a) : & € F,, N F,, = n = [(§)| = m = m = n Widerspruch zu n # m
zu (b) : Sein = dm " EE) g c g,
= CE,= Ud‘an C E, mitd >0
Sei £ n-te primitive Einheitswurzel, d.h. E,, = (£).

Fir a € £, gilt:
Es existiert ein k mit a = &~
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= ord(a) = ord(&*) = wrom =4
= a? = 1 = q ist d-te Einheitswurzel
= a € Eg,daord(a) =d= (a) = Ey4
sacF;=FE,C Udedfijrd> 0.
= Behauptung

Folgerung 5.3.10. Es gilt:
n=3ud (d>0)

din
Bemerkung 5.3.11. Sei F,, = {&1, ..., &, } dann gilt:
(a) E, = (&) fiirallei =1,...,¢(n).

(b) Fiir fixe £ € F, ist
F,={&": 99T (k,n) =1,1<k <n}

Definition 5.3.12. Das Polynom

w(n)
o, =J[x-&)=][(x-¢)
i=1 EER,

heif3t das n-te Kreisteilungspolynom iiber P.

Satz 5.3.13. Es gilt:
X"—1=][®(x) (d>0)
d

Beweis. Da P, ein Zerféallungskorper von X" —1 ist, d.h. X" —1 zerfilltin P, in Linearfaktoren,

dh. X" — g = [Teep, (X = €).
Nunist £, = Uy, Fu (d>0)

= X" = 1= [gn(leep, (X =) = [g ®a(X)  (d>0) O
Folgerung 5.3.14. Fiir jede Primzahl p gilt:

p—1
O,(X) =) X"
n=0
Beweis.
o (X)=X -1
XP—1=9(X)- (I>p(X)
XP -1
D (X)=
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Beispiel 5.3.15. Berechnung von ®g:

X6—1:(I)1'(I)2'(I)3'(I)6
= (X -D(X+ D)X+ X +1)Pg
Pg=X>-X+1

Satz 5.3.16. Fiir jedes n > 1 gilt: ®,, € P[X|. Im Fall P = Q ist Q € Z[X].

Beweis. Induktion nach n

A: n=10 =X —1¢P[X] (€Z[X)
IV &, € P[X]| (€ Z[X]) firallek <n

IB.: Firg:=][,, ®«€ P[X] (€Z[X]) (0<d<n)
Da g normiert ist, folgt nach dem Satz iiber die ”Division mit Rest*:
Es existieren genau ein ¢, 7 € P[X]|: X" —1=qg+7r (%), wobei r = 0 oder
deg(r) < deg(g) ist.
DaP C P, (ZcCQC P,),istauch (x) eine Zerlegung iiber P,[X].
Nach Satz (5.3 — 13) istaberdort X" — 1 =¢- &, = r =0, = ¢, = ¢, € P[X]
(e Z[X]).

Bemerkung 5.3.17. Sei R der Integritdtsbereich (mit 1) und
f= ZaiXi, sowie f' = ZiaiXi_l
=1 =1
Dann gilt: Aus u, f € R[X|mitu®| f = u| [’
(klar: [ = (v*v) = (u(wv)) = u'(ww) + w(uww) = u((uwv) + (wv)’))
Satz 5.3.18. Fiir jedes n > 1 ist ®,, iiber Q irreduzibel.

Bemerkung 5.3.19. Der Satz wird fiir den Fall Char(P) # 0 falsch,
z.B. iiber Zs = 5 ist

Pro=X"—X?+1=(X*>-2X - 1)(X?+2X — 1)

Folgerung 5.3.20.

1. ®,, ist das Minimalpolynom jeder primitiven n — ten Einheitswurzel & € T, iiber
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2. Der Grad der Kirpererweiterung [Q(€) : Q| = p(n) fiir alle ¢ € F, (fiir P = Q)

Definition 5.3.21. Eine ungerade Primzahl p heifit Fermat’sche Primzahl, wenn ein m € N
existiert mit p = 2™ + 1.

(Man zeigt: p = 2™ + 1 ist eine Fermat’sche Primzahl, wenn m = 2%  (k > 0))
Beispiel:

2'+1=3, 2241=5, 2'4+1=17, 2241=257
216 +1 =65537, 2%+ 1 =4.294.967.297 = 641 - 67.004.117

040000

Wenn p eine Primzahl mit p < 1 ist, so ist p eine Fermat’sche Primzahl, wenn p €

{3,5,17,257, 65537}

Satz 5.3.22 (GauB). Ein regelmdfiges n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
wenn n von der Form

n=2"p py-...-p. (k>0),

wobei die p; paarweise verschiedene Fermat’sche Primzahlen sind.
Beweis.

Notwendigkeit: Sei ein n-Eck konstruierbar <> die n-te prime Einheitswurzel ¢ ist konstruierbar.
Sei ¢ € F,, konstruierbar < £ € P = Grad des Minimalpolynoms zu £ ist eine 2er-Potenz.
= ¢(n) = deg®,, =2* (a>0)
Sein = 2Fpit . ph2 . .. pr die Primfaktorzerlegung zun  (p; # pj, i # j).
Nun gilt: (n) = (25)p(pr") - .. - p(pf7)
(Mit p eine Primzahl = o(p*) = p* — p*~1 = pF~L(p — 1))
= 2% = p(n) = 2 [T 0"~ (0 = 1)
Wire zB. ky — 1 £ 0= py | 2
Dies ist ein Widerspruch zu p; > 2 prim
=k;—1=0firallei=1,...,r
=20 =2"1T[_(p—1)=p—-1=2 (i=1,...,r)
= p; = 2/" 41 = p; ist eine Fermat’sche Primzahl und

n=2"pips--pr

Beispiel 5.3.23.

(a) konstruierbar sind 2% -5, 2F .17

(b) nicht konstruierbar sind 7,9,11,...,19



