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1 Regular und singular gestorte Probleme

1.1 Einfluss kleiner Storgréfien in der Gleichung auf die Lésung

Differentialgleichungen (DGL), die einen Prozess in der Physik, Chemie oder in anderen
Naturwissenschaften beschreiben, enthalten in der Regel eine oder mehrere konstante (po-
sitive) GroBen als Parameter. Im folgenden sei € ein kleiner, wenn nicht anders vereinbart,
positiver Parameter: 0 < ¢ < 1. Zunéchst betrachten wir einige Beispiele von DGL erster
Ordnung.
Beispiel 1.1 (Stérung in der rechten Seite, monoton fallender Prozess)
Gestortes Anfangswertproblem (AWP):

T+x=c¢, z(0) = 1.
Ungestiortes AWP (Man setzt € =0):

J+y=0, y(0) = L.

Lésung des gestorten Problems:

z(t,e) =+ (1 —¢g)e .

Lésung des ungestorten Problems:
y(t)=e™".
Man erhdlt:
|z(t,e) —y(t) [=e(l—e) <e t>0,

d.h., der Fehler, der entsteht, wenn y(t) als eine Niherungslosung von xz(t,c) betrachtet
wird, blewbt fiir alle t kleiner als €.
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Die Skizze zeigt das Verhalten der Losung der gestorten Gleichung fir e = 0.1.

Beispiel 1.2 (Stérung in der rechten Seite, monoton wachsender Prozess)

Gestortes AWP:
T—r=c¢, z(0) = 1.

Ungestortes AWP:

Lésung des gestorten Problems:
z(t,e) = —e + (1 +¢)e’.
Lésung des ungestorten Problems:
y(t) = €.

Man erhdlt:
2t ) —y(t) == [1—¢' | t>0,

d.h., y(t) ist fir grofie t keine Niherungslosung von x(t,e). Fir 0 <t <1 liegt ein Fehler
der Groflenordnung € vor, fiir grofie t wichst der Fehler tber alle Grenzen.

Figur 2

Die Skizze zeigt das Verhalten der Liosung der gestorten Gleichung fiir ¢ = 0.1.

Beispiel 1.3 (Storung bei der (hochsten) Ableitung, monoton fallender Pro-
zess)

Gestortes AWP:
et +x=1 z(0) = xo.



Das ungestiortes Problem ist hier eine algebraische Gleichung, d.h., die Ordnung der Glei-
chung erniedrigt sich fiir e = 0:

Lésung des ungestorten Problems:
y=1.

Lésung des gestorten Problems:

x(t,e) =14 (xg — 1) exp (—é) :

Es gilt:

. . Zo t=0
elirgox(t,z—:)—{ 1 t>0.

Fir xy # 1 besitzt die stetige Funktion x(t,e) fir e — 0 eine unstetige Grenzfunkti-
on, was darauf hinweist, dass die Konvergenz auf einem beliebigen Zeitintervall [0,T)
nicht gleichmdfig ist. Dies folgt aus dem Satz, dass eine Folge stetiger Funktionen, die
gleichmdapjig konvergiert, auch einen stetigen Grenzwert besitzt. Das Intervall der nicht-
gleichmdafigen Konvergenz ist von der Griflenordnung O(g). In der Tat, firt > Be kann
die Differenz

| 2(t,e) = 1|<|z(0) =1 |e®?

beliebig klein gemacht werden, wenn man nur B grof§ genug wdhlt. Das Intervall der
nichtgleichmaf$igen Konvergenz heiffit Grenzschicht (GS).
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Figur 3

Die Skizze zeigt das Verhalten der Losung der gestorten Gleichung fiir e = 0.1 (Funktion
xl) und € = 0.01 (Funktion x2) jeweils mit dem Anfangswert (AW) x¢ = 3.

Ebenso lassen sich Beispiele von DGL zweiter Ordnung angeben.



Beispiel 1.4 (Stérung in den Gliedern niederer Ordnung, oszillierender Pro-
zess)

Gestortes AWP:
i+ (1+e)’x =0, z(0) =0, #(0)=1.

Ungestortes AWP :
j+y=0 y(0)=0, y(0)=1

Die Losung des gestorten Problems ist eine beschrinkte Funktion:
x(t,e) = (1 +¢) tsin((1+e)t).
Die Losung des ungestorten Problems ist eine beschrinkte Funktion:
y(t) = sint.

Man erhilt:
w(t,e) —y(t) = (1 +¢) 'sin((1+¢)t) —sint.

Fiir kleine z ist sin z ~ z — 2%/3!, also
w(t,e) —y(t) = — (2 + %) t3/3!,

d.h. fiir kleine € und kleine t liegen die Lésungskurven nahe beieinander. Fiir hinreichend
grofle t, z.B. firty = n/(2¢) ist y(t) keine Niherungslosung fir x(t,e), denn

z(to,e) —y(te) = (14+¢) "[costy —sinty] —e(1 +¢)* sintg
(1+¢e)"" V2 cos(m/d+ty) —e(1+¢)" sinty

wobei der erste Summand fiir kleine € nicht klein wird.

0.5

—0.5




Die Skizze zeigt das Verhalten der Losung der gestorten Gleichung fir e = 0.1.

Beispiel 1.5 (Stoérung in den Gliedern niederer Ordnung, oszillierender Pro-
zess)

Gestortes AWP:
T+edt+x=0 z(0) =0, ©(0) = 1.
Ungestortes AWP:
j+y=0  y(0)=0, 50)=1
Das ungestorte Problem kann man als harmonischen Oszillator auffassen, wobei der Rei-
bungsterm vernachlisigt worden ist. In der Praxis sind Reibungs—oder Dampfungseffekte

stets vorhanden. Betrachtet man einen harmonischen Oszillator mit kleinen Reibungs-
kriften, so kann das Modell verbessert werden, indem man die gestorte DGL untersucht.

Lésung des gestorten Problems:

1 1
x(t,e) = exp ((—%) t) (1 - %)5 sin <1 — %j)it

Die Losung des ungestorten Problems ist wieder:
y(t) = sin t.

Die Amplituden der Losungskurve x(t,e) werden von folgendenden Kurven begrenzt:

1
ata=+ew((-5)1) (1-5) 2
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Die Skizze zeigt das Verhalten der Ldsung der gestorten Gleichung fir e = 0.1 (Funktion
x1) und € = 0.01 (Funktion 22).

Beispiel 1.6 (Storungen in den Gliedern niederer Ordnung, oszillierender Pro-
zess)

Gestortes AWP:
Z+ex=0 z(0) =0, #(0)=1.
Ungestortes AWP:
§=0  y(0)=0, y(0) =1.
Lésung des gestorten Problems:

z(t,e) = % sin(y/et).

Lésung des ungestorten Problems:
y(t) =t.
Das gestorte Problem ensteht, wenn sich ein Massenpunkt der Masse 1 reibunsfrei lings

der t—Achse unter Finwirkung einer kleinen Federkraft —et bewegt. Analog wie in Beispiel
1.4 findet man fiir kleine € und kleine t

x(t,e) —y(t) = —t*/3),

d.h. fir kleine € und kleine t wird die Losung des obigen Problems durch das ungestorte
AWP gut approximiert.

20
15

y X2
10
5

x1

0 2 4 6 8 1 12 14 16 18 20

t

Figur 6

Die Skizze zeigt wieder das Verhalten der Lisung des gestirten AWP fiire = 0.1 (Funktion
xl) und € = 0.01 (Funktion x2).



1.2 Grundlegende Definitionen

Sei I ein Intervall (beschriankt oder unbeschréinkt auf der ¢-Achse. Wir bezeichnen mit
P.(z.) = P.(z(t,e)) =0 tel
das durch einen kleinen positiven Parameter € gestorte Problem und mit
Bo(y) = Po(y(t) =0 tel

das ungestorte Problem, welches man erhélt, wenn im gestorten Problem der Parameter
¢ gleich Null gesetzt wird.

Wir beschrénken uns auf den Fall, dass P durch Differentialoperatoren und Anfangsbedin-
gungen (AB) bzw. Randbedingungen (RB) definiert ist. Allgemein kénnen natiirlich auch
von kleinen Parametern abhéngige Integraloperatoren oder andere Operatorgleichungen
mit globaleren Zusatzbedingungen betrachtet werden. Der Parameter ¢ représentiert den
Einfluss von fast vernachléssigbaren physikalischen Grofien.

Definition 1.1 Man sagt, die Funktionenfolge (x(t, <)) konvergiert gleichméssig be-
ziiglich t € I gegen die Funktion y(t) fir e — 0, wenn folgende zwei Bedingungen erfillt
sind:

1. Fir jedes fizierte tg € 1 gilt:

lir% x(to, ) = y(to).

2. Fiir jedes 6 > 0 existiert eine nicht von ¢t abhingige Zahl ¢,, so dass fiir alle
0 < e < ¢ die Beziehung
| 2(t,e) —y(t) [< 6

gleichzeitig fiir alle ¢ € [ erfiillt ist.

Definition 1.2 FEin Problem P.(x.) heif$t regular gestort (RGP), wenn seine Ldsung
x. fiir e — 0 gleichmdssig beziiglich der unabhdngigen Variablen t in I konvergiert.

Definition 1.3 Ein Problem P. heif$t singuléar gestort (SGP), wenn die Bedingung der
gleichmdassigen Konvergenz x(t,e) — y(t) fir e — 0 verletzt ist.

Die gleichméfige Konvergenz ist meist in kleinen Teilgebieten am Rand von [ verletzt.
Die Présenz eines kleinen Parameters bei der/den hochsten Ableitungen ist nicht notwen-
dig dafiir, dass ein Problem singulir gestort ist, weist aber in vielen Fallen auf diese
Moglichkeit hin.

Die exakten Losungen der gestérten Probleme sind i.a. nicht in expliziter Form verfiigbar.
Deshalb suchen wir nach anderen Losungsdarstellungen.

Unter der Annahme einer hinreichenden Glattheit der in P. eingehenden Groéflen (Ko-
effizienten, rechte Seiten der Gleichung usw. nach der/den unabhéngigen Variablen und
nach ¢ kann die Losung eines regulir gestorten Problems approximiert werden durch
formale asymptotische Potenzreihen in ¢, die als Hauptterm die Lésung des ungestorten
Problems y besitzen.



Definition 1.4 Fine Darstellung der Funktion g(e) in der Form § g; €0 heifst formale
j=0
Potenzrethenentwicklung.

FEine Potenzreihenentwicklung der Funktion g(e) heifst asymptotisch im Sinne von POIN-
CARE, wenn fiir jedes fixierte N € IN gilt

1 Moo
o (9(6)—2%5]) — 0 fir e — 0. (1.1)
j=0

Die Reihe %O: g; € heifst dann asymptotische Potenzreihe (APR) der Funktion g(g). Sym-
7=0

bolisch schreibt man

g(e) ~ > g;e fir € —0. (1.2)
j=0
Falls Zahlen g1, g2 existieren, so dass

1 N ,
g < NTT (g(g) - Zgj 5J> < g2 (1.3)
=0

fiir alle hinreichend kleinen € > 0 erfillt ist, so schreiben wir

N
g(e) =>_g;e/ + O (V) fir —0,
=0

wobei O ein LANDAUsches Ordnungssymbol bezeichnet.

Offensichtlich ist die Bedingung (1.3) schérfer als die Bedingung (1.1).

Theorem 1.1 Die Funktion g(e) besitzt eine asymptotische Potenzreihenentwicklung der
Form (1.2) gdw fiir jedes fixierte N € IN gilt

lim — (g(e) — Z gj Ej) = gN- (1.4)

Bewelis:

1. Notwendigkeit: Wir schreiben (1.1) in der Form

1 N-1 )
lim— [ g(e) = Y gje/ —gne™ | =0.

e—0 5N

=0
. el . o1 N-1o .
Wegen l;lil(l) 9N x = 9N existiert auch llg(l) N g(e) — jz% gj€’ | und es gilt

1 N—-1 )
gN = lir% — (g(s) — Z Jj 53) fiir jedes fixierte N € IN.
e—0 g N
7=0



2. Hinlénglichkeit: Aus (1.4) folgt offensichtlich (1.1).

Die Formeln (1.4) liefern rekursive Berechnungsformeln fiir die Koeffizienten der APR:

. o1 1
90221_13% q(e), g1 = lim 2(9(5)—90)7 g2 = lim ;(9(5)—<90+915)),"'-

e—0 e—0

S8 .
Die Reihe Y~ g; ¢’ kann divergent sein. Trotzdem kann man die N-te Partialsumme dieser
=0
Reihe als Néherungswert fiir g(¢) nutzen. Zum Versténdnis der Besonderheiten asympto-
tischer Potenzreihenentwicklungen im Vergleich zu konvergenten Potenzreihen betrachten

wir zwei Beispiele.

Beispiel 1.7 Berechnen Sie

g(e) = /e(’é)t costdt &> 0. (1.5)

Der Integrand ist stetig in B = {(e,t) € IR*|e €]0,1],t € [0,00[}. Das uneigentliche
Parameterintegral (1.5) ist gleichmdfig konvergent beziiglich € im Intervall 10,1]. In der
Tat, es gilt firt >0

|e’(%)t cost| < e~ (D)t < et mit /e"5 dt =1 < oo.
0

Also ist g(e) stetig in ]0,1]. Zur Berechnung des Integrals (1.5) verwenden wir die TAY-
LORsche Reihe der Funktion f(t) = cos t.

00 (_1>kt2k‘ t2 t4 t6
P ol S R
o8 ;) (2k)! TR TR

Bekanntlich konvergiert diese Reihe fiir |t| < oo. Folglich konvergiert sie gleichmdfig
beziiglich t in jedem endlichen Intervall [0, A]. Somit ist gliedweise Integration mdaglich.
Man erhdlt aus (1.5) fiir jedes fizierte &

o(e) = 7 Li —1)k t%} dt

Mittels mehrfacher partieller Integration ergibt sich



A A 1 A
gle) = lim /e">tdt——/e—<%>tt2dt+5/e(—%>tt4dt—---]
0 0 0
= -+ - +- (1.6)

Diese geometrische Reihe konvergiert fir |e| < 1, also fir 0 < ¢ < 1. Sie besitzt die

Summe .

142
Die gleichmafige Konvergenz der Potenzreihenentwicklung fiir cost in einem beliebigen

endlichen Intervall gewdihrleistet also den korrekten Ubergang von (1.5) nach (1.6) fiir
0<e<l.

gle) =

Aufgabe 1.1 Berechnen Sie das Integral (1.5) durch zweimalige partielle Integration di-
rekt. (Die Beschrinkung e €0, 1] entfillt hier.)

Beispiel 1.8 Geben Sie einen Niherungswert fiir das folgende Parameterintegral an

= 0. 1.7
1+1¢ c (1.7)

Das uneigentliche Parameterintegral (1.7) ist wieder gleichmdfig konvergent beziiglich e
im Intervall |0, 1]. Dies folgt aus

e(_%)t

141

< e (<t fiir alle t > 0.

Es gilt
Pl —t+2 -+,
RN ot

Diese geometrische Reihe konvergiert nur fir |t| < 1.

Mittels partieller Integration in (1.7) ergibt sich

°° 7 o(— L)t . % (bt ;
- — t:e—e/i t
2 2
. J (1+1) ) (1+1)

bzw. nach Fortsetzung der partiellen Integration

e(fé)t

141

h(e) = [ —€

he) = e—1e+20e® =3le* + -4 (=) HN = 1)1
o (b
€ 5

+ (—1)NN!5N/Wdt (1.8)
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Fassen wir die ersten N Glieder

N
hv(e) => (=111 — 1)t (1.9)
=1
als N-te Partialsumme der entsprechenden Reihe auf, so ergibt sich nach dem Quotien-
tenkriterium
N ENJrl

:]\}Enwm:&g}nm]vs:oo f’[]:’f’all@ 57&0

anN+1

lim

N—oo

an

d.h., die sich durch unbegrenzt fortgefiihrte partielle Integration ergebende Reihe ist diver-
gent fir alle Werte von € # 0. Trotzdem kann hy(g) fir hinreichend kleine & zur nihe-
rungsweisen Berechnung von h(e) verwendet werden. Fir den Abstand | h(e) — hy(€) |
gewinnt man aus (1.8) und nochmaliger partieller Integration die Abschdtzung

7 6_(ét)
(e = hy(@) | = N [y
0

_ N+1 N1 [ € N+1

= NN (N4 1)le O/Wdt < NIENHL (1.10)
da der Wert des uneigentlichen Integrals positiv ist. Aus (1.10) geht hervor, dass die Par-
tialsumme (1.9) die Funktion h(e) mit einem Fehler approximiert, der zahlenmdfig kleiner
als das erste nicht in die Partialsumme hy(e) eingehende Glied der Reihe ist. Das Vorzei-
chen des Fehlers h(e) — hy(e) fallt mit dem Vorzeichen des (N+1)-ten Gliedes der Reihe
zusammen. Mit kleiner werdendem e und festem N verbessert sich die Approximation, und
es gilt schlieflich

tig | h(e) — ha(e) | = 0

Im Unterschied zu einer konvergenten Rethe, in der die Summenfunktion mit beliebiger
Genauigkeit angendhert werden kann, wenn nur die Anzahl der Glieder der Reihe tiber
alle Grenzen wdchst, ist die Genauigkeit der Annéiherung der Partialsumme (1.9) an die
Summenfunktion h(e) begrenzt und von € abhdngig. In der Tat, bei fiziertem ¢ fallen die
Glieder | (—1)°s!e** | der Reihe (1.8) monoton, solange s < (1] ist. Fiir s > [2] wachsen
sie. Also gibt es fir jedes feste € eine Zahl N fiir die beste Approzimation von h(e) durch
hn(g). Man findet N aus der Bedingung | ai’—;l | <1 fiir streng monoton fallende Folgen.

aAN+1 N! ENJFI 1
= =N-e<l<+= N<-.
an | (N 1)1V c E
Wahilt man N = [é] — 1, so erhdlt man fir fiziertes € die beste Approximation von h(e)

durch hy(e). Sei e = 55. Dann ist N=9. Fir den exakten Wert von h(e) ergibt sich aus
Integraltafeln h(s5) = 0.09156. Es gilt

1
hyg (E) ~ 0.1 -0.01+0.002 - 0.006 4 0.00024 — 0.00012 4 0.000072 — 0.0000504
+ 0.00004032 ~ 0.09158

und

1 1 1 9!
‘h (1—0) — hg (1—0> ‘ = ‘h (1—0) — 0.09158{ < To0 — 0.000036288.

11



Trotz der Divergenz der Reihe ist die Genauigkeit der Approximation sehr hoch. Die for-

male Potenzreihenentwicklung Z( D)1 = 1) el dst asymptotisch im Sinne von Defini-

tion 1.4. In der Tat, die Gultzgkezt von (1.1) folgt aus (1.10) fir jedes fizierte N € IN

NI.gN+l

1
—N|h(5)—hN(€)|<€7N:N'€—>O fUT€—>O

Die schirfere Bedingung (1.3) ist ebenfalls erfillt, denn es gilt

—N!- eV < h(e) — hy(e) < N1V

Division dieser Ungleichung durch eN T liefert (1.3).

1.3 Eigenschaften asymptotischer Potenzreihen

Es seien
e)~ Y aje ble) ~ > bje,
j=0 j=0

APRn der Funktionen a(e) und b(e).

1° Linearkombinationen APR: Fiir beliebige Konstanten «, 3 gilt
aa(e) + Bb(e Z aa; + (b))

d.h., APR diirfen gliedweise addiert und mit Konstanten multipliziert werden.
20 Multiplikation APR:

o0

CL(E) b(E) ~ Z (ao bj +a bjfl + -+ Q. b()) g’

§=0
= a0b0+(aobl+a1b0)5+(aobg+albl+a2b0)z—:2+---,

d.h., APR diirfen gliedweise multipliziert werden.

3% Division APR: Die Division APR wird auf eine Multiplikation zuriickgefiihrt. Setzt
man by # 0 voraus, so ergibt sich fiir den Quotienten

ale) X
) o
B) Z Cj e,
Jj=0
wobei sich die unbestimmten Koeffizienten c¢; schrittweise aus

aj:b00j+b16j_1+"'+bj00 j:0,1,2,"'

berechnen. Fiir die ersten Glieder erhalt man

@ @+<ﬂ_a0b1>g+<a2 a0b2+a1b1 b%a0>62+

o) b \by B2 [

12



49 Funktion einer APR: Sei u(\) = § ug A¥ fiir X € [c, d] eine konvergente Potenzreihe
k=0
und

a(e) ~> a; & fir € [a,b)].
=0

Dann besitzt u(A) = u(a(e)) fir alle € € [a,b], fir die A = a(e) € [c,d] gilt, eine
asymptotische Entwicklung der Form

u(a(e)) ~ kiuk (i)aj 5]) = kick e*,

wobei sich die Koeffizienten ¢ formal wie beim Rechnen mit konvergenten Reihen
durch Koeffizientenvergleich ergeben.

5° Differentiation APR: Ohne zusitzliche Voraussetzungen diirfen APR nicht differen-
ziert werden. Sei

(i) a(e) differenzierbar in [a,b],
(i) d/(e) stetig in [a,b],

(ili) fiir a'(e) existiere eine APR.

Dann folgt aus a(e) ~ § a; &l fiir jedes abgeschlossene Teilintervall [a1, b1 C [a, ]
j=0

o
d(e) ~ Y jaje
=1

6° Integration APR: Sei a(e) stetig in [a,b]. Aus a(g) ~ 5 a; €l folgt dann
j=0

€

/a(T) dr ~ i

0

a;j et

] .
J+1

Beispiel 1.9 (Eigenschaften APR)

(1) Beispiel zu 4°: Wir betrachten das fiir die asymptotische Losung linearer Differen-
tialgleichungen wichtige Beispiel

00 )\k 00 )
u(\) = et = o mit A=a(e) ~> aje.
k=0 " 5=0
Dann ist nach Figenschaft 4°
- k
© ao+§: a;el . i a;el . e <]§1 CL]E])
a ~ i—1 ~ ag | i—1 ~ a
e e I e el e 12)7]{:!
- eao([a1€+a262 +age® + - N lare + ase® + age® +- -]
B 0! 1!
are + ase® + azed + -+ ]° 1
G 2 o ’ ) +> :6“0(1—|—a15+5(a§+2a2)€2—|—~-~).
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(2) Beispiel zu 5°: Die Funktion g(c) = ") sines, &> 0 besitzt eine asymptotische
Potenzrethenentwicklung der Form

gle) ~>_g;¢’
=0
mit den Koeffizienten, gemdss (1.4)
. 1y .1 : P .
g; = lim —e S sines = lim 27 e *sine® = 0, j >0,

e—0 gJ z—00

d.h., eine asymptotische Entwicklung, bei der alle Koeffizienten der Rethe gleich Null
sind. Die Bedingung (1.1) ist also erfiillt. Die Ableitung g'(¢) besitzt dagegen keine
asymptotische Entwicklung. In der Tat, es ist die Bedingung 5°(ii) verletzt:
.1 1
sines  cose=:

/ — p—
g (6) - 526% 52

coses
Der Grenzwert lir%g'(s) existiert nicht, da hIT(l) 5— nicht existiert. Folglich las-
e— e— e

sen sich die Koeffizienten der formalen Potenzreihe von g'(€) nicht berechnen. Die
Differentationsregel 5° ist also nicht anwendbar.

1.4 APR fiir Funktionen zweier Variabler

Wir verallgemeinern zunéchst die Definition 1.4.

Definition 1.5 Fine Darstellung der Funktion g(t,e) mit D(g) = [a, b]x]0, 1] in der Form

O .
> gi(t)e? heifst formale Potenzreihenentwicklung in € mit von t abhingigen Koeffizienten.
5=0

FEine Potenzreihenentwicklung der Funktion g(t,e) heifst asymptotisch, wenn fir jedes fi-
zierte N € IN gilt

e—0 5N

lim L (g(t,a) - ingj(t)es]) =0 fir jedes fizierte t € [a,b. (1.11)
j=0

Symbolisch schreibt man
gt,e) ~ > gi(t)e e—0 fir alle t € [a,b]. (1.12)
j=0

Falls die Konvergenz in (1.11) gleichmdssig beziiglich t fir t € [a,b] ist, so sagt man, es
liegt eine gleichmdssige asymptotische Entwicklung beziglich t firt € [a,b] vor.

GleichméBige Konvergenz bedeutet: Fiir jedes § > 0 existiert eine Zahl ¢ = €(6) > 0
(unabhéingig von t), so dass fiir alle 0 < € < ¢y die Beziehung

- (g<t, -3 0,0 )

<&  gleichzeitig fiir alle ¢ € [a, b]

14



erfiillt ist.

Die Bedingung (1.3) schreiben wir in folgender Form: Fiir jedes fixierte N existiert eine
von € unabhéngige Zahl ky, so dass gilt:

<kye™ Vi€ [ab]. (1.13)

g(te) = ;]gj(t) e’

Die Aussage von Theorem 1.1 lésst sich iibertragen. Die Berechnungsformeln fiir die Ko-
effizientenfunktionen der Reihenentwicklungen lauten analog zu (1.4):

.1 i ; ,
%@zg%{ww—ZMm) j=10,N. (114
i=0
Theorem 1.2 Sei g(t,e) in D(g) beschrinkt und besitze eine asymptotische Potenzrei-
henentwicklung der Form (1.12) mit in [a, b] beschrinkten Koeffizienten g;(t). Dann ist die
asymptotische Potenzreihenentwicklung gleichmdflig in [a,b] gdw die Funktion ryy1(t,¢),

definiert durch die Beziehung

9(t2) = 2 g0 +rasalt ) ! (1.15)

N
fir alle fizierten N in [a,b]x]0, 1] beschrdnkt ist.
Beweis:
1. Notwendigkeit: Wenn die Potenzreihenentwicklung (1.12) gleichméafig fiir ¢ € [a, b]

ist, so existiert fiir alle § > 0 eine nicht von t abhéngige Zahl px(J) > 0, derart,
dass in [a,b]x]0, 1] die Beziehung

<9

g(ww—g%@ﬂ

gilt, sobald |e| < pn(9) erfiillt ist. Ersetzt man in der letzten Ungleichung N durch
N+1, so ergibt sich

<0+ |gna(t)]-

E$4G@@—g%@a)

Da gn41(t) beschrénkt ist, gilt ky = 5—i—tm[a>b<] lgn11(t)]. Daraus folgt die Beschrénkt-
€la,

heit von ryy1(t,€) in der Teilmenge von [a, b]x]0, 1], in welcher |e| < pny1(d) gilt.
Fiir |e| > pn41(d) und (¢, ¢) € [a, b]x]0, 1] folgt die Beschrénktheit der Funktion

TNyt e) = EN1+1 (9(t75) - Zgj(t) Ej) (1.16)

aus der Beschréinktheit der Funktionen g(¢,¢) und g;(t) (j =0,---, N).
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2.

Hinlénglichkeit: Wenn 7y (¢, ) definiert durch Formel (1.16) beschrénkt ist, so
gilt auch

ELN (Q(t,e) - g)gj(ﬂ Sj) =Nt €) e

Offensichtlich konvergiert der letzte Ausdruck gleichméBig in [a,b] gegen Null, falls
e —0.

Definition 1.6 FEine Funktion h(t) heifit im Punkt t, analytisch (im Sinne von Funk-
tionen reeller Variabler), wenn h(t) fir alle t mit [t —to| < r (r > 0) als Summe einer
Potenzreihe darstellbar ist:

=" hy(t —to)*
k=0

Eigenschaften analytischer Funktionen

10

20

30

Jede in einem Punkt ¢ analytische Funktion ist auch in einer Umgebung von t

noch analytisch, denn ist Z hi(t—to)* eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius

r # 0, so lasst sich die durch diese Reihe gegebene Funktion A(t) auch in jedem
anderem Punkt ¢; im Inneren des Konvergenzintervalls entwickeln, d.h. es gilt

= Iyt —t,)"
[=0

mit dem Konvergenzradius r = r — |t; — to.

Summe, Differenz und Produkt analytischer Funktionen sind wieder analyti-

1
sche Funktionen. Ist h(t) in ¢y, analytisch und h(ty) # 0, so ist auch % in ¢

analytisch.

Ist A(t) in ¢, analytisch, so ist h(t) in einer Umgebung von t, beliebig oft
differenzierbar.

Theorem 1.3 Wenn g(t,e) analytisch beziiglich beider Variabler in [a,b]x]0,1] ist und
eine gleichmafige asymptotische Entwicklung der Gestalt (1.12) besitzt, so sind alle g;(t)
analytisch in [a,b] und es gilt gleichmdflig auf einem beliebigen kompakten Teilintervall

von |a, b] N
8ggt’ &) . ;0 dg(]l'it) = (1.17)
Beweis:
1. Nach der Definition einer gleichméfligen asymptotischen Reihe gilt

go(t) = limg(t, )

E*}

16



gleichméBig beziiglich t fiir ¢ € [a,b]. Dann ist wegen der Abgeschlossenheit und
Beschranktheit von [a, b] die Funktion go(t) analytisch in [a,b]. Wir verwenden nun
die Methode der vollstandigen Induktion: Es seien go(t),- - -, gy_1(t) analytisch in
[a,b]. Nach der Berechnungsformel fiir die Koeffizienten der Reihe ist

Wegen der gleichméBigen Konvergenz in [a,b] ist auch gn(¢) analytisch in [a, b].

2. Wie soeben gezeigt, sind die Koeffizienten g¢;(t) (j = 0,---, N) analytisch in [a, ]
und folglich beschrénkt in [a, b]. Da ¢(t,¢) analytisch ist und fiir ¢ — 0 gleichmé&Big
gegen go(t) konvergiert, ist g(t,e) beschrankt in [a, b]x]0, 1]. Folglich sind die Vor-
aussetzungen von Theorem 1.2 erfiillt, d.h., es gilt

|7’N+1<t, 8)| = < MN in [CL, b]X]O, 1]

- (g(t,a> -3l a))

J

Wir betrachten nun ein beliebiges kompaktes Teilintervall [aq, by] von [a, b]. Sei d =
min{|b — by|, |a — a1} und h > 0 eine Zahl mit h < d. Fiir t € [ay, b;] ist dann stets
t+ h € [a,b]. Nach dem Satz von LAGRANGE gilt fiir ¢ € [aq, by]

Orn41(t+ 6h,¢)
ot

TNt +he) —rypa(t ) < 2My

h

0<b<1,

wobei die Ableitung wegen der Analytizitdt von g(t,e) und g;(¢t) (j = 0,---,N)

t dg;(t
existiert. Aus diesem Grund sind auch %t’g) und gcji—t() (y

stens in [a1,b1]%]0, 1] bzw. [a;, b;] beschriankt. Somit sind fiir die Ableitungen die
Voraussetzungen von Theorem 1.2 erfiillt, woraus die gleichméfige Konvergenz in
la1, by] der asymptotischen Entwicklung (1.17) folgt.

=0,---,N) wenig-

Aufgabe 1.2 Seig(t,e) = ¢~ &), D(g) = [0,1]x]0, 1]. Zeigen Sie, dass g(t, ) eine asym-
ptotische Potenzreihenentwicklung in € besitzt, die nicht gleichmdflig beziglich t € [0,1]
ist. Zeigen Sie, dass nicht alle Koeffizienten g;(t) analytisch sind.

Aus der Existenz einer gleichméfigen konvergenten asymptotischen Entwicklung beziiglich
t mit analytischen Koeffizienten folgt i.a. nicht, dass g(¢,¢) analytisch beziiglich t ist.

Beispiel 1.10 Die Funktion g(t,e) = |t|e"%) mit D(g) = [—~1,1]x]0,1] besitzt eine
gleichmdapige asymptotische Entwicklung beziiglich t, wobei alle Koeffizienten gleich Null,
also analytisch sind. Die Funktion selbst ist aber nicht analytisch beziiglich t, da die Funk-
tion f(t) = |t| in t=0 nicht differenzierbar ist.

Eine analytische Funktion ¢(t,¢), die eine asymptotische Potenzreihenentwicklung in e
besitzt, kann in eine konvergente Potenzreihe in t mit dem Mittelpunkt in ¢y entwickelt
werden, falls das Intervall [a,b] eine Umgebung U, (ty) = {t : [t — to| < r} des Punktes ¢,
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enthélt. Zur Vereinfachung der Schreibweise nehmen wir 0.B.d.A. an, dass 0 € [a, ] gilt
und setzen ty = 0. Sei g(t,¢) ~ %O: g;(t) e’ und
§=0
g(t,e) = cye)t® lt] <, e €]0,1]. (1.18)
s=0

Falls die Voraussetzungen von Theorem 1.3 fiir die Funktion g(¢, ¢) erfiillt sind, so besitzen
die Koeffizientenfunktionen aus (1.12) eine konvergente Potenzreihenentwicklung

g;(t) = gjst° fir |t < (1.19)
s=0
Setzt man die Reihe (1.19) in die Reihe (1.12) ein

Yogit)ed = ( gjsts> &l
=0 0

]:0 s=

und gruppiert formal um, so erhélt man die Reihe
> gisel | t5. (1.20)
s=0 \j=0

Ein Vergleich von (1.18) und (1.20) wirft die Frage auf, ob die formale Reihe § gjs €
j=0

eine asymptotische Entwicklung der Funktionen c4(e) aus (1.18) ist, d.h., ob gilt
cs(e) ~ Y gjs el
=0

Theorem 1.4 FEs gelte

(i) g(t,e) sei analytisch beziiglich beider Variabler in [a, b]x]0, 1],

(ii) g(t,e) besitze eine gleichmdfige asymptotische Entwicklung der Gestalt (1.12)

(#i) U, (0) C [a,b].
Dann folgt

cs(g) ~ igjs gl fiur e—0, (1.21)
=0

wobei cs(e) bzw. gjs die Koeﬂiziente]n in (1.18) bzw. (1.19) sind.
Beweis: Es gilt

2,

S+

&
I

<
I
=)

gj(t) Ej + N+1 (t, E) €N+1

Ngk:

o

Jis 758) e +ryya(t,e)eNt!

<
Il
o

I
=

vl

s sj> 5+ ryga(t,e) eV

i
o

I
NE
hE

(S
Il
o
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Mittels Subtraktion von (1.18) aus der letzten Gleichung ergibt sich

Z (Zggs — ¢ ) t°+ 7yt e) e =0, (1.22)

Aus (i) folgt die Beschrinktheit von g(t,e) in [a,b]x]0,1]. Wegen (ii) erhdlt man aus
Theorem 1.3 die Beschrinktheit der g;(t) in [a,b]. Somit ergibt sich aus Theorem 1.2 die
Beschrinktheit von ry1(t,€) in [a,b]x]0,1]. Division von (1.22) durch ™ und anschlie-
Bender Grenziibergang liefert

Es gilt hH(l) rni1(t,e)e = 0 gleichmdfig beziiglich t € [a,b]. Daraus folgt der gleichmdfige

t° +rnia(t,e) e) =0.
Grenziibergang beziiglich t € [a, b]:

e—0

lim i [(igjsa —cs(e ) 8%] t*=0. (1.23)

Wir setzen

1

hs(e) = (jg%gjsaj—cs(a)) N und
h(t,e) = ihs(s)ts fir € €]0,1] wund |t| <.

Mit diesen Bezeichnungen hat (1.23) die Form
liH(l) h(t,e) = lir%z hs(e)t® =0 gleichmdfig beziglich t fir |t| <. (1.24)
E— E— ]:O

Zum Beweis der Behauptung von Theorem 1.4 ist zu zeigen, dass fir die Funktion cs(e)
eine asymptotische Potenzreihenentwicklung gemdfs Definition 1.4 wvorliegt. In unseren
Bezeichnungen st folglich die Gliltigkeit der Beziehung

e—0

. 1
}:Iir(l) hs(e) = lim (Z gjs € — cs(z—:)) N = 0 Vs (1.25)

nachzuweisen. In (1.24) sind die Operationen der Summen- und Grenzwertbildung ver-
tauschbar, d.h. es gilt

llir(l]sgohs(z—:) = golli% hs(e)t* =0 gleichmdafig beziglich t fir |t| <r.  (1.26)
Setzt man in (1.26) t =0, so folgt

lim hy(e) = 0.

e—0
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Da eine Potenzreihe innerhalb des Konvergenzradius beliebig oft gliedweise differenziert
werden kann, erhdlt man aus (1.26)

}:Ommg@)ﬁslza
—l e—0
Setzt man wieder t = 0, so folgt,

lim hl (E) =0.

e—0

Die Fortsetzung dieses Prozesses liefert (1.25).

Die Umkehrung von Theorem 1.4 gilt nicht, d.h., wenn eine Funktion ¢(t, €) analytisch ist
nach beiden Variablen in [a, b]x]0, 1] und wenn die Koeffizienten c4(g) der konvergenten
Reihe (1.18) eine asymptotische Darstellung der Form (1.21) besitzen, so gilt i.a. nicht,
dass das Vertauschen der Summationen zu einer asymptotischen Reihe nach Potenzen in
e fiir die Funktionen g(¢, ¢) fiihrt.

1.5 Anwendungen auf DGL und algebraische Gleichungen

Beispiel 1.11 Wir betrachten nochmals Beispiel 1.6.

Z+ex=0 z(0) =0 r=1 (1.27)

1

mit der Losung x(t, &) = —= sin(y/et) des gestérten Problems und bestimmen eine asymp-
£

totische Naherungslosung xy(t,€).

Entwicklung der Losung nach der TAYLORschen Formel an der Stelle to = 0 liefert

(VE )2+

-+ (—1)Nm + RNJrl(t, 8))

o WA | (JENP
x(t,a)—%<\/§t— gt

mit dem Restglied in der Form von LAGRANGE

sin <0\/§t + (2N + 3)%) (VEt)2V+s

Rnyi(t,e) = OGN 13) 0<6<1.
Ordnet man nach Potenzen von €, so ergibt sich
—t3 2t5 N(_l)Nt2N+1
{L‘(t,E) = t+€<?>+€§++€ W (128)
sin (G\ﬁt + N+ 3)5) 2N+
+ 2 Nt 0<f<1
(2N +3)! '

Wir setzen
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sin (9\/§t + (2N + 3)%) {2N+s
(2N 1 3)]

vyt e) =

Die Funktion x(t,e) ist beschrankt in [0,1]x]0,1] besitzt gemdafs (1.28) eine asymptoti-
sche Potenzreihenentwicklung beziglich t mit in [0, 1] beschrinkten Koeffizienten g;(t) =
(—I)N t2N+1

(2N +1)!
nach Theorem 1.4 eine gleichmdjige asymptotische Potenzreihenentwicklung beztiglich t
in [0, 1] vor.

. Da ryy1(t,e) fir alle fizierten N € IN in [0,1]x]0, 1] beschrinkt ist, liegt

Ist die exakte Losung bekannt, so konnen die Koeffizienten in der asymptotischen FEnt-
wicklung auch mit Hilfe der Formeln (1.14) berechnet werden.

Wir gehen nun umgekehrt vor, indem wir die Ldosung von (1.27) in Form einer Potenz-
rethenentwicklung in € mit von t abhdngigen Koeffzienten suchen:

w(t,e) = go(t) + g1(t) e + ga(t) € + -+ gn(t) ¥ + - -
Zweimalige formale Differentation nach t liefert
#(t,e) = got) + i) e+ go(t)* + -+ gn(t) eV + -,
B(te) = Go(t)+i(t)e+go(t) e + -+ gn(t)e™ +---
Fiir die AB erhdlt man
z(0,¢) 90(0) + g1(0) e + g2(0) €* + -+ + gn(0) ™ -+ = 0,
#(0,6) = go(0) +1(0) e+ g2(0)e” + -+ gn(0)e¥ + -+ = L

FEinsetzen in die Differentialgleichung und Ordnen nach €-Potenzen liefert zur Bestim-
mung der Funktionen g;(t) (j =0,---,N) folgende AWP:

80 : go(t> =0 g(]<0) =0 go(O) =1
61 . gl(t)+go(t) =0 91(0) =0 91(0) =0
eV gn(t) +gn-1(t) =0 gn(0) =0 gn(0) =0
Als Losungen der AWP erhdlt man
go(t) =0, go(t) =cit +co 90(0) =2 =0 go(t) =t
Go(t) = , G0(0) =c1 =1 \
.. t
Gi(t) = —go(t) = =t ¢(t) :—€+01t+02 91(0) =c2=0 gl(t)z—g
t .
gl(t) :——+Cl gl(O):Cl =0.
Die allgemeine Form der Lésung Lautet
) -1 N-1 t2N71 -1 Nt2N+1
in(t) = —gwa(t) === o) = S it

2N —1)!
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gn(0) = 2 =0  gn(t) = —MJrq gn(0) = ¢ = 0

(2N)!
(_1)Nt2N+1
2N+ 1)

Es ergeben sich diesselben Koeffizienten wie oben. Die nach dem N-ten Glied abgebrochene
N .

Rethe xn(t,e) = X g;(t) €7 kann als asymptotische Niherungslosung von (1.27) aufgefasst
j=0

werden. Das Problem (1.27) ist ein RGP in I = [0, 1] im Sinne von Definition 1.2, denn

es qilt

(Vet+ri(t,e)e—t

o(t,2) — ()] = |z sin(20) —t} ‘ .-
51n(0\/_t+327T) c

= 3 <§<(5

Daraus folgt die gleichmdfige Konvergenz beziiglich t € [0,1]. Fir RGP ldsst sich eine
gleichmdfige asymptotische Entwicklung fir e — 0 auf dem gesamten Intervall t € [0, 1]
angeben.

Beispiel 1.12 Wir betrachten nochmals Beispiel 1.3
ei4+ax=1 z(0) =z # 1 (1.29)

mit der exakten Lisung x(t,e) = 14 (xg—1) et des gestorten Problems und bestimmen
eine asymptotische Ndherungslosung.

Wie schon im Beispiel 1.3 gezeigt wurde, ldsst sich die gleichmdfige Konvergenz in einem
t-Intervall [0, A] in der Nihe des Nullpunktes nicht nachweisen. Das Problem ist also ein
SGP. Im Vergleich zu RGP gibt es Unterschiede in der Behandlung. Die Entwicklung der
Losung nach der TAYLORschen Formel fiir to = 0 ist keine Potenzreihe in €:

1t 1¢ N1 tN

Wir suchen eine Lisung von (1.29) in Form einer asymptotischen Potenzreihe in e
N .
e) =Y g;(t)e. (1.30)
=0

Nach Differentation, Finsetzen in die DGL (1.29) und Koeffizientenvergleich bei gleichen
e-Potenzen erhdlt man go(t) = 1 und g; = —g;—1 fir j = 1,---,N, d.h. g;(t) = 0 fir
j=1,--- N und alle t € [0, A]. Es ergibt sich also un(t,e) =1V t € [0, A]. Somit fallt
diese Losung mit der Losung des ungestorten Problems zusammen und liefert folglich eine
asymptotische (gleichmidfig konvergente) Lésung beliebiger Ordnung O (™) mit Ausnahme
einer Umgebung des Punktes t =0, da die AB i.a. durch un(t,e) =1 nicht erfillt ist.

Um eine fir alle t € [0, A] giiltige asymptotische Darstellung der exakten Ldsung von
(1.29) zu erhalten, iberlagern wir die Lésung (1.30) mit einer Korrekturfunktion vy =
un(t,e), die folgenden Bedingungen geniigt:
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1. Die Summe un(t,e) + vn(t, ) erfillt die AB x(0) = x.

2. Im Gliltigkeitsbereich von (1.50) ist vy vernachlissigbar klein und nur in einer Um-
gebung von t = 0, der sogenannten GS, wird vy wesentlich.

Derartige Funktionen bezeichnen wir im Weiteren als Grenzschichtfunktionen (GSF).
Zur Bestimmung der GSF des AWP(1.29) ermitteln wir zundchst die Fehlergleichung.
Dazu wird un(t,e) in die DGL (1.29) eingesetzt und von der DGL

ei(te) +a(t,e) =1

subtrahiert. Fir die Differenz xn(t,e) — un(t,e) = vn(t,€) gewinnt man die Fehlerglei-
chung

eon(t,e) +on(t,e) =0 mitder AB vy (0,¢) = zn(0,6) —un(0,6) = o — 1. (1.31)

Ein wesentlicher Schritt ber der Konstruktion von GSF besteht in der Durchfiihrung einer
Variablenstreckung

t
T=- bzw. t=¢eT (1.32)

in einer Umgebung des Punktes t = 0, in welchem die AB vorgegeben ist. Die Fehlerglei-

o iy dvy  doydr  doy1l .
1.81 0 _ A7 _ Az DGL
chung (1.31) geht mit dieser Substitution wegen i I dl - in die DGL der
GSF diber

d’ZAJN(T>
dr

+on(T) =0 mit  On(0) = zg — 1. (1.33)

Die GSF wird nun in der Form
N .
Oon(T,€) = Z h;(T) e’
§=0

angesetzt. Einsetzen in (1.33) liefert folgende AWP zur Berechnung der h;(T)

% +hy=0 ho(0) = xg — 1 mit der Losung ho(17) = (xg — 1) e "
-
Firj=1,--- N ergeben sich AWP der Form

dh;

d—T]+hj =0  h;(0)=0,

die bekanntlich nur die triviale Losung hj(T) = 0 besitzen. Folglich ist 0n(T) = (xg—1) €7
oder nach Riicksubstitution vy (t,¢) = (zo—1) e~ <) Dann ist ug(x, €)+vo(x, e) die Lésung
des Ausgangssystems (1.29), welche fiir dieses einfache Beispiel mit der exakten Lésung

x(t,e) zuammenfallt.

Die AWP in Beispiel 1.11 bzw. 1.12 sind analytisch losbar. Die hier angegebenen Uber-
legungen dienen nur der Illustration der Theorie. Bedeutung gewinnen asymptotische
Losungsdarstellungen fiir lineare DGL mit variablen Koeffizienten fiir nichtlineare Glei-
chungen und fiir partielle Differentialgleichungen.
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Beispiel 1.13 Wir berechnen eine Ndiherungslosung der nichtlinearen algebraischen Glei-
chung
t=1+¢et 0<e< 1. (1.34)

Ist e =0, so erhdlt man die Losungt = 1. Fiir 0 < e < 1 setzen wir
t=14aec+ae?+--+aye¥+---. (1.35)
Finsetzen in (1.34) liefert

are+age® +--Fane¥ = e(l4+are+aye’+---+aye™)?

aet+age? +azed +--- = e(1+3a1e+3(a2+az)e? +--).

Koeffizientenvergleich bei gleichen €—Potenzen ergibt
(a1 — 1) e+ (az — 3ay) € + (a3 — 3a3 — 3az)e® + -+ = 0.

Daraus erhdlt man

a) — 1 =0 a; = 1
a9 — 3&1 =0 a9 = 3
az —3aj —3a; = 0 az =12
Somit ergibt sich (1.35) zu
t=14e+32+12e%4---. (1.36)

Diese Potenzreihe konvergiert nur fir e = 0. Es liegt jedoch eine asymptotische Potenz-
rethenentwicklung im Sinne von Definition 1.4 vor, denn fiir jedes N € IN gilt

N
: 1 N+1 N+2 .
" (t—Zajej) =~ (aNHs Hbane™t +-~-)H0 fiire — 0.

Ahnlich wie in Beispiel 1.8 kann (1.36) bei fiviertem e zur Berechnung von Niherungs-
werten fir die Losung verwendet werden.

Beispiel 1.14 Der VAN DER POL—OSZILLATOR beschreibt z.B. die Figenschwingungen in
einem Triodenschaltkreis mit einer kubischen Stromstdrke-Spannungscharakteristik. Der
Prozess wird durch die nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung

itr=c(l—a*)a N<ex1 (1.37)

beschrieben, wobei der Parameter € eine kleine Selbstinduktivitdt bezeichnet.

Ist ¢ = 0, so erhdlt man eine homogene lineare DGL 2.0rdnung mit konstanten
Koeffizienten:

j+y=0 (1.38)
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mit der allgemeinen Lésung
y(t) = ¢y cost + cosint. (1.39)

Fiir 0 <e <1 setzen wir
w(t,e) = go(t) + gi(t) e + golt) e + - - - (1.40)
Finsetzen von (1.40) in (1.37) liefert

Go+ go +e(G1 + 1) + %Gz + 92)
5[1_(90+591+592+"')2] [90+591+52Q2+"‘]
e(1—g5) g0+ [(1—g3) g1 — 2909190 ] + -+

Koeffizientenvergleich bei gleichen e—Potenzen ergibt das rekursive System

beie? : go+g0 = 0
beie' : Gita = (1-93)do
beie? : Gotga = (1—95)d1— 2909190  usw.

Man erhilt fir die Berechnung der g;(t) mit i > 0 inhomogene lineare DGL 2.0rd-
nung mit konstanten Koeffizienten, wobei in die rechten Seiten die vorher schon
berechneten Grifen eingehen. Die DGL bei €° ist von der Form (1.38) und besitzt die
allgemeine Losung (1.39). Inhomogene DGL 2.Ordnung lassen sich nach Berechnungen
threr rechten Seiten mittels Konstantenvariation lésen. Somit erhdlt man eine asympto-
tische Losungsdarstellung von (1.87) durch ausschlieflich lineare Operationen. Fire =0
beschreibt (1.38) einen ungeddmpften Schwingungsvorgang. Mit wachsendem e tritt eine
Verzerrung der ungeddimpften Schwingung ein, wobei sich auch die Periode vergriffert.
Fir e > 1 hat (1.37) ebenfalls technische Anwendungen, z.B. werden die Schwingun-
gen beim Flattern von Flugzeugtragfligeln und Autorddern beschrieben. Die DGL (1.37)
besitzt fiir beliebige € > 0 eine periodische Lisung.

1.6 Regulir und singulir gestorte Probleme aus den Anwen-
dungen

Eine von einem kleinen Parameter abhéngige DGL, die fiir ¢ — 0 ihre Struktur dndert,
bezeichnen wir als asymptotisches Modell. Einen realen Prozess nennen wir asympto-
tisch, wenn er bei der mathematischen Formulierung auf ein asymptotisches Modell fiihrt.
Wichtige Strukturédnderungen fiir ¢ — 0 sind

- die Erniedrigung der Ordnung der DGL

- die Anderung des Typs (z.B elliptisch — parabolisch, partielle DGL — gewdhnliche
DGL, nichtlineare DGL — lineare DGL).

1. Umstromung eines Korpers
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Wird ein Korper von einem Medium mit geringer Zahigkeit (Luft, Wasser) um-
stromt, so lasst sich dieser Vorgang durch die NAVIER—-STOKES DGL beschreiben.
Setzt man im ebenen Fall fiir die Geschwindigkeitskomponenten

_ 9 _ O

~ By YT T o

u

mit einer Stromfunktion ¢ = ¢(x,y), so gilt

OAp O0pdAp O0p0dAp
9oy Hilow ¥ NN
o oy ox o oy °°¥

Dabei ist v die Zdhigkeit des Stromungsmediums und A der LAPLACE-Operator.
Fiir kleine v (geringe Z#higkeit) erhédlt man eine partielle DGL 4. Ordnung, fiir
v = 0 erniedrigt sich die Ordnung auf 3. Als RB dienen hier die sogenannten Haft-
bedingungen, d.h. unmittelbar an der Berandung des Korpers miissen die Ge-
schwindigkeitskomponenten u und v verschwinden. Auflerdem streben u und v bei
unbegrenzt wachsender Entfernung vom Korper gegen die entsprechenden Kompo-
nenten der Anstromung. Es zeigt sich, dass man mit den Losungen der reduzierten
DGL (v = 0) die Haftbedingungen nicht erfiillen kann und demzufolge die vollige
Vernachlédssigung der Zihigkeit fiir die mathematische Beschreibung realer Stromun-
gen ungeeignet ist. PRANDTL wies nach, dass es fiir kleine Zahigkeiten geniigt, diese
nur in einer diinnen, den Korper unmittelbar umgebenden Schicht, der sogenann-
ten GS, zu beriicksichtigen, wahrend auflerhalb der GS die Z&higkeit vernachléssigt
werden kann. Diese Situation ist typisch fiir ein SGP.

. Elliptische Probleme mit kleinem Parameter

Wir betrachten folgendes DIRICHLET-Problem fiir die Funktion ¢(x,y, ¢)

Prz T EPyy — 0y = 0 Q={(z,y)[0<z<IAn0<y<1},

©(0,y) = a(y),
¢(z,0) = b(z),
e(1,y) = c(y),
p(x,1) = d(x)

Fiir € > 0 ist dieses Problem korrekt gestellt und besitzt eine eindeutige Losung. Ist
e =0, so geht das Ausgangsproblem iiber in die parabolische Gleichung

Pz — Py = 07

welche Warmeleitungs— und Diffusionsprozesse beschreibt. Die Losung der letzten
Gleichung kann i.a. nicht alle RB des DIRICHLET—Problems erfiillen. Aus der Theorie
der parabolischen DGL folgt, dass die Bedingung ¢(x, 1) = d(x) wegzulassen ist. Die
Losung des parabolischen Problems ist als Ndherungslosung des Ausgangsproblems
in der Néhe der Geraden y = 1 nicht brauchbar. Sie liefert jedoch aulerhalb einer
Umgebung dieser Geraden eine gute Approximation der Losung des DIRICHLET—
Problems. Es liegt ein SGP vor.

Die singuldre Natur einer Aufgabe héngt nicht nur von der Typénderung der Glei-
chung ab, sondern auch vom betrachteten Gebiet. Es gibt Beispiele, in denen eine
Typanderung der Gleichung nicht zu einem SGP fiihrt.
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3. Stromung in einem Flachwasserkanal der Tiefe h

Das Geschwindigkeitspotenzial einer ebenen Potenzialstromung geniigt der ebenen

LAPLACEgleichung
Po | Py
A = — _— =
YT a2 + Oy?
Wir wihlen die Kanalachse als x-Achse und y € [0, h]. Ist bei einem Anwendungs-
problem die Abmessung einer Dimension im Verhéltnis zu den iibrigen klein, so kann
dieses Problem durch Entdimensionierung der entsprechenden Koordinate auf ein

asymptotisches Modell zuriickgefiihrt werden. In unserem Beispiel fiithren wir durch

0.

_ h<1
n h’ <<

eine neue Variable ein, dann geht Ay = 0 iiber in

Fiir h = 0 liegt eine Typénderung von einer partiellen DGL in eine gewohnliche
DGL vor.

4. Chemische Reaktionsinderung

Fliefit einem isothermen Stromungsreaktor kontinuierlich Reaktionsmasse zu und
verlasst ein entsprechendes Produkt den Reaktor, so berechnet sich die Konzentra-
tionsverteilung c(x,y,z,t) im Reaktor aus der Stoffbilanzgleichung

% = —div(w¢) + div(D grad c) + r(c).

Dabei bezeichnet w die Stromungsgeschwindigkeit, r(c) das Reaktionsglied und D
den Diffusionskoeffizienten. Beschrénken wir uns zur Vereinfachung auf einen stati-

Oc

ondren Reaktorbetrieb, d.h. — = 0, und vernachlissige die Konzentrationsédnderung

in radialer Richtung, d.h. c=c(x), so reduziert sich die Stoffbilanzgleichung auf
D— —-—w——7r(c)=0 z € [0, L],

wobei w die Geschwindigkeit lings der Reaktorachse und L die Reaktorldnge be-
zeichnet. Mit den dimensionslosen Variablen

= — d C=—
i=7 un -

wobei ¢y die Anfangskonzentration bezeichnet, ergibt sich

_____ R(C) =0, (1.41)

L
mit der PECLET-Zahl Pe = % Die zugeordneten RB lauten

1dc) c) _,

c0) - Pe dz dz
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Bei geringer Axialvermischung ist Pe > 1, wihrend bei grofler Axialvermischung
Pe < 1 gilt. Sei Pe > 1. Wir setzen ¢ = % < 1. Fiir € — 0, d.h. bei geringer
Axialvermischung erniedrigt sich die Ordnung der DGL (1.41).

Sei Pe < 1. Multiplikation von (1.41) mit Pe liefert

Fir Pe — 0, d.h. bei grofler Axialvermischung liegt eine Typénderung von einer
nichtlinearen in eine lineare DGL vor.

. Modellerweiterung

Héufig reichen mathematische Modelle nicht aus, um bestimmte Effekte realer Pro-
zesse zu erfassen. Diese Effekte sind auf Einflussgréfien zuriickzufiihren, die bei der
mathematischen Modellierung des Prozesses vernachléssigt werden. Zur Beriicksich-
tigung dieser Einflussgrofien muss das mathematische Modell erweitert werden. Mo-
dellerweiterungen dieser Art fithren in vielen Fillen auf asymptotische Modelle.
Gesucht ist ein mathematisches Modell des Einschaltvorgangs in einem Stromkreis
mit einem Widerstand R und einer Kapazitat C.

Nach den KIRCHHOFFschen Gesetzen gilt

. 1 1
Ult)+ ==U

ite (t):R—CUO Ity =CU(t).

Zum Zeitpunkt t=0 des Einschaltens sei der Stromkreis stromlos, d.h. es gelten die

AB '
U@0)=0 U(0) = cl0=o.

Da beziiglich U eine DGL 1. Ordnung vorliegt, kann nur die erste AB berticksichtigt
werden. Man erhélt

Ut) = Uy (1-el"7e)) I(t) = 22 elmalt,

U
Es ist U(0) = 0, wiahrend wegen [(0) = EO die zweite AB nicht erfiillt wird. Der

Effekt, dass am Anfang kein Strom flieft, kann also mit diesem mathematischen
Modell nicht beriicksichtigt werden, d.h. zur Beschreibung des realen Prozesses ist
eine Modellerweiterung erforderlich.

Jeder elektrische Stromkreis kann als Spule mit einer sehr geringen Induktivitéat L
aufgefasst werden. Aus dem KIRCHHOFFschen Gesetzen erhélt man unter Bertick-
sichtigung dieser Einflussgrofie L

L . . 1 1 L
~ Ut )t ——Ult) = —— <1
FUO UM+ 55U = 550 RS

womit auch die zweite AB beriicksichtigt werden kann. Diese DGL ist ein asymp-
totisches Modell vom Typ der Erniedrigung der Ordnung.
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Es ist i.a. schwierig zu entscheiden, ob ein gegebenes Problem ein RGP oder ein SGP
ist. Dies hdngt vom betrachteten Gebiet, von der Grofle des oder der Parameter, von den
Koeffizienten der Gleichungen, von den AB bzw. RB und von der Art der Gleichung selbst
ab. Geht aus dem praktischen Hintergrund hervor, dass die Lésung Grenzschichtverhal-
ten zeigt, wie bei der Umstromung eines Korpers, der chemischen Reaktionsédnderung
mit geringer Axialvermischung bzw. der Modellerweiterung, so liegt ein SGP vor. Grob
gesprochen, das Problem der Losung einer von einem kleinen Parameter € abhéngigen
DGL mit zusétzlichen Bedingungen, die die Eindeutigkeit der Losung gewéhrleisten, ist
ein SGP, wenn sich die Ordnung der DGL bei ¢ = 0 erniedrigt.

1.7 Parameterabhingige Normalsysteme

Definition 1.7 FEin System von DGL 1.0rdnung der Gestalt
x = f(t,x,¢), (1.42)

wobei x und £ m—dimensionale Vektorfunktionen sind und € eine reelle Zahl ist, nennen
wir parameterabhdngiges Normalsystem. In ausfiihrlicher Form schreibt man

i‘l fl(t,ZL'l,...,ZL‘m,éf)
: =1 : T = filt,x1, -, T, €) (l=1,---,m) (1.43)
T, f(t,z1, .o Ty, €)

Mit || - || bezeichnen wir im Weiteren die Euklidische Norm eines Vektors. Bekanntlich gilt

Theorem 1.5 FEs gelte fiir das System (1.42):

(1) £(t,x,¢) sei definiert und stetig im abgeschlossenen Gebiet
[t —to| <a |x — %ol <b le] < d, (1.44)

d.h., [[f(t,x,e)|| < M = const. in diesem Gebiet.

(i) £(t,x,¢) geniigt im Gebiet (1.44) einer L1IPSCHITZ—-Bedingung beziiglich x

[£(t,%1,2) — £t 32, )]| < L — 3],
wobei die Konstante L > 0 nicht von t,x und £ abhdngt.
Dann ezistiert fir |t — to| < h = min(a, %) eine eindeutige Losung x = x(t,¢) des
Systems (1.42), welche der Bedingung X(to,e) = Xo gentigt. Diese Losung ist stetig
nach t und ¢ fir |t —to] < h und |e| < d.
Bemerkung 1.1 (Modifikationen)

(1) Sei h < a und ||x(to + h,e) — Xo|| < b, d.h. fiirt =ty + h liegt die Lisung x(t,¢)
innerhalb von ||[x — x¢|| < b. Dann lisst sich die Losung ausgehend vom Punkt
(to+h,x(to+ h,€)) von to+h bis to+h+hy mit hy > 0 fortsetzen. Bei Fortsetzung
auf diese Art und Weise wird entweder fiir einen gewissen Zeitpunktt =t < to+a
die Gleichheit ||x(t,e) —xo|| = b erreicht und die Losung ist nicht weiter fortsetzbar
oder die Lésung existiert fir to < t < to + a und geniigt der der Ungleichung
|1x(t,€) — xo|| < b. Analog lisst sich die Lisung links vom Punkt to fortsetzen.
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(2) Wir bezeichnen mit
My= max |f(t,x,¢)]-

[t—to|<a, |e|<d

Offensichtlich ist My < M. Wenn

Mo et —1] <b (1.45)

L J— )

dann ezistiert eine Losung x(t,e) fir |t — to| < a (d.h. h=a), die den Bereich
|x — xqo|| < b nicht verlisst und welche fir [t — to| < a und |e| < d stetig beziiglich t
und € ist (ohne Beweis).

(3) Anstelle des Intervalls [t—to| < a in Theorem 1.5 kann man auch eines der Intervalle
to —a <t<tyoderty <t <ty+ a betrachten.

Aus Theorem 1.5 folgt die Existenz einer Losung nicht auf dem gesamten Intervall [t—to| <
a, sondern nur fiir |t —to| < h < a. In Bemerkung 1.1 (2) wird der Fall der Existenz einer
Losung auf dem Intervall |t — ty| < a betrachtet. Es konnte aber sein, dass bei gewissen
e eine Losung auf dem gesamten Intervall existiert und bei anderen e fir [t — ¢y| < a
die Gleichheit ||x — xg|| = b erreicht wird und die Losung nicht weiter fortgesetzt werden
kann.

Im Weiteren ist die Antwort auf folgende Frage von Wichtigkeit: Fiir ¢ = 0 existiere eine
Losung auf dem gesamten Intervall |t — ¢o| < a. Existiert dann auch fiir alle hinreichend
kleinen || eine Losung im gesamten Intervall |t — o] < a 7

Wir betrachten zunéchst ein Hilfssystem.

Lemma 1.1 Fir das System
u=f(t,u,e), (1.46)

wobei u und £ m—dimensionale Vektorfunktionen sind und € eine reelle Zahl ist, seien
folgende Bedingungen erfiillt:

(i) £(t,u,e) sei definiert, stetig und geniige einer LIPSCHITZ-Bedingung nach u mit
einer LIPSCHITZ-Konstanten L im abgeschlossenen Gebiet

to <t <ty+a, |lul| <0, le] < d.
(i)
F(t,0,0)=0  firty<t<ty+a (1.47)
(iii) Sei to(e) eine stetige Funktion in ¢ fir |e| < d, fir die gilt:

to S to({f) S to +a falls |€| S d. (]_48)

Dann gibt es ein €9 mit 0 < g9 < d derart, dass fir |e| < ey eine Lisung u(t,e) des
Systems (1.46), die der Bedingung

u(to(e),e) =0 (1.49)
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geniigt, auf dem gesamten Intervall to <t <ty + a existiert. Dabei gilt

lir% u(t,e) =0 gleichmafig beziglich t € [to,to + al. (1.50)

Beweis: Wegen (1.48) ist fir alle t € [to,to + a] die Ungleichung |t — to(e)| < a erfiillt.
Gemdf$ Bemerkung 1.1 (2) existiert eine Losung u(to(e),e) des Problems (1.46)(1.49) fiir
le| < eo auf dem gesamten Intervall [to,to + a], falls die Ungleichung (1.45) erfillt ist.

In unserem Falle gilt wegen (1.49)

My = max |1£(t,0,¢2)].

te[tovto'i_a}? IE‘SEO

Aus (1.47) folgt nun ||£(¢,0,¢)|| wird beliebig klein fir |e| < eq, falls g9 hinreichend klein
ist. Deshalb existiert ein ¢ derart, dass bei |e| < eo die Ungleichung (1.45) erfillt ist.
Folglich existiert fiir |e| < g eine Lisung u(t,e) auf dem gesamten Intervall ty < t <
to + a, welche eine stetige Funktion in t und € ist. Wegen (1.47) ist die Losung des
Systems (1.46), die fir e =0 die AB (1.49) erfillt, gleich u(t,0,e) = 0. Hieraus und aus
der Stetigkeit von u(t,e) folgt (1.50).

Sei D ein Gebiet (d.h. eine offene, einfach zusammenhéngende Menge des Raumes IR%:E”)
Wir bezeichnen mit G = D x {e € R : || < d}.

Theorem 1.6 Fir das System (1.42) seien folgende Bedingungen erfillt:

(i) £(t,x,¢€) sei definiert, stetig und geniige einer LIPSCHITZ-Bedingung nach x in G.

(i) Das System
y = f(t7 y7 0)7 (1'51)

welches man aus (1.42) fir e = 0 erhdlt, besitze auf dem Intervall to <t < ty+a
eine Losungy = y(t), die die AB

y(to) = o (1.52)
erfillt, wobei die Losung y(t) das Gebiet D nicht verldsst, d.h.

(t,y(t)) e D fir te [to, to+ al. (1.53)

(iii) Seien ty(e) und r(e) stetige Funktionen in e fir |e| < d mit folgenden Eigenschaften
to < tQ(E) < to +a to(O) = to I'(O) = 0. (154)

Dann gibt es ein g9 mit 0 < g9 < d derart, dass fir |e| < e eine Lisung x(t,€) des
Systems (1.42), die der Bedingung

x(to(€),€) = xo + r(€) (1.55)
geniigt, auf dem gesamten Intervall to <t < tg+ a existiert. Dabei gilt
limx(t,e) = y(t) gleichmafig beziiglich t € [to,to + a). (1.56)

e—0
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Beweis: Offensichtlich erfiillt y(¢) fiir ¢ = ¢o(¢) die Ungleichung

|y (to(g)) — Xol| < Mo (to(e) — to)

mit My = max |[f(¢,y(¢),0)].

tE[to,to-f—a]

Da wegen (1.54) to(e) =3 #, gilt, folgt hieraus y(to(c)) = xo + w(e), wobei w(e) fiir
le] < d stetig in € ist und w(0) = 0 gilt. Wir bezeichnen mit 1(¢) = r(¢) — w(e) und
fithren eine Hilfsfunktion ein

u(t,e) = x(t,e) —y(t) —1(e). (1.57)

Setzt man x(¢,¢) = u(t,e) + y(t) + 1(¢) in (1.42) und (1.55) ein, so ergibt sich fiir u(t, ¢)
das System
i = £(t,u,¢) = £(t, u(t,2) + y(t) +1(6),¢) — £(t, (1), 0) (1.58)

und die AB
u(to(e),e) = x(to(e),€) = y(t) = 1(e) = xo +r(e) =% —w(e) = 1(e) =0.  (1.59)
Wir zeigen, dass fiir das AWP (1.58) (1.59) alle Voraussetzungen von Lemma 1.1 erfiillt

sind.

Wegen 1(0) = 0 erhélt man

Also gentigt die Funktion f aus (1.58) der Voraussetzung (1.47).

Wegen (1.53) existieren hinreichend kleine Zahlen b > 0 und ¢y > 0 derart, dass fiir
lul| < bund |e| < g gilt (y(t) + u —1(e),t) € D falls t € [tg,to + a ist. Folglich ist
die Funktion f(¢,u, ) definiert, stetig und geniigt einer L1PSCHITZ-Bedingung nach u im
Bereich |[ul| < b, t € [to,to + al, |e] < go. Sie erfiillt somit alle Voraussetzungen von
Lemma 1.1. Gemé&f Lemma 1.1 gibt es ein g9 mit 0 < g < d derart, dass fiir |¢| < g( eine
Losung des Systems (1.42) (1.55) auf dem gesamten Segment t, < t < ty + a existiert.
Dabei gilt ll_I)I(l) u(t,e) = 0 gleichméBig beziiglich ¢ € [to, to + a]. Hieraus und aus (1.57)
ergibt sich die Existenz einer Losung x(¢,e) des AWP (1.42) (1.55) auf dem gesamten
Intervall to <t <ty + a und es gilt
limx(t,e) = lim [u(t,e) + y(¢) + r(e)] = lim y(¢)

e—0 e—0 e—0

gleichméBig beziiglich ¢ € [to, ty + al.
Bemerkung 1.2 (Wichtige Spezialfille des Systems)

(1) Ein System mit rechten Seiten wie in (1.42) enthdlt alle linearen DGL-Systeme 1.
Ordnung. In diesem Falle hat £ die Form

f(t,x,e)) = A(t,e) x + g(t,¢)

mit einer quadratischen Matriz A(t,e) der Ordnung m und dem m-dimensionalen
Vektor g(t,e) der rechten Seiten.
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(2) Jede DGL n-ter Ordnung der Form
e™ = h(t,x, i, ..., 2"V g)
lasst sich mittels der Substitution
T =2 To =& :cgzéé,...,:cn::c(”’l)

auf ein System der Gestalt (1.42) zurickfihren. Man erhdlt

(n—1)

1 =T = X9, Tog =T =T3y...,Tpn_1 =T = Tn

in =2 = h(t,z, &, ..., 2"V &) = h(t,x1,29,...,Zn,€)

Speziell gilt eine solche Umformung in ein Normalsystem auch fir eine lineare DGL
n-ter Ordnung der Form

2™ =, (t,e) ™V 4 pag(t, o)z + g(t,€).

Somit liefert Theorem 1.6 fiir eine umfangreiche Klasse parameterabhéngiger gewohnlicher
DGL hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen eines RGP. Theorem 1.6 heifit auch Satz
iiber die stetige Abhéngigkeit der Losungen eines parameterabhingigen Normalsystems
von dem in die rechte Seite des Systems und in die AB eingehenden Parameter. Theorem
1.6 sagt aus, dass

- kleine Anderungen des Parameters e kleinen Anderungen der Losung des AWP
entsprechen,

- fiir kleine € das AWP (1.42), x(ty) = Xo) ndherungsweise durch das AWP (1.51),
(1.52) ersetzt werden kann.

Wir betrachten jetzt das System

dx d

= = ftxy), Y _et,x,y) tel0,T], 0<e<l, (1.60)

“dt

wobei x, f m—dimensionale und y, g n—dimensionale Vektorfunktionen sind. Die AB seien
an der Stelle ¢ty gegeben und mogen nicht von € abhédngen:

x(0,¢) =x", y(t,e) =y (1.61)

Setzen wir in (1.60) € = 0, so erhalten wir das sogenannte entartete System

JIx
d—’; —f(t,x,y), 0=gtx7y) (1.62)
zum System (1.60), dessen Ordnung niedriger als die des Systems (1.60) ist, da n Glei-
chungen des Systems (1.62) algebraisch sind. Deshalb werden zur eindeutigen Losung
des Systems (1.62) weniger AB benétigt, als im System (1.60) vorgegeben waren. Es ist
sinnvoll, dem System (1.62) die AB

%(0) = x° (1.63)
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zuzuordnen und die zweite AB wegzulassen.

Wir fragen nun. ob und unter welchen Bedingungen sich die Losung x(¢,¢),y(¢,¢) des
Systems (1.60), (1.61) fiir kleine € in der Ndhe der Losung des entarteten Systems
(1.62) befindet.

Theorem 1.6 ist auf das System (1.60) nicht anwendbar, denn wenn man es in der Form
(1.42) schreibt, so besitzt die rechte Seite fiir ¢ = 0 eine Unstetigkeit. Im Theorem 1.6 sind
die Systeme (1.42) und (1.51) von derselben Ordnung, wihrend in den Systemen (1.60)
und (1.62) die Ordnungen unterschiedlich sind.

Um das entartete System (1.62) zu losen, ist die algebraische Gleichung g(t,x,y) =0
nach y aufzulosen. Wegen der Nichtlinearitdt gibt es in der Regel mehrere Lésungen,
von denen eine ausgewéhlt werden muss. Diese ausgewihlte Losung y = h(¢,X) wird in
die erste der Gleichungen (1.62) eingesetzt und man erhilt das sogenannte reduzierte
entartete System

Ix
d—’t‘ =f(t,x,h(t,x)), %(0)=x". (1.64)
Es ist zu erwarten, dass die Losung y = h(t,x) die AB (1.61) fiir y nicht erfiillt, d.h.

y(0) # y°. Deshalb wird sich wenigstens in einer gewissen Umgebung des Anfangspunktes
t = 0 die Losung y(¢) nicht in der Nahe der Losung y(t,¢) des Systems (1.60) befinden.

Weitere Fragen sind

- Gilt aulerhalb dieser Umgebung, dass sich y(¢) in der Ndhe von y(t, ) befindet?

- Liegt fiir 0 < ¢t < T die Losung x(¢) des Systems (1.64) in der Néhe der Losung
x(t,€)? (Wegen (1.61) und (1.63)) sind sie fiir ¢ = 0 gleich.)

Die Antwort auf diese Fragen kann positiv oder negativ sein und hédngt von den Bedin-
gungen ab, die den Systemen (1.60) und (1.62) auferlegt werden, speziell von der Auswahl
der Losung y = h(t, x).

Aufgabe 1.3 Wir betrachten die skalare Gleichung €y — ay = b. Unter welchen Bedin-
gungen strebt die exakte Losung fiir e — 0 gegen die Lisung der entarteten Gleichung?

Aufgabe 1.4 Wir betrachten das System

€Y1 = anyi+ay2 +b
EYa = Q21 Y1 + G2 Y2 + bo.

Geben Sie Bedingungen an, unter denen die exakte Ldsung fiir € — 0 gegen die Lésung
des entarteten Systems strebt.

Sei D,,, ein Gebiet des Raumes IRY', D,,(D;) ein Gebiet des Raumes ]R;”(IRI}) entsprechend.
Wir bezeichnen mit D = D,,, x D,, und mit Dy = D; x D,,, X D,,.

Definition 1.8 Fine Lisung y = h(t,X) der nichtlinearen Gleichung g(t,x,y) = 0 heifst
isoliert in Dy x D,,, wenn ein p > 0 existiert, derart, dass g(t,x,y) # 0 fir 0 < ||y —
h(t,x)|| < p mit (t,x) € Dy X D,, gilt, d.-h. in einer Umgebung ||y — h(t,x)|| < p der
Lésung h(t,x) gibt es keine weiteren Liosungen der Gleichung.
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Theorem 1.7 (Satz von TICHONOV) Es seien folgende Voraussetzungen erfillt:

L

II.

111

Iv.

Die Funktionen f(t,x,y) und g(t,x,y) seien stetig und mdgen einer LIPSCHITZ-
Bedingung beziiglich x und y in einem Gebiet Dy geniigen.

Die Gleichung g(t,x,y) = 0 besitze in einem beschrinkten Gebiet Dy X D,, eine
isolierte Losung y = h(t,x), die der Bedingung
Re);(t,x(t)) <0 j=1,---.n, t€][0,T]

geniigt, wobei \;(t,x(t)) die (reellen bzw. komplexen) Nullstellen der charakteristi-

schen Gleichung

Og(t,x, h(t,x))
dy

sind. (In diesem Falle spricht man von einer asymptotisch stabilen Lisung.)

Fiir die Funktion h(t,x) gelte auflerdem

Det —)\E,| =0

1. h(t,x) ist stetig in D1 X D,y,,
2. fir (t,x) € Dy x D, gilt (t,x,h(t,x)) € Do.

Es sei f(t,x,h(t,x)) LIPSCHITZ-stetig nach x in Dy X D,,. (Zusammen mit der
Voraussetzung I garantiert dies die Existenz einer eindeutigen Lisung X(t) des re-
duzierten entarteten Systems (1.64), die firt € [0,T] definiert ist und die der
AB x(0) = x°) geniigt).

Der Anfangspunkt (0,x° y°) liege im Einflussbereich einer asymptotisch stabilen
Losung. Dies ist der Fall, wenn die durch das zugeordnete System

dy . _

——=80.x"3(m)  y0) =y’ (1.65)

definierte Funktion y(7) den Bedingungen
1. lir+n y(7) = h(0,x"),
2. (0,x%,y(7)) € Dy fiir T > 0.

geniigt. (La. ist y° # h(0,x°), also konvergiert die Lésungy des Problems (1.65)
fiir 7 — oo nicht notwendig gegen h(0,x°).)

Dann existiert ein ey > 0 derart, dass fir 0 < e < &g eine eindeutige Lisung x(t,€),y(t, )
des AWP (1.60),(1.61) auf dem Intervall [0, T) existiert, die folgenden Grenzwertbeziehun-
gen geniigt:

liH(l) x(t,e) = x(t) fir 0<t<T,
lin%y(t,g) = y(t) = h(t,x(t) fir 0<t<T.

Aufgabe 1.5 Lisen Sie das entartete System zu den Systemen

T = xr—2 T = —kaxy+ ky?
Ey = 31’—43/ Ey = k1$—(k31+k32)y

mit den AB z(0) =1, y(0) = 1. Dabei sind k, k1, ke positive Konstanten. Uberpriifen Sie
aufSerdem die Voraussetzungen [-1V von Theorem 1.7 fir diese Systeme.
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2 Methode der Grenzschichtverbesserung fiir SGP
mit Ordnungserniedrigung

Diese Methode wurde von VISIK und LJUSTERNIK fiir lineare gewohnliche sowie fiir lineare
partielle DGL entwickelt. VASILJEVA gelang die Ubertragung der Methode auf Systeme
gewohnlicher DGL 1. Ordnung und somit auf nichtlineare DGL.

2.1 RWHP fiir lineare DGL 2. Ordnung

Aufgabenstellung:
et +a(t) o(t,e) + b(t) x(t,e) = f(t) te€0,1] (2.1)
z(0,e) =a  x(l,e) =p 0<ex 1. (2.2)
Voraussetzungen:
(i) Das RWP (2.1) (2.2) sei eindeutig losbar.
(ii) Die Koeffizienten a(t) und b(t) seien analytisch in [0, 1].
(iii) a(t) >0 Ve lo,1].

Wegen (ii) konnen a(t) und b(t) durch konvergente Potenzreihen der Form

a(t) = iagﬁ b(t) = ibgts (2.3)
a(t) = ioai (t—1)* b(t) = iobi (t—1)° (2.4)

dargestellt werden.

Wie aus Beispiel 1.12 ersichtlich setzt sich fiir SGP eine im gesamten Intervall [0, 1] giilti-
ge asymptotische Losungsdarstellung zusammen aus dem Losungsanteil in Form einer
asymptotischen Potenzreihe in € und den GSF.

1. ScHRITT: Ermittlung des Losungsanteils in Form einer APR

Diese APR approximiert die Losung des gestorten Problems (2.1) (2.2) mit Ausnahme
einer Umgebung der GS. Deshalb heifit dieser Losungsanteil globale asymptotische Losung
(GAL). Eine GAL erhélt man aus dem Ansatz

un(t.£) = 3 g(1) . (2.5)

Nach Differentation, Einsetzen in die DGL (2.1) und Koeffizientenvergleich in e ergibt
sich das rekursive System

(2.6)
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Die durch (2.5) eingefiihrten Funktionen g;(¢) sind Losungen linearer DGL 1.Ordnung
und enthalten somit nur eine frei wihlbare Konstante. Mit der Ansatzstruktur (2.5) kann
daher nur eine der Randbedingungen (RB) erfiillt werden. Die Wahl dieser RB ist vom
Vorzeichen des Koeffizienten a(t) abhéngig.

Fiir a(t) > 0, t € [0, 1], wéhlen wir im Ansatz (2.5) die RB z(1,¢) = 3. Diese Bedingung
wird von (2.5) erfiillt, wenn wir go(1) = [ fordern und alle weiteren Glieder durch g;(1) =0
(j=1,---,N) festlegen. Damit sind die g,(¢) eindeutig aus (2.6) bestimmbar.

Die Funktion (2.5), deren Koeflizientenfunktionen g¢;(¢) Losungen der RWP

a(t) go(t) +b(t) go(t) = [f(1) 90(1) =8
a(t) g;(t) + b(t) g;(t) = —Gj-1(t) 9;(1) =0 (G=1,--,N)
sind, liefert im Falle a(t) > 0, ¢t € [0, 1], die GAL, die mit Ausnahme einer Umgebung des

linken Randpunktes eine asymptotische Darstellung der exakten Losung des RWP (2.1)
(2.2) liefert.

2. SCHRITT: Bestimmung des GSF

Wir ermitteln zunéchst die Fehlergleichung. Durch Einsetzen von (2.5) in die linke Seite
von (2.1) erhélt man unter Beriicksichtigung von (2.6)

ciin(t,e) +a(t)un(t,e) + b(t) un(t,e) = f(t) + N in(t).

Subtrahiert man diese DGL von der exakten DGL (2.1), so gewinnt man fiir die Differenz
x(t,e) —un(t,e) = vn(t,e) die Fehlergleichung
ein(t,e) + a(t) on(t,e) + b(t) on(t,e) = =N Gn(t). (2.7)

Die RB (2.2) iibertragen sich auf vy(t,¢) zu

on(0,e) = 2(0,¢) —un(0,8) = a—Zgj(O) e,

- (2.8)
uy(l,e) = z(l,e) —un(l,e) = -5 = 0.

Da die Funktionen g;(¢) im 1. Schritt bereits eindeutig bestimmt wurden, sind die Werte
g;(0) bekannt, und damit auch die RB von vy(t,¢). Um den Einfluss der GSF auf eine
Umgebung des noch nicht beriicksichtigten Randpunktes ¢ = 0 einzuschrénken, fiithren
wir eine Variablenstreckung der Form

t
€

T = bzw. t=¢eT

durch. Die Fehlergleichung (2.7) geht mit dieser Substitution wegen

dt  dr dt  dr e 2t dr2

doy _diy dr _diy 1 dox  dy (dr\’ | diy &1 dPoy 1
dr dt2  dr? &2

- _
in die DGL der GSF iiber

oy 1 doy 1
e S+ a(ef)ﬂg +b(er)iy = —NH

tn(eT, e).
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Multipliziert man die letzte Gleichung mit e, so ergibt sich

Loy iy N2
g2 T a(er) -t bleT) oy = —e™ iy (eT, €). (2.9)

Der Korrekturterm oy (t, ) wird nun in der Form

= ,ZNOhj(T) gl (2.10)

angesetzt. Um einen Koeffizientenvergleich in ¢ durchfiihren zu koénnen, entwickeln wir
die Koeffizienten a(t) und b(t) in einer Umgebung des noch nicht beriicksichtigten Rand-
punktes ¢ = 0 in die TAYLORreihe. Aus (2.3) erhélt man

aler) = > alrve’ bleT) = Y b)7°e® mit
s=0 s=0
(s) p(s)
aO — a (O) bO — (O) (S — 07 17 )
s s! ° s!

Die Gleichung (2.9) geht somit iiber in

N N 0o N
> hi(7) Zao e )(Q_hy(r)el) + Qi) (D hy(r) elH) + e iy (e ) = 0,
j=0 j=0 s=0 J=0
bzw.
N . N . 00 .
Z h;»/(T) el + +Z lh; (Z al ¢ S) e’ + h;(7) (Z ) r° z—:s> f—:ﬁl] + N2y =0
=0 j=0 s=0

woraus durch Ordnen nach e-Potenzen

1 (7) + af by (7)] €° Z

4Ny =0

j . jil . .
h” )+ a?,r TTRL(T) + ) b?,l,T ri=i=r hr(T>] gl
r=0 r=0

folgt. Fiir die ersten N Koeffizienten der Reihe (2.10) gewinnt man hieraus durch Koeffi-
zientenvergleich in € das rekursive System

eV hy(T) +adhy(t) = 0

() A R(r) = Ty (r) 4 holr)]
g% hi(T) + ag hy(T) = —[ag 72 ho(T) + adr Ry (7) + v r ho(T) + bg hy(7)] (2.11)
N-1
eV () Haghiy(r) = = [, TN T RL(r) W T T T (7))
r=0

Die Funktionen h;(7) sind Losungen linearer DGL 2.Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten und enthalten demzufolge zwei frei wiahlbare Konstanten.In Ubereinstimmung mit
den Forderungen an eine GSF vy (t, ) (vgl.Bsp. 1.12) fordern wir
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1. Die Erfiillung der Rb (2.8)
on(0,8) = hi(r)ed =a = g;(0)e.
=0 =0

2. Fiir fixierte ¢ > 0 aus dem Giiltigkeitsbereich der GAL soll vy (7, £) vernachldssigbar
t

klein sein (wegen ¢ < 1ist 7 = — > 1), d.h. ox(7, &) muss der Abklingbedingung
€

(oder Matchingbedingung)

TEIJPOO On(T,€) =0

gentigen.

Beide Bedingungen sind erfiillt, wenn die Funktionen h;(7) durch folgende Bedingungen
festgelegt werden:

ho(0) = @ — 4o(0) (212)
hj(0) = —g;(0) j>1
lim hj(r) = 0 j > 0.

T—-+00

Wir berechnen nun hy(7) und hy(7) explizit aus den AWP:
ho(7) + ag hy(T) = 0, ho(0) = a — go(0), lim ho(r) =0, (2.13)

T—+00
W(7) + aghoy(7) = =[a) 7 ho(7) + bg ho(7)], ha(0) = —g1(0), lim hy(r) =0.  (2.14)

Die erste der DGL (2.11) ist homogen. Mit dem Ansatz ho(7) = exp(A7) ergibt sich die
charakteristische Gleichung

M 4+agd = XA+a)) =0 (2.15)
mit den Wurzeln \; = —a und Ay = 0.

Die restlichen DGL in (2.11) sind inhomogen mit spezieller Struktur der rechten Seiten
in der Form f(7) = exp(—a) 1) P,,(7), wobei die Polynome P,,(7) vom Grade m aus den
vorhergehenden Berechnungen bekannt sind. Aus der Theorie der gewohnlichen linearen
DGL mit konstanten Koeffizienten ist bekannt: Besitzen die DGL eine rechte Seite der
Form exp(y 7) P, (7), so gibt es eine eindeutig bestimmte partikuldre oder spezielle Losung
in der Gestalt
25(T) = 7° Quu(T) exp(y 7).

Dabei ist Q,,(7) wieder ein Polynom vom Grade m, dessen Koeffizienten durch Koeffi-
zientenvergleich ermittelt werden. Ist v keine Wurzel des charakterisierenden Polynoms
(2.15) der homogenen DGL, so setzen wir s = 0. Ist v Wurzel von (2.15), so bezeichnet
s die Vielfachheit der Wurzel. Da in unserem Falle —aj stets eine einfache Wurzel von
(2.15) ist, lautet der Losungsansatz fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL in
unserem Falle

h(T) = 7 Qun(7) exp(—a) 7).
Losung des AWP (2.13) Die DGL ist homogen. Thre charakteristische Gleichung
Mradd= XA+a))=0
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besitzt die Wurzeln A\; = —a), Ay = 0. Die allgemeine Losung lautet folglich
ho(T) = (ho) a™(1) = C% 4 CY exp(—ad 7). (2.16)

Man erkennt, dass sich die Abklingbedingung nur fiir aj = a(0) > 0 erfiillen lisst. Ein-
setzen der RB in (2.16) liefert

lim ho(r) = CY = 0,

T—+00
also CY =0, CY = a — go(0) und
ho(7) = [ = go(0)] exp(—ag 7).
Die Riicksubstitution ergibt

ho (é) — o= go(0)] exp (—%8t> .

Losung des AWP (2.14) Die DGL ist inhomogen mit der rechten Seite

—[a} 7 ho(7) + by ho(7)] = exp(—ag 7)(a — g0(0))[a) ag 7 — bg],

wobeia{, a9, b Koeffizienten in den TAYLORreihenentwicklungen (2.3) sind und [a{ a) T —

] ein Polynom 1. Grades ist. Die allgemeine Losung der DGL (2.14) lautet folglich
(1) = ()" (1) = (a)e(r) + (7)™ (1) = (h)a(7) + exp(—ag ) TQ1(7)

= O] +Cy exp(—ay 1) +exp(—a) 7)7[q1 T + qo]

= O] +(Cy + 77+ qo)) exp(—ag 7).
Einsetzen der RB (2.14) liefert

m(0) = Cy+Cy=-g(0)
lir+n hi(t) = C{ =0

also Cf =0, C? = —¢;(0) und

hn(7) = [7 (01 7+ q0) — 91(0)] exp(—ag 7).

Die Riicksubstitution ergibt

t t t —age
n(2)=[E () —o@]eo (55).
{2 (@t w) —90)]ew | —
Fiir N = 1 erhilt man eine asymptotische Darstellung der exakten Losung des RWP
(2.1),(2.2) in der Gestalt

z1(t,e) = wuy(t,e) +vi(t,e)
= go(t) + q1(t) e+ ho (é) + (é) 3

= lt) + nt) =+ o — (o) e (=21
+ E (q1 é + qO) - 91(0)} exp <_Ta8 t) €.
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Die RB im linken Randpunkt wird exakt erfiillt, denn

21(0,€) = g0(0) + 91(0) € + [ — g0(0)] — g1(0) £ = v.

Die RB im rechten Randpunkt wird nur asymptotisch fiir ¢ — 0 erfiillt, denn

z1(l,e) = go(1) +g1(1) e+ [a — go(1)] exp <_%8>
+ 1@—+% ] ( )
- et (_§)+[; ()] oo (-)-

und lim z4(1,5) = 5.

e—+0

Man erhilt eine asymptotische Darstellung der exakten Losung, die jedoch keine reine
Potenzreihenentwicklung beziiglich ¢ ist.

Bemerkung 2.1 Sei jetzt in Bedingung (11i) a(t) < 0 ¥V t € [0,1]. Diesen Fall kann
man vollig analog behandeln, es ist nur die Rolle der Randpunkte t = 0 und t = 1 zu
vertauschen. Wir wdhlen im Falle a(t) < 0 VY t € [0,1] fir den Ansatz (2.5) die Rb
x(0,¢) = a. Diese Bedingung wird von (2.5) erfillt, wenn wir go(0) = « fordern und alle
weiteren Glieder durch g;(0) =0 (j =1,---, N) festlegen. Die Variablenstreckung wird in
der Form

1t t—1

bzw. l—t=cw oder o=
€ €

w = bzw. t—1=c¢0

betrachtet. Die Koeffizienten a(t) und b(t) werden jetzt in einer Umgebung des Punktes
t =1 gemafs (2.4) in konvergente Potenzreihen entwickelt. Die GS tritt in einer Umgebung
des rechten Randpunktes auf.

Beispiel 2.1 Wir betrachten ein RWP fiir die homogene DGL
ei(t,e) — (L+1t)&(t,e) +x(t,e) =0 (2.17)
z(0,e) =« z(l,e) =0 0<exl (2.18)

Esist a(t)=—(14+t)<0Vte[0,1]b(t)=1 Vtel0,1].
1. Schritt: Bestimmung der GAL

N )

Aus dem Ansatz un(t,e) = Y g;(t)e’ erhdlt man das rekursive System (2.6) in der
§=0

Gestalt

I
—_
+
~

~—
$.
—~
~
~—
+
N
[e)
—~
~
I

_gj_l(t) j:L...,N.

Wegen a(t) < 0V t € [0, 1] wdhlen wir fir die GAL die RB
9(0)=a wund g;(0)=0 (j=1,---,N).
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Wir losen zundchst das AWP

—(14+1) go(t) + 90(t) =0 go(0) = a.

Nach Trennung der Variablen in der DGL und Integration ergibt sich die allgemeine
Lésung

9o(t) = g54(t) = Co(1 +1).
Aus der RB folgt fiir die spezielle Losung

go(t) = a(1+1).
Wegen §o(t) = 0 sind alle weiteren g;(t) =0 V¢ € [0, 1]. Somit erhdilt man fir die GAL
un(t,e) = un(t) = go(t) = a(l+1).
2. Schritt: Berechnung der GSF
Da gn(t) =0V t € [0,1], ergibt sich hier
€ Go(t) — (1 +1¢) go(t) + go(t) = 0.
Subtrahiert man diese DGL von der DGL (2.17), so reduziert sich die Fehlergleichung auf

ein(t,e) — (1 +t)on(t,e) +vn(t,e) = 0.

1—1t
Mit der Variablenstreckung w = —— geht die Fehlergleichung wegen
€

At dw dt  dw

doy  diy dw  diy < 1> Loy Loy 1
£

dt2 dw? g2

iber in die Grenzschichtgleichung

1 d?D 2 —cw) do .
1d%y | ) N,

e dw? € dw oy =0
bzw. 2 p i
UN UN N UN
2 _ — - —
R T (”N Yl )

N .
Mit dem Ansatz Oy(w,e) = Y hj(w)e? ergibt sich hieraus durch Koeffizientenvergleich
=0

beziiglich ¢ das rekursive System

ho(w) +2ho(w) = 0
W) +2hw) = whi(W) —hiaw)  j=1---,N.

Von der Funktion vy(w,¢€) fordern wir
1. Die Erfiillung der RB im rechten Randpunkt: Wegen
UN(tvg) = ‘r(t7€) _g()(t) fOlgtf'U,T’ t=1

on(le) = a(le) - go(1) = B—2a.
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Entsprechend der Variablenstreckung w = ist w =20 firt=1. Somit gilt

N
on(t,€)jm1 = On(w, €)juo = > _ h;(0) el = -2
=0

Koeffizientenvergleich beziiglich € liefert die RB

ho(0) = B—2a
h;j(0) = 0 j=1---,N.

2. Die Erfiillung der Abklingbedingung: Auflerhalb der GS soll der Finfluss der GSF
vernachlissigbar klein sein. Die GS ist hier die linke e-Umgebung des Punktest =1,
d.h. es muss gelten

lim vy (¢, €) = 0.

t—+0
t<1

Wegen und € < 1 st dies der Fall, wenn wir die Erfillung der Abklingbedin-
gung
METwhj(w)O: j=0,---,N

fordern. In der Tat, es gilt dann

N
wlirfw Zohj(w) gl = wligl@ Oy (w,e) = }irfo un(t,e) =0.
j= t<1

Wir losen das AWP

ho(w) + 2 hy(w) =0 ho(0) =0 -2« lim hy(w) = 0.

Die allgemeine Losung der DGL lautet
ho(w) = CY + CY exp(—2w).
FEinsetzen in die RB liefert
ho(0) = CY+C)=03-2a
lim ho(w) = CY=0

w——+00

also CY =0 und CY = 3 — 2« und
ho(w) = (B — 2 a) exp(—2w).

Die Riicksubstitution ergibt

ho(l_t):(ﬁ—Qa) exp(

3

2(1—t)).

€

Wir losen das AWP
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R (w) +2h}(w) = why(w) — ho(w) hi(0) =0 lim hy(w) =0.

w—+400

Die allgemeine Losung der zugeordneten homogenen DGL lautet
W (w) = Cl + Cy exp(—2w).
Die rechte Seite der DGL berechnet sich zu
why(w) — ho(w) = —=(B—2a)(2w+ 1) exp(—2 ).

Wir setzen zur Abkiirzung k = 3 — 2«a. Da X\ = —2 eine einfache Wurzel des charakte-
ristischen Polynoms der zugeordneten homogenen DGL ist, wird eine partikuldire Losung
der inhomogenen DGL wie folgt angesetzt

R (w) = w(qrw+ qo) exp(—2w) = (¢ w* + gow) exp(—2w).

Wir differenzieren den letzten Ausdruck zweimal

hlli?h(w) = [-2g1w* + (2q1 — 2q0) w + qo] exp(—2w)
himM(w) = [dgiw? + (4g0 — 8q1) w + (21 — 4qo] exp(—2w),

setzen die Ableitungen in die DGL ein, kiirzen exp(—2w) und erhalten

[4q1w? + (490 — 8q1)w + (2¢1 — 4q0)] + [—4q1w® + (4q1 — 4qo)w + 2qo]
= —k(2w+1) —4qw+ 2¢1 — 2qp) = —2kKw — K.
Durch Koeffizientenvergleich in w ergibt sich

K

Q1=§ do = K.

Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen DGL erhdlt man nun
ha(w) = Bt (w) = by (@) + B (W) = O + [C3 + kw + Zw”)exp(—2w).
FEinsetzen in die RB liefert
hi(0)=C] +Cy =0
lim hl(W) = Cll = O,

w——+0

also C{ = C3 =0 und

hﬁ@zﬁﬂ—&ﬂw+@;;@wﬂmM—m&

Die Riicksubstitution ergibt

() -2 500 )

2
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Fiir N=1 erhdlt man eine asymptotische Darstellung der exakten Losung des RWP (2.17),
(2.18) in der Gestalt

ni(t,e) = golt) +ho () +ehy (<)
= a(l+1t)+ (f—2a)exp (—g(l—t)) +
+ € [(ﬁ—?a)a_t) + (52 (1 ;t)j exp (_§<1_t>) :

€ 2

Die RB vm rechten Randpunkt wird exakt erfillt, denn

(L) = 20+ (8 - 2) = B,
Die RB im linken Randpunkt wird nur asymptotisch fir e — 0 erfillt, denn

(B=29)  (B- 2a>] exp (_g)

€ 2e2

2
21(0,6) = a+ (8 — 2a) exp (—g> +e¢ [
und
eliIonl(O’g) = .
Auflerdem gilt

limo X1 (t, 6) =

e—+

a(l+1) fir 0<t<1
I} fir t=1.

Wir dberprifen mit welcher Genauigkeit die gefundene asymptotische Darstellung x1(t, €)
der exakten Losung die DGL (2.17) erfillt. Mit k = 3 — 2a nimmt x1(t,¢) die Gestalt

r1(t,e) = a(l+t) + K exp (2 <%)> [2 i %(t— 1)2]

3

an. Zweimalige Differentiation liefert

t(t,e) = a+/<exp< ( >)[ +___+(t;21)2]
Z1(t,e) = K exp (2 (%)) [_§ £+ 2 (t—l)]

882 g3

Nach Einsetzen in die DGL und elementaren Umformungen erhdlt man
14t

) = (L+ )@ (¢,

() [2+ 4 2]

R gl)) [—w?—é%ilﬂ}
v (s () g ]

) (- (]

1 +131(

£)
2

£)
3
5
13




Subtrahiert man diese DGL von der exakten DGL (2.17), so gewinnt man fir die Differenz
Z(t,e) = x(t,e) — x1(t,€) die DGL

S E) — (14 1)i(t,2) + #(te) = —2 1 exp (Z(t_ ”) F (t - 1)2 - (t" 1)3] |

€ 2 € €

Auferdem gilt £(1,¢) =0 und hH(l) z(0,e) = 0. Wir bezeichnen mit

den Differentialoperator mit homogenen RB (I bezeichnet den Einheitsoperator) und mit

mite) = -nen (2(“2)) 3 () - (5]

das Restglied. Es gilt

) 2\ 13 1 1
liy R1(0.2) = —wewp (<2) [5 5+ 5] =0
lim Ry(1,¢) = 0.

Wir zeigen, dass Ri(t,€) beziiglich € und t beschrankt ist, d.h.
|Ry(t,e)| <ec¢  firallet €]0,1] und alle e €]0,1]

gilt, wobei die Konstante ¢ nur von k abhdngt. Aus diesem Grunde bestimmen wir die
Eztremwerte der Funktion Ri(t,e) beziiglich t. Die ersten beiden Ableitungen haben die
Gestalt

Rl(t,g) = —Kexp (2 <t ; 1)) [3(158; 1) B 2(158_4”3] |
Ri(t,e) = —kexp (2 <t ; 1 > L_?; 6(t€; 1) 6(t;1)2 - 4(:_51)3]

Aus Ry(t,e) = 0 erhdlt man mit
(t—1)(3c*—2(t—-1)*) =0
. o 3 3 : .
die stationdren Punktet; =1, ty =1— 3 g, tg =1+ o wobei t3 entfillt, da der Punkt

aufSerhalb des Intervalls liegt. Es gilt

Ry(ty,e) = —f<¢€—327é0 fir & # 0 mit Ry(t1,¢) = 0 und

Ri(ts, €) —K exp (—2 g) (—6—62) # 0 fiir k # 0 mit

Ri(ta,e) = —kK exp (—\/6) [—% + Z\/@} )
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Somit hdangt der mazimale bzw. minimale Wert von Ry(t,e) nicht von £ ab und es gilt
|R1<t7 8)| <c

wobei die Konstante ¢ nur von den RB abhdngt.

Fiir das Weitere bendtigen wir eine a-priori Abschéitzung der Lésung des RWP (2.17)
(2.18) in der Form
1Z]|e < k|| La2Z|F,

wobei die Konstante k nicht von T abhdngt und E und F ein geeignetes Paar von Ba-
nachrdumen ist. Dann gilt

[Zlle < kLo Zllr = k| = Ba(t )| r = e k| Ru(L,€) ||,

d.h. der Abstand der exakten Lisung x(t,e) von der asymptotischen Lisung x1(t,€) in
der Norm des Banachraumes E lisst sich abschdtzen durch e k| Ry(t,€)||r. Betrachtet man
eine asymptotische Entwicklung der Losung bis zum N-ten Term, so lautet die Abschdtzung

1zl < ™ klIRn(t €)p-

Beispiel 2.2 Wir berechnen die Konzentrationsinderung eines eindimensionalen stati-
ondren Stromungsreaktors fir PECLETzahlen Pe < 1. Aus Gleichung (1.41) (Kapitel 1.6

. L, 1 D _r o C
4. erhdlt man mit € = Pe = wl und z = 7 C = o
d*C(z,e) dC(z,¢)
_ — = 2.1
E—s 7 R(C(z,¢)) =0 (2.19)
dC(0,¢) dC(1,¢)
C(0,¢e) — =1 = 0. 2.2
(0.6) —e = = (220)

1. SCHRITT: Bestimmung der GAL

Der Koeffizient bei der ersten Ableitung in (2.19) ist negativ. Folglich besitzt die Ldsung
des RWP (2.19), (2.20) in einer Umgebung des rechten Randpunktes z=1 eine GS. Die
GAL wird folglich durch die RB im linken Randpunkt z=0 festgelegt. Fiir die GAL machen
wir den Ansatz

un(z,€) = ;)gj(z) el (2.21)

Zur Linearisierung der DGL (2.19) ist der Reaktionsterm R(C(z)) an einer geeigneten
Stelle nach TAYLOR zu entwickeln. Als Entwicklunsstelle wihlen wir un(z,0) = go(2) :=
9o, welche das Konzentrationsprofil eines idealen Stromungsreaktors ist, von dem sich der
Stromungsreaktor unseres Problems bei Pe > 1 nur wenig unterscheidet. Damit ist

R(C) = R(go) + R'(go(C — go)) + - - .

Dabei sind R(go), R (go) ebenfalls Funktionen in z. Anstelle der DGL (2.19) legen wir fiir
die Bestimmung der GAL das folgende Ersatzproblem zugrunde

eC"(z,6) = C'(z,¢) — R'(90(2))(C(z,2) — go) = R(go(2))- (2.22)
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Nach FEinsetzen von (2.21) in (2.22) erhdlt man

€ Zogﬂ Zgj — R'(g0)(un(z,€) — 90) = R(go)-

Unter Berticksichtigung von

N
un(z,€) —go = gj(2) €
=0

erqgibt sich

N N

Zg )Tt = "gi(2) ) — R'(go Z R(go)

=0 j=1

und durch Ordnen nach e-Potenzen
~[g;(2) + R(g0) +Zg] 1(2) — g5(2) — R(g90) g;(2)] € = ="+ g (2).
7j=1

Zur Berechnung der Funktionen g;(z) in (2.21) erhdlt man das rekursive System

)
90(2) + R(go(2)) = 0,
9;(2) + R'(90) g5(2) = gj () j=1,---,N.

Die AB fir die gj(z) findet man aus

N
un(0,€) — e uy(0,6) — 1 =[go(0) — 1] + > _[g;(0) — g5, (0)] e’ =0,

J=1

woraus
g(0) =1 und
9:0) = g;.(0)  fir j=1,--- N
folgt. Fir go(z) erhdlt man das AWP
90(2) + R(go(2)) =0 9o(0) = 1. (2:23)
Nach Trennung der Verdnderlichen findet man

dgo
R(go)

woraus fir eine gegebene Funktion R(C') der erste Term der GAL berechnet werden kann.
Fiir ¢,(z) erhdlt man das AWP

91(2) + R'(g0) 91(2) = g5(2)  ¢1(0) = g5(0).

Unter Benutzung von gy(z) = —R(go) folgt hieraus

= —dz,

dgl dgo R,( ) _ dR dgo

dgo dz T dz %
_dg
4 (1] R(g0) + R'(90) ;1 = R'(g0) R(go)-
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Dividiert man diesen Ausdruck durch [R(go)]?, so findet man schlieflich

d <gl> _ Rg) _ dIn|R(go)|

B dgo

R

R(go) dgo ’
woraus sich durch Integration
91(2) = R(g0(2)) [D — In | R(go(2))]]
mit einer beliebigen Konstanten D ergibt. Aus der AB
91(0) = R(g0(0)) [D — In |R(g0(0))I] = g5(0) = —R(g0(0))

folgt D =1In|R(go(0)) — 1.
Beschrdankt man sich auf N=1, so hat die GAL die Gestalt

w(z,e) = go(2) +agi(z)e (2.24)
= go(2) + e R(go(2)) In |R(go(0))| — 1 —In|R(go(2))]]-

2. SCHRITT: Bestimmung der GSF
Setzt man die GAL anstelle von C(z,¢€) in die DGL (2.22) ein, so erhdlt man

euf(z,e) —ujy(z€) — R'(go(2)) (ur(2,€) — g0(2)) = Rlgo(2)) +&” g{(2).
Durch Subtraktion dieser Gleichung von der DGL (2.22) ergibt sich mit
un(z,¢€) = C(z,€) —ui(z,€)
die Fehlergleichung
evy(z€) — vy(z,) — R'(go(2)) (2, €) = =€ g{(2).
Mt der Variablenstreckung

_1—2

w = bzw. z=1—¢cw

£
geht die letzte DGL diber in die Grenzschichtgleichung

1 dQ@N 1 d?}N 2.1

N I / A~ _ _
2 A2 - = dw R(g0(2)) on(w, €) egi(z) bzw.
Loy db
N BN Rgo(2))in(w ) = —£%g"(2).

dw? dw

Zur Linearisierung der letzten DGL wird der Koeffizient R'(go(z)) nach Potenzen von
(1 — 2) entwickelt:

R (go(2)) = Zri(l - Z)i = Zri wh et
i=0 i=0
Mit dem Ansatz
01 (w,€) = ho(w) + hy(w) e
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ergeben sich durch Koeffizientenvergleich in € aus der Grenzschichtgleichung fiir die GSF
ho(w) und hy(w) die DGL

ho+hy = 0

hll/ + h/l To h(].

1
Dem Punkt z=1 entspricht w = 0. Aus der RB %() =0 in (2.20) erhdlt man deshalb
z

wegen C1(z,e) = uy(z,€) + vi1(z,€) = ui(z,€) + 01 (w, €)
dC(1,€) . dul(l,e) i dvl(l,e) . dul(l,e) _ 1 th(O) _ dhl(w)
dz dz dz dz e dw dw

1
Wir setzen dho(0) = 0, und M = M. Weiterhin miissen die Funktionen
w
hi. (k= 0,1) der Abklingbedingung

=0.

) dz

lim hg(w)=0

w——400

gentigen. Wir losen das AWP

dh
o(0) _ lim ho(w) = 0.

" r
Die allgemeine Liosung lautet

ho(w) = C1 + Cy exp(—w).
dho(0)

Die Abklingbedingung liefert zundchst Cy = 0. Aus = 0 folgt Cy = 0 und somit
w
ho(w) = 0. Damit ist im ndchsten Schritt ein AWP fiir eine homogene DGL zu lésen:

dhl(O) _ du1(175) lim h1<u)) =0.

h/l hl —
1+ =0 dw dz w—+o0

Die allgemeine Losung hat wieder die Gestalt
hl(W) = D1 + D2 exp(—w),

woraus wegen der Abklingbedingung D1 = 0 folgt. Fiir Dy ergibt sich

dhl(O) — D, = dul(l,e)
dw TP dz
1
Wir berechnen W Zundchst ist wegen (2.24)
z
duy(z,¢)
4 90(2) +€91(2)

= G+ < Rl sl |

+ el (- b))

= 45 (14 < () | )
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Mit (2.23) ist gy(2) = —R(go(2)), also

duy(z,€)

5 = ~R{go(2) (1 + e Rlgo(:) [IH‘R(QO(O))

R(go(2))

_QD.

Aol )

Schliefilich erhdlt man

dul(l, E)

Dx =~ — A1) (14 Rian(1) ]

und

() = Rlan(1) (14 (1) [m\gﬁjg;i\ 2|} explw)

bzw. nach Riicksubstitution

b (1 - 2) — R(go(1)) <1 e R(go(1)) [m‘f;gzgi‘ - QD exp (_ (1 - Z)) - (2.25)

1

Das erste Glied der Asymptotik eines eindimensionalen Stromungsreaktors mit Do = ¢ <
e

1 hat somit die Gestalt

01(2’,5) _ u1(275) +U1(275) = go(z) +€gl(2’) +Eh1 (1 ; Z)

1—
mit uy(z,€) in der Form (2.24) und hy < Z) in der Form (2.25). Die RB im rechten
Randpunkt wird exakt erfillt, denn es ist wegen (2.23)—(2.25)

dcléjd _ g6<z>+gg;<z>+h1(1gz)
- o (e 280 )
Y e T R )
und folglich
dclézl,@ = gb(1)+e gl (1) + B (0)
= —R(go(1) (HsR’(go( ) [1H\R§g2§(f§§| 2D
+ R(go(1) (HeR’(go(m H <3§§| D:

Die RB vm linken Randpunkt ist asymptotisch erfillt, denn aus

- dCl (0, E)

01(0,5) - dZ

=90(0) +€91(0) +ehy (é) —egh(0) — €2 g (0) — 21, (é)
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folgt wegen

90(0) = 1,
91(0) = go(0),
51(0) = —2R(1) g:(0),
() - ()
die Beziehung
(0,6) - TNy e gy g, 0),

z

Aufgabe 2.1 Werten Sie die asymptotische Lisungsdarstellung

Ci(z,¢) = go(2) +equ(2) + el (1 ; Z)

aus Beispiel 2.2 fiir den nichtlinearen Term R(C(z)) = [C(2)]? aus.

2.2 AWP fiir lineare DGL 2.0rdnung

Aufgabenstellung: Wir betrachten die DGL (2.1) mit den AB
z(0,¢) = « (0,e) = oy

unter den Voraussetzungen (ii) und (iii).

(2.26)

Wegen a(t) > 0 tritt in der Umgebung des Punktes t=0 eine GS auf. Fiir die GAL uy (¢, ¢)

und die GSF vy(t, ) macht man wieder die Reihenansétze

un(t,e) = Zogj(t) e, in(re)= Zohj(T) e’

und erhélt analog wie beim RWP fiir die unbestimmt eingefiihrten Funktionen g;(t) sowie
h;(7) die rekursiven Systeme (2.6) und (2.11), wobei eine Variablenstreckung der Form 7 =

— durchgefiihrt wurde. Die AB der beiden rekursiven Systeme sind miteinander verkniipft,

so dass die Bestimmung von g, (¢) und h;(7) schrittweise im Wechsel vorgenommen werden

muss. Wegen

ey (t,e) = un(t,e) +in(r,e) =D lg;(t) + hy(7)] &

N
=0
folgt zunéchst aus der AB an der Stelle t=0

an(0,€) = z_% [9;(0) + h;(0)] €7 = a.

Diese Forderung an die Funktionen g¢;(¢) und h;(7) wird erfiillt, wenn wir

90(0) + ho(0) = «
G0 +h(0) = 0 j=1.N

D2



dh;  dh; 1
festlegen. Entsprechend erhalten wir wegen —2 = —Z —

dt dr ¢

duy(te) _ [dgm 1dh’<7>] o
9

bzw.

.i’N<O, 8) =
Wiéhlen wir hy(0) = 0 und

inl0) + 15(0) = o
g]<0)+h;+1<0) =0 (jzl,-'-,N—l),

so wird die zweite AB asymptotisch fiir ¢ — 0 durch

IN(O) = o1 + EN gN(O)
erfiillt. Mit diesen Festlegungen konnen nun die rekursiven Systeme (2.6) und (2.11) suk-
zessive gelost werden.

1. SCHRITT: Berechnung von hg(7)
GeméB (2.11) ist das Problem

hy(7) + ad hy(T) = 0, hy(0) =0 lim ho(7) =0

T—+00

zu 16sen und anschliefend ¢o(0) aus der Bedingung ¢o(0) = a — ho(0) zu berechnen. Die
allgemeine Losung lautet

ho(r) = hga(r) = CF + C3 exp(—ay7)

hy(1) = —C9al exp(—afT).

Aus h{(0) = 0 folgt C = 0 und aus der Abklingbedingung erhélt man C) = 0 somit ist
ho(T) = 0, wodurch die AB go(0) = « festgelegt wird.

2. SCHRITT: Berechnung von go(t)

GeméB (2.6) ist das AWP

a(t) go(t) +0(t) go(t) = (1), 90(0) = «

zu losen. Es liegt eine lineare inhomogene DGL 1.0rdnung vor. Die zugehdrige homogene
DGL wird durch Variablentrennung gelost:

t

gha(t) = Cexp (— e ds) |

/ a(s)
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Nach Konstantenvariation ergibt sich

(1) = exp (— [ ds)

t S
b
CO+/eXp (/ﬁdz) ﬁds]
a(z) a(s)
0 0
und nach Einsetzen in die AB
b
go(t) = exp ( /(_8 5) a+ [ exp (/ z) /() ds] .
a(s) a(z) a(s)
Mittels Differentation wird daraus eine AB fur den nachsten Schritt berechnet:

v _ f(0) — ab(0)

3. SCHRITT: Berechnung von hy(7)

Die Funktion h;(7) geniigt nach (2.11) dem Problem
RY(T) + ag By (1) = —[a 7 hy(T) + by ho(T)] R} (0) = o — g(0) lim hy(7) =0.

T—+00

Da ho(7) = 0 ist, reduziert sich die DGL auf die zugeordnete homogene DGL. Die allge-
meine Losung ist wieder

hi(T) = h?a( ) = C’l + C’l exp(—a8 )

Ry(t) = —Cya) exp(—agT).
A / - . 1_90(0)—(11_ . . . . 1
us A} (0) = ay — go(0) folgt Cy = g0~ o Die Abklingbedingung liefert C} = 0
0
und somit (0)
o 0 o 9o — a7 0
hi(T) = as exp ( CLOT) =T XD ( aOT) :

0
woraus man aus g;(0) + hy(0) = 0 schliellich g,(0) = —ay erhilt.

4. SCHRITT: Berechnung von ¢;(t)
Die Funktion ¢(t) geniigt dem AWP
a(t) gu(t) +0(t) g1(t) = —go(t)  g1(0) = —aw.

Dies ist wieder eine lineare inhomogene DGL 1. Ordnung mit bekannter rechter Seite
Go(t). Die Funktion g;(t) kann daher vollig analog wie go(t) bestimmt werden. Aus der
sich ergebenden Losung wird die AB ¢;(0) zur Berechnung von hy(7) ermittelt.

In analoger Weise kann der Algorithmus je nach gewiinschter Genauigkeit der asympto-
tischen Losung xy(t, ) fortgesetzt werden. Fiir N = 1 ist

z1(t,€) = go(t )+h0< )+5 {gl(t) +n (é)]

eine asymptotische Darstellung der exakten Losung des AWP (2.1), (2.26). Dabei wird
die AB z(0,e) = « exakt erfiillt, wéhrend #(0,e) = «; nur asymptotisch fiir kleine ¢
befriedigt wird:

11(0,¢) = ag + € §1(0).

Allgemein besteht der j-te (j > 1) Gesamtschritt des Losungsalgorithmus fiir AWP aus
zwei Einzelschritten:
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1. Berechnung der h;(7) aus dem System (2.11) zur Ermittlung der GSF unter den
Zusatzbedingungen

B(0) = ~4;1(0)  Jim_hy(r) =0,

T—+00
woraus anschlieflend die AB fiir die Funktion g¢;(¢) berechnet wird:
95(0) = —h;(0).
2. Berechnung von g;(t) aus dem System (2.6) der GAL mit der AB g¢,(0) = —h;(0).

Daraus ldsst sich nun g;(0) berechnen und mit A’ ,,(0) = —g;(0) kann der (j + 1) te
Gesamtschritt des Algorithmus durchgefiihrt werden.

2.3 RWP fiir DGL hoherer Ordnung

Wir betrachten ein RWP fiir eine lineare DGL n-ter Ordnung
L; x(t,e) = L;,_,, x(t,e) + L, x(t,e) = f(t) t €0,1]. (2.27)
Hierbei bezeichne
Lz = Z ek ap(t) xR (2.28)

= £ al l‘(m-’_l) + 52 a2 x(m+2) + P + En_m an_m x(n)’

L,x = Z by (t) ™D = po ™ 4 b d+ by, T (2.29)
OBdA setzen wir a,_,(t) =1 fiir alle ¢ € [0, 1]. Der DGL (2.27) seien die RB

0 =0 im0t iy
$(j)(1,5) = 0 j:O’]_’..-7S—].

zugeordnet, wobei r + s = n gelte. Zusammen mit (2.27) (2.30) betrachten wir das ent-
artete Problem (bei £=0):

Luy(t) = f(2) (231)
y(f)<0) -0 i=0,1,---,r—p—1 p<m, (2.32)
y(j)(l) — j=0,1,---,s—p—1 q < s.

Dabeiseir—p+s—qg=m

Voraussetzungen:

(i) Das RWP (2.27), (2.30) sei eindeutig losbar fiir alle hinreichend kleine € > 0.

(ii) Das entartete Problem (2.31), (2.32) sei eindeutig 1osbar.
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(iii) Die Koeflizienten a;(t),- - -, an—(m—1)(t) und by(t), - - -, by (t) seien analytisch in [0, 1].

Problem: Wie sind p und q zu wéhlen, um eine asymptotische Losungsdarstellung des
RWP (2.27), (2.30) fur hinreichend kleine ¢ mit Hilfe der Methode der Grenzschichtver-
besserung zu erhalten 7

Wir fiihren in einer Umgebung des linken Randpunktes ¢ = 0 die Variablenstreckung

b der h DGL (2.27) durch. M hélt tdk d"i 1
7 = — in der homogenen . urc an erhélt mit — = — —
e s dth ~ drk <
. - dm”‘“fc 1 Ui dmtz 1
ng dTmMW*gbl(”)WW:O-
Multiplikation mit €™ liefert
— derk: 2, dms dm— l 3
g™ Z m+k+bO(T€)F+Z€blT€)dml:O

Nach TAYLOR-Entwicklung der Koeffizienten an der Stelle ¢ = 0 und Ordnen nach e-
Potenzen erhélt man bei € die DGL

7 4 an _— =1 o4 a(l] gm+1) bg zm — (2.33)
mit dem charakteristischen Polynom
Py(A) = A" [A"m+a AL el A+ 8| = 0.

n—m—1

Analog fithren wir in einer Umgebung des rechten Randpunktes ¢ = 1 die Variablen-

1—t dF
streckung w = in der homogenen DGL (2.27) durch. Man erhilt mit d—f =
€
i (-1
dwt ek
. - derki‘ (_1)m+k m dmfl 7
( ) x:g I—EW)dwm+k €m+k ‘|‘§ b[l—EW)W:O
Multiplikation mit €™ liefert
n—m m+k 2, mj,
m £ A m k z d x
e (Liiw), & = (-1) [];(—1) ar(l —ew) —— +ho(l —cw) —
u dm "1
+ Z drm—t gm—1 =0.

Nach TAYLOR-Entwicklung der Koeffizienten an der Stelle ¢ = 1 und Ordnen nach e-
Potenzen erhélt man nun bei ¢ = 0 die DGL

(=0 a2 4 (=) a2 e —ap 2D ™ =0 (2.34)
mit dem charakteristischen Polynom

Py(A) =A™ (1) AT 4 (1), AT e —ap A+ )] =0,

n—m—1
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Definition 2.1 Sei p die Anzahl der Nullstellen des charakteristischen Polynoms Py(\) =
0 mit Re A < 0 und q die Anzahl der Nullstellen des charakteristischen Polynoms Py(\) =
0 mit Re X < 0 (jeweils unter Beriicksichtigung ihrer Vielfachheiten). Das RWP (2.27),
(2.30) heifit reguldr entartend in das Problem (2.31), (2.52), falls p (q) gleich der
Anzahl der RB in't = 0 (t = 1) ist, die beim Ubergang von (2.27), (2.80) in (2.31), (2.52)
nicht beriicksichtigt wurden.

Auf Grund der Losungsstruktur der DGL (2.33) bzw. (2.34) gibt es dann genau p Losungen
mit Abklingverhalten in einer Umgebung des linken Randpunktes und genau q Lésungen
mit Abklingverhalten in einer Umgebung des rechten Randpunktes.

Fiir regulédr entartende Probleme fiihrt die Methode der Grenzschichtverbesserung zu
einer asymptotischen Losung.

Bemerkung 2.2 Verwendet man in einer Umgebung des Punktes t = 1 anstelle der

1—1
Substitution w = —— die Substitution 0 = ——, so ist in Definition 2.1 zu fordern,

€ €
dass das Polynom P;(\) = 0 g Nullstellen mit ReX > 0 (unter Bericksichtigung der
Vielfachheiten) besitzt.

Aufgabe 2.2 Berechnen Sie fiir N = 0 eine asymptotische Losungsdarstellung des RWP

t
e2 2" 4+ ¢ sin (%) =1 J,‘(O) = ;13’(()) = $(1) = 0.

2.4 AWP fiir nichtlineare Systeme 1.0rdnung
Aufgabenstellung: Wir betrachten das System

T=1y z(0) = 1

2.35
eg=z-y> y(0) = 0. (2:35)

Aufgabe 2.3 Uberpriifen Sie die Voraussetzungen I-IV von Theorem 1.7 fiir das System
(2.35).

1. SCHRITT: Bestimmung der DGL fiir die GAL
Fiir die Ermittlung der GAL fithren wir den Ansatz

N N
B(te) = Y a,(t) §t.e) = Y 0(0) 2 (2.3
j=0 Jj=0
in das System (2.33) ein

E@(tﬁj = > y(t)e

<.
Il
o

;)%(t)éj“ = Zij(t)&‘j—<

o7



Wegen

(Z y;(t) e’ )

(o+em+e gt +gy) (Bot+em+e gt -+ gy)

Jo +€ (Jrbo + Goir) + € (J2Go + U1 9r + Jo ) + - -

N UnGo+Inaati+ T+ houn) eV T N4+ T gN)
N+2<yNy2+ A Payn) o+ N v

o + Z (Z Uit yk)
7=1 \k=0

+ N @x i+ Iy (AN T+ Tady) o+ 2 T n O

+ o+ o+l

erhalt man

HMZ
I
M=

<
Il
o

'MZ

<
Il
o

j .
Z(Z ] kyk) —5N+1RN@1,---7§N75)7

7=0

wobei
Ry(G1, - n.€) = [(Un i+ -+ Gn)+e (Un ot +Tagn)+- -+ gnyn] (2.37)

gesetzt wurde. Daraus ergibt sich das folgende rekursive System

zi(t) = y;(t) (j=0,---,N)
(Ho(1)? = To(t) j (2.38)
Yyiat) = z—> Gixik  (G=1,---,N).
k=0

Die AB der GAL sind mit denen der GSF gekoppelt. Deshalb stellen wir zunéchst die
Grenzschichtgleichung auf.

2. SCHRITT: Herleitung der Grenzschichtgleichungen

Nach Einsetzen von (2.36) in (2.35) ergibt sich unter Beriicksichtigung von (2.38) und
(2.37)

N = Un ; . (2.39)
eyy = In—Ux+e T Ry

Die Differenz zwischen der exakten Losung und der GAL bezeichnen wir durch

T=x—1In J=1y—Yn. (2.40)
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Subtrahiert man (2.39) vom System (2.35), so ergibt sich unter Beriicksichtigung von
y? — % = 249 + 9? die Fehlergleichung

=7 (2.41)
ey = &—2g80—9°—eVN IR

mit Ry in der Form (2.37). Wir fiihren nun in einer Umgebung des Anfangspunktes ¢t = 0
t

eine Variablenstreckung der Form 7 = — durch. Nach Anwendung der Kettenregel geht
€

(2.41) iiber in das System

di iy

N — y

ZT (2.42)
% = & —2Gn(er) g — §* — Nl Ry,

Nach TAYLOR gilt fiir die Koeffizienten in (2.36)

. - d"g;(0) 7
yj<€ T) = Z d;r H‘gk'

r=0

Damit wird

Un(eT,e) = Z’j(sT)ej:sz(r)sj

=0 =0
— 5o(0) +< [glm) 47 200) (2.43)
+ & [yQ(O) T dy;io) + %2 dQZ%O) 1
Macht man nun fiir die Grenzschichtfunktion Zy und gy die Ansétze
N N
In(T,e) = jz%a?j (7)€’ gn(T,€) = JZE) 9;(1) €, (2.44)

dann erhélt man aus (2.42) mit (2.43) durch Koeffizientenvergleich in ¢ die DGL der GSF

di di; ‘
g, - (2.45)
i

J J
I Ti—=>22% 40— 20,0 j=0,---,N.
=0 i=0

3. SCHRITT: Festlegung der AB
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Nach (2.40) gilt auf Grund der Ansétze (2.36) und (2.44)

Iy = In+In= Z[:E](t) + 2,(7)] &
. (2.46)

YN = YN+ iUn = Z:[gj(t) +9;(7)] €.

Die asymptotische Losungsdarstellung (2.46) gentigt den AB (2.36), wenn wir fordern

79(0) +20(0) = 1 %0(0) + 90(0) = 0 (2.47)
zj(0)+2;(00) = 0  g;(0)+9;(0) =0 j=1,---,N.

Weiterhin sollen die GSF £;,9; aulerhalb der GS vernachléssigbar klein werden. Wegen
t

7 = — <1 fiir e < 1 miissen Z;, y; daher den Abklingbedingungen
€

lim z;(17) =0 lim g;(1) =0 (2.48)

T—00 T—00
gentigen.

Die Losung des rekursiven Systems (2.38) und der Grenzschichtgleichung (2.45) wird in
folgenden Teilschritten durchgefiihrt:

1. Teilschritt: Bestimmung von & (7)

A

d
Nach (2.45) ist % = 0. Integration iiber das Intervall [0, 7] liefert zo(7) — #¢(0) = 0,
T
woraus sich aus der Abklingbedingung (2.48) Z0(0) = 0, also Z¢(7) = 0 ergibt.
2. Teilschritt: Bestimmung von Z(t)

Aus (2.27) folgt fiir die AB Z(0) =1 — 2¢(0) = 1. Aus (2.38) erhélt man das entartete
System

To(t) =go(t)  To(t) — [Bo(t)]* =0.
Als rechte Seite der DGL ist eine asymptotische stabile Losung der algebraischen Glei-

chung zu wihlen. Die Gleichung g(t,z,y) = = — y*> = 0 besitzt die beiden isolierten
Wurzeln

y=hi(t,x) = +Vx y = hy(t,z) = —/w.

Die charakteristische Gleichung

Og(t,x,h(t, x)

Det
e By

—AE,| =0

lautet in unserem skalaren Fall

dg(t,x, h(t,x))
y

— A= —2h(t,z) — A =0.
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Wir benétigen eine Wurzel, die der Bedingung Re A < 0, also

_ Og(t,x, h(t,x))

A o

<0

geniigt. Es ist
ag(tv xz, hl(t7 l’))

Ay
g(t, x, ha(t, x))
dy
d.h. y = hy(t,z) = +/x ist die bendtigte asymptotische stabile Losung. Mit 4o = 4++/Z¢

geniigt To dem AWP

Trennung der Verédnderlichen liefert

= —th(t,l‘) = 2\/5 > 0,

dZo
——=dt = 2/ =t + C.
Vo Vo=t

Nach Einsetzen der AB erhalt man

3. Teilschritt: Bestimmung von ()
Aus der algebraischen Gleichung Zo(t) = [7o()]? erhiilt man

— t
Uo(t) = +y/To(t) = 5 +1,

woraus fiir den AW g,(0) = 1 folgt.
4. Teilschritt: Bestimmung von o(7)

Nach (2.47) gilt fir den AW 34(0) = —7o(0) = —1. Wegen 2((7) = 0 geniigt Jo(7) gemif
(2.45) dem AWP
di
dr
Hierbei ist wegen (2.43) mit

= —220(7') Z)O — gg g(](()) = —1.

YoleT) = %T +1  z(7) =75(0) = 1.

Somit lautet das AWP

ng ~ ~92 ~
— = =2y — 0) =—-1.
ar Yo — Yo 90(0)
Nach Trennung der Variablen erhélt man
di
% = —dr.
290 + Yo

Zur Berechnung des Integrals auf der linken Seite fithren wir eine Partialbruchzerlegung

durch: . 4 B . .
Jo) = ———— = — + —=A=5, B=-:.
f(Go) 9o(2+%) % (2+7) 2 2
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Nach Integration und elementaren Umformungen erhélt man

1 1 1 1
[—— ] dﬁ0:—2d7‘2>[——

~ ~

N n 1d:&0=—2d7‘
Yo 2+ Yo Yo+ 2

Jo . ) A 2C exp(—27)
C(jo +2) | T 00 = o 2 (=) =0 = T oy

In

2C
Einsetzen in die AB liefert —1 = T— ¢ also C' = —1. Damit ergibt sich

2 exp(—27)
1+ exp(—27)

A

Jo(T) =

Damit ist der erste Gesamtschritt des Algorithmus abgeschlossen. Die weiteren Glieder
der asymptotischen Losungsdarstellung werden analog berechnet. Wir fithren noch den
zweiten Gesamtschritt durch.

1. Teilschritt: Bestimmung von Z1(T)

Aus (2.45) folgt
diy _ 2exp(—27)
dr 7 1+4exp(=27r)

Integration iiber das Intervall [0, 7] liefert mit der Substitution 1 + exp(—2¢§) = z

N

exp(—2¢)

21(7) — 21(0) = _20 1+ exp(—2¢)

d¢ =1In(1 + exp(—2¢)) — In 2.

Aus der Abklingbedingung (2.48) folgt

lim #1(7) = lim [In(1 4 exp(—27)) + 2;(0) — In 2] = 0,

T—00 T—00

also #1(0) = In 2, woraus sich
21(7) = In(1 + exp(—27))

ergibt.
2. Teilschritt: Bestimmung von Z;(t)

GeméB (2.47) gilt 7,(0) = —2,(0) = —In 2. Fiir j = 1 erhélt man aus (2.38)

dry  _ dyo o 1 _ t
P g T =g da Yo(t) 5 +
N . . . _ : N 21 — 1 .
Lost man die zweite Gleichung nach g, auf, so ergibt sich y; = 1 Nach Einsetzen
Yo

in die erste Gleichung gewinnt man das AWP

d, 23 -1
dt 2t +4

Zf'l(O) = —1n 2,
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woraus man durch Trennung der Verdnderlichen und Einsetzen der allgemeinen Losung
in die AB )
() = —1(2 In2+1)t—1In2

erhalt.

3. Teilschritt: Bestimmung von g (t)

Es ist . .

_ Z1

H=——"t=—-2mIm2+1) =—.
Y1 (t) o 4( n2+1)=—y

4. Teilschritt: Bestimmung von ¢ (7)

Fiir den AW ergibt sich aus (2.47) 9:(0) = —1(0) = ~. Die entsprechende DGL folgt fiir
j =1 aus (2.45)
din

— i — 2200 — 2 G0 — 270 T
=& —2200 21(T) Go — 2 Yo h

Auf Grund der bereits berechneten Ausdriicke fiir 7o und g; ist wegen (2.43)

Y 1
dy;iO) =—y+ 57 2o(T) = 1.

21(1) = (0) + 7

Setzt man diese Funktion und die bereits berechneten z; und gy in die DGL fiir ¢; ein,
so ergibt sich

di . (7‘ > —2exp(—27) —2exp(—27) \ .
Y ma or)) =21 —2 (L — ) (ZEERVTET ) o TEEERATAT) )
dr n(1+exp(=27)) i o T)\1+ exp(—27) 1 + exp(—27) Y

Umformung des Koeffizienten bei ;:

exp(—27) o |Ltexp(=27) —2exp(—27)| | ,1—exp(—27)

1+exp(—27')] - l 1 + exp(—27) ] B l 21+QXP(_27)1
exp(—71) — exp(—QT)l

exp(—7) + exp(—27)

-2 |1-2

] = —2 tanh 7.

Die rechte Seite der DGL ergibt sich zu

f(r) = In(1+exp(—27)) —2 (% — 7) [ﬁ%p((:?;ﬂ

— ln(1+eXp(—27))—2(%_7) [1_2%_1]

= In(1+exp(—27))+2 (% — fy) (1 —tanh 7).

Es ist also ein AWP fiir die lineare DGL 1.0Ordnung

dy . N
Lk 2tanh rg = () 0i(0) =7
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zu l6sen. Die allgemeine Losung der homogenen DGL lautet §; = C (cosh 7)72. Die all-
gemeine Losung der inhomogenen DGL und des AWP wurde mit Maple erzeugt:

. In(1+e?7) sinh(27) + 7(7+ 1 — e 2") + 29(1 — 27 + e727)
lr) = 4cosh® T

2
dilog(In(1 +e7%7) + —

12
+ .
4 cosh® T

Die nichtelementare Funktion dilog ist wie folgt erklért:

!
dilog:/ln Y du.

—Uu
1

Eine asymptotische Losungsdarstellung fiir das AWP (2.35) erhélt man geméafl (2.46) fiir
N =1 in der Form

) +an (2]
- m2sm (14 (-2)
) e o+ )]

e DO

t 2
= —+1
<2+ >
1) +y

ni(te) = To(t) + o (é)—l—a
te
nte) = ol®)+io (2

1+ exp (——

: . e T Lo\ .
Die RB 1(0,¢) = 1 ist exakt erfiillt. Die RB 4;(0,¢) = 1 + e ist nur asymptotisch
erfillt.

Zusammenfassung:

Der j-te Gesamtschritt wird nach folgendem Schema durchgefiihrt:

1. Bestimmung der GSF z,(7) aus der zugeordneten DGL zur Bestimmung der GSF
und Festlegung von 2;(0) mittles der Abklingbedingung

lim z,(7) = 0.

T—00

2. Mittels der AB z,(0) = —2,(0) und der zugeordneten DGL zur Bestimmung der
GAL lésst sich der Term z;(t) der GAL berechnen.

3. Mit Hilfe von z;(¢) und der zugeordneten DGL zur Bestimmung der GAL lasst sich
durch Differentation y;(¢) und damit ¢;(0) ermitteln.

4. Unter Beriicksichtigung der AB ¢;(0) = —;(0) und der zugeordneten DGL zur
Bestimmung der GSF kann man g,(7) bestimmen.

64



2.5 RWHP fiir nichtlineare Systeme 1.0rdnung

RWP konnen auf AWP zuriickgefiihrt werden, indem man die RB am linken Rand als AB
auffasst. Da diese AB zur Charakterisierung eines AWP nicht ausreichen, vervollstandigt
man sie durch Einfiihrung unbestimmter Anfangsparameter. Nun 16st man dieses unvoll-
stindige AWP mit Hilfe einer Losungsmethode fiir AWP. AnschlieBend ermittelt man
die unbestimmt eingefithrten Anfangsparameter aus den noch nicht beriicksichtigten RB
am rechten Rand. Diese Vorgehensweise bezeichnen wir als Methode des unvollstédndigen

AWP.

Aufgabe 2.4 Lisen Sie das RWP
eW —2" =1 2(0)=2'(0)=2(1) =2'(1) =0

mit Hilfe der Methode des unvollstindigen AWP.

Das Prinzip der Ersetzung eines RWP durch ein unvollsténdiges AWP soll nun auf die
asymptotische Losung des RWP

dx

d
5 —{&xy) Y —gtxy)  telo]

dt
R[x(0),y(0),x(1),y(1)] =0

iibertragen werden. Hervorgerufen durch die Nichtlinearitat von g(¢,x,y) und die Nicht-
linearitdt der RB kénnen bei nichtlinearen RWP im Vergleich zu linearen RWP Besonder-
heiten auftreten, die bei der Konstruktion einer asymptotischen Losung zu beriicksichtigen
sind. Diese Besonderheiten sind von den Wurzeln der Gleichung g(t,x,y) = 0 und von
der Struktur der RB abhéngig.

Wir betrachten folgende Félle:

1. Die Gleichung g(t,x,y) = 0 besitze eine isolierte Losung y = h(¢,x) die der Be-
dingung Re \;(t,x(t)) < 0, j = 1,...,n, t € [0,T] geniigt, wobei \;(t,x(t)) die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Jg(t,x,h(t,x))

Det
e 3y

— B, =0

sind. In diesem Fall fasst man die RB im linken Randpunkt ¢ = 0 als AB auf und
vervollstandigt sie durch Einfithrung unbestimmter Parameter. Dieses Problem 16st
man nach der oben dargelegten Methode (vgl. Aufgabe 2.4).

2. Die Gleichung g(t,x,y) = 0 besitze eine isolierte Losung y = h(¢, x), die der Bedin-
gung Re \;(t,x(t)) > 0,7 =1,...,n,t € [0,T] gentigt, wobei X;(t,x(t)) wieder die
Nullstellen des obigen charakteristischen Polynoms sind. Dann fasst man die RB im
rechten Randpunkt ¢t = 1 als AB auf und vervollsténdigt sie durch Einfiihrung un-
bestimmter Anfangsparameter. Nun 16st man dieses unvollstéandige AWP fiir Werte
t < 1 und ermittelt anschlieBend die unbestimmt eingefithrten Anfangsparameter
aus den noch nicht beriicksichtigten RB im linken Randpunkt.
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Die Bestimmung der Anfangsparameter aus den noch nicht beriicksichtigten RB erfolgt
in jedem Gesamtschritt des Algorithmus einzeln. Dabei erhilt man im ersten Gesamt-
schritt i.a. ein nichtlineares Gleichungssystem. Von der Auflosbarkeit dieses Systems ist
die Moglichkeit der Konstruktion einer asymptotischen Losung auf dem eingeschlagenen
Weg abhéngig. Die Auflésbarkeit dieses Systems wird wesentlich durch die Form der RB
bestimmt. Die entsprechenden Gleichungssysteme der folgenden Gesamtschritte sind stets
linear mit einer von Null verschiedenen Koeffizientendeterminante.

Gelingt die Konstruktion einer asymptotischen Losung im 1. Fall, so hat das RWP in
einer Umgebung von ¢ = 0 eine GS und entsprechend im Fall 2 in einer Umgebung
von t = 1. Die zutreffende Moglichkeit ist durch Probieren zu ermitteln. Es kénnen auch
kompliziertere Fille auftreten, z.B. GSen an beiden Intervallenden bzw. GSen im Inneren
des Intervalls.

Beispiel 2.3 Wir betrachten wieder das System aus Abschnitt 2./
t=y ey=z—y°,

jetzt aber mit RB der Form
y(0)=0 z(1l) = 1.

Gemdf (2.46) existiert eine asymptotische Losung der Struktur

N - R ; _t
o) = L+l T=C
() = L0+,

wobei ;(t),y;(t) dem rekursiven System (2.38) zur Bestimmung der GAL und Z;(7),3;(T)
den Grenzschichtgleichungen (2.45) geniigen. Da die Grenzschichtfunktion &(7) auf Grund
der Abklingbedingung im rechten Randpunkt t = 1 vernachlissigbar klein ist, folgt aus den
RB

ry(1) = ;):Z‘j(l)ej =1
yn(0) = ;][MOHQJ(O)] e/ =0

Zur Erfillung dieser Bedingung treffen wir die Festlequngen
To(l)=1  (1)=0 j=1,--- N, 7(0)+g(0)=0.

In Abschnitt 2.4 wurde gezeigt, dass eine asymptotische stabile Léosung der Form y =
hi(t,x) = ++/x existiert. Demzufolge liegt der 1. Fall vor und wir fassen die RB im
linken Randpunktt =0 als AB auf.

1. GESAMTSCHRITT: Bestimmung von &o(7), Zo(t), Yo(t), go(T)

In diesem Schritt ersetzen wir die RB durch die unvollstindige AB

To(0) + 20(0) = « %0(0) + 90(0) = 0
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mit dem unbestimmten Anfangsparameter o.

1. Teilschritt: Bestimmung von Zo(T)

Aus (2.45) folgt % =0 bzw. To(7) — Z0(0) = 0. Die Abklingbedingung liefert 2¢(0) = 0,
also &o(T) = 0.
2. Teilschritt: Bestimmung von To(t)
Die AB lautet 7¢(0) = o — 20(0) = . Aus (2.38) folgt fiir j =0
dz

"= wlt) = [,

Da wir zur Konstruktion einer asymptotischen Lisungsdarstellung eine asymptotische
stabile Liosung der Gleichung g(t,x,y) = 0 ausgewdhlt haben, gilt yo = ++/T¢ und To(t)
gentigt dem AWP

i‘o = +\/ZZ‘_0 ZZ‘Q(O) = Q,

woraus man durch Trennung der Variablen
t 2
Zo(t) = (5 4 ﬁ)
erhdlt.

3. Teilschritt: Bestimmung von o(t)

FEs st y
Jo(t) = +1/To(t) = 3 + Ve,

woraus fiir den AW 50(0) = /o folgt.

4. Teilschritt: Bestimmung von 3o(T)

Die AB lautet 30(0) = —o(0) = —v/a. Aus (2.45) folgt fiir j =0, da &o(7) = 0,
dgo

=/ =2 o — 2.
dr \/ayo Yo

Nach Trennung der Variablen, Partialbruchzerlegung, Integration und Einsetzen der all-
gemeinen Losung in die AB erhdlt man

() — 2V exp(-2var)
v 1 +exp(—var)

5. Teilschritt: Bestimmung des unbekannten Anfangsparameters o

Mittels der noch nicht bericksichtigten RB am rechten Randpunkt To(1) = 1 wird nun der
Anfangsparameter a berechnet:

To(1) = <%+¢a) :1:>a:i.
Damat st
w=(52) o= - -



2. GESAMTSCHRITT: Bestimmung von T1(7), Z1(t), y1(t), 91(7)

Die RB ersetzen wir durch die unvollstindigen AB
z1(0) +2,(0) = 3, y1(0) +9:1(0) =0

mit dem unbestimmten Anfangsparameter 3.
1. Teilschritt: Bestimmung von Z1(T)

Aus (2.45) folgt fiir j =1

din (r) = exp(—T)

E:yo T __1—|—exp(—7-)'

Integration iber das Intervall [0, 7| liefert mit der Substitution 1+ exp(—7) = z

exp(=¢§)

B Y )

d¢ =In(1 + exp(—7)) —In2.

Aus der Abklingbedingung (2.48) folgt
TETOO (1) = TEI_POO[II](I + exp(—7)) + #1(0) — In 2] = 0,
also 1(0) = In 2. Somit ist
21(7) = In(1 + exp(—7)).

2. Teilschritt: Bestimmung von Z(t)

Die AB lautet 7,(0) = 8 — 21(0) = 6 — In2. Aus (2.38) folgt fir j =1

dr, dyo 95 g 1 p dyo 1
— = — =T — =— denn —— = -.
at ~ M Tq T TR T G dt 2
; . . _ . 1 _ .
Auflosung der algebraischen Gleichung 1 — 24017, = 3 nach y, liefert
_ 1 _ 1
r1 — < r1T — =
Z_/l = — 2 = 2 ’
2o t+1
woraus man fir z,(t) das AWP
N 1
dz;  "17 5
—_— == 71(0) = —1In2
a " trr n0=pg-h

gewinnt. Mittels Trennung der Variablen erhdilt man als Losung des AWP

() = (5—ln2—%)t—|—ﬁ—ln2.
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Somit konnen wir unter Verwendung der noch nicht beriicksichtigten RB Z1(1) = 0 im
rechten Randpunkt den Anfangsparameter 3 bestimmen:

il(l):(ﬁ—ln2—%)+ﬁ—ln2:0—>ﬁzln2+l.

4
. . _ , _ 1—t
Finsetzen in den Ausdruck z,(t) liefert z,(t) = 0
3. Teilschritt: Bestimmung von (t)
dz, 1 1
Esisty1(t) = — = —— und y = ——.
s ist ga(t) = S =~ und 51(0) = —

4. Teilschritt: Bestimmung von §;(T)

1
Die AB lautet §1(0) = —y1(0) = 1 Aus (2.45) folgt fiir j =1

dy . . . o
ﬂzﬂcl—22oyl—221yo—2yoy1.
dr

Die Koeffizienten zg und z, berechnen ssich wie folgt

_ _ _ 1 er 1
yler,e) = goler)+etn(e,7)+--- = 3 +7 +e (_Z) + -
- 14 (T 1) I e
= 5 e 5 1 = 20 gz
: 1 T 1 s o
mit zg = ) und z, = L Die DGL fiir 11(7) hat folglich die Gestalt
dij ) T 1 —exp(—7) —exp(—7) \ .
N m( SR R (A Y (i S | e S
dr n(1+exp(=7)) = <2 4) (1 + exp(—7) 1+ exp(—71) n
Umformung des Koeffizienten bei ;:
2 exp(—7) | — 2exp(—7) =1 —exp(—7)  exp(—7)—1
1 + exp(—7) N 1+ exp(—7) ~ exp(—7) +1
T T T T
B GXP(—g) eXp(—g) - eXp(—g) exp(g)
= T T T T
eXp(—g) GXP(—g) +GXP(—§) eXp(g)
T T
eXp(g) - eXp(—g) T
= — 2 £- = —tanh —.
exp(;) + exp(—;) 2
2 2
Man erhdlt ein AWP fir die lineare DGL 1.Ordnung
di, T . 1 exp(—T7) . 1
—— + tanh = ¢; = In(1 - - 0) =-
dr - tan 9 1 n(l+exp(=7)) + <T 2> 1+ exp(—7) n(0) 4

zu losen. Die allgemeine Losung der homogenen DGL lautet

(7)) =C4 <tan2 h (%) — 1> =] (COSh %>_2.
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. —2r% —re"+Te T +In(e"+1) (" —e )| _,
n(r) = [ (1+e7)° ’
2 dilog (¢7 +1) + = PSR P
) ilog (e 55 5 5 € Te ale
(1+e7)

Man erhidlt eine asymptotische Lisungsdarstellung fiir das RWP fiir N =1 in der Form

nt.2) = 2o+ (H) 42 [+ (1))

= (%)2 + ¢ {% +In (1 + exp (—é)ﬂ
n(te) = Bo(t) + do (é) +e {yl(t)ﬂjl G)]

EH1Y exP(%) e la (B 21
(45 )

3 Integralmannigfaltigkeiten

3.1 Integralmannigfaltigkeiten autonomer Systeme 1. Ordnung

Definition 3.1 Gegeben sei das System x = f(x), wobei x und f m-dimensionale Vek-
torfunktionen sind. Eine glatte Mannigfaltigkeit im Raum der Variablen x1, ..., x,, heif$t
Intgralmannigfaltigkeit oder invariante Mannigfaltigkeit des Systems, wenn eine
beliebige Liosungskurve, die wenigstens einen gemeinsamen Punkt mit dieser Manmnigfal-
tigkeit besitzt, vollstindig in thr enthalten ist.

Einfachste Besipiele von Integralmannigfaltigkeiten sind singuldre Punkte, die Losungs-
kurven selbst, der Phasenraum (Er stellt eine m-dimensionale Integralmannigfaltigkeit
dar.)

Von besonderem Interesse ist die Konstruktion von Integralmannigfaltigkeiten mit einer
Dimension kleiner als m, die spezielle zusétzliche Eigenschaften besitzen, z.B. die Eigen-
schaft der Stabilitét, d.h. die Fahigkeit, Losungskurven anzuziehen. Man spricht dann von
einer exponentiell anziehenden invarianten Mannigfaltigkeit (e.a.i.M.).

Beispiel 3.1 Wir betrachten ein lineares System 1. Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten

T1 = a1+ a12Ts (3_1>

Tog = Q2171 + Q2272

Wir nehmen an, dass die charakteristische Gleichung dieses Systems

(an - )\) a12
a21 (a22 - )\)

~0 (3.2)
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zwet voneinander verschiedene reelle Nullstellen \i,\q besitzt, zu denen die Figenvektoren
PPy der Matriz A = (a;;) gehoren. Dann besitzt die allgemeine Lisung des Systems die

Form
x(t) = XZ(t) = C1Py exp(A1 t) + CoPy exp(Aa t). (3.3)

Set Ay > 0,\o < 0. Dann ndhert sich firt — oo die Lisungskurve einer beliebigen Losung
unbegrenzt einer Geraden | durch den Koordinatenursprung mit dem Richtungsvektor P1.
Fiir Cy = 0 liegen die Ldsungen des Systems (3.1) auf der Geraden I. Folglich ist die
Gerade [ invariant fiir das betrachtete System,d.h.wenn der Punkt (z9,29) € 1, so liegt
die Losungskurve durch diesen Punkt fiir alle t auf I. Mehr noch, fir einen beliebigen AW
xog = C1 Py + Cy Py ldsst sich ein Punkt yo = C1 Py € | angeben, derart, dass die Lisung
(1.4), die die Bedingung x = xo firt =0 erfillt, ezponentiell zur Lisung

y = C1 Py exp(\ 1) (3.4)
die die Bedingung y =y firt =0 erfillt, konvergiert. Die Bahnkurve der Lisung (3.4)
liegt auf der Geraden I. Wir vermerken, dass eine beliebige Losungskurve in der xi xo —

Ebene eine Integralmannigfaltigkeit ist. Jedoch nur die Gerade [ besitzt die zusdtzliche
Stabilititseigenschaft, d.h. ist eine e.a.i. M.

Aufgabe 3.1 Uberpriifen Sie die Uberlequngen aus Beispiel 3.1 fiir das System

: L, 4+ 2 0) = 0
r = —= = z(0) =
3 3
4 1
;= — - 0)= 1
Y 3¢ T 3y y(0)

3.2 E.a.i.M. fiir SGP der Form (1.60)

Wir betrachten das System (1.60) und nehmen an, dass die Voraussetzungen aus Theorem
1.7 erfiillt sind. Zusammen mit (1.60) betrachten wir das sogenannte entartete System
(1.62). Nach Voraussetzung II von Theorem 1.7 besitze die Gleichung g(t,x,y) = 0 eine
isolierte Losung

y = hy(t,x) (t,x) € Dy X Dy,. (3.5)

Dann gilt auf der durch (3.5) definierten Mannigfaltigkeit die Aquivalenz der Systeme
(1.62) und
dx
dt
Wir suchen nun nach einer Moglichkeit, das Ausgangssystem (1.60) der Dimension m + n
durch ein dquivalentes System von kleinerer Dimension zu ersetzen. Dies entspricht einer

Reduzierung des Phasenraums. Unser Ziel ist es, die Existenz einer von ¢ abhéngigen
e.a.i.M.

= f(¢,x, ho(t,x)). (3.6)

y =h(t,x,¢) (3.7)
mit der Eigenschaft y = h(t,x,¢) = ho(¢,x) nachzuweisen. Einsetzen der Funktion (3.7)

in d_)t( = f(t,x,y) liefert das reduzierte s-abhingige System

dx
i f(t,x,h(t,x,¢)). (3.8)
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Es ist bewiesen, dass unter den Voraussetzungen von Theorem 1.7 eine e.a.i.M. existiert

und dass sich die Losungen des Systems (1.60), die sich in der Ndhe der e.a.i.M. befinden,

sehr schnell an die entsprechenden Losungen des Systems (3.8) annéhern. Genauer, eine
-1 . X(t) . X(ﬁo) X0 . .

beliebige Losun des Systems (1.60) mit AB = in der Nihe

g 8 ( y(t) ) Y (1.60) ( y(to) Yo

einer e.a.i.M., (d.h. der Abstand |lyo — h(¢o, X0, ¢)|| ist hinreichend klein ) ist darstellbar

in der Form

P

x(t) =
y(t) =

(t) + ky(t
(1) + ka(2).

~—

(3.9)

<

Hierbei ist X(¢) eine Losung des Systems (3.8), die fiir ¢t = o den Wert X(#y) = X annimmt.
Die Funktionen k;(t),7 = 1,2, geniigen fiir ¢ > t; den Ungleichungen

~
ki ()1 < Cllyo — ho(to, o, )| exp(= (T —t0)),
wobei v und C positive Konstanten sind.

Folglich kann man auf einer e.a.i.M. der Form (3.7) das Ausgangssystem (1.60) durch das
System (3.8) ersetzen. Damit reduziert sich die Dimension des Phasenraums von m + n
auf m.

E.a.i.M. lassen sich in der Regel nur ndherungsweise berechnen. Der Algorithmus ist dhn-
lich wie bei der Berechnung von GSF. Es wird ein Ansatz der Form

N
h(t,x,e) = > hj(t,x)e’
=0

verwendet.

Sind die Voraussetzungen von Theorem 1.7 fiir alle t € IR, x € R™, y € IR" erfiillt, so
spricht man von einer globalen e.a.i.M., sind sie nur in einem Teilgebiet Dy C IR xXIR™ xIR"
erfiillt, dann liegt eine lokale e.a.i.M. vor.

Beispiel 3.2 Wir betrachten das lineare System

ax + by (3.10)
= cx+dy

mit x € IR, y € IR. Ferner seien a,b,c,d konstant, wober d < 0 gelten mdge. Dann sind
(vgl. Aufgabe 1.5 (1)) die Voraussetzungen von Theorem 1.7 dberall erfillt. Man erhdlt
eine globale e.a.i.M. Fiir lineare Systeme der Gestalt (3.10) vereinfacht sich der Ansatz
fur die e.a.i.M. zu

y=h(e)x mit  h(e) = z_: hjel. (3.11)

Finsetzen von (3.11) in die zweite Gleichung in (3.10) liefert
ehi=(c+dh)x.
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FEinsetzen dieses Ausdrucks in die erste Gleichung von (3.10) ergibt
eh(a+bh)z=(c+dh)w.
Aus der algebraischen Gleichung
eh(a+bh)=c+dh

erhdlt man durch Koeffizientenvergleich in € ein rekursives Gleichungssystem zur Berech-
nung der Zahlen h;

c h
hoz—g, hlZFO(a+bho)a"'-
Allgemein gilt
1 i—1
hZ:E hiflCL—FZh]’bhi,l,j 221,2,,]\[
5=0

Die reduzierte cs-abhingige Gleichung hat die Gestalt

t=(a+bh)v=a+b(hg+hic+ --+hye)a. (3.12)

Auf der globalen e.a.i.M. (3.11) braucht man anstelle des Systems (3.10) nur die Gleichung
(3.12) zu losen.

Wir zeigen noch, dass die Lisungen von (3.10) sich fir t — oo unbegrenzt den Lésungen
auf der e.a.i.M. nihern. Fine Koordinatentransformation der Form y = z + h x tberfihrt
das System (3.10) in das System

ez = dz—chbz.

Die Losung des AWP
ez=dz—chbz 2(0) = zo

schreiben wir in der Form
t
2(t) = 20 exp ((d —chb) g) .

Diese Lisung setzen wir in die rechte Seite der ersten Gleichung von (3.7) und losen fiir
diese das AWP mit der AB x(0) = zo. Man erhdlt

x(t) =z exp((a +bh)t) + /F(t, s)ds
mit

F(t,5) = 20 exp((a + bh)(t — 5)) b exp ((d - ehb)§> .
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Da d < 0 vorausgesetzt war, besitzt das Integral

[e.9]

/zo exp(—(a+bh)s)bexp ((d - ehb)z) ds =: Axg

o0

t e8]
einen endlichen Wert. Aus [ F(t,s)ds = [ F(t,s)ds— [ F(t,s)ds folgt
0 0 i

o0

x(t) = exp((a+bh)t)(xo + Axg) — /exp((a +bh)(t—s))bexp <(d —ehb) g) 2o ds.

t

Wir schreiben die Lisung des Systems (3.10) mit den AB x(0) = zo, y(0) = yo in der
Form

o) =20 +ka(t)  y(t) = he) F() + ko(t), (3.14)
wobei Z(t) = exp((a +bh)t) (xg + Axy) die Losung des AWP

t=(a+0bh)x z(0) = To = zo + A xg
15t und

ki(t) = — 7exp((a +bh)(t—s)bexp ((d —ehb) Z) 2o ds,

t
ko(t) = exp ((d —¢chb) g) 20, 20 = Yo + h xy.

gilt. Offensichtlich geniigen die Funktionen k;(t), (i = 1,2), den Ungleichungen

k()] = <eCillyo— hxol eXp<_lt>
- (3.15)

el = < Call—haoll exp(-2¢),  ¢20

mit gewissen Konstanten v, Cy, Cy > 0. Wenn der AW (xo,yo) auf der e.a.i.M. y = h(e) x
liegt, so ist zo = 0, folglich k;(t) =0 (i = 1,2) und somit x(t) = Z(t). Dann ist y(t) =
h(e) Z(t) eine Losung, deren Lisungskurve auf der Mannigfaltigkeit y = h(e) x liegt. Damit
gilt: Fiir einen beliebigen Punkt (z¢,yo) haben wir einen Punkt To = xo+A o, Jo = h(€) Zo
gefunden, der auf der e.a.i.M. y = h(e) x liegt, derart, dass sich eine Losung des Systems
(3.8), die der AB x(0) = zo, y(0) = yo gendigt, fiir t — oo unbegrenzt einer Ldsung
x=2Z(t), y = h(e) Z(t), 2(0) = Ty ndahert, die auf der e.a.i.M. liegt.

3.3 Die Existenz einer e.a.i.M. fiir ein spezielles SGP

Vorbemerkung: In diesem und den néchsten Abschnitten werden Vektoren und Normen
anders bezeichnet als bisher. Die dargelegten Ergebnisse sind in [2] zu finden.

In diesem Abschnitt wird die Existenz einer e.a.i.M. M., fiir das folgende spezielle SGP
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dU1

- f(u17u27t)7
ch (3.16)
2
€ prllie Bus + eg(uq, us, t)

gezeigt. Wir betrachten das System (3.16) fiir hinreichend kleine € (0 < ¢ < £*) unter
folgenden Voraussetzungen:

(A1) f:G:=R"xIR"xIR — IR™ und g : G — IR" sind stetig und stetig differenzierbar

nach allen Variablen.

(A2) Wir bezeichnen mit | - | die Euklidische Norm. Es existieren positive Konsonanten
C1, C9, C41, C42, C51, C52 derart, dass f und ¢ in G die Bedingungen

|g(u17u27t)| S Co, (317)
|f(ur,ug, t) — f(ty, Uo, t)| < carfuy — G| + caz|ug — s, (3.18)
lg(ur, uz, t) — g(tn, G2, t)| < esifus — | + csalug — s, (3.19)

fiir alle (uy, ug, t), (u1), Uz, t) € G erfiillen.

(A3) Die Matrix B ist eine konstante k& x k-Matrix, deren Eigenwerte \; negative Realteile
besitzen, d.h. es existiert eine positive Zahl v derart, dass Re \; < —y < 0V 1.

Fiir e = 0 besitzt (3.16) eine e.a.i.M. der Form uy = 0. Man kann folglich erwarten, dass
(3.16) fiir hinreichend kleine ¢ in der N#he von us = 0 eine e.a.i.M. M. besitzt. Folglich
besteht unser Ziel im Nachweis der Existenz einer e.a.i.M. fir (3.16) mit einer Darstellung
der Form

uy = n*(ur, t,e) == ep(uy, t) + O(e?) fiir 0 < e < e*

wobei die Funktionen n* stetig von ihren Variablen abhéngt. Speziell sind wir an einer
Schranke fiir €* interessiert. Die grundlegende Idee des folgenden Beweises besteht darin,
die Funktionen n* als Fixpunkt eines geeigneten Operators in einem vollstdndigen metri-
schen Raum zu bestimmen. Wir fithren den Funktionenraum C'(d, ) ein, wobei d und [ po-
sitive Konstanten sind. Dieser besteht aus allen Funktionen 7, welche D := IR™ xR x [0, £]
stetig in IR* abbilden (2 ist dabei eine positive Zahl) und die folgende Eigenschaften be-
sitzen:

In(uy,t,e)| <d V (uy,te) €D, (3.20)
In(uy, t,e) —n(ay, te)| < jup —ay| V (ug,t,e),(t,te) € D. (3.21)
Wenn wir C(d,!) mit der Norm

In[l = sup [n(u,t,¢€)l, (3.22)
(u1,t,e)€D

versehen, so erhalten wir einen vollsténdigen metrischen Raum. Fiir n € C(d, [) betrachten

wir das AWP
du1

pr flur,n(ug, t,e),t),  ui(ty) = ul, (3.23)
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mit irgendeinem fixierten Punkt v? in IR™. Aus (A4;) und (As) folgt, dass f(uy,n(uy,t,€),t)
eine stetige gleichméfiige beschrankte Funkion ist. Auflerdem gilt

|f(u1777(u17t7 8)7 t) - f(ﬂ’hn(ﬂ/la t7 8>7t)‘ S (641 + C42l)‘u1 — a1| v (u17 t7 8)7 (ﬂllvtu E) € D.
(3.24)

Nach dem Satz von Picard-Cauchy besitzt (3.23) eine eindeutige Losung u; = ¢"(t, &, u?),
die fiir ¢ € IR definiert ist und fiir die ¢"(to, &, u}) = u? gilt. Setzt man ¢"(t,e,uf) in die

zweite Gleichung von (3.16) ein, so erhélt man

d
5 % = Buy +eg(p"(t, g, ul), uy, t). (3.25)

Wir schliefen wieder aus dem Satz von Picard-Cauchy, dass unter unseren Voraussetzun-
gen das AWP fiir (3.25) eine eindeutige globale Losung besitzt. Sei X (¢, 7,¢) die Funda-
mentalmatrix des linearen Systems

Dabei gilt X (7,7,¢) = I und

X(t,7,e) =exp (Bt;T).

Sei |-| die durch die Euklidische Vektornorm induzierte Matrixnorm, d.h. |A| = {/o(AT A),
wobei g den Spektralradius bezeichnet. Geméfl Voraussetzung (Ajz) gibt es eine Konstante
c>1, so dass

y(t—=7)
=)

| X(t,7,e)] < cexp ( - fir t>7 und ¢>0. (3.26)

gilt. Wenn wir annehmen, dass us = n*(uy,t,€) mit n* € C(d,1) eine e.a.iM. M%! von
(3.16) ist, dann ist n* (" (t,&,ul),t,€) eine gleichmiBig beschrinkte Losung von (3.25).
Man kann zeigen, dass unter unseren Bedingungen eine gleichméflig beschriankte globale
Losung von (3.25) der Integralgleichung

t
ua(te, ) = [ X(t7.)g(9(r, 2, ud), us(r, e, ), 7). (3.27)
geniigt. Somit erfiillt n* (" (¢, &, uY), t, €) die Integralgleichung (3.27) und wir fiihren einen
Operator 7, definiert auf C'(d, 1) mittels

t

(Tn)(ul,t,e) ::/ X(t,7,e)g9("(1,,ul), n(@" (1, e,ud), 7, ), 7)dr. (3.28)

—00

ein.

Lemma 3.1 FEs seien d und [ positive Zahlen. Falls (A1) — (A3) und die zusdtzlichen
Voraussetzungen

2 <y (3.29)
Y
ec(ca + csal) l (3.30)
v —e(eqr + cqal)
8(041 + C42l) < v (331)
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erfillt sind, bildet der Operator T den wvollstindigen metrischen Raum C(d,l) in sich
selbst ab.

Beweis: Unter unseren Voraussetzungen kann man leicht zeigen, dass 7n fiir n € C(d, 1)
stetig ist. Die gleichméBige Beschranktheit folgt aus (3.28), (3.26) und (3.17). Wir erhalten
ccoe

t
(T )] < [ e ey = T

Nun zeigen wir die Lipschitzstetigkeit von (77)(ul,t,¢) beziiglich uf. Geméf (3.23) folgt

(pn(s7 87 u(l]) = u? —"_ f((pn<o-7 87 u?)’”(gon(a7€7u?>7a7 €)7O->d0-7

to

Soel) = a4 [ Fo )00, 1).0,8). o) .
0
Unter Verwendung von (3.18), (3.21), (3.24) gilt
0"(s, e, u)) = @"(s,e,@)| < Jud -4
+ t:(% +eanl)| " (0, 2,0) — (o, 2, 7)|do.
Mit Hilfe der Gronwall-Ungleichung erhalten wir fiir s > ¢,
|0"(5,8,uf) = @"(s,e,a)| < fug — @ffelentenbieTo), (3.33)

Fiir s < ¢, ergibt sich aus (3.32)

|0"(s, €, u)) — ¢"(s,e,ay)| < |uy — @
+ “ (en + )"0, 6,4) — (o e, 1) do.
Die Anwendung einer modifizierten Gronwall-Ungleichung liefert
9705, 2,ul) = (s, )| < Jud — aelententions),
Aus (3.28), (3.26), (3.19), (3.21), (3.29), (3.31) und (3.33) mit s = 7, ¢, = ¢ folgt
(Tn)(u3, t,e) — (T) (@i, t.e)|
)

t
< [ etk R

—g(¢"(7,,a),n(¢" (1,6, ), 7€), 7)|dr
t
< c(es +C52l)/ | (7, e,u0) — (1, e, %) e " ETEdr

ce(es1 + csal) i — 0|
v — e(eqr + cqal)

< C(C51 +C521)|u1 — ul‘/ e—(r—e(cartead))(t=")/e 1 _

Somit bildet der Operator 7 unter den Voraussetzungen von 3.1 den Raum C'(d, () in sich
selbst ab.

Lemma 3.2 Unter den Voraussetzungen von 3.1 ist die Abbildung T : C(d,l) — C(d,)
lipschitzstetig beztiglich 7).

7



Beweis: Aus (3.28), (3.26), (3.21) und (3.19) erhélt man

I(Tn)(u(f,t 5) — (T)(u . )|

t
< [ eI g r e ), ("7 e W), 7 ), 7)
—g(¢"(,e,u}), 7("(t, e, ul), 7€), 7)|dT
t _
S C/ e_V(t_T)/E (651‘()077(7-7 g, u(l)) - 8077<7-7 g, u(l))‘

o 0 7 0 (3.34)
+esa(In(@(7,6,uy), 7,6) — n(P"(7, € ul) 7,€)]
Hn(e (7, e,u9), 7€) — (@"(7,8,uf), 7, £)| ) dr

t
< eles +c521)/ e_V(t_T)/E|g0 (1,¢ ul) 0 (T € ul)\dT
08052
[ — 7]l

Aus (3.32), (3.18) und (3.22) folgt

" (7, e U?) (7,2, u)]
/ F(#"(s,,u0), (" (s, €,u1), 5,€), 8) = (" (s,2,u1), (" (s, €, 1), 5, €), 5)|ds

IN

< [ (eale"o2 ) = (s, 2 )]+ caallnle(s,2,0), 5.2) = s, e, ), 5.0)
Hn(e(s, 2, u), 5,2) — 77 (s, £,u0), 5,€)]) ) ds
t
< [ ((en+cab)le"(s,2ud) = (s, 2,u)) ds + cxalln = all(t = 7).

Anwendung der Gronwall-Ungleichung liefert

n 0 _ oy < Ca2lln =7l ¢ ety _ ). 3.35
(7,8, u7) — @"(1,6,u47)| < a1 + Caol ( ) ( )

Setzt man (3.35) in (3.34) ein und beriicksichtigt (3.31), so ergibt sich

‘(7—77) (u(l]v 2 E) - (Tﬁ) (u(l]v 2 E)‘

c(cs1 + le T L carleas) (l—r cec _
< o tlcn) mHn—nH/ e R (glen )7 1) dr 4 —2 |y —
ey + lego - gl
826<C51 + lC52)C42 08052 _ ((351 + lC52)C42 _
( =) lln=all = = ( +e52) [ — 71l
v(y —eleq + lc42)) e(ca1 + caal)

Lemma 3.1, Lemma 3.2 und die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes liefern fol-
gendes Resultat:

Lemma 3.3 Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1 und der Zusatzvoraussetzung

ce €(C51 + lC52)C42 )
— +c <g<l1 3.36
v (7 —elen +ewl) )1 (3.36)

besitzt der Operator T einen eindeutigen Fizpunkt n* € C(d,1).
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Da us = n*(us,t,€) eine e.a.i.M. von (3.16) darstellt, folgt aus 3.3:

Theorem 3.1 Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3 besitzt das SGP (3.16) eine
e.a.i. M. M® = {(uy,uz) € R™* :ug = n*(uy, t,e)} mit n* € C(d,1).

Bemerkung 3.1 Es ist klar, dass die Ungleichungen (3.29), (3.30), (3.31) und (3.56)
fiir hinreichend kleine e erfillt sind. Folglich kann 3.1 wie folgt formuliert werden:

Theorem 3.2 Unter den Voraussetzungen (A1) —(As) und fiir hinreichend kleine € besitzt
das singuldr gestérte Problem (3.16) eine e.a.i.M. MY = {(uy,up) € R™* : uy =
n*(uy, t,e)} mit n* € C(d,1).

Fiir gegebene Zahlen d und 1 erhélt man aus den Ungleichungen (3.29
(3.36) ein maximales positives £*(d,[), derart, dass (3.16) fir 0 <
M3 besitzt. Wir bestimmen dieses Maximum als Funktion von 1.

9), (3.30), (3.31) und
€ < €* eine e.a.i.M.

Wenn ¢y; = ¢4 = ¢51 = ¢z = 0 gilt, dann sind die Ungleichungen (3.30), (3.31) und
(3.36) trivialerweise erfiillt. Es sei nun wenigstens eine dieser Konstanten positiv.

Aus (3.31) und (3.30) erhélt man die Ungleichungen
v
— =:51(1),
Ca1 + Caal 1)

Iy
< =:g9(1).
== c(es1 + csol) + U(car + caol) (1)

Offensichtlich ist
e1(l) > ex(l) fur 1>0.

Unter Bedingung (3.30) ist die Ungleichung (3.36) dquivalent zu

e2c(csicag — Csacar) + € Y(Csac + e + caal) < A2 (3.37)
Wir fiihren folgende Bezeichnung ein
K= c(CaaCs1 — Ca1Cs2), b= CCsp + Ca1 + Caal.
Ist k =0, so hat (3.37) die Form

~
e < = g3(l
C59C + C41 + C4zl 3(0)

Wieder gilt e9(1) < e5(1) fiir alle [ > 0.

Der Fall k < 0 kann auf den Fall k = 0 zuriickgefithrt werden. Wir nehmen jetzt x > 0
an. Dann ist (3.37) dquivalent zu

2
e2 el oL (3.38)
KR KR
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Offensichtlich ist (3.38) erfiillt fiir

¥ 5 2y
L Arg) = ————— =1 g4(]).
5<2/€< A\ 1+ H) T eq(1)
Der Beweis der Ungleichung e5(1) < e4(1) fiir alle [ > 0 ist dquivalent zum Nachweis, dass

[ 2
< .
ces1 Hlp = P4k + i

gilt. Diese Ungleichung ist wahr, falls

Pk < c*c2) + cesilp (3.39)
richtig ist. Die Giiltigkeit von (3.39) folgt aber aus der offensichtlichen Ungleichung
Ik < cesipt.

Folglich miissen wir, um ¢* = €*(I) zu maximieren, das Maximum von e5(/) suchen. Man
priift leicht nach, dass die Funktion €5(/) an der Stelle

[ = — \/ CC42C51

C42

ihren Maximalwert annimmt. Somit gilt

fy
cCso + 24/cCs1C40 + Ca1

Lemma 3.4 Unter den Voraussetzungen
cs1 >0, g2 >0,

nimmt die Funktion €* = £*(1) ihr Mazimum an der Stelle | =1* an.

3.4 Lokale Reduktion des Zustandsraumes

Wir betrachten ein n-dimensionales System der Form

% = h(z,t) (2,t) e R" xR (3.40)
unter der Annahme der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit der Funktion h nach z
und . Im Weiteren werden Bedingungen hergeleitet, welche sichern, dass eine Losung des
Systems (3.40) in einem gewissen Teilgebiet des (z,t)-Raumes durch eine Losung eines
Differentialgleichungssystems, dessen Dimension kleiner als n ist, approximiert werden
kann. Zu diesem Zweck transformieren wir das System(3.40) in ein System der Form
(3.16), um Theorem 3.1 anwenden zu kénnen. Sei (2, %) ein beliebiger fixierter Punkt.
In diesem Punkt fithren wir eine Taylor-Entwicklung der Funktion h(z,t) durch. Unter
unseren Differenzierbarkeitsvoraussetzungen ist (3.40) dquivalent zum System

% =0+ J%(z — 20) + h(2,t, 20, to), (3.41)
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wobei

h(z,t, 29, o) = h(z,t) —h® — J°(z — 20), J° = h.(20,t0)
und h, (2o, ty) die Jacobimatrix von h(z,t) ist.

In einer Umgebung von (2o, ty) gilt

iL(Z,t,Zo,to) = O(‘Z — Z()|2 + ‘t — to‘)

0

Wir berechnen nun das Spektrum ¢° von J° und zerlegen es in zwei disjunkte Mengen
0

0%, und 0%, wobei die Realteile aller zu 0, gehiérenden Eigenwerte kleiner als —v mit
v > 0 sind. Mittels Blockdiagonalisierung erhélt man eine reguldre Matrix 7" mit der

Eigenschaft

T7'J°T =: S° = diag (59, 5%), (3.42)

wobei S, und S9, obere Dreiecksmatrizen sind. Fiir die Spektren der Matrizen SY; und
S9 gilt a(SY)) = 02, o(S%) = ¢°,. Nach Anwendung der Koordinatentransformation
z = zp + Tu erhilt man aus (3.41).

d ~
d_z‘ = TR0 + S% + T h(zo + Tu, t, 20, to). (3.43)

Unter Berticksichtigung der Blockdiagonalstruktur von (3.42) lasst sich 3.43) in der Form

du - -
d—tl = h'(l] + Sglul + h1<u, t, 2o, to),
dus . . - (3.44)
P hy + Syous + ha(u, t, 29, to).
darstellen. Nun multiplizieren wir die zweite Gleichung in (3.44) mit ¢,, ¢, := v~ und

fiihren die Bezeichnung S9, := €,55, ein. Dann hat (3.44) die Gestalt

du - P
du c0 G0 7

wobei alle Eigenwerte von S9, Realteile kleiner als -1 besitzen. Im Folgenden betrachten
wir das singulér gestorte System

du ; 7

d—tl = S?lul —|—h(1) +h1(u,t, z07t0>7

& L (3.45)
£ E = 582’&2 +€h2 +€h2(u7t7 ZOvtO)

fiir 0 <e < ¢,, welches genau die Struktur von System (3.16) hat. Dabei gilt

f(u17u27t) = S?lul_'_;Al(l)_'_;_ll(ulau%tuz(]at(]))?
g(ur,us, t) = h+ holuy, us, t, 29, to).
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Fiir ¢ = 0 besitzt das System (3.45) die Integralmannigfaltigkeit us = 0. Wenn wir
nachweisen konnen, dass fiir das System (3.45) die Voraussetzungen fiir Theorem 3.1
erfiillt sind, dann besitzt(3.45) fiir 0 < € < ¢, eine e.a.i.M. der Form

Ug = 71*(“17 t,{f) = 590<U’17 t) + 0(82)

in einer d-Umgebung des Punktes (u,t) = (0, (). In diesem Fall konnen wir schliefen, dass
auch (3.40) eine e.a.i.M. in einer Umgebung des Punktes (zo, %) besitzt. Wenn (2o, o)
zusétzlich im Einflussbereich der e.a.i.M. liegt und d hinreichend klein ist, dann lasst
sich die Losungskurve von (3.40), die durch den Punkt (zg,%y) hindurchgeht durch eine
Losungskurve des reduzierten entarteten Systems

d ~ _
% = S&“l + h? + hl(u17 5@(U1, t)a t, 2o, tO) (346)

ersetzen.

Wir beschreiben nun den Prozess der Bestimmung der wesentlichen Variablen des Systems
(3.40) in einer Umgebung (zo,to) mit Hilfe von Theorem 3.1. Dies ist equivalent einer
lokalen Reduktion des Zustandsraumes.

Algorithmus:

S1. Wir berechnen das Spektrum ¢° von J° fiir einen Startwert (29, o). Wenn o keine
Eigenwerte mit negativem Realteil besitzt, so wird (2, ty) durch einen anderen Start-
wert ersetzt, den wir beispielsweise durch numerische Integration mit dem Startwert
(20,t0) erhalten. Falls sich kein Punkt (zg, %) mit der oben genannten Eigenschaft
finden lésst, so kann die Dimension des Phasenraumes mit Hilfe unserer Methode
nicht reduziert werden.

S2. Wir nehmen an, o° besitzt (wenigstens einen) Eigenwert mit negativem Realteil. Wir
wihlen eine negative Zahl —v, den sogenannten Splitting-Parameter, derart, dass
fiir einen gewissen Index j die Beziechung —\; < —v < —A;_; gilt und berechnen
die reelle Schur-Zerlegung S° = diag (SY,, 5%,) geméB dem Splitting-Parameter —v,
d.h.

Re 0(532)
Re 0(5?1)

_A] S -V,

—U.

IV IA

Falls alle Eigenwerte der Matrix S9, mit einem Realteil —); einfach sind, sehen wir
v = )\; in allen anderen Fillen v < \;. AnschlieBend sehen wir ¢, := v~!. Somit gilt
Re 0(S%) <v=1.

S3. Wir transformieren (3.40) in die Form (3.45).

S4. Sei Y-, eine Kugel in IR} X If{ﬁ2 x IR mit dem Radius ¢ und dem Mittelpunkt
(0,to). Wir wihlen eine (kleine) Zahl d (siehe (3.20)) und berechnen die Konstanten
C1, Co, €41, C42, C51, C52 In Annahme (As) fiir die Kugel 3.

S5. Wir berechen die Konstante ¢ in (3.26). Falls alle Eigenwerte der Matrix B einfach
sind, so kénnen wir ¢ = 1 setzen.
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S6. Wir berechnen [* und iiberpriifen die Giiltigkeit der Ungleichungen (3.29) — (3.31)
und (3.36) fiir v = 1 und ¢ = ¢,.. Sind die Ungleichungen erfiillt, dann existiert in Y,
geméfl Theorem 3.1 eine e.a.i.M. von (3.16) und das System (3.40) kann zu (3.46)
reduziert werden. Sind die Ungleichungen nicht erfiillt, so setzen wir mit S2. fort,
indem wir einen grofleren Splitting-Parameter wihlen, so dass das entsprechende ¢,
kleiner wird.

S7. Wenn v nicht mehr vergréflert werden kann, so wéhlen wir einen anderen Startwert
(20,t0) und setzen mit S1. fort.

Ist d hinreichend klein, so kénnen wir die Konstanten cs, - - -, c55 ndherungsweise wie folgt
ansehen:
~ AO ~ O ~ ~ ~
o & |y, car = |ST], ca2 = 0, c51 = 0, c52 = 0.

In diesem Fall sprechen wir vom vereinfachten Algorithmus. Fiir den vereinfachten Al-
gorithmus erhiilt man &,(1) = &3(1) = e3(1) = e4(1) = |SY,|. Somit hat die Lipschitz-
Konstante | keinen Einfluss auf £*. Um die Existenz einer e.a.i.M. des Systems (3.45)
fir ¢ = e, zu zeigen, miissen wir die Ungleichungen (3.29) — (3.31) und (3.36) nach-
weisen. Unter unseren Annahmen beziiglich der Konstanten ¢y, c41, €49, €51, €52 sind diese
Ungleichungen equivalent zu

Shl _ | clhg

14 v

<d. (3.47)

Speziell gilt: Falls alle Eigenwerte von J° negative Realteile besitzen, so ist die erste der
Ungleichungen (3.47) stets erfiillt.

3.5 Das Beispiel von Duchéne/Rouchon

Von Duchéne und Rouchon wurde folgendes einfaches chemisches Reaktionsschema be-
trachtet.
X1 =5 Xa, Xo 5 Xy, Xi+ Xy 25 X + X,

wobei X1, X5, X3 chemische Substanzen und ki, ks, 0k konstante Reaktionsgeschwindig-
keiten sind. Der kleine Parameter 6 > 0 weist darauf hin, dass die dritte Reaktion im
ergleich zu den anderen beiden langsam ist. Die Reaktionen lassen sich durch ein System
von gewohnlichen Differentialgleichungen beschreiben:

d

U kg o+ kymy — ko1 T,
dt

dx

d—; = k’ll‘l—k&x%

dx

d—tg = Okoxq29,

wobei x; die Konzentration des Stoffes X;,i = 1,2,3 bezeichnet. Offensichtlich ist die
dritte Gleichung eine Linearkombination der ersten und zweiten, so dass wir uns auf das
System
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dry
dt
dx 2

dt

(3.48)

= k’lfL‘l — k?gl‘g.
beschranken konnen.

3.5.1 Naiaherungsweise Berechnung einer e.a.i.M.

Mittels einer Koordinatentransformation der Form & = x1 + 29, x5 = x5 erhélt man aus

(3.48)

d
d_i = —0ko(§— x2) 12,
ds (3.49)
E = ]{Zl <§—$2) —]{]2372.
Die Substitution ¢t = §~! 7 und die Einfithrung der Bezeichnungen
§071 ) =yu(7), 22671 7) = ya(7)
tiberfiihrt das System (3.49) in das singulér gestorte System
d
% = —koyr vz + ko3,
dys (3.50)
5% = kiyr — (k1 + k2) vo

mit einem kleinen Parameter 0. Die entsprechende entartete Gleichung

0="Fkyr — (k1 + k2) yo == g(y1,y2)

besitzt eine eindeutige Losung

ky
Y2 o(y1) by + ko hn
fiir welche
0
J(y1, ho(y1)) = a—g = — (k1 + k) < 0.
Y2 |ya=ho(y1)
gilt. Mittels der Transformation
.
= W _— y
Yo 2 Fr + Jeo n

erhdlt man aus (3.50) ein System der Gestalt (3.16):
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@ kokﬁlkg 2 k’o(k’l — k’g)

— 2
dr (k1 + k2)2y1 " ki + ko iz Kotts, ( )
3.51
dw2 5]{?1 k?ok?lkfg 2 k?o(k?l - k?g) 2
R - k
ar L { ORI T

Wie man leicht sieht, sind fiir kleine ¢ in einem kompakten Gebiet der Phasenebene
alle Voraussetzungen von Theorem 3.1 erfiillt. Somit besitzt (3.51) eine e.a.i.M. M; der
Gestalt

wy = 81 (y1) + O(6?).

Man erhélt nach elementaren Berechnungen

kol2k
@1@n>:=-0a2;5§31yi

und somit

kok?ky 9
wy = 0 ————y; + O(57).

2 = 0 gyt T O
In den Originalkoordinaten besitzt M eine implizite Darstellung der Form

kit ke

kok1ks
(k1 + k2)?

(w1 +22) (140 (21 + x2) + O(0%)). (3.52)

T2

3.5.2 Anwendung des vereinfachten Algorithmus

Wir fixieren die Parameter mit den Werten kg = 10, k; =2, ko =3, ¢ = 0.01 so
dass (3.48) nun die Form

d
d

annimmt. In Tabelle 1 sind vier Ausgangsstartwerte (29, 29) aufgelistet.

To ITo ITIo IVo

0 2.0000 | 0.5000 | 3.0000 | 0.0000
x) 5.0000 | 2.0000 | 0.5000 | 0.0000
y1(0) | 7.0000 | 2.5000 | 3.5000 | 0.0000
wy(0) | 0.0940 | 0.0120 | 0.0235 | 0.0000

Tabelle:1 Ausgangsstartwerte

Wir nutzen nun den vereinfachten Agorithmus, um zu iiberpriifen, ob diese Punkte in der
Néhe einer e.a.i.M. des Systems (3.48) liegen und ob die Dimension des Phasenraumes
in einer gewissen Umgebung dieser Punkte reduziert werden kann. Zuerst wenden wir die
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Koordinatentransformation z = xo + Tu auf (3.48) nacheinander fiir alle vier Startwerte
Iy - IV an. Im Fall I erhdlt man

d

% = —1.1889 — 0.3704u; — 0.0335u? — 0.0073wu,uy + 0.0356u3
d

% = —14.8091 — 5.1296u5 + 0.0292u? + 0.0064u 1y — 0.0311u3,

Analoge Systeme ergeben sich in den anderen Féllen.

Als Umgebung >, von u; = us = 0 wihlen wir einen Kreis mit dem Radius d = 0.3 d.h.,
Yo3:={u € R*: |u| <0.3}. Aus x — 2° = Tw erhélt man |z — z° < |T|d := ry. Da die
Eigenwerte einfach sind, setzen wir ;' = v = |y, so dass v = 1 ist. Ferner gilt ¢ = 1
und wir erhalten die Resultate in Tabelle 2.

To IIo IITo IVo
A1 —0.3704 | —0.1383 | —0.1532 0
o= —v | —5.1296 | —5.0617 | —4.8968 -5
19,1 /v 0.0722 | 0.0273 | 0.0313 0
h9) /v 2.8870 | 1.3642 | 1.2978 0
d 0.3 0.3 0.3 0.3
T 1.0876 | 1.1011 | 1.0765 | 1.1049
IT|d=7r, | 0.3263] 0.3303| 0.3229 | 0.3315

Tabelle 2: Charakteristische Daten des vereinfachten Algorithmus

Weil alle Eigenwerte negativ sind, ist die Bedingung |S;|/v < 1 in allen Fillen erfiillt,
jedoch die Ungleichung |hY|/v < d = 0.3 gilt nicht in den Féllen Iy - IIT,.

59 @ lo
4,
31 la .-
X2 4 . o
5’ M
2 llo -
lla
Ila
1,
IIb lllo
/\ Vo ‘
AN 1 2 3 4
x1
Figur 7
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Figur 7 zeigt die e.a.i.M. M (gestrichelte Linie) und die Losung von (3.48) fiir die Start-

werte Iy - IVy. Dabei ist M die Approximation von M fir § = 0 (s. 3.52), also xs =
]{?1 d . k?l . 2

o (x1 + x2) oder o = k—Qa:l = gscl.

Man sieht, dass die entsprechenden Losungskurven sich der Geraden M néhern und dass
er Punkt (uy,us) = (0,0) auf M liegt. Die Kreise mit Mittelpunkten in den Startwerten
haben die Radien rq = |T'|d, wobei T" und folglich ry vom Startwert abhéngen. Wenn die
Ungleichungen (3.47) fiir gewisse Punkte erfiillt sind, dann enthalten die entsprechenden
Kreise ein Teilstiick der e.a.i.M. von (3.48). Offensichtlich haben in den Féllen I, - IIIj

die Startwerte einen Abstand von M, der gréfler als rq ist.

Nun berechnen wir die Losungskurven fiir die Startwerte I - 111 fiir einige Zeitschritte
und erhalten neue Startwerte, aufgelistet in Tabelle 3.

Ia [Ta ITb [TIa
2V | 3.6247 | 1.2147 | 1.3204 | 2.2301
x| 2.7154 | 1.3286 | 1.1027 | 1.2067

Tabelle 3: Gednderte Startwerte

Nach Wiederholung der Rechnungen erhalten wir die Resultate in Tabelle 4.

Ta ITa i) Ila
A —0.3084 | —0.1262 | —0.1182 | —0.1613
Xy = —v | —4.9616 | —5.0079 | —4.9916 | —4.9631
1S, [/v 0.0622 | 0.0252 | 0.0237 | 0.0325
1h9) /v 0.1369 | 0.3995 | 0.1788 | 0.2555
d 0.3 0.3 0.3 0.3
T 1.0711 | 1.0943 | 1.0933| 1.0846
T|d=ro | 03213 0.3283| 0.3279 | 0.3254

Tabelle 4: Charakteristisch Daten des vereinfachten Algorithmus

Wir sehen, dass die Ungleichung |h9]/v < 0.3 nur im Fall II, nicht erfiillt ist. AuBerdem
zeigt Bild 1, dass die berechneten Punkte I, II;, III, einen Abstand kleiner als rq von M
besitzen, d.h. die entsprechenden Kreise enthalten ein Teilstiick der e.a.i.M.. Im Fall II,
ist jedoch dieser Abstand grofler als rq. Folglich kann in den Féllen I, I, und III, die
Dimension des Phasenraumes reduziert werden.
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