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Kapitel 1

Skalarprodukträume

Wir betrachten immer Vektorräume V über K = R oder K = C.

Definition 1.1 (Sesquilinearform)
Eine Abbildung s : V × V → K heißt Sesquilinearform, falls ∀x, y, z ∈ V, µ, λ ∈ K:

s(λx+ µy, z) = λs(x, y) + µs(y, z)

s(x, λy + µz) = λ̄s(x, y) + µ̄s(y, z)

Eine Sesquilinearform heißt symmetrisch bzw. hermitesch falls:

s(x, y) = s(y, x)

Gilt weiterhin
s(x, x) > 0 ∀x ∈ V \{0}

so heißt s positiv definit. Eine positiv definite Sesquilinearform auf V heißt Skalar-
produkt (inneres Produkt, Schreibweise 〈·|·〉), V heißt dann Skalarproduktraum bzw.
Prähilbertraum. Wie wir sehen werden, definiert

||x|| :=
√
〈x|x〉

eine Norm auf dem Skalarproduktraum V.

Satz 1.2 (Cauchy - Schwarz Ungleichung)
Sei V ein Skalarproduktraum, dann gilt:

|〈x|y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ∀x, y ∈ V

Korollar 1.3
Ist (V, 〈·|·〉) ein Skalarproduktraum, dann definiert ||x|| :=

√
〈x|x〉 eine Norm.

In diesem Sinne ist jeder Skalarproduktraum ein metrischer bzw. ein normierter
Raum. Somit kann man von Konvergenz, Cauchy Folgen, Stetigkeit und Vollständig-
keit sprechen.

xn → x in (V, 〈·|·〉) :⇔ ||xn − x|| → 0

V ist vollständig, falls jede Cauchyfolge konvergiert. In diesem Fall nennt man V
Hilbertraum.

Beispiel 1.4
Rn und Cn sind Hilberträume bzgl. des euklidischen Skalarproduktes.
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Beispiel 1.5
Sei l2 = l2K = l2K(N) wobei

l2K = {x = (xn)n∈N : xn ∈ K ∀n ∈ N :
∑
n

|xn |2 <∞}

l2K ist ein Vektorraum bzgl. koordinatenweiser Addition und skalarer Multiplikation:

x, y ∈ l2 ⇒ x+ y ∈ l2 :
∑
n

|xn + yn|2 ≤
∑
n

2(|xn|2 + |yn|2) <∞

〈x|y〉 =
∑
n

xnyn <∞ : |xnyn| ≤
1
2

(|xn|2 + |yn|2)

〈·|·〉 ist ein Skalarprodukt auf dem l2

Vollständigkeit ist der wichtigste Teil. Wir müssen zeigen: ist (x(n)(k))k∈N eine
Cauchyfolge, dann konvergiert (x(n)) gegen ein x ∈ l2.
Sei (x(n))n∈N Cauchyfolge. Dann gilt ∀ε > 0 ∃N ∈ N :

(
∞∑
k=1

|x(n)(k)− x(m)(k)|2)
1
2 =

∥∥∥x(n) − x(m)
∥∥∥ ≤ ε

Für festes k: |x(n)(k)− x(m)(k)|2 ≤ ε2
Da (x(n)(k))n∈N eine Cauchyfolge ist, folgt aus der Vollständigkeit von K :

x(k) := lim
n→∞

x(n)(k)

Müssen zeigen: x ∈ l2 , ||x− x(n)|| → 0. Sei M ∈ N fest:

M∑
k=1

|x(n)(k)− x(m)(k)|2 ≤ ε2

m→∞=⇒
M∑
k=1

|x(n)(k)− x(k)|2 ≤ ε2

Da M beliebig folgt:
∞∑
k=1

|x(n)(k)− x(k)|2 ≤ ε2

⇒ x(n) − x ∈ l2

x ∈ l2 und ∀n ≥ N : ||x(n) − x|| < ε

q.e.d.

Beispiel 1.6
Auf C[−1, 1] betrachten wir das Skalarprodukt

〈f |g〉 :=
∫ 1

−1

f(x)g(x)dx

Ist 〈f |f〉 = 0 so folgt
1∫
−1

|f(x)|2dx = 0⇒ f ≡ 0

Aber (C[−1, 1], 〈·|·〉) ist nicht vollständig:

fn(x) :=

 0 : x ∈ [−1, 0]
1
n : x ∈ (0, 1

n ]
1 : x ∈ ( 1

n , 1]
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(fn) ist eine Cauchyfolge bzgl. 〈·|·〉:
Für m ≥ n ≥ N :

||fn − fm|| =
1∫
−1

|fn − fm|2dx =

1
N∫

0

|fn − fm|2dx ≤

1
N∫

0

1dx =
1
N

⇒ (fn) ist eine Cauchyfolge, hat aber keinen Grenzwert in C[−1, 1], da

f(x) := lim
n→∞

fn(x) =
{

0 : x ∈ [−1, 0]
1 : x ∈ (0, 1]

}
Bemerkung 1
Wir werden später sehen, daß jeder separable Hilbertraum isomorph zu l2K ist. Zwei
Skalarprodukträume (V1, 〈·|·〉1) und (V2, 〈·|·〉2) über dem selben Körper K heißen
isometrisch isomorph, wenn es einen Isomorphismus u : V1 → V2 gibt, so daß

〈ux|uy〉2 = 〈x|y〉1 ∀x, y ∈ V1

Lemma 1.7
Sei (V, 〈·|·〉) ein Skalarproduktraum. Dann gilt:

1. Polarisationsidentität: ∀x, y ∈ V

〈x|y〉 =
{

1
4 (||x+ y||2 − ||x− y||2) : K = R
1
4 (||x+ y||2 − ||x− y||2 + i||x+ iy||2 − i||x− iy||2) : K = C

}
2. Parallelogrammidentität: ∀x, y ∈ V

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2(||x||2 + ||y||2)

Beweis nachrechnen

Bemerkung 2
In einem Skalarproduktraum (V, 〈·|·〉) ist das Skalarprodukt 〈·|·〉 : V ×V → K stetig:

xn → x ∧ yn → y ⇒ 〈xn|yn〉 → 〈x|y〉

Beweis

| 〈xn|yn〉−〈x|y〉 | ≤ | 〈xn|yn − y〉 |+| 〈xn − x|y〉 | ≤ ||xn||·||yn−y||+||xn−x||·||y||
n→∞−→ 0

q.e.d.
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Kapitel 2

Orthogonalität und
Approximation

Sei (V, 〈·|·〉) ein Skalarproduktraum mit der induzierten Norm ||x|| :=
√
〈x|x〉. Dann

sind
Br(x) = {y : ||x− y|| ≤ r}
Ur(x) = {y : ||x− y|| < r}

die abgeschlossene und die offene Kugel des Radius r um den Punkt x.
Erinnerung: Eine Teilmenge U eines normierten Raumes heißt offen, wenn für alle
x ∈ U ein r > 0 existiert, so daß Br(x) ⊆ U . A heißt abgeschlossen, falls das
Komplement Ac offen ist, bzw. für (xn) ⊆ A, xn → x folgt x ∈ A.

Satz 2.1 (Approximationssatz)
Sei (H, 〈·|·〉) ein Hilbertraum, C 6= ∅ eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge und
x ∈ H. Dann existiert ein eindeutiges y ∈ C mit:

||x− y|| = inf{||x− c|| : c ∈ C} =: d(x,C)

Bemerkung 3
Dieser Satz hat viele wichtige Anwendungen, zum Beispiel das Dirichlet’sche Prin-
zip.

Beweis
Sei (yn) ⊂ C eine Folge mit ||x− yn|| → d(x,C) =: d. Dann ist (yn) eine Cauchy-
folge. Wir benutzen die Parallelogrammidentität für x− yn und x− ym:

||(x− ym) + (x− yn)||2 + ||(x− yn)− (x− ym)||2 = 2(||x− yn||2 + ||x− ym||2)

⇒ ||yn − ym||2 = 2(||x− yn||2 + ||x− ym||2)− ||2x− (yn + ym)||2
= 2(||x− yn||2 + ||x− ym||2)− 4||x− 1

2 (yn + ym)||2
1
2 (yn+ym)∈C

=⇒ ≤ 2(||x− yn||2 + ||x− ym||2)− 4d2

Da ||x − yn|| → d finden wir für ε > 0 ein N ∈ N mit ||x − yn||2 ≤ d2 + 1
4ε

2 für
n ≥ N . Für n,m ≥ N folgt:

||yn − ym||2 ≤ ε2 ⇒ ||yn − ym|| ≤ ε

Damit ist (yn) eine Cauchyfolge und es existiert y ∈ C mit y = lim
n→∞

yn und

||x− y|| = d.
Eindeutigkeit: Angenommen es existieren y1, y2 ∈ C mit

||x− y1|| = d = ||x− y2||
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yn :=
{
y1 : n ungerade
y2 : n gerade

}
und ||x− yn|| → d. Von oben wissen wir, daß (yn) eine Cauchyfolge ist, und damit
folgt y1 = y2.

q.e.d.

Definition 2.2
Sei (V, 〈·|·〉) ein Skalarproduktraum, zwei Elemente x, y ∈ V heißen orthogonal,
x⊥y, falls 〈x|y〉 = 0. In diesem Falle gilt : ||x + y||2 = ||x||2 + ||y||2 (Satz von Py-
thagoras). Wir schreiben x⊥A ⊂ V falls x⊥y für alle y ∈ A. Weitere Schreibweise:

A⊥ = {x ∈ V : x⊥A}

und A⊥B falls B ⊆ A⊥

Proposition 2.3

1. {0}⊥ = V

2. V ⊥ = {0}

3. Für beliebiges A ⊆ V : A⊥ ist ein abgeschlossener Unterraum.

4. A ⊂ B ⇒ B⊥ ⊂ A⊥

5. A⊥ = (lin A)⊥ = (lin A)⊥

Beweis entfällt

Satz 2.4
Sei (H, 〈·|·〉) ein Hilbertraum, L ⊂ H ein abgeschlossener Unterraum. Dann gilt:

H = L⊕ L⊥

d.h. jedes x ∈ H lässt sich eindeutig schreiben als

x = xL + x⊥

wobei xL ∈ L und x⊥ ∈ L⊥. Dies definiert eine lineare Abbildung

PL : H → H : x 7→ xL

Die Projektion P 2
L ist kontraktiv, d.h. P 2

L = PL und ||PLx|| ≤ ||x|| ∀x ∈ H.

Beweis
Sei x ∈ H, aus Satz 2.1 folgt die Existenz von xL ∈ L mit

||x− xL|| = min{||x− y|| : y ∈ L}

Wir setzen x⊥ := x− xL und müssen zeigen, daß x⊥ ∈ L⊥.
Sei v ∈ L\{0}, da ||x−xL||2 = (min{||x−y|| : y ∈ L})2 = d2, erhalten wir ∀t ∈ K:

d2 ≤ ||x− (xL + tv)||2
= ||x− xL||2 − 2Re 〈x− xL|tv〉+ ||tv||2

0 ≤ −2tRe 〈x− xL|v〉+ |t|2||v||2

Setzen t = 〈x−xL|v〉
||v||2

⇒ 0 ≤ −2
| 〈x− xL|v〉 |2

||v||2
+
| 〈x− xL|v〉 |2

||v||2
= −| 〈x− xL|v〉 |

2

||v||2

⇒ 〈x− xL|v〉 = 0

Eindeutigkeit und Eigenschaften von PL : Übung.
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q.e.d.

Korollar 2.5
Sei (H, 〈·|·〉) ein Hilbertraum, A ⊂ H, A 6= ∅. Dann gilt

(A⊥)⊥ = lin A

Beweis
Wir wissen bereits A⊥ = (lin A)⊥.
Sei L := lin A, es bleibt zu zeigen, daß (L⊥)⊥ = L für einen beliebigen Unterraum
L.
Klar : L ⊂ (L⊥)⊥.
Andererseits läßt sich jedes x ∈ (L⊥)⊥ schreiben als: x = xL + x⊥ für xL ∈ L und
x⊥ ∈ L⊥.
Klar: x⊥ = 0 da x⊥L⊥
⇒ x = xL ∈ L

q.e.d.
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Kapitel 3

Orthonormalsysteme

Definition 3.1
Sei (xι)ι∈I eine Familie mit der zugehörigen Abbildung x : I → X : x(ι) 7→ xι.
Eine Familie (eι)ι∈I heißt Orthonormalsystem (ONS), falls

||eι|| = 1 , eι1⊥eι2 ∀ι1 6= ι2

Eine Unterraum E ⊂ V heißt total, falls lin E = V . Ein ONS (eι)ι∈I heißt Ortho-
normalbasis (ONB), falls {eι : ι ∈ I} total ist. Ein ONS heiß maximal, wenn es
keine weiteren Elemente gibt die das ONS erweitern, d.h.

∀e ∈ V : ||e|| = 1, e⊥eι ∀ι ∈ I ⇒ e ≡ 0

.

Ziele

• Jeder Hilbertraum besitzt eine ONB

• Ist (eι) ein ONB in V, dann existieren für alle v Koeffizienten cι ∈ K so das
gilt:

v =
∑
ι∈I

cιeι

cι = 〈v|eι〉 , cι 6= 0 für abzählbare viele ι, ||v||2 =
∑
|cι|2.

Proposition 3.2
Sei (H, 〈·|·〉) ein Hilbertraum, E ⊂ H. Dann ist E genau dann total, wenn

E⊥ = {0}

Beweis
Ist E total, dann gilt lin E = H und E⊥ = (lin E)⊥ = H⊥ = {0}.
Andererseits folgt aus E⊥ = {0}, daß H = {0}⊥ = (E⊥)⊥ = lin E und damit ist E
total.

q.e.d.

Beispiel 3.3
In l2K bilden die Elemente en := (δnk)k∈N eine ONB. Wie man leicht sieht, bilden
(en)n∈N ein ONS. Für jedes x ∈ l2K haben wir 〈x|en〉 = xn. Aus x⊥E folgt schließ-
lich xn = 0 ∀n ∈ N und damit ist (en)n∈N total.
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Beispiel 3.4
Betrachten wir C[0, 1] mit

〈f |g〉 :=

1∫
0

f(x)g(x)dx f, g ∈ C[0, 1]

Definiere en(x) := e2πixn, n ∈ Z. Dann ist (en)n∈Z eine ONB in C[0, 1]. Wiederum
klar ist, daß (en)n∈Z ein ONS ist. Um zu zeigen, daß es total ist benötigen wir den
Satz von Stone-Weierstrass: {en : n ∈ Z} ist total in {f ∈ C[0, 1] : f(0) = f(1)}
bzgl. || · ||∞. Dann ist E total in (C[0, 1], || · ||2).

Lemma 3.5
Sei (V, 〈·|·〉) ein Skalarproduktraum. Dann gilt:

1. Jedes ONS ist linear unabhängig.

2. Jede ONB ist maximal.

3. Ist V ein Hilbertraum, dann ist jedes maximale ONS eine ONB

Beweis

1. Sei (eι)ι∈I ein ONS. Seien ι1, .., ιk verschieden und c1, .., ck ∈ K so, daß

n∑
k=1

ckeιk = 0

⇒ 0 = ||
n∑
k=1

ckeιk ||2 =

〈
n∑
k=1

ckeιk

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckeιk

〉
=

n∑
k=1

|ck|2 ⇒ ck = 0 ∀k ∈ N

2. Ist (eι)ι∈I eine ONB, dann ist (eι)ι∈I total.
{eι : ι ∈ I}⊥ = {0}, also (eι)ι∈I ist maximal.

3. Ist (eι)ι∈I maximal, dann gilt {eι : ι ∈ I}⊥ = {0}. Da H ein Hilbertraum, ist
{eι : ι ∈ I} total.

q.e.d.

Satz 3.6 (Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren)
Sei (V, 〈·|·〉) ein Skalarproduktraum, N ∈ N ∪ {∞} und
F = {xn : n ∈ N mit n ≤ N}. Dann existiert N ′ ∈ N ∪ {∞} und ein ONS (eι)ι∈I
so das gilt:

lin{en : n ≤ N ′} = lin F

Ist F linear unabhängig, dann können die (en) so gewählt werden, daß

lin{x1, .., xn} = lin{e1, .., en} ∀n ∈ N

gilt.

Beweis
Es reicht die zweite Behauptung zu zeigen. Dies geschieht konstruktiv:

e1 :=
x1

||x1||
, e2 :=

x2 − 〈x2|e1〉 e1

||x2 − 〈x2|e1〉 e1||
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⇒ lin{e1, e2} = lin{x1, x2}
Sind e1, .., en gewählt, dann definiere induktiv:

en+1 :=

xn+1 −
n∑
j=1

〈xn+1|ej〉 ej

||xn+1 −
n∑
j=1

〈xn+1|ej〉 ej ||

q.e.d.

Definition 3.7
Ein normierter Raum heißt separabel, falls es eine abzählbare, totale Teilmenge gibt
(⇔ es existiert eine abzählbare, dichte Teilmenge).

Satz 3.8

1. Jeder separable Skalarproduktraum besitzt eine ONB.

2. Jeder Hilbertraum besitzt eine ONB.

Beweis

1. folgt direkt aus dem Schmidt’schen Orthonormalisierungsverfahren:
Sei {xn : n ∈ N} total in V. Dann existiert ein ONS {en : n ∈ N} mit:

lin{en : n ∈ N} = lin{xn : n ∈ N}
⇒ lin{en : n ∈ N} = V

2. Mit dem Zorn’schen Lemma: Betrachten Z := {ONS}
Ein ONS ist e : I → H mit 〈e(i)|e(j)〉 = δij für i, j ∈ I. Wir schreiben
e ≤ f , wenn f als Abbildung e fortsetzt. Um das Zorn’sche Lemma anwenden
zu können, müssen wir zeigen, daß jede total geordnete Teilmenge C ⊆ Z eine
obere Schranke hat.

C ⊆ {e : I → H ONS} = {βα : Iα → H : α ∈ A}

wobei A eine geordnete Menge ist und βα ≤ βα′ für α ≤ α′. Definiere:

β∞ :
⋃
α∈A

Iα → H, β∞(i) = βα(i) ∀i ∈ I

(β∞ ist wohldefiniert, da für i ∈ Iα ∩ Iα′ βα(i) ≡ βα′(i))
⇒ Z besitzt ein maximales Element
⇒ Z besitzt eine ONB

q.e.d.

Satz 3.9
Sei (V, 〈·|·〉) ein Skalarproduktraum und (eι)ι∈I ein ONS. Dann gilt:

1.
∑
ι∈I
| 〈x|eι〉 |2 ≤ ||x||2 (Bessel’sche Ungleichung)

wobei {ι ∈ I : 〈x|eι〉 6= 0} abzählbar ist

2. Äquivalent:
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(a) (eι)ι∈I ist eine ONB

(b)
∑
ι∈I
| 〈x|eι〉 |2 = ||x||2 ∀x ∈ V (Parseval’sche Identität)

In diesem Falle erhalten wir für alle x ∈ V

x =
∑
ι∈I
〈x|eι〉 eι

3. Sei {ιn : n ∈ N} ⊂ I , (cn) ⊂ K. Dann gilt:

(
N∑
n=1

cneιn) ist Cauchyfolge ⇔ (cn) ∈ l2K

4. Ist x =
∞∑
n=1

cneιn , dann gilt cn = 〈x|eιn〉. Und für beliebiges y ∈ V :

〈x|y〉 =
∑
ι∈I
〈x|eι〉 〈eι|y〉 =

∑
n

〈x|eιn〉 〈eιn |y〉

Beweis

1. Sei J ⊂ I endlich, dann gilt

||
∑
ι∈J
〈x|eι〉 eι||2 =

∑
ι∈J
| 〈x|eι〉 |2

!
≤ ||x||2

denn für jedes α ∈ J gilt 〈
x−

∑
ι∈J
〈x|eι〉 eι

∣∣∣∣∣eα
〉

= 0

⇒ x−
∑
ι∈J
〈x|eι〉 eι ∈ lin{eι : ι ∈ J}⊥ = L⊥

⇒
∑
ι∈J
〈x|eι〉 eι = PLx

zu zeigen: {ι ∈ I : 〈x|eι〉 6= 0} ist abzählbar.

In := {ι ∈ I : | 〈x|eι〉 | ≥ 1
n}

⇒ In ist endlich, |In| ≤ n2||x||2

⇒ I0 =
⋃
n

In ist abzählbar

Das impliziert die Bessel’sche Ungleichung.

2. (a)⇒ (b)
Sei (eι)ι∈I eine ONB und x ∈ V , dann existieren für beliebiges ε > 0
i1, .., in ∈ I c1, .., cn ∈ K mit

||x−
n∑
j=1

cjeij ||2 ≤ ε
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Wir erhalten

0 ≤ ||x||2 −
∑
ι∈J
| 〈x|eι〉 |2 ≤ ||x||2 −

n∑
j=1

|
〈
x|eij

〉
|2

= ||x||2 − ||
n∑
j=1

〈
x|eij

〉
eij ||2 = ||x−

n∑
j=1

〈
x|eij

〉
eij ||2

≤ ||x−
n∑
j=1

cjeij ||2 ≤ ε

Da ε > 0 beliebig, gilt die Parseval’sche Identität.
Sei {in : n ∈ N} = {in : 〈x |ein 〉 6= 0}.

⇒ x ∈ lin {ein : n ∈ N}

⇒ ∀ε > 0 ∃c1, .., cn : ||x−
n∑
j=1

cjeij ||2 ≤ ε

⇒ ||x−
N∑
n=1

〈x|ein〉 ein ||2 ≤ ε

⇒ x = lim
n→∞

n∑
j=1

〈
x|eij

〉
eij =

∑
ι∈I
〈x|eι〉 eι

(b)⇒ (a)
Angenommen die Parseval’sche Identität gilt.
Sei {in : n ∈ N} = {i ∈ I : 〈x |ei〉 6= 0}.
Dann gilt:

⇒ ||x−
n∑
j=1

〈
x|eij

〉
eij ||2 = ||x||2 −

n∑
j=1

|
〈
x|eij

〉
|2 n→∞−→ 0

⇒ x =
∞∑
j=1

〈
x|eij

〉
eij ∈ lin {en : n ∈ N}

⇒ {eι : ι ∈ I} ist eine ONB

3. Definiere yn :=
n∑
k=1

ckeik . Sei n ≥ m.

||yn − ym||2 = ||
n∑

k=m+1

ckeik ||2 =
n∑

k=m+1

|ck|2

4. Es gilt:

〈x|ein〉 =

〈 ∞∑
k=1

ckeik

∣∣∣∣∣ein
〉

= lim
N→∞

N∑
k=1

ck 〈eik |ein〉 = cn

Für beliebiges y ∈ V :

〈x|y〉 = lim
N→∞

〈
N∑
k=1

ckeik

∣∣∣∣∣y
〉

= lim
N→∞

N∑
k=1

ck 〈eik |y〉

= lim
N→∞

N∑
k=1

〈x|eik〉 〈eik |y〉 =
∞∑
k=1

〈x|eik〉 〈eik |y〉 q.e.d
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Bemerkung 4
In vorigen Beweis haben wir benutzt, daß für J ⊂ I endlich und L = lin{eι : ι ∈ J}
folgendes gilt: ∑

ι∈J
〈x|eι〉 eι = PLx

Das gilt in Hilberträumen auch für beliebiges J, da

x−
∑
ι∈J
〈x|eι〉 eι = PLx⊥ eα ∀α ∈ J

13



Kapitel 4

Lineare Operatoren

In diesem Kapitel reicht es normierte Räume (E, ||·||E) und (F, ||·||F ) zu betrachten.

Definition 4.1
Eine Abbildung T : D → F , D ⊂ E Unterraum, heißt linearer Operator, falls T
linear ist. In diesem Fall ist sein Graph

G(T ) := {(x, Tx) : x ∈ D} ⊆ E × F

eine Unterraum. Wir nennen T abgeschlossen, falls G(T) abgeschlossen ist, d.h.

xn → x, Txn → y ⇒ x ∈ D und Tx = y

Notationen für einen linearen Operator:
D := D(T ) Definitionsbereich
N := N(T ) = {x ∈ D : Tx = 0} Kern
R := R(T ) = {Tx : x ∈ D} Bild

(N(T) ist abgeschlossen, wenn T abgeschlossen ist)

Als erstes werden wir beschränkte, bzw. stetige Operatoren betrachten:

Definition 4.2
Ein linearer Operator T : E → F heißt beschränkt, falls

||T || := sup{||Tx||F : ||x||E ≤ 1} <∞

Dies definiert eine Norm auf

L(E ,F ) := {T : E → F : ||T || <∞}

Ein wichtiger Spezialfall ist F = K (wobei E ein K-Vektorraum ist). In diesem Falle
nennt man

E′ := L(E ,K)

den Dualraum von E, wobei ϕ ∈ E′ beschränkte, lineare Funktionale sind.

Proposition 4.3
Sei T : E → F linear. Äquivalent:

1. T ist gleichmäßig stetig

2. T ist stetig

3. T ist stetig in 0

14



4. ||T || <∞

Beweis entfällt

Satz 4.4
Ist (F, || · ||F ) ein Banachraum, dann ist (L(E ,F ), || · ||) ein Banachraum, also
insbesondere ist E′ ein Banachraum.

Beweis entfällt
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Kapitel 5

Darstellungsatz von Riesz

Sei (V, 〈·|·〉) ein Skalarproduktraum. Betrachten

ϕx : V → K, ϕx (y) = 〈y |x 〉

Dann ist ϕx ein beschränktes, lineares Funktional:

|ϕx(y)| ≤ ||y|| · ||x||
⇒ ||ϕx|| ≤ ||x||

Die Abbildung I : V → V ′, x 7→ ϕx ist antilinear ( I(λx+ µy) = λI(x) + µI(y))

Satz 5.1 (Darstellungssatz von Riesz)
Sei (H, 〈·|·〉) ein Hilbertraum. Dann ist die Abbildung I : H → H ′, x 7→ ϕx ein
isometrischer Isomorphismus.

Beweis
I ist isometrisch: ||Ix|| = ||ϕx|| ≤ ||x|| und

|ϕx
(

x

||x||

)
| = |

〈
x

||x||

∣∣∣∣∣x
〉
| = ||x|| ⇒ ||ϕx|| ≥ ||x||

I ist injektiv, da I isometrisch ist. I ist surjektiv:
Sei ϕ ∈ H ′, mit ϕ 6= 0. Wir müssen zeigen, daß ein x ∈ H existiert, mit ϕ = ϕx.
Idee: ist x0 ∈ N(ϕ)⊥\{0} dann ist ϕ = λ · ϕx0 .
Sei x0 ∈ N(ϕ)⊥\{0} (N(ϕ) 6= H, da ϕ 6= 0),oBdA sei ||x0|| = 1. Setzen λ = ϕ(x0).
Sei x ∈ H beliebig:

⇒ ϕ(x) · x0 − ϕ(x0) · x ∈ N(ϕ)
⇒ 0 = 〈ϕ(x) · x0 − ϕ(x0) · x|x0〉

= ϕ(x) · ||x0||2 − ϕ(x0) · 〈x|x0〉
⇒ ϕ(x) = ϕ(x0) · 〈x|x0〉 = 〈x|λx0〉
⇒ ϕ = ϕλx0

q.e.d.

Ein wichtiges Konzept: schwache Konvergenz

Definition 5.2
Eine Folge heißt schwach konvergent gegen x , falls

∀y ∈ H : 〈xn|y〉 → 〈x|y〉

(⇔ ∀ϕ ∈ H ′ : ϕ(xn)→ ϕ(x)). Schreiben xn
w→ x.
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Klar: xn → x ⇒ xn
w→ x.

Satz 5.3 (Arzela-Ascoli)
Sei (xn) eine beschränkte Folge in einem Hilbertraum (H, 〈·|·〉). Dann enthält (xn)
eine schwach konvergente Teilfolge.

Beweis
Da ({xn : n ∈ N}⊥)⊥ = lin {xn : n ∈ N} separabel ist, reicht es einen separablen
Hilbertraum H zu betrachten. Sei {yj : j ∈ N} dicht in H.

1. Cantor’sches Diagonalargument: es existiert eine Teilfolge (nk)k∈N mit 〈xnk |yj〉
konvergiert für alle j ∈ N

2. Aus der Beschränktheit von ||xn|| und der Dichteeigenschaft der {yi} folgt die
Konvergenz von 〈xnk |y〉 für alle y ∈ H ′

3. ϕ(y) = lim
k→∞

〈y|xnk〉 ∈ H ′

4. ϕ = ϕx für ein x ∈ H ⇒ xnk
w→ x

1. Da 〈xn|y1〉 beschränkt ist bzgl. n, existiert eine Teilfolge n
(1)
k mit konver-

gentem 〈x
n

(1)
k

|y1〉 (Satz von Bolzano-Weierstraß). Da 〈x
n

(1)
k

|y2〉 wiederum be-

schränkt ist, existiert wieder eine Teilfolge n
(2)
k von n

(1)
k mit konvergentem

(〈x
n

(2)
k

|y2〉)k∈N. Induktiv folgt:

∃ Teilfolge n
(m)
k von n

(m−1)
k : 〈x

n
(m)
k

|yj〉 konvergent ∀j ∈ N

⇒ nk := n
(k)
k ist eine Teilfolge von (n)n∈N und für k ≥ m gilt nk ≥ n(m)

k

⇒ 〈xnk |yj〉 konvergiert für alle j ∈ N

2. Sei C := sup ||xn|| <∞. Sei y ∈ H beliebig, dann existiert j ∈ N mit
||y − yj || ≤ ε

3C . Da 〈xnk |yj〉 konvergent ist, existiert n0 ∈ N :

| 〈xnk |yj〉 − 〈xnm |yj〉 | ≤
ε

3
∀k,m ≥ n0

⇒ | 〈xnk |y〉 − 〈xnm |y〉 | ≤ | 〈xnk |y〉 − 〈xnk |yj〉 |+ | 〈xnk |yj〉 − 〈xnm |yj〉 |+ | 〈xnm |yj〉 − 〈xnm |y〉 |

≤ ||xnk || · ||y − yj ||+
ε

3
+ ||xnm || · ||y − yj ||

≤ ε ∀k,m ≥ n0

⇒ 〈xnk |y〉 ist eine Cauchyfolge und konvergent:

3. y 7→ lim
k→∞

〈xnk |y〉 = ϕ(y) ist linear und

|ϕ(y)| = | lim
k→∞

〈y|xnk〉 | ≤ ||y|| · C

4. Aus dem Darstellungsatz von Riesz folgt:

ϕ = ϕx, 〈y|x〉 = ϕx(y) = lim
k→∞

〈y|xnk〉

q.e.d.
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Korollar 5.4
In einem Hilbertraum ist jede beschränkte, abgeschlossene Teilmenge B ⊆ H schwach
folgenkompakt.

Korollar 5.5 Sei (H, 〈·|·〉) ein Hilbertraum, s : H ×H → K eine Sesquilinearform
für die ein c existiert, so daß

|s(x, y)| ≤ c · ||x|| · ||y|| ∀x, y ∈ H

gilt. Dann existiert ein beschränkter, linearer Operator S : H → H mit

s(x, y) = 〈Sx|y〉

Beweis
y 7→ s(x, y) ist linear und beschränkt. Aus dem Riesz’schen Darstellungssatz folgt:

⇒ ∃! Sx ∈ H : s(x, y) = 〈y|Sx〉
⇒ ∀x, y ∈ H : 〈Sx|y〉 = s(x, y)

Wie man leicht sieht, ist S linear und ||S|| ≤ c

q.e.d.
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Kapitel 6

Adjungierte Operatoren,
Unitäre Operatoren und
Spektrum

Erinnerung: T : D → H2 heißt abgeschlossen (D ⊆ H1), wenn der Graph von T
(⊆ H1 ×H2) abgeschlossen ist:

xn → x, Txn → y ⇒ Tx = y, x ∈ D

Die Menge aller abgeschlossenen Operatoren T : H1 → H2 wird mit C(H1 ,H2 )
bezeichnet.

Definition 6.1
Sei T ∈ C(H1 ,H2 ) mit dichtem D(T ). Betrachte

D(T ∗) := {y ∈ H2 : x 7→ 〈Tx|y〉 ∈ H ′1}

(x 7→ 〈Tx|y〉 ∈ H ′1 bedeutet hier, daß x 7→ 〈Tx|y〉 beschränkt ist. Dann existiert
eine eindeutige, beschränkte, lineare Fortsetzung in H ′1)

T ∗y ist definiert durch 〈Tx|y〉 = 〈x|T ∗y〉

Man nennt den Operator T ∗ den adjungierten Operator von T.
(Man kann einen beliebigen linearen, auf einem dichten Teilraum definierten Ope-
rator T : D(T )→ H1 mit D(T ) ⊆ H1 nehmen)
(D(T ) muß dicht sein, denn: Sei x1 ein weiteres Element aus H1 mit:

〈x|T ∗y〉 = 〈Tx|y〉 = 〈x|x1〉
⇒ 〈x1 − T ∗y|x〉 = 0 ∀x ∈ D(T )

D(T ) = H1 ⇒ x1 = T ∗y )

Bemerkung 5
Für T ∈ L(H1 ,H2 ) ist T ∗ ∈ L(H2 ,H1 ) und ||T || = ||T ∗||.

Beweis

| 〈Tx|y〉 | ≤ ||T || · ||x|| · ||y||
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⇒ x 7→ 〈Tx|y〉 ∈ H ′1 ∀y
⇒ D(T ∗) = H2

⇒ ∀x ∈ H1, ∀y ∈ H2 : 〈Tx|y〉H2
= 〈x|T ∗y〉H1

⇒ sup
||y||≤1

||T ∗y|| = sup
||x||,||y||≤1

| 〈x|T ∗y〉 | = sup
||x||,||y||≤1

| 〈Tx|y〉 | ≤ ||T ||

⇒ ||T ∗|| ≤ ||T ||
Da T ∗∗ = T folgt also ||T || ≤ ||T ∗|| q.e.d.

Erinnern wir uns daran, daß U : H1 → H2 unitär genannt wird, falls U bijektiv
und linear ist, und weiterhin

〈Ux|Uy〉H2
= 〈x|y〉H1

∀x, y ∈ H1

gilt. Dies ist äquivalent zu U∗ = U−1:

〈x|U∗Uy〉 = 〈Ux|Uy〉 = 〈x|y〉 ∀x, y ∈ H1

⇒ U∗Uy = y ∀y ∈ H1

⇒ U∗ ist surjektiv und das Linksinverse von U. Andererseits:

〈x|y〉 = 〈Ux|Uy〉 = 〈U∗Ux|y〉 ∀x, y ∈ H1

⇒ U ist injektiv ⇒ U∗ = U−1

Definition 6.2
Sei (H, 〈·|·〉) ein Hilbertraum, betrachten T ∈ C(H ) = C(H ,H ).
Die Resolventemenge von T ist

ρ(T ) := {λ ∈ K : T − λ ist bijektiv und T − λ ist beschränkt}

das Spektrum von T ist
σ(T ) := K\ρ(T )

Die Abbildung R(·, T ) : ρ(T )→ L(H ), z 7→ (T − z )−1 heißt Resolvente von T.
(In endlichen Dimensionen ist σ(T ) die Menge der Eigenwerte, und ρ(T ) die Menge
der Skalare bei denen die Determinante von (T − z) nicht verschwindet)
Idee: Für λ ∈ ρ(T ) können wir (T − z)x = y eindeutig für jedes y ∈ H lösen, und
die Lösung hängt stetig von y ab.

Bemerkung 6
Ist T nicht abgeschlossen, dann ist ρ(T ) = ∅.
((T − z)−1 ist stetig und überall definiert, dann ist (T − z)−1 abgeschlossen und
damit ist (T − z) abgeschlossen und demzufolge auch T.)

Die grundlegenden Eigenschaften der Resolventenmenge und der Resolvente faßt
der folgende Satz zusammen:

Satz 6.3
Sei T ein Operator auf H. Dann gilt:

1. ρ(T ) ist eine offene Menge

2. Die Abbildung R(·, T ) : ρ(T ) → L(H ) ist holomorph, d.h. sie kann um jeden
Punkt z ∈ ρ(T ) in eine Potenzreihe entwickelt werden)

Bemerkung: ρ(T ) offen ⇒ σ(T ) ist abgeschlossen.

Wir nehmen einen wichtigen Einzelschritt, der die Vollständigkeit benutzt, aus dem
Beweis dieses Satzes vorweg:
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Satz 6.4 (Neumann’sche Reihe)
Sei A ∈ L(H ) mit ||A|| < 1, dann gilt

(1−A)−1 =
∞∑
n=0

An ∈ L(H )

Beweis
Die Aussagen enthalten die Konvergenz der Reihe und die Invertierbarkeit von
(1−A).
Konvergenz der Reihe:
Aus 0 ≤ ||A|| < 1 und ||An|| ≤ ||A||n folgt die absolute Konvergenz der Reihe in
L(H ). Da L(H ) vollständig ist (weil H vollständig), konvergiert die Reihe.

(1−A) ist invertierbar mit Inverser
∞∑
n=0

An. Wir betrachten dafür die Partialsummen

TN :=
N∑
n=0

An. Wir erhalten:

(1−A)TN = (1−A)
N∑
n=0

An = 1−AN+1 = TN (1−A)

Aus AN+1 N→∞−→ 0 folgt

(1−A)
∞∑
n=0

An = lim
N→∞

(1−A)TN = lim
N→∞

(1−A)N+1 = 1

und

(
∞∑
n=0

An)(1−A) = I

q.e.d.

Bemerkung 7

Geometrische Reihe: 1
1−q =

∞∑
n=0

qn für q ∈ C und |q| < 1.

Nun zum eigentlichen Beweis des vorigen Satzes:
Sei z0 ∈ ρ(T ). Setzen r := ||(T − z0)−1||−1. Wir zeigen, daß Ur(z0) ⊂ ρ(T ) und
entwickeln R(·, T ) in eine Potenzreihe in Ur(z0):

T − z = T − z0 + (z0 − z)
= (1− (z − z0)(T − z0)−1)(T − z0)

Wir wissen, daß

||(z − z0)(T − z0)−1|| < 1 ∀z ∈ Ur(z0)

Ist z ∈ Ur(z0) dann ist A := (z − z0)(T − z0)−1 mit ||A|| < 1 invertierbar, siehe
Neumann’sche Reihe. Da z0 ∈ ρ(T ) ist (T − z0) eine Bijektion,

⇒ T − z ist eine Bijektion
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Betrachte (1 − A)−1, Dann ist s = s(z) = (T − z0)−1(1 − A)−1 das Inverse von
(T − z): s : H → D(T )

s(z) · (T − z) = 1 auf D(T )
(T − z) · s(z) = 1 auf H

⇒ s(z) = (T − z)−1

Die Potenzreihe von s(z):

(1−A)−1 =
∞∑
n=0

An

=
∞∑
n=0

((z − z0)(T − z0)−1)n

=
∞∑
n=0

(T − z0)−n(z − z0)n

ist eine Potenzreihe in L(H ) mit Konvergenzradius von mindestens r

⇒ s(z) = (T − z0)−1(1−A)−1

=
∞∑
n=0

(T − z0)−(n+1)(z − z0)n

ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius von mindestens r.

q.e.d.

Bemerkung 8
Der Beweis zeigt, daß Ur(z0) ⊂ ρ(T ) für z0 ∈ ρ(T ) und r = ||(T−z0)−1||−1. Daraus
ist ersichtlich, ist (T−z0) fast singulär, dann ist ||(T−z0)−1|| sehr groß und folglich
r sehr klein.

Der Beweis zeigt ebenfalls:

Korollar 6.5
Ist z0 ∈ ρ(T ) und B ∈ L(H ) mit ||B|| < ||(T − z0)−1||−1, dann ist z0 ∈ ρ(T +B).

Beweis

T +B − z0 = T − z0 +B = (1 +B(T − z0)−1)(T − z0)

q.e.d.

Jetzt wie oben (Bemerkung: wir benutzen dies für B = (z − z0) · 1):

Satz 6.6
Seien S,T lineare Operatoren in einem Skalarproduktraum H.

1. Für z, z′ ∈ ρ(T ) gilt: (erste Resolventenformel)

R(z, T )−R(z′, T ) = (z − z′)R(z, T )R(z′, T )
= (z − z′)R(z′, T )R(z, T )
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2. Ist D(S) = D(T ) und z ∈ ρ(S) ∩ ρ(T ), dann gilt: (zweite Resolventenformel)

R(z, T )−R(z, S) = R(z, T )(S − T )R(z, S)
= R(z, S)(S − T )R(z, T )

(Bemerkung: 1
x −

1
y = 1

x (x− y) 1
y = y−x

xy )

Beweis
zu (2): Wir werden uns mit den Defintionsbereichen beschäftigen:

(R(z, T )−R(z, S))y = (T − z)−1y − (S − z)−1y

= (T − z)−1(S − z)(S − z)−1y − (T − z)−1(T − z)(S − z)−1y

weil (S − z)(S − z)−1 = 1 auf H und (T − z)−1(T − z) = 1 auf D(T ) = D(S).

⇒ (R(z, T )−R(z, S))y = (T − z)−1((S − z)− (T − z))(S − z)−1y

= (T − z)−1(S − T )(S − z)−1y ∀y ∈ H

zu (1): ähnlich mit S = T + z − z′

q.e.d.

Es ist klar, daß die obigen Resultate in allgemeinen Banachräumen gelten.
Wir kommen jetzt zu einigen Beispielen.

Beispiel 6.7
Für H = Kn ist jedes T ∈ L(H ) mit einer quadratischen Matrix assoziiert.

ρ(T ) = {z ∈ K : (T − z ) ∈ GL(n,K)}
= {z ∈ K : det(T − z ) 6= 0}
= K\{Eigenwerte von T}

σ(T ) = {Eigenwerte}

Es zeigt sich, daß ρ(T ) = R passieren kann, betrachte
(

0 1
−1 0

)
∈ L(R2 )

Quiz: Kann ρ(T ) = C passieren für T ∈ L(C2 )
für T ∈ L(H )
für T ∈ L(H)

Beispiel 6.8 (Maximaler Operator der Multiplikation)
Sei (Ω,F , µ) ein Maßraum, betrachten v : Ω→ K meßbar. In L2(Ω) sei
D(Mv) = {f ∈ L2(Ω) : v · f ∈ L2(Ω)}
Mvf := v · f

Dann gilt:

1. Mv ist abgeschlossen und auf einer dichten Teilmenge definiert

2. M∗v = Mv̄

3. σ(Mv) = essrange(v) = {z ∈ K : ∀ε > 0 : µ({ω : |v(ω)− z | ≤ ε}) > 0}
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Beweis

1. Sei fn ∈ L2(Ω), fn → f mit Mvfn → g. Wir müssen zeigen, daß f ∈ D(Mv)
und Mvf = g.

fn → f in L2(Ω)

⇒ es existiert eine Teilfolge (fnk) mit fnk → f µfs
⇒ vfnk → vf µfs
Das Lemma von Fatou sagt uns nun: sup

k
||vfnk || <∞ (vfnk → g in L2) und

vf = lim
k→∞

vfnk ∈ L2 und vf = g ⇒ f ∈ D(Mv), vf = g

D(Mv) liegt dicht in L2(Ω). Sei Ωn := {ω ∈ Ω : |v(ω)| ≤ n} ∈ F
⇒
⋃
n

Ωn = Ω, Ωn ↗ Ω

⇒ χΩnf → f in L2 für alle f ∈ L2

(||χΩnf−f ||2 =
∫
|f |2(1−χΩn)dµ→ 0 für n→∞ majoriesende Konvergenz)

χΩnf ∈ D(Mv) ∀n ∈ N

da |v(χΩnf)| ≤ n · |f | ∈ L2, und damit liegt D(Mv) dicht.

2. D(M∗v ) = {g : ∃ c mit | 〈vf |g〉 | ≤ c||f ||, ∀f ∈ D(Mv)}

| 〈vf |g〉 | = |
∫
Ω

vf(ω)ḡ(ω) dµ(ω)|

= |
∫
Ω

f(ω) ¯̄v(ω)ḡ(ω)︸ ︷︷ ︸
meßbar

dµ(ω)|

Hölder=⇒ ¯̄vḡ ∈ L2 ⇐⇒ v̄g ∈ L2 und 〈vf |g〉 = 〈f |v̄g〉. Das bedeutet M∗v ⊂Mv̄,
Mv̄ ⊂M∗v ist klar. Sei g ∈ D(Mv̄), f ∈ D(Mv)

| 〈vf |g〉 | = |
∫
Ω

v(ω)f(ω)ḡ(ω) dµ(ω)|

= |
∫
Ω

f(ω)(v̄g)(ω) dµ(ω)|

≤ ||f || · ||v̄g||

⇒ g ∈ D(M∗v ) und M∗v g = v̄g

3. Übung

Das Beispiel zeigt, jede abgeschlossene Menge Σ ⊆ K kann als Spektrum eines
geeigneten Operators fungieren (finden eines geeigneten v).

Beispiel 6.9 (leeres Spektrum)

H = L2
C[0, 1]

D(T ) = {f ∈ L2 : f ′ ∈ L2, f(0) = 0}
Tf = f ′
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Bedingungen für ρ(T ) ∈ L2: (T − z) ist bijektiv

f ∈ N(T − z) ⇒ (T − z)f = 0
⇒ f ′ − zf = 0
′′ ⇒′′ f(t) = c · ezt

⇒ f ≡ 0

Sei g ∈ L2 gegeben, gesucht ist f ∈ D(T ) mit f ′ − zf = g (lösbar mittels Variation
der Konstanten):

(T − z)−1g(x) = exz
x∫

0

e−ztg(t) dt

⇒ (T − z)−1 ∈ L(H )
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Kapitel 7

Das Spektrum von
beschränkten und
selbstadjungierten
Operatoren

Wir beginnen mit dem Fall eines beschränkten Operators. Als erstes ein nützliches
Resultat:

Lemma 7.1
Sei (an)n∈N ⊂ [0,∞) submultiplikativ, d.h. an+m ≤ an · am mit n,m ∈ N. Dann
gilt:

lim
n→∞

a
1
n
n = lim sup

n→∞
a

1
n
n = inf

n
a

1
n
n

Beweis
Sei m ∈ N fest und c := max{1, a1, .., am−1}, a0 := 1. Jedes n ∈ N kann eindeutig
geschrieben werden als

n = m · pn + qn, pn, qn ∈ N0, qn < m

⇒ an ≤ am·pn · aqn ≤ (am)pn · c

⇒ a
1
n
n ≤ c

1
n · a

pn
m·pn+qn
m

⇒ lim sup
n→∞

a
1
n
n ≤ a

1
m
m

Da m beliebig war:
lim sup
n→∞

a
1
n
n ≤ inf

m
a

1
m
m

q.e.d.

Definition 7.2
Für T ∈ L(H ), für die der Grenzwert

r(T ) := lim
n→∞

||Tn|| 1n = inf
n
||Tn|| 1n

existiert, heißt r(T) der Spektralradius von T.

26



Satz 7.3
Sei T ∈ L(H ). Dann gilt:

1. r(T ) ≤ ||Tm|| 1m ≤ ||T || ∀m ∈ N

2. σ(T ) ⊂ Br(T )(0)

3. Für K = C ist r(T ) = max{|z| : z ∈ σ(T )}

Beweis

1. klar

2. folgt im wesentlichen aus der Neumann’schen Reihe: Der Konvergenzradius
von

∞∑
n=0

wn+1Tn ∈ L(H ), w ∈ C

ist ( lim
n→∞

||Tn|| 1n )−1 =
1

r(T )
.

Das bedeutet, daß für |z| > r(T ), die Reihen

∞∑
n=0

z−n−1Tn ∈ L(H ), A(z ) :=
∞∑

n=0

z−n−1 Tn

absolut konvergieren. Wir werden zeigen, daß

A(z)(T − z) = (T − z)A(z) = −1

A(z)(T − z) = (
∞∑
n=0

z−n−1Tn)(T − z)

=
∞∑
n=0

z−n−1(Tn+1 − zTn)

=
∞∑
n=0

z−n−1Tn+1 −
∞∑
n=0

z−nTn

= −1 = · · · = (T − z)A(z)

⇒ −A(z) = (T − z)−1 ⇒ z ∈ ρ(T )
Nun einige Fakten zu holomorphen Funktionen:

• Satz von Liouville: Eine holomorphe, beschränkte Funktion f ist konstant.

• Grundtatsache: ∮
|z|=r0

zk dz = 2πi · δk,−1

• Cauchy’scher Integralsatz: Ist U offen und konvex, f : U → C holomorph,
dann gilt ∮

γ

f(z) dz = 0

• Korollar: Sei f holomorph auf C\Bρ0
(0 ), dann gilt für r, r′ > ρ0:∮

|z|=r

f(z) dz =
∮

|z|=r′

f(z) dz
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3. Sei r0 = max{|λ| : λ ∈ σ(T )}. aus (1) und (2) wissen wir, daß r0 ≤ r(T ).
Es reicht also zu zeigen, daß r0 ≥ r(T ). Sei r > r0, wir müssen zeigen, daß
r > r(T ).

Tn = − 1
2πi
·
∮
|z|=r

zn(T − z)−1 dz

da z 7→ (T − z)−1 holomorph auf Br0(0)c ist, folgt aus dem Cauchy’schen
Integralsatz

⇒
∮
|z|=r

zn(T − z)−1 dz =
∮

|z|=||T ||+1

zn(T − z)−1 dz

⇒ − 1
2πi

∮
|z|=r

zn(T − z)−1 dz =
1

2πi

∮
|z|=||T ||+1

zn(z − T )−1 dz (∗)

um |z| = ||T ||+1 können wir (z−T )−1 in eine absolut konvergente Potenzreihe
entwickeln:

(z − T )−1 = z−1(1− T

z
)−1 = z−1 ·

∞∑
k=0

(
T

z
)k

⇒ (∗) =
1

2πi

∮
|z|=||T ||+1

zn · z−1 ·
∞∑
k=0

z−kT k dz

=
1

2πi

∞∑
k=0

 ∮
|z|=||T ||+1

zn−1−k dz


︸ ︷︷ ︸

=δn,k·2πi

T k

= Tn

Wir nutzen diesen Fakt für r(T ).

||Tn|| = || 1
2πi

∮
|z|=r

zn(T − z)−1 dz||

≤ 1
2π
· 2πr ·max

|z|=r
||zn(T − z)−1||

= r · rn ·max
|z|=r

||(T − z)−1||︸ ︷︷ ︸
=:c

⇒ ||Tn|| 1n ≤ (c · r) 1
n · r n→∞−→ r

⇒ r(T ) ≤ r
Insbesondere ist σ(T ) 6= ∅ für K = C

q.e.d.

Das letztere Ergebnis kann man auch direkt zeigen:
Angenommen σ(T ) = ∅, also ρ(T ) = C. Dann ist z 7→ (T − z)−1 eine holomorphe
Funktion auf C.
⇒ z 7→

〈
(T − z)−1x|y

〉
ist holomorph ∀x, y ∈ H
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Weiterhin ist fx,y := (z 7→
〈
(T − z)−1x|y

〉
) beschränkt, weil |fx,y(z)| |z|→∞−→ 0.

Für |z| ≥ ||T || gilt:

||(T − z)x|| = ||zx− Tx||
≥ |z| · ||x|| − ||T || · ||x||
= (|z| − ||T ||)||x||

⇒ ||(T − z)−1|| ≤ (|z| − ||T ||)−1 |z|→∞−→ 0
Aus dem Satz von Liouville folgt fx,y ≡ c ≡ 0
⇒ (T − z)−1 = 0 im Widerspruch dazu, daß es injektiv sein muß.

Definition 7.4
Ein linearer Operator in H heißt symmetrisch, falls T auf einer dichten Teilmenge
definiert ist und T ⊂ T ∗, wobei

A ⊂ B ⇔ G(A) ⊂ G(B)⇔ D(A) ⊂ D(B) und B|D(A) = A

T heißt selbstadjungiert, falls T = T ∗.

〈Tx|y〉 = 〈x|T ∗y〉 , x ∈ D(T ), y ∈ D(T ∗)

Wir nennen λ ∈ K einen Eigenwert von T, falls ein x ∈ D(T )\{0} existiert, mit
Tx = λx. Das zugehörige x heißt Eigenvektor von T zum Eigenwert λ.

Proposition 7.5
Jeder Eigenwert eines symmetrischen Operators T ist reell. Sind x und y Eigenvek-
toren von T, mit verschieden Eigenwerten λ und µ, dann gilt x⊥y.

Beweis
Sei λ ein Eigenwert zum Eigenvektor x, mit ||x|| = 1.

λ = λ||x||2 = 〈Tx|x〉 = 〈x|Tx〉 = 〈Tx|x〉 = λ̄

(λ− µ) 〈x|y〉 = 〈λx|y〉 − 〈x|µy〉
= 〈Tx|y〉 − 〈x|Ty〉

T⊂T∗= 〈x|Ty〉 − 〈x|Ty〉 = 0

q.e.d.

Proposition 7.6
Ist T auf einer dichten Teilmenge definiert, dann ist T ∗ abgeschlossen.

Beweis
Sei T : D(T )→ H2 linear, D(T ) ⊂ H1, T ∗ : D(T ∗)→ H1

D(T ∗) = {y ∈ H2 : ∃z 〈Tx|y〉 = 〈x|z〉 , x ∈ D(T )}
T ∗y = z

Sei (yn)n∈N ⊂ D(T ∗), yn → y und T ∗yn → z. Müssen zeigen, daß y ∈ D(T ∗) und
T ∗y = z:

〈Tx|y〉 = lim
n→∞

〈Tx|yn〉 = lim
n→∞

〈x|T ∗yn〉 = 〈x|z〉 , ∀x ∈ D(T ∗)

q.e.d.
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(Ist T selbstadjungiert, dann ist T insbesondere abgeschlossen)

Proposition 7.7
Für jeden auf einer dichten Teilmenge definierten Operator T in H, z ∈ K gilt:

R(T − z)⊥ = N(T ∗ − z̄)

Beweis
(T − z)∗ = T ∗ − z̄
”⊆”: Sei y⊥R(T − z)

⇒ ∀x ∈ D(T ) : 0 = 〈(T − z)x|y〉 = 〈x|0〉
⇒ y ∈ D((T − z)∗), (T − z)∗y = 0
⇒ y ∈ N((T − z)∗) = N(T ∗ − z̄)

”⊇”: Sei y ∈ N(T ∗ − z̄)

⇒ ∀x ∈ D(T ) : 〈(T − z)x|y〉 = 0
⇒ y ∈ R(T − z)⊥

q.e.d.

Satz 7.8
Sei (H, 〈·|·〉) ein komplexer Hilbertraum, T ein symmetrischer Operator in H. Dann
ist folgendes äquivalent:

1. T ist selbstadjungiert

2. R(T − z) = H, ∀z ∈ C\R

3. ∃z± mit Im(z±)><0 mit R(T − z+) = H = R(T − z−)

4. σ(T ) ⊂ R

Beweis
Sei z = λ+ iµ, x ∈ D(T ), ||x|| = 1. Dann gilt:

||(T − z)x|| ≥ | 〈(T − z)x|x〉 |
= | 〈(T − λ)x|x〉︸ ︷︷ ︸

∈R

−iµ 〈x|x〉 |

≥ |µ|

⇒ ∀x ∈ D(T ) : ||(T − z)x|| ≥ |µ| · ||x|| (∗)
(1)⇒ (2) : Als erstes zeigen wir, daß R(T − z) abgeschlossen ist.
Sei (yn)n∈N ⊂ R(T − z ), yn → y. Wir müssen ein x ∈ D(T ) finden, welches
(T − z)x = y erfüllt. Nehmen xn ∈ D(T ) mit yn = (T − z)xn

||yn − ym|| = ||(T − z)(xn − xm)|| ≥ |Im(z)| · ||xn − xm||

⇒ (xn) konvergiert und x := lim
n→∞

xn erfüllt obiges:

xn → x, (T − z)xn → y

Da T selbstadjungiert, ist T = T ∗ abgeschlossen und T − z ist abgeschlossen.
⇒ x ∈ D(T ), (T − z)x = y, R(T − z) ist abgeschlossen
(∗)⇒ R(T − z)⊥ = N(T ∗ − z̄) = N(T − z̄) = {0}
⇒ R(T − z) ist dicht
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(2)⇒ (1) : T ist symmetrisch, denn wegen (∗) ist (T − z) injektiv. Müssen zeigen,
daß D(T ∗) ⊂ D(T ) ist. Wählen z ∈ C\R, T − z und T − z̄ bijektiv. Sei x ∈ D(T ∗)

x0 := (T − z)−1(T ∗ − z)x ∈ D(T )

⇒ (T − z)x0 = (T ∗ − z)x
Da T symmetrisch und T ⊂ T ∗ ist, gilt T ∗x0 = Tx0

⇒ (T ∗ − z)x0 = (T − z)x0 = (T ∗ − z)x
⇒ x− x0 ∈ N(T ∗ − z) = (R(T − z̄))⊥ = {0}
⇒ x = x0 ∈ D(T ) und T ∗x = T ∗x0 = Tx0 = Tx

⇒ T ∗ ⊂ T

(2)⇒ (3) : ist klar
(3)⇒ (4) : Aus (∗) folgt: (T − z±) ist injektiv.
⇒ (T − z±) ist invertierbar, ||(T − z±)−1|| ≤ 1

|(Im(z±))|
⇒ ||(T − z±)−1||−1 ≥ |(Im(z±))|
Wir starten mit z+, die Neumann’sche Reihe:

⇒ ρ(T ) ⊃ U|Im(z+)|(z+)
⇒ U|Im(z1)|(z1) ⊂ ρ(T ), ∀z1 ∈ U|Im(z+)|(z+)
⇒ z ∈ ρ(T ) ∀z mit Im(z) > 0

Das gleiche gilt für die untere Halbebene.
(4)⇒ (2) : ist klar

q.e.d.

Proposition 7.9

1. T ∈ L(H1 ,H2 ) : ||T || = ||T ∗||

2. T ∈ L(H ) : ||T ||2 = ||T ∗T ||

Beweis

1.

||T || = sup
||x||≤1

||Tx||

= sup
||x||,||y||≤1

| 〈Tx|y〉 |

= sup
||x||,||y||≤1

| 〈x|T ∗y〉 |

= sup
||y||≤1

||T ∗y|| = ||T ∗||

2. ||T ∗T || ≤ ||T ∗|| · ||T || = ||T ||2

sup
||x||≤1

||Tx||2 = sup
||x||≤1

〈Tx|Tx〉

= sup
||x||≤1

〈T ∗Tx|x〉

≤ ||T ∗T ||

q.e.d.
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Proposition 7.10
Sei T ∈ L(H ) selbstadjungiert. Dann gilt

||T || = r(T ) = sup
λ∈σ(T )

|λ|

Beweis
Wir wissen: ||T || ≥ r(T ) = sup

λ∈σ(T )

|λ| und r(T ) = lim
n→∞

||Tn|| 1n

⇒ ||T 2|| 12 = ||T ∗T || 12 = ||T ||
⇒ ||T 4|| 14 = ||(T 2)∗T 2|| 14 = ||T 2|| 12 = ||T ||

Induktiv folgt lim
n→∞

||T 2k ||2
−k

= ||T ||

q.e.d.
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Kapitel 8

Der Spektralsatz I

Der Spektralsatz ist ein unendlichdimensionales Analogon zur Tatsache, daß jede
symmetrische, bzw. hermitesche Matrix diagonalisierbar ist.
Motivation: Ist A eine Matrix, dann kann man ẋ = Ax lösen mit x(t) = x0 · etA.

Ist A =

 a11

. . .
ann

, dann ist etA =

 eta11

. . .
etann

.

Ist ϕ analytisch auf B||A||+ε(0), dann ist ϕ(A) =

 ϕ(a11)
. . .

ϕ(ann)

.

In diesem Abschnitt betrachten wir selbstadjungierte T ∈ L(H ) auf einen Hilber-
traum (H, 〈·|·〉).
Wir zeigen, daß ein isometrischer *-Algebra Homomorphismus

F : C( σ(T )︸ ︷︷ ︸
kompakt

)→ L(H ), F (x ) = T

(σ(F (ϕ)) = ϕ(σ(T ))) Spektralabbildung
Algebrahomomorphismus : F ist linear und multiplikativ

F (x2) = F (x · x) = F (x) · F (x) = T 2

Auf C(σ(T )) (komplex) haben wir ϕ 7→ ϕ̄.
Ein *-Algebrahomomorphismus bedeutet F (ϕ̄) = F (ϕ)∗. Wir werden F (ϕ) =: ϕ(T )
schreiben.
Ist P ein Polynom, dann wissen wir wie man

P (T ) = F (P ) : P (x) =
n∑
k=0

akx
k

definiert.

⇒ P (T ) =
n∑
k=0

akT
k

Lemma 8.1

Sei P (x) =
n∑
k=0

akx
k und P (T ) =

n∑
k=0

akT
k. Dann gilt

σ(P (T )) = P (σ(T )) = {P (λ) : λ ∈ σ(T )}
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Beweis
”⊇”: Sei λ ∈ σ(T ). Es ist λ eine Nullstelle von P (x) − P (λ), deshalb können wir
schreiben:

P (x)− P (λ) = (x− λ)Q(x)

wobei Q ein Polynom in x ist.

⇒ P (T )− P (λ) = (T − λ) ·Q(T ) = Q(T ) · (T − λ)

Jetzt: T − λ hat kein beschränktes Inverses (da ja λ ∈ σ(T )), dann kann auch
P (T )− P (λ) keins haben.

⇒ P (λ) ∈ σ(P (T ))

”⊆”: Sei µ ∈ σ(P (T )) und seien λ1, .., λn die Wurzeln von P (x)− µ, d.h.

⇒ P (x)− µ = an(x− λ1) · · · (x− λn)
⇒ P (T )− µ = an(T − λ1) · · · (T − λn)

Sind λ1, .., λn 6∈ σ(T ), dann gilt

(P (T )− µ)−1 = a−1
n (T − λn)−1 · · · (T − λ1)−1

was µ 6∈ σ(P (T )) bedeutet. Deswegen muß λi ∈ σ(T ) für ein i ∈ {1, .., n}.
⇒ µ = P (λ1) ∈ P (σ(T ))

q.e.d.

Lemma 8.2
Sei T ∈ L(H ) selbstadjungiert. Dann gilt

||P (T )|| = sup
λ∈σ(T )

|P (λ)|

Beweis

||P (T )||2 = ||(P (T )∗P (T ))||
= ||P̄ (T )P (T )||
= ||(P̄P )(T )||
= sup

λ∈σ(P̄P (T ))

|λ|

= sup
λ∈σ(T )

|P̄P (λ)|

= sup
λ∈σ(T )

|P (λ)|2

= ( sup
λ∈σ(T )

|P (λ)|)2

⇒ ||P (T )|| = sup
λ∈σ(T )

|P (λ)|

q.e.d.

Satz 8.3
Sei T ein beschränkter und selbstadjungierter Operator. Dann existiert ein eindeu-
tiger, beschränkter *-Algebrahomomorphismus

F : C(σ(T ))→ L(H )

mit F(id) = T. Desweiteren erfüllt F folgendes:
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1. ||ϕ(T )|| = ||ϕ||∞ = max
x∈σ(T )

|ϕ(x)|

2. σ(ϕ(T )) = ϕ(σ(T ))

3. ϕ ≥ 0 ⇐⇒ ϕ(T ) ≥ 0

4. Tξ = λξ ⇒ ϕ(T )ξ = ϕ(λ)ξ

Beweis
Existenz: Für ein Polynom P definiere F0(P ) = P (T ) wie oben. Dann ist F0 ein
*-Algebrahomomorphismus auf Pol ⊂ C(σ(T )).

⇒ ||F0(P )|| = ||P ||∞,σ(T )

Da die Menge der Polynome dicht liegt (Satz von Weierstraß), existiert eine Fort-
setzung von F : C(σ(T ))→ L(H ).

Pn
||·||∞→ ϕ ⇒ lim

n→∞
Pn(T ) =: F (ϕ)

Dann ist F ein *-Algebrahomomorphismus.

⇒ ||F (ϕ)|| = ||ϕ||∞

Eigenschaften: Ist F ein *-Algebrahomomorphismus mit F̃ (x) = F̃ (id) = T , dann
gilt

F̃ |Pol = Fo|Pol
Stetigkeit

=⇒ F̃ = F

was die Eindeutigkeit und (1) impliziert, da F isometrisch ist (das folgt aus
r(T ) = ||T ||).
(2): ”⊆”: Ist µ 6∈ ϕ(σ(T )):

⇒ ψ(x) = 1
ϕ(x)−µ ∈ C(σ(T ))

⇒ (ϕ− µ)ψ = 1
⇒ (ϕ(T )− µ)ψ(T ) = 1
⇒ ψ(T ) = (ϕ(T )− µ)−1, µ 6∈ σ(ϕ(T ))

”⊇”: Sei µ ∈ ϕ(σ(T )), Ziel: ∃(ξn) ⊂ H, ||ξn|| = 1 mit ||(ϕ(T ) − µ)ξn|| → 0, dann
gilt µ ∈ σ(ϕ(T )):
Sei ε > 0 fest. ∃x ∈ σ(T ), ϕ(x) = µ und δ > 0 mit

ϕ(Uδ(x)) ⊆ Uε(µ)

∃η ∈ Cc(Uδ(x)) mit 0 ≤ η ≤ 1, η(x) = 1.

⇒ ||η||∞ = 1 = ||η(T )||

Sei ξ̃ ∈ H mit ||ξ̃|| = 1 und ||η(T )ξ̃|| = 1.
Behauptung: ξ := η(T )ξ̃ erfüllt ||(ϕ(T )− µ)ξ|| ≤ ε.

||(ϕ(T )− µ)ξ|| = ||(ϕ(T )− µ)η(T )ξ̃||
≤ ||(ϕ(T )− µ)η(T )||
= ||(ϕ− µ)η||∞ ≤ ε

(ϕ− µ ≤ ε, und η(x) 6= 0)
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(3): ϕ ≥ 0 auf σ(T ), dann ist ϕ
1
2 ∈ C(σ(T ))

⇒ ϕ = ϕ
1
2 · ϕ 1

2

⇒ ϕ(T ) = ϕ
1
2 (T ) · ϕ 1

2 (T )

⇒ 〈ϕ(T )ξ|ξ〉 =
〈
ϕ

1
2 (T ) · ϕ 1

2 (T )ξ
∣∣∣∣ξ〉 =

〈
ϕ

1
2 (T )ξ

∣∣∣∣ϕ 1
2 (T )ξ

〉
≥ 0

”⇐”: ϕ(T ) ≥ 0, dann gilt σ(ϕ(T )) ⊂ [0,∞) und ϕ(σ(T )) ⊂ [0,∞) und damit ϕ ≥ 0.
(4): Tξ = λξ, und damit T 2ξ = λ2ξ, und so weiter

⇒ P ∈ Pol : P (T )ξ = P (λ)ξ

Stetigkeit⇒ ϕ(T )ξ = ϕ(λ)ξ für ϕ ∈ C(σ(T )).

q.e.d.

Korollar 8.4
Sei T ∈ L(H ) selbstadjungiert, T ≥ 0, dann existiert ein selbstadjungierter Operator
S ∈ L(H ), S ≥ 0 mit

T = S2 = S∗S

Beweis
F (
√
x) =: S wobei F der Funktionalkalkül ist.

q.e.d.
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Kapitel 9

Zwischenspiel: Der Satz von
Riesz-Markoff

Maße ↔ lineare Funktionale auf Unterräumen von C(X)

Erinnern wir uns daran, daß ein Topologischer Raum lokal kompakt heißt, falls jedes
x ∈ X eine kompakte Umgebung besitzt (jeder kompakte Raum ist lokalkompakt).
Desweiteren heißt X σ-kompakt, falls kompakte Mengen Cn, n ∈ N, existieren, mit

X =
⋃
n

Cn

Beispiele: Rn , Cn .
Die σ-Algebra der Borelmengen B auf X, ist die kleinste σ-Algebra die die offenen
Mengen enthält. Ist X lokal kompakt und σ-kompakt, dann wird B von den kompak-
ten Mengen erzeugt.

Definition 9.1
Ein Baire’sches Maß µ ist eine σ-additive Mengenfunktion, mit

µ : B → [0 ,∞] : µ(C ) <∞ ∀C kompakt

Beispiele: das Lebesgue Maß auf R,C

Definition 9.2
Für ϕ : X → C ist

supp ϕ = {x : ϕ(x) 6= 0}
der Träger von ϕ, d.h. das Komplement der größten offenen Menge auf der ϕ ver-
schwindet.
Definiere:

Cc(X) = {ϕ ∈ C(X) : supp ϕ kompakt}
Da jedes ϕ ∈ Cc(X) majorisiert wird durch χC für ein geeignetes kompaktes C, ist
ϕ integrierbar bzgl. jeden Baire’schen Maßes µ:∫

|ϕ(x)| dµ(x) ≤ µ(supp ϕ)

Damit können wir lineare Funktionale l = lµ auf Cc(X) definieren durch:

l : Cc(X)→ C, l(ϕ) :=
∫
X

ϕ(x ) dµ(x )

Dieses Funktional ist positiv im Sinne von

ϕ ≥ 0 ⇒ l(ϕ) ≥ 0
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Die Umkehrung dieser letzten Aussage ist:

Satz 9.3 (Satz von Riesz, Markoff, Kakutani)
Für jedes positive, lineare Funktional l auf Cc(X) existiert ein Baire’sches Maß µ
für das gilt:

l(ϕ) =
∫
X

ϕ(x) dµ(x)

(Ist X lokal kompakt und σ-kompakt, dann ist dieses Maß eindeutig)

Idee des Beweises:
Für kompaktes K ⊂ X gilt

µ(K) = inf{
∫
X

ϕ(x) dµ(x) : ϕ ≥ χK}

Ziel ist es µ auf B fortzusetzen.
Der Beweis kann in vielen Büchern der reellen Analysis gefunden werden (Strom-
berg, Rudin oder ”Maß- und Integrationstheorie” von Bauer).

Ist X kompakt, dann ist µ endlich und der Satz von Riesz-Markoff sagt uns, daß

(C(X), || · ||∞) = {lµ+ − lµ− : µ+, µ− Baire’sche Maße}
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Kapitel 10

Der Spektralsatz II

Wir beginnen damit Spektralmaße einzuführen.
Wir betrachten einen Hilbertraum H, einen beschränkten, selbstadjungierten Opera-
tor T auf H. Wir wissen, daß σ(T ) =: K ⊂ R kompakt ist. Für ξ ∈ H betrachte die
Abbildung

lξ : C(K)→ C, lξ(ϕ) := 〈ϕ(T )ξ|ξ〉

Definition 10.1
Das Maß ρξ, assoziiert mit lξ (Satz von Riesz-Markoff), heißt das Spektralmaß von
T bzgl. ξ. Es ist Ansichtssache ob man ρξ als Maß auf K oder auf R betrachtet

ρξ(B) = ρξ(B ∩K)

Wir werden die ρξ benutzen um uns L2 Räume zu konstruieren, in denen dann T
als Multiplikation agiert.
Ein einfacher Fall tritt auf, falls ξ ein zyklischer Vektoer ist:

Definition 10.2
Sei T ∈ L(H ). ξ ∈ H heißt zyklischer Vektor von T, falls

lin {Tnξ : n ∈ N0} = H = {P (T )ξ : P Polynom}

({P (T )ξ : P Polynom} = {ϕ(T ) : ϕ ∈ C(K)} falls T selbstadjungiert ist)

Lemma 10.3
Sei T selbstadjungiert und beschränkt auf H, K := σ(T ), dann existiert ein unitärer
Operator

U : H → L2(K, ρξ)

mit
(UTU−1)f(λ) = λ · f(λ)

in L2(K, ρξ).

H
T−→ H

U ↓ ↓ U
L2(K) UTU−1

−→ L2(K)

Bemerkung: Die Information von T liegt in dem Maß ρξ und ξ.

Beweis
Für ϕ ∈ C(K) definieren wir

U0(ϕ(T )ξ) := ϕ ∈ C(K) ⊂ L2(K)
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Wir wollen zeigen, daß U0 wohldefiniert und isometrisch auf
H0 = {ϕ(T )ξ : ϕ ∈ C(K)} ist.
Das folgt aus:

||ϕ(T )ξ||2 = 〈ϕ(T )ξ|ϕ(T )ξ〉
= 〈ϕ(T )∗ϕ(T )ξ|ξ〉
= 〈ϕ̄(T )ϕ(T )ξ|ξ〉
=

〈
|ϕ(T )|2ξ|ξ

〉
=

∫
K

|ϕ(x)|2 dρξ

= ||ϕ||2L2(K,ρξ)

Darum ist U0 wohldefiniert: Sind ϕ,ψ ∈ C(K) mit

ϕ(T )ξ = ψ(T )ξ

dann ist ||(ϕ− ψ)(T )ξ||2 = 0 ⇒ ||ϕ− ψ||2L2(K,ρξ)
= 0

⇒ ϕ = ψ in L2(K, ρξ)

Da U0 isometrisch auf dem dichten H0 (da ξ zyklisch) ist, können wir U0 aufgrund
der Stetigkeit fortsetzen zu einer Isometrie

U : H → L2(K, ρξ)

Da C(K) dicht in L2(K, ρξ) liegt, U(H) = L2(K, ρξ)

⇒ U ist unitär

Und als letztes für ϕ ∈ C(K)

(UTU−1)ϕ(λ) = U(Tϕ(T )ξ)(λ)
= U((id · ϕ)(T )ξ)(λ)
= (id · ϕ)(λ)

⇒ (UTU−1)|C(K) = Mid|C(K)
Stetigkeit⇒ UTU−1 = Mid auf L2(K, ρξ).

q.e.d.

Hat T einen zyklischen Vektor, dann gilt

T = U∗MidU

wobei
U : H → L2(σ(T ), ρξ)

Lemma 10.4
Sei H separabel, T ∈ L(H ) selbstadjungiert. Dann existiert N ∈ N ∪ {∞} und
abgeschlossene Unterräume Hn, n < N , mit den folgenden Eigenschaften:

1. H =
⊕
n

Hn

2. Hn ist ein invarianter Unterraum von T, d.h. T (Hn) ⊂ Hn, T (H⊥n ) ⊂ H⊥n
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3. Es existiert ein zyklischer Vekror ξn für T |Hn
Beweis Mit Zorn, → Übung.
(Idee: Nehmen beliebiges ξ 6= 0. {ϕ(T )ξ : ϕ ∈ C(K)} 6= H, dann
∃ξ1 ∈ H : ξ1⊥{ϕ(T )ξ : ϕ ∈ C(K)} . Müssen zeigen Tnξ1⊥{ϕ(T )ξ : ϕ ∈ C(K)}.)

Satz 10.5 (Spektralsatz - Multiplikationsoperatorform)
Sei T ∈ L(H ) selbstadjungiert, H ein separabler Hilbertraum. Dann existiert
N ∈ N ∪ {∞} und Maße µn, n < N , auf K := σ(T ) und unitärer Operator

U : H →
⊕
n<N

L2(K,µn) 3 (ξn)n∈N

mit
(UTU−1ξn)(x) = xξn(x)

Diese unitäre Darstellung von T heißt Spektraldarstellung. Sie ist im Allgemeinen
nicht eindeutig.
Ist H nicht separabel, so gilt analoges mit einer überabzählbaren Familie von Maßen.

Wir benüötigen aber die Abzählbarkeit für folgendes

Korollar 10.6
Sei T ∈ L(H ) selbstadjungiert, H separabel. Dann existiert ein endlicher Maßraum
(X,F , µ),(d.h. µ(X) < ∞), eine beschränkte, meßbare Funktion F : X → R und
ein unitärer Operator U : H → L2(X,F , µ), für die gelten:

T = U∗MFU

H
T−→ H

U ↓ ↓ U ↑ U−1 = U∗

L2 M−→ L2

Beweis des Spektralsatzes
Nach vorhergehenden Lemma können wir

H =
⊕
n

Hn

mit T |Hn selbstadjungiert und zugehörigem zyklischen Vektor ξn

H →
⊕
n

Hn
⊕Un−→

⊕
n

L2(K, ρξn)

wobei für n ∈ N, Un gegeben ist durch Lemma 10.3 mit

Un(T |Hn)U∗n = Mid auf L2(K, ρξn)

⇒ ⊕Un =: U erfüllt die Behauptung.

q.e.d.

Schreiben µn := ρξn .

Beweisdes Korollares:
Idee: Schreiben

⊕
n

L2(K,µn) = L2(X,F , µ).

Für zwei Maßräume (X1,F1 , µ1 ), (X2 ,F2 , µ2 ) definieren wir:

X = X1∪̇X2, F = {A ⊂ X : A ∩X1 ∈ F1 , A ∩X2 ∈ F2}
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µ(A) = µ1(A ∩X1) + µ2(A ∩X2)

⇒ L2(X1)⊕ L2(X2) ∼= L2(X)
Identifizieren f ∈ L2(X1) mit f̃ ∈ L2(X)

f̃(x) =
{
f(x) : x ∈ X1

0 : x ∈ X2

}
Eine abzählbare Version: wählen (ξn) mit ||ξn|| = 2−n.
⇒ ρξn(K) =

∫
1 dρξn = 〈1(T )ξ|ξ〉 = ||ξn||2 = 2−2n

Für n wie im Satz, ξn wie oben, n < N definiere

Xn := K × {n}, Fn := Borel-σ-Algebra, µn ' ρξn

Wie oben definieren wir

X =
⋃̇
n<N

Xn, F = {A ⊂ X : A ∩Xn ∈ Fn ∀n}

µ(A) =
∑
n<N

µn(A ∩Xn) ≤
∑
n<N

µn(Xn) =
∑
n<N

ρξn(K) <∞

⇒ (X,F , µ) ist ein endlicher Maßraum⊕
n

L2(K, ρξn) '
⊕
n

L2(Xn,Fn , µn) ' L2(X ,F , µ)

⊕
n

Mid auf
⊕
n

L2(K, ρξn) ; MF wobei

F : X → R, F (x ,n) = x

⇒ T = U1

⊕
n

MidU
∗
1 = (U1V )MF (U1V )∗

wobei U1 : H →
⊕
n

L2(K), V :
⊕
n

L2(K)→ L2(X).

⇒ T = UMFU
∗

Die Information über T steckt im Spektrum σ(T ) = K und (ρξn) = (µn)
Schönes Beispiel: Übung
Meta-Statement:
Ist T ein Differenz- oder ein Differentialoperator, dann erhalten wir von der Fou-
rierdarstellung eine unitäre Darstellung als Multiplikation:

l2(Z) F−→ L2 (0 , 1 )

L2(R) F−→ L2 (R)
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Kapitel 11

Die Polarzerlegung

Analogien:
für Zahlen a ∈ C, ā a+ b = ā+ b̄
für Operatoren A,A∗ (λA)∗ = λ̄A∗

reelles a = ā ↔ selbstadjungierter A = A∗

ū = u−1 ↔ unitärer U∗ = U−1

Jede Zahl kann geschrieben werden als a = u · |a| mit uū = 1 und |a| ∈ R. Gilt
analoges auch für Operatoren?

|A| =
√
A∗A

Ist A ∈ L(H ), dann ist A∗A selbstadjungiert und A∗A ≥ 0

(A∗A)∗ = A∗(A∗)∗ = A∗A

〈A∗Aξ|ξ〉 = 〈Aξ|Aξ〉 ≥ 0

Definition 11.1
Für A ∈ L(H ) definieren wir das Modul von A durch

|A| =
√
A∗A

(durch den Funktionalkalkül)

Definition 11.2
Für M ⊂ L(H ) definieren wir seinen Kommutator

M ′ := {B ∈ L(H ) : ∀A ∈ M : AB = BA}

Bemerkung 9
Ist A selbstadjungiert, ϕ ∈ C(σ(A)), dann gilt:

{A}′ ⊂ {ϕ(A)}′

Beweis

Ist ϕ ein Polynom, dann ist ϕ(A) =
n∑
k=1

akA
k und

B ∈ {A}′ ⇒ B ∈ {Ak}′ ∀k

ϕ(A)B =
n∑
k=1

akA
kB = Bϕ(A)

Da die Polynome dicht in C(K) liegen, folgt die Behauptung. q.e.d.
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Lemma 11.3
Sei A ∈ L(H ), A ≥ 0. Dann existiert ein eindeutiger Operator B ∈ L(H ), B ≥ 0
mit B2 = A.
Desweiteren kommutiert B mit jedem Operator, mit dem A kommutiert,
d.h. {A}′ ⊂ {B}′.

Beweis
Existenz folgt aus dem Spektralsatz: B =

√
A, B kommutiert, ... (ϕ = √ in voriger

Bemerkung).
Sei B′ ≥ 0, (B′)2 = A. B′ ∈ {A}′ weil

B′A = B′(B′)2 = (B′)2B′ = AB′

⇒ BB′ = B′B

⇒ (B −B′)B(B −B′) + (B −B′)B′(B −B′) = 0

(B −B′)B(B −B′) und (B −B′)B′(B −B′) sind ≥ 0:

〈(B −B′)B(B −B′)ξ|ξ〉 = 〈B(B −B′)ξ|(B −B′)ξ〉 ≥ 0

da B ≥ 0.

⇒ (B −B′)B(B −B′) = 0 = (B −B′)B′(B −B′)
⇒ (B −B′)B(B −B′)− (B −B′)B′(B −B′) = 0
⇒ (B −B′)3 = 0
⇒ (B −B′)4 = 0
⇒ 0 = ||(B −B′)4|| = ||B −B′||4 (||C||2 = ||C∗C||)
⇒ B = B′

q.e.d.

Problem: Wollen A ∈ L(H ) schreiben als U · |A|.

Beispiel 11.4
Sei S der Shift-Operator auf l2(N)

S(ξn)n = (ξn−1)n = (0, ξ1, ξ2, ...)

Dann ist S∗(ξn)n = (ξn+1)n, da

〈Sξ|η〉 =
∞∑
j=1

〈(Sξ)j |ηj〉

=
∞∑
j=1

〈ξj |ηj+1〉

=
∞∑
j=1

〈ξj |(S∗η)j〉

So auch S∗S = I und daraus |S| = I.
⇒ S = U (Polarzerlegung)
d.h. (in the polardecomposition U cannot be assumed as unitary)

Definition 11.5
Ein Operator U heißt eine partielle Isometrie, falls ||Ux|| = ||x|| für alle x ∈ N(U)⊥.
Man nennt U eine Isometrie, falls ||Ux|| = ||x|| für alle x ∈ H.
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Bemerkung 10
Ist U eine partielle Isometrie, dann gilt:

H = N(U)⊕N(U)⊥ = R(U)⊕R(U)⊥

und
U : N(U)⊥ → R(U)

bzw.
U∗ : R(U)→ N(U)⊥

sind Isometrien, und es gilt

U∗|R(U) = (U |N(U)⊥)−1

Proposition 11.6

1. Ist U eine partielle Isometrie, dann gilt

U∗U = PN(U)⊥ , UU
∗ = PR(U)

2. Ist U ∈ L(H ) mit U∗U und UU∗ sind Projektionen, dann ist U eine partielle
Isometrie.

Beweis Übung

Satz 11.7
Sei A ∈ L(H ). Dann existiert eine partielle Isometrie U mit

A = U · |A|

U ist eindeutig bestimmt durch N(U) = N(A). Weiterhin gilt R(U) = R(A).

Beweis
Definiere U : R(|A|)→ R(A) durch U(|A|ξ) = Aξ. Dann gilt:

|| |A|ξ||2 =
〈√

A∗Aξ|
√
A∗Aξ

〉
= 〈A∗Aξ|ξ〉
= 〈Aξ|Aξ〉
= ||Aξ||2

Deswegen ist U wohldefiniert und linear. U ist isometrisch, und man kann U fort-
setzen durch

U : R(|A|)→ R(A)

Wir setzen U auf H fort, indem wir U = 0 auf (R(|A|))⊥ setzen

(R(|A|))⊥ = N(|A|∗) = N(|A|) = N(A)

Da U eindeutig auf R(|A|) bestimmt ist, existiert nur eine Möglichkeit mit
N(U) = N(A).

q.e.d.

45



Beispiel 11.8

1. Polarzerlegung des Shift-Operators?

S = U · |S| mit U = S, |S| = 1

2. Sei v : Ω→ C eine Funktion auf (Ω,F , µ) mit ||v||∞ <∞, T = Mv.
Die Polarzerlegung von T:

T ∗ = Mv̄

T ∗T = Mv̄Mv

}
⇒ |T | = M|v|

U = Mu

wobei u(ω) =

{
v(ω)
|v(ω)| : v(ω) 6= 0
o = v(ω) = 0

}
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Kapitel 12

Kompakte Operatoren

Vieles, von dem was folgt, gilt in diesem Zusammenhang auch für Banachräume.

Definition 12.1
Seien E,F normierte Räume, ein Operator T ∈ L(E,F ) heißt kompakt, falls T (BE)
präkompakt ist, d.h.

∀ε > 0 ∃y1, .., yn ∈ F : T (BE) ⊂
n⋃
j=1

Uε(yj)

wobei
BE = {x ∈ E : |x| ≤ 1}

Sehr wichtige Beispiel dafür sind Integraloperatoren:

Beispiel 12.2
Sei K : [0, 1]× [0, 1]→ C, K ∈ L2([0, 1]2). Dann definiert

TK : L2[0, 1]→ L2[0, 1]

(TKf)(x) :=

1∫
0

K(x, y)f(y) dy

einen kompakten Operator in L2[0, 1]. (Gleichmäßig beschränkte differenzierbare
Mengen sind kompakt in C(K), siehe Satz von Arzela-Ascoli)

Beispiel 12.3
Sei T ∈ L(H) ein Operator endlichen Ranges, d.h. R(T ) ist endlich dimensional.
Dann ist T kompakt, denn in einem endlich dimensionalen Raum ist jede beschränk-
te Menge präkompakt.
Erinneren wir uns daran, daß

xn
w→ x ⇐⇒ 〈xn|y〉 → 〈x|y〉 ∀y ∈ H

(Ist (en) ein ONS, dann gilt en
w→ 0.)

Das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit (Satz von Banach-Steinhaus (BS))
sagt aus, daß jede schwach konvergente Folge beschränkt ist:

ln ∈ H ′, ln(y) = 〈y|xn〉, ||ln||H′ = ||xn||H

Ist xn
w→ x, dann ist sup

n
||ln(y)|| < ∞ für alle y ∈ H, da die konvergente Folge

ln(y) beschränkt ist

BS⇒ sup
n
||ln|| <∞ ⇒ sup

n
||xn|| <∞
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Lemma 12.4
Sei xn

w→ 0 und K ⊂ H kompakt. Dann gilt

sup
z∈K
|〈xn|z〉|

n→∞−→ 0

Beweis

• punktweise Konvergenz

• Kompaktheit

• gleichmäßige Beschränktheit

Satz 12.5
Ein kompakter Operator T ∈ L(H) bildet schwach konvergente Folgen auf norm-
konvergente Folge ab.

Beweis
Erste Version: Aus dem vorigen Lemma, xn

w→ 0 mit ||xn|| < 1 folgt:

||Txn||2 = 〈Txn|Txn〉 ≤ sup
z∈T (BH)

|〈Txn|z〉| → 0

da Txn
w→ 0.

Zweite Version: Für xn
w→ x, gilt Txn

w→ Tx weil

〈Txn|y〉 = 〈xn|T ∗y〉 ⇒ 〈x|T ∗y〉 = 〈Tx|y〉

Da (xn) beschränkt ist, ist (Txn) präkompakt. Wir werden zeigen, daß yn = Txn
konvergiert. Es reicht zu zeigen, daß jede Teilfolge von (yn) eine Teilfolge hat, die
gegen Tx konvergiert. Nehmen (ynk) ⊂ K, mit kompakten K, dann existiert eine
konvergente Teilfolge die gegen ein z konvergiert.
⇒ ynkl

w→ y = Tx, ynkl → z
⇒ z = y

q.e.d.

Schreiben
C(H) = {T ∈ L(H) : T kompakt}

für die Calkin-Algebra.

Satz 12.6
C(H) ist abgeschlossen in (L(H), || · ||), d.h. für (Tn) ⊂ C(H) mit ||Tn − T || → 0,
gilt T ∈ C(H).

Beweis
Sei ε > 0. Nehmen n hinreichend groß, so daß ||T−Tn|| ≤ ε

2 . Da Tn(BE) präkompakt

ist, finden wir y1, .., ym ∈ H mit Tn(BE) ⊆
m⋃
j=1

B ε
2
(yj):

⇒ T (BE) ⊆ B ε
2
(Tn(BE)) ⊆

m⋃
j=1

Bε(yj)

q.e.d.
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Aus dem letzten Satz folgt, daß der Grenzwert bzgl. der Norm von Operatoren mit
endlichem Rang kompakt ist. Die Umkehrung hingegen gilt für Banachräume im
Allgemeinen nicht, wohl aber für Hilberträume:

Satz 12.7
Sei H ein separabler Hilbertraum. Dann ist jeder kompakte Operator Grenzwert einer
normkonvergenten Folge von Operatoren mit endlichen Rang.

Bemerkung 11
Man sagt, E hat die Approximationseigenschaft, falls jeder kompakte Operator Grenz-
wert einer normkonvergenten Folge von Operatoren mit endlichen Rang ist. Banach
fragte sich, ob jeder Banachraum diese Eigenschaft hat. Antwort: Nein (erster Be-
weis von Per Enflo 1972).
Jetzt: L(H) mit dimH =∞, hat nicht die Approximationseigenschaft.

Beweis
oE sei dimH =∞ und (en) eine ONB. Definieren wir die monoton fallende Folge

λn := sup{||Tξ|| : ξ ∈ {e1, .., en}⊥, ||ξ|| ≤ 1}

Wir zeigen λ = limλn = 0:
Wählen ηn ∈ H, ||ηn|| = 1, ηn⊥{e1, .., en} und ||Tηn|| ≥ λ

2 . Da η ∈ {e1, .., en}⊥,
erhalten wir ηn

w→ 0, denn für ξ ∈ H mit ξ =
∑
〈ξ|en〉en gilt:

⇒ 〈ηn|ξ〉 =
∑

k≥n+1

〈ξ|en〉〈ηk|en〉 → 0

⇒ ||Tηn|| → 0
⇒ λ = 0

Definieren Fn ∈ L(H) durch Fnξ =
∑
〈ξ|ej〉Tej ⇒ λn = ||T − Fn||

(||T − Fn|| = sup
||ξ||≤1

||Tξ − Fnξ||

= sup
||ξ||≤1

||
∞∑
j=1

〈ξ|ej〉Tej −
n∑
j=1

〈ξ|ej〉Tej ||

= sup
||ξ||≤1

||
∞∑

j=n+1

〈ξ|ej〉Tej ||

= sup
||ξ||≤1

ξ⊥{e1,..,en}

||
∞∑

j=n+1

〈ξ|ej〉Tej ||

= λn)

Das grundlegende Prinzip, daß kompakte Operatoren so interessant macht, heißt
Fredholm’sche Alternative:
Ist T ∈ C(H), dann gilt entweder

∃ξ 6= 0 : Tξ = ξ : T − I ist nicht invertierbar

(aber ”⇐” gilt nicht für beliebiges T ∈ L(H), zB. Multiplikationsoperatoren).
oder

(I − T )−1 ∈ L(H)
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Das ist äquivalent zu:
Für beliebiges ξ ∈ H existiert höchstens ein η mit η = ξ + Tη. Dann gibt es genau
eins (nehmen ξ = 0 oben).
Wir werden die Fredholm’sche Alternative aus dem folgenden Satz ableiten:

Satz 12.8 (Satz von Fredholm - analytische Version)
Sei D ⊂ C offen und zusammenhängend. Sei f : D → L(H) analytisch mit
f(D) ⊂ C(H). Dann gilt entweder:

(I − f(z))−1 existiert für kein z ∈ D

oder

Es existiert eine diskrete Teilmenge S ⊂ D, so daß (I−f(z))−1 existiert für z 6∈ S

Im zweiten Falle ist (I − f(z))−1 eine meromorphe Funktion, die analytisch auf
D\S ist, und die Residuen in den Punkten von S sind Operatoren mit endlichem
Rang.
(f ist meromorph auf D ⇐⇒ f ist, mit Ausnahme der Pole, holomorph;
Ist f : Br(z0)\{z0} → C holomorph, dann ist f(z) =

∑
k∈Z

ak(z−z0)k die Laurentreihe

und res f(z0) = a−1 das Residuum von f in z0).

Beweis
Es reicht die Alternative in einer Umgebung von z0 ∈ D zu zeigen. Nach Satz 12.7
finden wir F mit endlichem Rang, mit:

||f(z0)− F || ≤ 1
2

Da f stetig ist, finden wir r > 0 mit

||f(z)− F || ≤ 3
4

∀z ∈ Br(z0)

Entwickeln wir in eine geometrische Reihe

(I − f(z) + F )−1 =
∞∑
k=0

(f(z)− F )k

Schreiben
g(z) = F (I − f(z) + F )−1

dann ist g holomorph und mit endlichen Rang. Man sieht

(I − f(z)) = (I − g(z))(I − f(z) + F )

Da (I − f(z) + F )−1 existiert,

(I − f(z))−1 existiert ⇐⇒ (I − g(z))−1 existiert

Wir untersuchen (I − g(z)). F hat endlichen Rang

⇒ Fξ =
N∑
j=1

〈ξ|ξj〉ηj

für geeignete linear unabhängige ηj und ξj

⇒ g(z)ξ =
N∑
j=1

〈(I − f(z) + F )−1ξ|ξj〉ηj
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I − g(z) ist nicht invertierbar ⇐⇒ ∃η 6= 0 mit

g(z)η = η

Entwickeln η =
N∑
m=1

βmηm

⇐⇒ g(z)η =
N∑
j=1

〈(I − f(z) + F )−1(
N∑
m=1

βmηm)|ξj〉ηj =
N∑
j=1

βjηj

⇐⇒ βj =
N∑
m=1

〈(I − f(z) + F )−1ηm|ξj〉βm︸ ︷︷ ︸
=:ajm(z)

∀j = 1, .., N

Jetzt: g(z)η = η hat eine nichttriviale Lösung ⇐⇒

β = (β1, .., βN ) 6= 0 : βj =
N∑
m=1

βmajm

⇐⇒ det(δjm − ajm(z))j,m︸ ︷︷ ︸
holomorph

= 0

Also ist entweder det(δjm − ajm(z))j,m = 0 für z ∈ Br(z0) oder es existiert eine
diskrete Menge Sr ⊂ Br(z0) mit det(δjm − ajm(z))j,m 6= 0 für z 6∈ Sr. In diesem
Fall existiert (I − g(z))−1 und ist holomorph. Da dies äquivalent zur Existenz von
(I − f(z))−1 ist, folgt die Behauptung.

q.e.d.

Korollar 12.9 (Fredholm’sche Alternative)
Sei A ∈ C(H) dann ist entweder (I −A) invertierbar oder N(I −A) 6= {0}.

Beweis
Nehmen f(z) = zA und wenden vorigen Satz an mit z = 1.

q.e.d.

Beispiel 12.10
Die Fredholmsche Alternative gilt im Allgemeinen nicht:

v(x) = cos(x) auf R

⇒ σ(Mv) = [−1, 1]

⇒ I −Mv ist nicht invertierbar

aber N(λ−Mv) = 0, ∀λ ∈ C

Satz 12.11 (Satz von Riesz- Scha de)
Sei A ∈ C(H). Dann liegt σ(A) diskret in C\{0}.

Beweis
Sei f(z) = zA holomorph auf C. Dann gilt:

S = {z : zAξ = ξ hat eine Lösung ξ 6= 0} 63 0

ist diskret nach Satz 12.8 und (I − zA)−1 existiert für z 6∈ S. Für 1
λ /∈ S existiert

(λ−A)−1 =
1
λ

(I − 1
λ
A)−1 q.e.d.
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Bemerkung 12
Jedes λ ∈ σ(A)\{0} ist ein Eigenwert von der endlichen Multiplikation:

λ ∈ σ(A)\{0} ⇒ λ Eigenwert

Endliche Multiplikation: L = N(λ−A) ⊂ H

A|L = λ · I|L ⇒ ABL = λBL

ist relativ kompakt da A kompakt ist
λ 6=0⇒ BL kompakt ⇒ dim L <∞

Satz 12.12 (Hilbert-Schmidt)
Sei A selbstadjungiert und kompakt. Dann existiert eine ONB (ξn)n∈N mit:

Aξn = λnξn

mit λn → 0 für n→ 0.

Beweis
Sei {λn : n ∈ N} die Menge der Eigenwerte von A. Nehmen ONBn für jedes
N(λn −A)
⇒ ONS (ξn)n∈N besteht aus Eigenwerten
Betrachte G = span {ξn : n ∈ N}. Wir zeigen, daß G⊥ = {0} ist. Da A selbstad-
jungiert ist, wissen wir:

AG ⊂ G, AG⊥ ⊂ G⊥

σ(A) = σ(A|G) ∪ σ(A|G⊥)
Da A kompakt ist, ist A|G⊥ kompakt und selbstadjungiert. Ist λ ∈ σ(A|G⊥)\{0}, so
ist λ ein Eigenwert von A|G⊥ .

⇒ σ(A|G⊥) = {0}
⇒ r(A|G⊥) = 0 (Spektralradius)
⇒ ||A|G⊥ || = 0
⇒ A|G⊥ = 0
⇒ G⊥ ⊂ N(A) ⊂ G
⇒ G⊥ = {0}

q.e.d.

Satz 12.13 (Kanonische Darstellung von kompakten Operatoren)
Sei A ∈ C(H), dann existieren ONS (ξn), (ηn) und λn > 0 mit

Aξ =
∑
n

λn〈ξ|ηn〉ξn (ξ ∈ H) (∗)

Beweis
Da A∗A positiv und kompakt ist, finden wir ONS (ηn) und µn > 0 mit

A∗Aηn = µnηn

Schreiben λn :=
√
µn und ξn = 1

λn
Aηn. Wir zeigen 〈ξm|ξm〉 = δnm und (∗):

〈ξm|ξn〉 = 〈 1
λn
Aηn|

1
λm

Aηm〉

=
1
λn
· 1
λm
〈Aηn|Aηm〉

=
1

λn · λm
〈λ2
nηn|ηm〉

= δnm
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Ist Aξ = 0, dann A∗Aξ = 0 und ξ⊥ξn

Aηn = λnξn =
∞∑
k=1

λk〈ηn|ηk〉ξk

Das ist (∗) für ξ = ηn

⇒ Aξ =
∑
n

λn〈ξ|ηn〉ξn für ξ ∈ lin {ηn} = N(A)⊥

q.e.d.
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