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Kapitel 1
Skalarproduktriume

Wir betrachten immer Vektorrdume V iiber K = R oder K = C.

Definition 1.1 (Sesquilinearform)

Eine Abbildung s : V x V. — K heifst Sesquilinearform, falls Vz,y,z € V,u, A € K:
SO + iy, 2) = As(w,y) + ps(y, )
s(@, Ay + pz) = As(@,y) + fis(y, 2)

Eine Sesquilinearform heifit symmetrisch bzw. hermitesch falls:

s(z,y) = s(y,z)

Gilt weiterhin
s(z,x) >0 vz € V\{0}

so heifst s positiv definit. Eine positiv definite Sesquilinearform auf V heifst Skalar-
produkt (inneres Produkt, Schreibweise {-|-)), V heifit dann Skalarproduktraum bzw.
Prihilbertraum. Wie wir sehen werden, definiert

|lzl] == V/(=|z)
eine Norm auf dem Skalarproduktraum V.

Satz 1.2 (Cauchy - Schwarz Ungleichung)
Sei V ein Skalarproduktraum, dann gilt:

[(zly)] < =l - [y Ve,y eV

Korollar 1.3
Ist (V,(:|")) ein Skalarproduktraum, dann definiert ||x|| := \/{x|z) eine Norm.

In diesem Sinne ist jeder Skalarproduktraum ein metrischer bzw. ein normierter
Raum. Somit kann man von Konvergenz, Cauchy Folgen, Stetigkeit und Vollstdndig-
keit sprechen.

20— @ in (V, (1) 1 [lon — o]l = 0

V ist vollstindig, falls jede Cauchyfolge konvergiert. In diesem Fall nennt man V
Hilbertraum.

Beispiel 1.4
R™ und C™ sind Hilbertrdume bzgl. des euklidischen Skalarproduktes.



Beispiel 1.5
Sei 12 = 1% = IZ(N) wobei

IZ ist ein Vektorraum bzgl. koordinatenweiser Addition und skalarer Multiplikation:

ryclP=x+ycl?: Z|xn+yn\2 §Z2(|zn\2+\yn|2) < o0
n n

_ 1
(ely) = 3wl < 00 lannl < 512l + yal?)

n

(-]} ist ein Skalarprodukt auf dem I

Vollstindigkeit ist der wichtigste Teil. Wir miissen zeigen: ist (x(™ (k))pen eine
Cauchyfolge, dann konvergiert (x(")) gegen ein x € 12,

Sei (2™),en Cauchyfolge. Dann gilt Ve > 03N € N :

(31 8) — 2 () = o - 0| <
k=1

Fiir festes k: |z (k) — 2™ (k)2 < €2
Da (2™ (k))pen eine Cauchyfolge ist, folgt aus der Vollstindigkeit von K :

z(k) == lim =™ (k)

Miissen zeigen: x € 12, ||z — 2™|| — 0. Sei M € N fest:

™ (k) — 2" (k)P < €

M=

Eo

=

m— 00

@M (k) —x (k)P <€

=~
Il

1

|z (k) — z(k)]? <€

M2

Da M beliebig folgt:

E
Il

1
= ™ — g c?
z € 1> und¥n > N : |2 — || <e

g.e.d.

Beispiel 1.6
Auf C[—1,1] betrachten wir das Skalarprodukt

(flg) == / @@

Ist (f|f) =0 so folgt fl |f(z)]Pdz=0= f=0
1
Aber (C[—1,1],(:|-)) ist nicht vollstindig:

fn('r) =

—3= O
8
m
—
=



(fn) ist eine Cauchyfolge bzgl. {-|-):
Firm>n> N:

1
ldz = —
TN

o\z‘H

1 &
Vo= fll = [[1fa = e = [0, = g <
e 0
= (fn) ist eine Cauchyfolge, hat aber keinen Grenzwert in C[—1,1], da

n—oo

f(x) = lim f,(x) :{ (1) ii%,llv]o} }

Bemerkung 1

Wir werden spiter sehen, daf jeder separable Hilbertraum isomorph zu l% ist. Zwei
Skalarproduktriume (Vi,(:|-);) und (Va,(:|-)5) tber dem selben Korper K heifien
isometrisch isomorph, wenn es einen Isomorphismus u : Vi — Va5 gibt, so daf

<Uz|uy>2 = <$|y>1 Ve,y € V1

Lemma 1.7
Sei (V, (:])) ein Skalarproduktraum. Dann gilt:

1. Polarisationsidentitit: Vx,y € V

Il
a =

Fllz + > = [l= =)
xly) = i ] j ]
(z]y) { %(‘|w+y||2 — |z = yl|? +il|lz +iyl|]* —il|lz — iy|*)

ol

|

2. Parallelogrammidentitit: Vx,y € V
|z +yl* + llz = yl* = 2(]]=]1* + [ly]1*)

Beweis nachrechnen

Bemerkung 2
In einem Skalarproduktraum (V, (-|-)) ist das Skalarprodukt (-|-) : V xV — K stetig:

Tp = T AYn — Y= (Tplyn) — (z|y)

Beweis

n—oo

| @nlyn)=(@ly) | < | @nlyn —y) [+ {20 — 2y} [ <zl [lyn—yll+[|zn—2[[-ly]| — 0

g.e.d.



Kapitel 2

Orthogonalitiat und
Approximation

Sei (V, {|-}) ein Skalarproduktraum mit der induzierten Norm ||z|| := /(z|z). Dann
sind

Br(z) ={y:llz —yll <7}

Ur(z) ={y:llz —yll <r}
die abgeschlossene und die offene Kugel des Radius r um den Punkt x.
Erinnerung: Eine Teilmenge U eines normierten Raumes heifit offen, wenn fiir alle
x € U ein r > 0 existiert, so dafl B,(x) C U. A heiit abgeschlossen, falls das
Komplement A€ offen ist, bzw. fir (z,) C A, z, — z folgt x € A.

Satz 2.1 (Approximationssatz)
Sei (H,(:|-)) ein Hilbertraum, C # 0 eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge und
x € H. Dann existiert ein eindeutiges y € C' mit:

llz = yll = inf{|lz || : c € C} = d(x, C)

Bemerkung 3
Dieser Satz hat viele wichtige Anwendungen, zum Beispiel das Dirichlet’sche Prin-

21D.
Beweis
Sei (yn) C C eine Folge mit ||x — yy|| — d(z,C) =: d. Dann ist (y,) eine Cauchy-
folge. Wir benutzen die Parallelogrammidentitit fir x — y, und T — yp,:
(@ = ym) + (@ = ya)lI* +11(@ = yn) = (@ = yu)|I* = 2|2 = yul* + |2 = yml*)
= yn —ymll? = 2(]z - yn\lz + [z — ymllz) 112z = (yn +ym)lI® ,
2|z = yall® + [lz = ymll*) — 4llz = 5(yn + ym)||
2(lz = yall® + llz = yml|?) — 4d°

Da ||z — yn|| — d finden wir fir e > 0 ein N € N mit ||v — y,||* < d* + ;€ fir
n > N. Firn,m > N folgt:

% (yn -‘rym)EC
——

IN

[ _ymHQ < & = [[Yn — Yml| < €

Damit ist (yp) eine Cauchyfolge und es existiert y € C mit y = lim y, und
n—oo

|z —yl| = d.
Eindeutigkeit: Angenommen es existieren yi,ys € C mit

|z —yill = d = [l — ya]



{ y1 @ nungerade }
yn = .
Y2 : ngerade

und ||z — yn|| — d. Von oben wissen wir, daff (y,) eine Cauchyfolge ist, und damit
folgt y1 = ys.

g.e.d.

Definition 2.2

Sei (V,{(-|-)) ein Skalarproduktraum, zwei Elemente x,y € V heifien orthogonal,
zly, falls (x|y) = 0. In diesem Falle gilt : ||z + y||* = ||z||* + ||y||* (Satz von Py-
thagoras). Wir schreiben x 1L A C'V falls x Ly fir alle y € A. Weitere Schreibweise:

At ={zecV :2lA}
und ALB falls B C At
Proposition 2.3
1. {0}t =V
2. V+={0}
3. Fiir beliebiges A CV : AL ist ein abgeschlossener Unterraum.
4. ACB= Bt cAt
5. At = (lin A)* = (lin A)*
Beweis entfillt

Satz 2.4
Sei (H, {(-|-)) ein Hilbertraum, L C H ein abgeschlossener Unterraum. Dann gilt:

H=LoL+
d.h. jedes x € H ldsst sich eindeutig schreiben als

r=xr+x)
wobei xp, € L und x, € L*. Dies definiert eine lineare Abbildung

Pr:H—H:x— xp
Die Projektion P} ist kontraktiv, d.h. P} = Pr, und ||Prz|| < ||z||Vz € H.
Beweis
Sei x € H, aus Satz 2.1 folgt die Existenz von xy € L mit
lz — zp]| = min{|lz —y|| : y € L}

Wir setzen x| = x — 2, und miissen zeigen, daff x| € L*.
Seiv € L\{0}, da ||z —zL|]* = (min{||z—y|| : y € L})? = >, erhalten wir Vt € K:

d2

A

< o= (zr +t0)]]?
= ||z — 2|2 = 2Re (x — xp[tv) + |[tv]|?
0 < =2tRe(x —zplv) + [t]*||v]?

_ (z—zL|v)
Setzen t = Toll2
o< oll@—m) P e a0 P _ @zl
- |[v]|? ||v]|? |[v]]?

= (xr—2arlv) =0

Eindeutigkeit und Eigenschaften von Py, : Ubung.



g.e.d.

Korollar 2.5
Sei (H,(-|")) ein Hilbertraum, A C H, A # 0. Dann gilt

(AYHt =Tlin A

Beweis

Wir wissen bereits A+ = (lin A)*.

Sei L :=lin A, es bleibt zu zeigen, daf$ (L) = L fiir einen beliebigen Unterraum
L.

Klar : L C (L*Y)*.

Andererseits lGfst sich jedes x € (LJ‘)J‘ schreiben als: x = xp, + x fiir x;, € L und
S L+,

Klar: z; =0 da z L L+

=zx=uxp €L

g-e.d.



Kapitel 3
Orthonormalsysteme

Definition 3.1
Sei (x,),er eine Familie mit der zugehorigen Abbildung x : I — X : x() — x,.
FEine Familie (e,),cr heifit Orthonormalsystem (ONS), falls

||6LH =1 ) €1y J—eLg VLl # Lo

Eine Unterraum E CV heifit total, falls lin E =V . Ein ONS (e,).er heifit Ortho-
normalbasis (ONB), falls {e, : ¢« € I} total ist. Fin ONS heiff mazimal, wenn es
keine weiteren Elemente gibt die das ONS erweitern, d.h.

VeeV :|le]l =1, ele, Vel = e=0

Ziele
e Jeder Hilbertraum besitzt eine ONB
e Ist (e,) ein ONB in V, dann ezistieren fir alle v Koeffizienten ¢, € K so das

gilt:
v = Z c.e,

el

¢, = (vle,), ¢, # 0 fiir abzihlbare viele ¢, ||v]|> = |c.|?.

Proposition 3.2
Sei (H, {(:|-)) ein Hilbertraum, E C H. Dann ist E genau dann total, wenn

E* = {0}

Beweis

Ist E total, dann gilt lin E = H und E+ = (lin E)* = H+ = {0}.

Andererseits folgt aus E+ = {0}, daff H = {0}* = (E+)* = lin E und damit ist E
total.

g.e.d.

Beispiel 3.3

In 1% bilden die Elemente e, := (Onk)ken eine ONB. Wie man leicht sieht, bilden
(€n)nen ein ONS. Fir jedes x € 1% haben wir (x|e,) = x,,. Aus xLE folgt schlief-
lich x,, = 0¥n € N und damit ist (e, )nen total.



Beispiel 3.4
Betrachten wir C[0, 1] mit

(flg) == / f@e@dz  f.geClo.]
0

Definiere e, (x) := €™ n € Z. Dann ist (en)nez eine ONB in C[0,1]. Wiederum
Klar ist, daf$ (en)nez ein ONS ist. Um zu zeigen, daf8 es total ist benitigen wir den
Satz von Stone-Weierstrass: {e, : n € Z} ist total in {f € C[0,1] : f(0) = f(1)}
bzgl. || - ||oo- Dann ist E total in (C[0,1],]| - |]2)-

Lemma 3.5
Sei (V, (:])) ein Skalarproduktraum. Dann gilt:

1. Jedes ONS ist linear unabhingig.

2. Jede ONB ist mazimal.

3. Ist V ein Hilbertraum, dann ist jedes maximale ONS eine ONB
Beweis

1. Sei (e,),er ein ONS. Seien i1, ..,1 verschieden und c1,..,ci € K so, daff

n
g cpe,, =0
k=1

chqk> :Z|ck\2 = ¢, =0VkeN
k=1

k=1

n n
= 0= ||chebk||2 = <ch‘ebk
k=1 k=1

2. Ist (e,),er eine ONB, dann ist (e,),cr total.
{e, : 1€ I} =1{0}, also (e,).er ist mazimal.

3. Ist (e,).er mazimal, dann gilt {e, : « € I}+ = {0}. Da H ein Hilbertraum, ist
{e, : v €I} total.

g.e.d.

Satz 3.6 (Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren)
Sei (V, (:])) ein Skalarproduktraum, N € NU {oco} und
F={z, : ne N mitn < N}. Dann existiert N' € NU {oo} und ein ONS (e,),er
so das gilt:
lin{e, : n<N'}=linF
Ist F' linear unabhingig, dann konnen die (e,) so gewdihit werden, dafs

lin{x1,..,z,} = lin{eq, ..,en} Vn eN

gilt.

Beweis
Es reicht die zweite Behauptung zu zeigen. Dies geschieht konstruktiv:

T ry — (w2ler) eg
€1 = 77—, € 1=
||| ||x2 — (z2]e1) eq]]




= lin{ey,ex} = lin{xy1,z2}
Sind ey, .., e, gewdhlt, dann definiere induktiv:

n
Tn+1 — § $n+1|€]

En+t1 =

n
|$n+1 Z xn+1|e] 6]”
=1

g-e.d.

Definition 3.7
Ein normierter Raum heif$t separabel, falls es eine abzdihlbare, totale Teilmenge gibt
(& es existiert eine abzihlbare, dichte Teilmenge).

Satz 3.8
1. Jeder separable Skalarproduktraum besitzt eine ONB.
2. Jeder Hilbertraum besitzt eine ONB.

Beweis

1. folgt direkt aus dem Schmidt’schen Orthonormalisierungsverfahren:
Sei {x,, : n € N} total in V. Dann ezistiert ein ONS {e,, : n € N} mit:

lin{e, : ne N} = lin{z, : n €N}
= lin{e, : neN} = V

2. Mit dem Zorn’schen Lemma: Betrachten Z := {ONS}
Ein ONS ist e : I — H mit {(e(i)|e(§)) = d;; fir i,j € I. Wir schreiben
e < f, wenn f als Abbildung e fortsetzt. Um das Zorn’sche Lemma anwenden
zu konnen, miissen wir zeigen, daf$ jede total geordnete Teilmenge C' C Z eine
obere Schranke hat.

CC{e:I—-H ONS}={fa:lo—H:acA}

wobei A eine geordnete Menge ist und B, < Bo fiir a < o'. Definiere:

oot | In = H, Booli) = Bali) Vi€ T

acA

(Boo ist wohldefiniert, da fiiri € In N I Ba(i) = Bur (i)
= 7 besitzt ein maximales Element
= 7 besitzt eine ONB

Satz 3.9
Sei (V, (:])) ein Skalarproduktraum und (e,),c; ein ONS. Dann gilt:

1. Z | (z]e,) |* < ||z]|* (Bessel’sche Ungleichung)

el
wobei {v € T : (xle,) # 0} abzdihlbar ist

2. Aquivalent:

10



(a) (e,).er ist eine ONB
(b) Z | (zle,) |> = ||z]|> Vax € V (Parseval’sche Identitit)

vel
In diesem Falle erhalten wir fir alle x € V

x = Z (z|e,) e,

el

3. Sei {t, :neN} CI, (¢,) CK. Dann gilt:

N
(Z cne,,) ist Cauchy folge < (c,) € I

n=1

4. Ist x = Z ey, , dann gilt ¢, = (xle,, ). Und fir beliebiges y € V :

n=1

ly) =D (ale (edy) =D (ales,) (e,

el n

y)

Beweis

1. Sei J C I endlich, dann gilt

HE:@EJ@H2=§:HMQH2§HMF

vedJ vedJ
ea> =0

= oY (ale)e linfe, : e Sy =L*
eJ

= Z(x\eb)eL =Prx

ved

denn fiir jedes o € J gilt

<x - Z (z|e,) e,

LeJ

zu zeigen: {t € I : (xle,) # 0} ist abzdihlbar.

Ini={cel: |(zle)]> 21}
= I, istendlich, |I,,| < n?||z|?
= Iy = UI" ist abzahlbar

Das impliziert die Bessel’sche Ungleichunyg.

2. (a) = (b)
Sei (e,).er eine ONB und x € V, dann existieren fiir beliebiges ¢ > 0
Uy esin € L1y .ycp € K mit

n

e = cjes||* <e

J=1

11



Wir erhalten

n
0 < Il =D [{xle) P < =l = | (wlei,) |
veJ j=1
n n
= =l = 11D (les, ) e, 1P = lz = (wles,) e, |
j=1 j=1
<

n
e = cjell* <e
j=1

Da € > 0 beliebig, gilt die Parseval’sche Identitdt.
Sei {in, : n € N} ={i, : (x]e;,) # 0}.

= x € lin{e;, : n €N}

n
= Ve>03c,..,cpn : Hx—cheinge

N
= e =) (zles, ) e, | <e
n=1
n
= = nlin;oz <x|eij> e, = Z (x]e,) e,
j=1 el

(b) = (a)

Angenommen die Parseval’sche Identitit gilt.
Sei{in, : neN}={iel : (z|e;) # 0}.
Dann gilt:

n
= e =Y (ales,) e II? = el - Zl zlei, ) [P =570
j=1

o0
= x:Z<x|eij>eij € lin{e, : n €N}
j=1
= {e, : L€ I}isteine ONB
n
3. Definiere y, = Z Ckei, . Sein > m.
k=1
n n
g —ymll> =11 D ereal>= D el
k=m+1 k=m+1

4. Es gilt:

(x]es, ) <Z CLes,

Fiir beliebiges y € V :

N
(zly) i <Z Creiy

eln>— hm g ek {eilei,) = cn

N
y> = Jim Z cr (€, |y)

k=1
N o]
= lim Z<x|elk (eq]y) = Z (xlei,) (e ]y) g.e.d
N —o0
k=1 k=1

12



Bemerkung 4
In vorigen Beweis haben wir benutzt, daf$ fiir J C I endlich und L = lin{e, : v € J}
folgendes gilt:

Z (xle,) e, = Prx

vedJ

Das gilt in Hilbertrdumen auch fiir beliebiges J, da

x—Z(m\e)eL:PLxJ_ea Va € J
veJ

13



Kapitel 4

Lineare Operatoren

In diesem Kapitel reicht es normierte Riume (E, ||-||g) und (F,||-||r) zu betrachten.

Definition 4.1
Eine Abbildung T : D — F, D C E Unterraum, heifit linearer Operator, falls T
linear ist. In diesem Fall ist sein Graph
GT):={(z,Tx) : x € D} CEXF
eine Unterraum. Wir nennen T abgeschlossen, falls G(T) abgeschlossen ist, d.h.

Ty =2, T, —y =€ DundTz =y

Notationen fiir einen linearen Operator:

D:= D(T) De finitionsbereich
N:= N(T)={xeD :Tzx=0} Kern
R:= R(T)={Tz:ze€D} Bild

(N(T) ist abgeschlossen, wenn T abgeschlossen ist)
Als erstes werden wir beschrinkte, bzw. stetige Operatoren betrachten:

Definition 4.2
Ein linearer Operator T : E — F heifit beschrinkt, falls

T := sup{||T=||F : [|z|lp <1} < oo
Dies definiert eine Norm auf
LE,F):={T:E—F :||T|| <o}

Ein wichtiger Spezialfall ist F = K (wobei E ein K- Vektorraum ist). In diesem Falle
nennt man

E':= L(E,K)

den Dualraum von E, wobei ¢ € E’ beschrinkte, lineare Funktionale sind.

Proposition 4.3
SeiT : E— F linear. Aquivalent:

1. T ist gleichmdfSig stetig
2. T ist stetig

3. T ist stetig in 0

14



4. |IT|] < o0
Beweis entfdillt

Satz 4.4
Ist (F,|| - ||r) ein Banachraum, dann ist (L(E,F),|| - ||) ein Banachraum, also
insbesondere ist E' ein Banachraum.

Beweis entfillt

15



Kapitel 5
Darstellungsatz von Riesz

Sei (V, (-|-)) ein Skalarproduktraum. Betrachten

0 V=K, 0.(y) = (y|z)

Dann ist v, ein beschrinktes, lineares Funktional:

lez() < lyll - [l]]
= Aleall <[l

Die Abbildung I 1V — V', x v+ @, ist antilinear ( I(Ax + py) = M (z) + 1l(y))

Satz 5.1 (Darstellungssatz von Riesz)
Sei (H,{-|")) ein Hilbertraum. Dann ist die Abbildung I : H — H', x — ¢, ein
isometrischer Isomorphismus.

Beweis
1 ist isometrisch: ||Iz]| = ||¢x|| < ||z]| und

0. <|i||)"'<|z||

I ist injektiv, da I isometrisch ist. I ist surjektiv:

Sei p € H', mit o # 0. Wir miissen zeigen, daf$ ein v € H existiert, mit o = p,.
Idee: ist xg € N()t\{0} dann ist o = X - ¢y, .

Sei wg € N(¢)1\{0} (N(¢) # H, da ¢ # 0),0BdA sei ||zo|| = 1. Setzen X\ = ¢(xo).
Sei x € H beliebig:

1‘>|—|le = [[ezll = |||l

= ¢(x) - 20 — p(20) - ¥ € N(¢p)
= 0 ={(p(x) 20— ¢(x0) - T|T0)

= @() - [lzo| | — p(xo) - (x|zo)
= ¢(x) =(wo) - (z|ze) = (T|AT0)
= ¥ = ©xxg

g.e.d.
Ein wichtiges Konzept: schwache Konvergenz

Definition 5.2
Eine Folge heif$t schwach konvergent gegen z , falls

Vy € H : (znly) — (z]y)
(Vo e H : ¢(x,) — ¢(x)). Schreiben x, — x.

16



w
Klar: ©,, — x = x, — .

Satz 5.3 (Arzela-Ascoli)
Sei () eine beschrinkte Folge in einem Hilbertraum (H,(-|-)). Dann enthilt (z,)
eine schwach konvergente Teilfolge.

Beweis
Da ({z, : n € N}t = lin {z, : n € N} separabel ist, reicht es einen separablen
Hilbertraum H zu betrachten. Sei {y; : j € N} dicht in H.

1. Cantor’sches Diagonalargument: es existiert eine Teilfolge (ny)ken mit (Tn, |y;)
konvergiert fir alle j € N

2. Aus der Beschranktheit von ||z,|| und der Dichteeigenschaft der {y;} folgt die
Konvergenz von (xn, |y) fir alle y € H’

3. ¢y) = lim (ylan,) € H'

4. o=, firemzr € H= 2, >z
1. Da (x,|y1) beschrinkt ist bzgl. n, existiert eine Teilfolge n,(cl) mit konver-
gentem (z_w|y1) (Satz von Bolzano-Weierstrafy). Da (x ) |y2) wiederum be-
k k

schrinkt ist, existiert wieder eine Teilfolge n,(f) von n,(;)

((xnf) ly2) ) ken- Induktiv folgt:

mit konvergentem

3 Teilfolge n,im) von n,im_l) : {z, m|y;) konvergent Vj € N
k

= ng = n,(ck) ist eine Teilfolge von (n)nen und fir k > m gilt ng > n,(cm)

= (@n, |y;) konvergiert fir alle j € N

2. Sei C := sup||zn|| < 00. Seiy € H beliebig, dann existiert j € N mit
lly — yill < 55 Da (xn,|y;) konvergent ist, existiert ng € N :

€
[ {@nJy;) = @nnlys) [ < 5 Vk,m > ng

v | < endy) = @nlyp) |+ 1 @nlys) = @nlys) [+ e, ;) = @,
€
< len - Mly = w5l + 5 + lln,, [ 1ly =yl

<e Vk,m > ng

= [ (@n|y) — (Tn,,

= (xp, |y) ist eine Cauchyfolge und konvergent:

3 y— klim (Tnyly) = ©(y) ist linear und
()] = | lim (ylra,)| < llyl]- C

4. Aus dem Darstellungsatz von Riesz folgt:

v = o, (Ylo) = @uly) = lm (ylzn,)

g.e.d.
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Korollar 5.4
In einem Hilbertraum ist jede beschrdankte, abgeschlossene Teilmenge B C H schwach

folgenkompakt.

Korollar 5.5 Sei (H,(:|)) ein Hilbertraum, s : H x H — K eine Sesquilinearform
fiir die ein c existiert, so dafl

s(z,y)| < c-[l=]| - [yl Va,y € H
gilt. Dann existiert ein beschrankter, linearer Operator S : H — H mit
s(z,y) = (Szly)

Beweis
y +— s(x,y) ist linear und beschrinkt. Aus dem Riesz’schen Darstellungssatz folgt:

= 3ASxeH: s(x,y) = (y|Sz)
= Ve,ye H : (Szl|y) =s(z,y)

Wie man leicht sieht, ist S linear und ||S|| < ¢
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Kapitel 6

Adjungierte Operatoren,
Unitiare Operatoren und
Spektrum

Erinnerung: T : D — Hy heifit abgeschlossen (D C Hy), wenn der Graph von T
(C Hy x Hy) abgeschlossen ist:

Ty =2, Ty -y = Te=y,x€D

Die Menge aller abgeschlossenen Operatoren T : Hy — Hy wird mit C(H;, Hp)
bezeichnet.

Definition 6.1
Sei T' € C(Hy, Hp) mit dichtem D(T'). Betrachte

D(T*):={ye Hy : x+— (Txly) € H;}

(x — (Tx|y) € Hy bedeutet hier, daff x — (Txz|y) beschrinkt ist. Dann existiert
eine eindeutige, beschrinkte, lineare Fortsetzung in H])

T*y ist definiert durch (Tz|y) = (z|T"y)

Man nennt den Operator T den adjungierten Operator von T.
(Man kann einen beliebigen linearen, auf einem dichten Teilraum definierten Ope-
rator T : D(T) — Hy mit D(T) C Hy nehmen)
(D(T) muf8 dicht sein, denn: Sei x1 ein weiteres Element aus Hy mit:
(@|T™y) = (Txly) = (z[z1)
= (r1—T*ylz) =0 Vo € D(T)

Bemerkung 5
FirT e L(Hy, Hp) ist T* € L(Hg, Hy) und ||T|| = ||T*]].

Beweis

[ (Txly) | < [IT] - [ll] - |yl
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= xz— (Txly) € H| Yy
= D(T*) = H,
= Vz € Hy, Yy € Hy : (Taly)y, = ([T"y) g,
= sup |[T"y|[= sup [(z[T7y)|= sup [(Tz|y)|< [T
[lyl|<1 [z|],llylI<1 [lz|],lyl|<1
= (|7 < ||T]|
Da T** =T folgt also ||T|| < ||T*] g.e.d.

Erinnern wir uns daran, daff U : Hy — Hs unitir genannt wird, falls U bijektiv
und linear ist, und weiterhin

(Uz|Uy) , = (@ly) g, Va,y € Hy
gilt. Dies ist dquivalent zu U* = U~ !:
(x|U*Uy) = (Uz|Uy) = (z|y) Vo,y € Hy

=UUy=y Yy € Hy
= U™ ist surjektiv und das Linksinverse von U. Andererseits:

(zly) = (Uz|Uy) = (U*Uxly) Va,y €
= U ist injektiv = U* = U}

Definition 6.2
Sei (H, (-|-)) ein Hilbertraum, betrachten T € C(H) =C(H, H).
Die Resolventemenge von T ist

p(T) :={AeK : T — X\ ist bijektiv und T — X ist beschrankt}
das Spektrum von T ist
o(T) = K\p(T)

Die Abbildung R(-,T) : p(T) — L(H),z — (T — z)~1 heifit Resolvente von T.

(In endlichen Dimensionen ist o(T') die Menge der Eigenwerte, und p(T) die Menge
der Skalare bei denen die Determinante von (T — z) nicht verschwindet)

Idee: Fiir A € p(T) kénnen wir (T — z)x =y eindeutig fir jedes y € H lésen, und
die Losung hdngt stetig von y ab.

Bemerkung 6

Ist T nicht abgeschlossen, dann ist p(T) = (.

(T — 2)~1 ist stetig und iiberall definiert, dann ist (T — z)~1 abgeschlossen und
damit ist (T — z) abgeschlossen und demzufolge auch T.)

Die grundlegenden Eigenschaften der Resolventenmenge und der Resolvente fajst
der folgende Satz zusammen:

Satz 6.3
Sei T ein Operator auf H. Dann gilt:

1. p(T) ist eine offene Menge

2. Die Abbildung R(-,T) : p(T) — L(H) ist holomorph, d.h. sie kann um jeden
Punkt z € p(T') in eine Potenzreihe entwickelt werden)

Bemerkung: p(T) offen = o(T) ist abgeschlossen.

Wir nehmen einen wichtigen Einzelschritt, der die Vollstindigkeit benutzt, aus dem
Beweis dieses Satzes vorweg:
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Satz 6.4 (Neumann’sche Reihe)
Sei A € L(H) mit ||A]| <1, dann gilt

(1-A)"'=>"A"e L(H)
n=0
Beweis
Die Aussagen enthalten die Konvergenz der Reihe und die Invertierbarkeit von
(1-A4).

Konvergenz der Reihe:
Aus 0 < ||A]| < 1 und ||A™]] < ||A]|™ folgt die absolute Konvergenz der Reihe in
L(H). Da L(H) vollstindig ist (weil H vollstindig), konvergiert die Reihe.

(1—A) ist invertierbar mit Inverser Z A", Wir betrachten dafiir die Partialsummen

n=0
N

Ty = Z A", Wir erhalten:

n=0

N
1-A)Ty=(1-A)) A"=1-A""' =Ty(1-A)
n=0
Aus AN+ =52 folgt

N—o0

(1-A) ;A" = lim (1-A)Ty = 1\’1i—r>noo(1 _ A)N+1 —

und

(AN A)=T
n=0

g.e.d.

Bemerkung 7
Geometrische Reihe: 1%(1 = Z q" fir g € C und |q| < 1.

n=0
Nun zum eigentlichen Beweis des vorigen Satzes:

Sei 2o € p(T). Setzen r = ||(T — z0) Y|~ Wir zeigen, daff U.(20) C p(T) und
entwickeln R(-,T) in eine Potenzreihe in U, (zp):

T—2z = T—2z+ (20— 2)
= (1= (2= 2)(T = 20) )T — 20)
Wir wissen, dafs
[|(z = 20)(T — 20) Y| < 1 Vz € Up(20)

Ist z € Uy(20) dann ist A == (2 — 20)(T — 20) ™! mit ||A|| < 1 invertierbar, siche
Neumann’sche Reihe. Da zg € p(T) ist (T — zg) eine Bijektion,

= T — z ist eine Bijektion
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Betrachte (1 — A)~Y, Dann ist s = s(z) = (T — z9)~1(1 — A)~! das Inverse von
(T —2):s:H— D(T)

s(z2) - (T'—2) = 1 auf D(T)

(T—2)-s(2) = laufH

Die Potenzreihe von s(z):

1-A)"

I
3
gk
=

= Z(T —20) "(z — z)"

n=0

ist eine Potenzreihe in L(H) mit Konvergenzradius von mindestens r

= s(2) = (T—z) *(1-A)"
= YT 20) (- z)”
n=0

ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius von mindestens .

g.e.d.

Bemerkung 8

Der Beweis zeigt, daff U,(z0) C p(T) fiir zo € p(T) und r = ||(T —20)~!||~!. Daraus
ist ersichtlich, ist (T —zq) fast singuldr, dann ist ||(T —z0) || sehr grof und folglich
r sehr klein.

Der Beweis zeigt ebenfalls:
Korollar 6.5
Ist 29 € p(T) und B € L(H) mit ||B|| < ||(T — z0) 7|7, dann ist zo € p(T + B).

Beweis

T+B—2=T—-2%+B=1+B(T-2%) )T - %)
g.e.d.
Jetzt wie oben (Bemerkung: wir benutzen dies fir B = (z — zp) - 1):

Satz 6.6
Seien S, T lineare Operatoren in einem Skalarproduktraum H.

1. Fiir z,2" € p(T) gilt: (erste Resolventenformel)

R(z,T)— R(z',T) = (2—2)R(z,T)R(z',T)
= (z=2"R(Z,T)R(z,T)
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2. Ist D(S) = D(T) und z € p(S) N p(T), dann gilt: (zweite Resolventenformel)

R(z,T)— R(z,S) = R(z,T)(S-T)R(z,S)
= R(2,9)(S—T)R(2,T)

(Bemerkung: 1 — vl Lz—y)

1
y zy

Beweis
zu (2): Wir werden uns mit den Defintionsbereichen beschiftigen:

(R(sz) - R(Z7S))y = (T - Z)_ly —(S— Z)_ly
= (T-2)7"(S=2)(S—2)ly—(T—2)""(T—-2)(S-2)""y

weil (S —2)(S —2)"t =1 auf Hund (T — 2) (T — z) =1 auf D(T) = D(S).

= (R(z,T)—R(z,5)y = (T—2)7'((S—2)—(T-2)(S—2)""y
= (T—2)"4S-T)(S—2)"1y Vy € H

—~

zu (1): dhnlich mit S =T + z — 2/

g.e.d.

Es ist klar, daf8 die obigen Resultate in allgemeinen Banachrdumen gelten.
Wir kommen jetzt zu einigen Beispielen.

Bezispiel 6.7
Fir H=K" ist jedes T € L(H) mit einer quadratischen Matriz assoziiert.

p(T) = {z€K: (T-2)€egL(nK)}
{z€eK : det(T —z) # 0}
K\{ Eigenwerte von T}

o(T) = {Figenwerte}

FEs zeigt sich, daf$ p(T) =R passieren kann, betrachte ( —01 (1) ) € L(R?)

Quiz: Kann p(T) = C passieren  fiir T € L(C?)
fiir T € L(H)
fiir T € L(H)

Beispiel 6.8 (Maximaler Operator der Multiplikation)
Sei (Q, F, 1) ein Mafraum, betrachten v :  — K mefbar. In L?(Q) sei

D(M,) = {fel?*Q):v-felL*N)}
M, f = v-f
Dann gilt:

1. M, ist abgeschlossen und auf einer dichten Teilmenge definiert
2. M} = My

3. o(M,) =essrange(v) ={z €K : Ve > 0 : p({w : |v(w) — 2| <e}) > 0}
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Beweis

1. Sei f, € L3(Q), fn — f mit M, f, — g. Wir miissen zeigen, daff f € D(M,)
und My f =g.
fn— fin L3(Q)

= es existiert eine Teilfolge (fn,) mit fn, — [ ufs

= vfn, —0f pfs
Das Lemma von Fatou sagt uns nun: sup ||vf,, || < 0o (vfn, — g in L?) und
k

vf:klim Vfp, € L2 und vf =g = f € D(M,), vf=g

D(M,) liegt dicht in L*(Q2). Sei Q,, :={w € Q : |v(w)| <n} e F
= Jo =920, /0

= xaq,f — f in L? fir alle f € L?
(Ixa. f=fII> = [fP(1=xq,)dp — 0 fir n — oo majoriesende Konvergenz)

Xan S D(Mv) Vn e N
da |v(xa, f)| <n-|f| € L?, und damit liegt D(M,,) dicht.

2. D(M7) ={g: e mit[(vflg)| < cl|fll, Vf € D(My)}

mwm\=|/wwmwmmm

=|/f W) dp(w)|

meﬁbar

Holder vg € L?> <= wg e L? und (vf|g) = (f|vg). Das bedeutet M; C Ms,
MUCM* ist klar. Sei g € D(My), f € D(M,)

me\=|/ o) du(w)
=|/ﬂw@@wwmw|
Q
< |11l llzgl]

= g€ D(M}) und M}g = vg

3. Ubung

Das Beispiel zeigt, jede abgeschlossene Menge ¥ C K kann als Spektrum eines
geeigneten Operators fungieren (finden eines geeigneten v).

Beispiel 6.9 (leeres Spektrum)

H = IL2[0,1]
D(T) = {felL?:f eL? f0)=0}
rf = f
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Bedingungen fiir p(T) € L?: (T — z) ist bijektiv
feN(T-2) (T—2)f=0
fl—=zf=0
" f(t) —c- ezt
f=0

Sei g € L? gegeben, gesucht ist f € D(T) mit f' — zf = g (I6sbar mittels Variation
der Konstanten):

=
=
N
=

= (T—2)"'eL(H)
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Kapitel 7

Das Spektrum von
beschrinkten und

selbstadjungierten
Operatoren

Wir beginnen mit dem Fall eines beschrinkten Operators. Als erstes ein niitzliches
Resultat:

Lemma 7.1
Sei (an)nen C [0,00) submultiplikativ, d.h. apim < an - am mit n,m € N. Dann
gilt:
1 1 1

lim a;; = limsupa; = infay;

n—oo n—00 n
Beweis
Seim € N fest und ¢ :== max{l,a1,..,am-1}, ag := 1. Jedes n € N kann eindeutig
geschrieben werden als

n=m:pnp+gn, DPnsqn € No,gn <m

= ap < Amep, - g, < (@m)P" -

n
1 Pn

L 1

= a{{ S cn - a/;;{'Pn‘FCIn
. 1 1

= limsupa; < an
n—oo

Da m beliebig war:
1 El
limsupas; < infagp

n— o0 m

Definition 7.2
FirT € L(H), fir die der Grenzwert

r(T) := lim [|T"||* = inf ||T"||*

n—oo n

existiert, heifst r(T) der Spektralradius von T.
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Satz 7.3
Sei T € L(H). Dann gilt:

LT <|[T™F < ||| YmeN

2. O'(T) C Br(T) (O)
3. FirK=C ist r(T) = maz{|z| : z€o(T)}

Beweis

1. klar

2. folgt im wesentlichen aus der Neumann’schen Reihe: Der Konvergenzradius
von

Zw”HT" eL(H), weC

n=0

1
st (lim ||T7(|7) " = — .
st (Hm T = Ty

Das bedeutet, daff fiir |z| > r(T), die Reihen

Zz—n Lym e £ Z P 1m

absolut konvergieren. Wir werden zeigen, dafs

AT —2) = (T—-2A(z)=-1
AR)T —2) = Oz " 'T")(T -=2)
n=0
— iz_n_l(Tn-H _ ZT”)
n=0
— i —n— 1Tn+l Z L
n=0
= —1l=-..= (T—z)A(z)

= —AR)=(T—-2)"1= z€p(T)
Nun einige Fakten zu holomorphen Funktionen:

e Satz von Liouville: Eine holomorphe, beschrinkte Funktion f ist konstant.
e Grundtatsache:
2% dz = 2mi - Ok, —1
|zl=ro

o Cauchy’scher Integralsatz: Ist U offen und konvez, f : U — C holomorph,
dann gilt
[EOLS
b

e Korollar: Sei f holomorph auf C\B,,(0), dann gilt fir r,r" > po:

§ sera= ¢ s

|z|=r |z|=r"
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3. Seirg = maz{|A| : A € o(T)}. aus (1) und (2) wissen wir, daff ro < r(T).

Es reicht also zu zeigen, dafi ro > r(T). Sei r > ro, wir missen zeigen, dafi

r>r(T).
1
™" =—-——" j{ 2T —2)"tdz
2mi
|z|=r
da z — (T — 2)~1 holomorph auf B,,(0)¢ ist, folgt aus dem Cauchy’schen
Integralsatz
= j{ 2T —2)"tdz = }{ 2T —2) ' dz
|z|=r [zI=NT+1
= L 2T —2)"tdz = = % 2"z —T)" " dz (%)
2mi - 2mi
|z|=r lzI=l1TI+1
um |z| = ||T||+1 kénnen wir (z—T) ! in eine absolut konvergente Potenzreihe
entwickeln:

T (BESE N Sl
k=0

= (¥) = 57 A szka dz
T
k=
|2|=[IT]]+1 0
1 & i
= — P 1 de Tk
2ms P
=0 \zl=li7+1
=0n k270
= TTL

Wir nutzen diesen Fakt fir r(T).

1
T = ||— T —2)"1d
1T = gy § @ =2) d
|z|=r
< gy 2 emax|lN(T - 2)7 |
— et max (T - 9) 7
= [T71E < (eor)hor

= r(T)<r
Insbesondere ist a(T) # 0 fir K =C

g.e.d.
Das letztere Ergebnis kann man auch direkt zeigen:
Angenommen o(T) = 0, also p(T) = C. Dann ist z — (T — z)~1 eine holomorphe

Funktion auf C.
= 2z ((T — z)"'aly) ist holomorph Va,y € H
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|z|—o00

Weiterhin ist fy = (z — (T — 2)"a|y)) beschrinkt, weil |fy,(2)|
Fiir |z| > ||T|| gilt:

0.

(T —2)zl|| = [z — Tzl
= el el = T - (||l
= ([ = ITIDIl=Il
_ _1 lz]—o0
= (T =27 < (=l =17 —"0

Aus dem Satz von Liouville folgt foy =c=0
= (T — 2)~! =0 im Widerspruch dazu, daf es injektiv sein mup.

Definition 7.4
Ein linearer Operator in H heif$t symmetrisch, falls T auf einer dichten Teilmenge
definiert ist und T C T™, wobei
ACB<+ G(A) CG(B) <« D(A) C D(B) und Blpay = A
T heifit selbstadjungiert, falls T = T™.
(Taly) = (2IT*y), = € D(T), y € D(T")

Wir nennen A € K einen Eigenwert von T, falls ein x € D(T)\{0} existiert, mit
Tx = Ax. Das zugehirige x heifit Figenvektor von T zum FEigenwert .

Proposition 7.5
Jeder Eigenwert eines symmetrischen Operators T ist reell. Sind x und y Eigenvek-
toren von T, mit verschieden Eigenwerten \ und p, dann gilt x ly.

Beweis
Sei \ ein Figenwert zum Figenvektor x, mit ||x|| = 1.

A= )\||£EH2 = (Tz|z) = (2|Tx) = (Tx|z) = A

A=w)(zly) = (zly) — (z|py)
= (Tzly) — (z[Ty)

g.e.d.

Proposition 7.6
Ist T auf einer dichten Teilmenge definiert, dann ist T* abgeschlossen.

Beweis
Sei T : D(T) — Hy linear, D(T) C Hy, T* : D(T*) — H;

D(T*) = {y€ Hy : Iz (Txly) = (z|z), z € D(T)}
Ty = =z

Sei (Yn)nen C D(T*), yn — y und T*y,, — z. Missen zeigen, daff y € D(T*) und
Ty = z:

(Tzly) = lim (Tzly,) = lim (x|T"y,) = (z|z), Yo € D(T™)
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(Ist T selbstadjungiert, dann ist T insbesondere abgeschlossen)

Proposition 7.7
Fiir jeden auf einer dichten Teilmenge definierten Operator T in H, z € K gilt:

R(T —z)" = N(T* - 2)
Beweis

(T—2*=T*-2z
"C7: Sei y LR(T — 2)

= Ve D) : 0= (T - 2)zly) = (z|0)
= yeD(T—2)*), (T—2)y=0
= yeEN(T —2)*)=N((T*-2)

727 Seiy € N(T* — %)

g.e.d.

Satz 7.8
Sei (H, (-|])) ein komplexer Hilbertraum, T ein symmetrischer Operator in H. Dann
ist folgendes dquivalent:

1. T ist selbstadjungiert

2. R(T—z)=H,Vze C\R

8. Jz+ mit Im(z+) 20 mit R(T —zy) = H = R(T — z_)
4. 0(T) CR

Beweis
Sei z=X+iu, x € D(T), ||z|| = 1. Dann gilt:

(T —2)zl| > |{((T—2z)z|z)|
= [{(T = Nz|z) —ip (z]z)|
eR
>yl
= Ve e D(T): (T — 2)zl| > [p] - ||z]| (*)

(1) = (2) : Als erstes zeigen wir, daf8 R(T — z) abgeschlossen ist.
Sei (Yn)nen C R(T — 2), yn — y. Wir miissen ein x € D(T) finden, welches
(T — z)x =y erfillt. Nehmen x,, € D(T) mit y, = (T — z)x,

yn = yml| = [[(T' = 2)(@n — zm)[| > Im(2)| - |[2n — 2|
= (x,) konvergiert und x := lim x,, erfillt obiges:

Tp —x, (T —2)x, =y

Da T selbstadjungiert, ist T =T* abgeschlossen und T — z ist abgeschlossen.
= z € D(T), (T —z2)x =y, R(T — z) ist abgeschlossen

& R - 2)t = N(T* —2) = N(T — 2) = {0}
= R(T — z) ist dicht
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(2) = (1) : T ist symmetrisch, denn wegen (%) ist (T — z) injektiv. Miissen zeigen,
daf$ D(T*) C D(T) ist. Wahlen z € C\R, T — z und T — Z bijektiv. Sei x € D(T*)

xg = (T — 2) " HT* — 2)x € D(T)

= (T —2)xo=(T*—2)x
Da T symmetrisch und T C T ist, gilt T*xo = Txg
= (T* —2)xg = (T — 2)xg = (T* — 2)x
= x-—x9€N(T*—2)=(R(T-2)*+={0}
= ax=x0€ D) undT*z=T*xg=Tzo=Tx
= TCT
(2) = (3) : ist klar
(3) = (4) : Aus (x) folgt: (T — z1) ist injektiv.
= (T — 24) ist invertierbar, ||(T — 24) 71| < I

1
Lt Im(z+))]
= (T = z£) 7|7 = [(Im(z2))]
Wir starten mit z, die Neumann’sche Reihe:

= P(T) 2 Ujrm(zy ) (24)
= Uitz (21) C p(T), V21 € Ujrm(zy(24)
= z € p(T) ¥z mit Im(z) >0

Das gleiche gilt fiir die untere Halbebene.
(4) = (2) : ist klar

g.e.d.
Proposition 7.9
1. T e L(H;, Hy) : ||T]| =T
2. TeL(H) : ||T|? =TT
Beweis
1.
IT]| = sup [Tz
lJz]|<1
= sup  [(Taly)|
]| lyl1<1
= sup  [(z[T"y)]|
]| lyl1<1
= sup [[T7yl[ = [|T"|
llyll<1
27T\ < T - 1T]) = 1|72
sup ||[Tz|* = sup (Tx|Tx)
[|z]|<1 [|z|]<1
= sup (T"Tx|z)
[|z|]<1
< [T
g-e.d.
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Proposition 7.10
Sei T € L(H) selbstadjungiert. Dann gilt

Tl =r(T) = sup [

A€o (T)
Beweis )
Wir wissen: ||T|| > r(T) = sup |A| und r(T) = lim ||T"||™
A€o (T) n—o0
1 el L
= 1722 = [|T*T|= = |||

|
1 « 1 1
= |77 = [[(T*)*T?||7 = [|T?||z = ||T]|

Induktiv folgt nlLH;o ||T2k|\27k =T
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Kapitel 8

Der Spektralsatz 1

Der Spektralsatz ist ein unendlichdimensionales Analogon zur Tatsache, daf$ jede
symmetrische, bzw. hermitesche Matrix diagonalisierbar ist.

Motivation: Ist A eine Matriz, dann kann man & = Ax losen mit x(t) = zg - et4.
ai etatt
Ist A= , dann ist et =
QAnn eltnn
p(ai1)
Ist @ analytisch auf Bjjajj4¢(0), dann ist p(A) =
¢(ann)

In diesem Abschnitt betrachten wir selbstadjungierte T € L(H) auf einen Hilber-
traum (H, (-|-)).
Wir zeigen, daf ein isometrischer *-Algebra Homomorphismus

F:C( @ )— L(H), F(z)=T
kompakt

(c(F(p)) = @(a(T))) Spektralabbildung

Algebrahomomorphismus : F ist linear und multiplikativ
F(2*)=F(r-z)=F(z) F(x) =T?

Auf C(o(T)) (komplex) haben wir ¢ — @.

FEin *-Algebrahomomorphismus bedeutet F () = F(p)*. Wir werden F(p) =: ¢(T)
schreiben.

Ist P ein Polynom, dann wissen wir wie man

P(T)=F(P) : P(z) = zn:akxk
k=0

definiert.
= P(I)=)Y a,T"
k=0

Lemma 8.17

Sei P(x) = Z apz® und P(T) = Zaka. Dann gilt
k=0 k=0

o(P(T)) = P(o(T)) = {P(A) : A€ o(T)}
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Beweis
"27: Sei A € o(T). Es ist A eine Nullstelle von P(x) — P(X), deshalb kénnen wir
schreiben:

Pz) = P(A) = (z = N)Q(x)

wobei @ ein Polynom in x ist.
= P(T) =P =(T-X)-QT)=Q(T)- (T -1
Jetzt: T — X hat kein beschrinktes Inverses (da ja A € o(T)), dann kann auch

P(T) — P(\) keins haben.
= P(\) e o(P(T))

"C”: Seip € o(P(T)) und seien A1, .., A, die Wurzeln von P(x) — p, d.h.

=Pa)—p = ap(x—A) (2 —Ay)
=PT)—p = an(T—X 1) - (T—=X\)

Sind A, .., \n € o(T), dann gilt
(P(T) =)™t = a, (T = Ap) "t (T = M)~}

was p & o(P(T)) bedeutet. Deswegen mufs X; € o(T) fir eini € {1,..,n}.
= 1= P(\) € Plo(T)

g.e.d.

Lemma 8.2
Sei T € L(H) selbstadjungiert. Dann gilt

IP(T)[| = sup [P(A)]
Xeo(T)

Beweis

IPD* = [[(P(T)"P(T))]]
= [[P(D)PD)

= [[(PP)(D)||

= sup  |A|
Xea(PP(T))

= sup |PP())]
Xeo(T)

= sup [P(N)?
Aeo(T)

= (sup [P(V))?
Aea(T)

sup |P(M)]
Ao (T)

= [Pl

g.e.d.

Satz 8.3
Sei T ein beschrinkter und selbstadjungierter Operator. Dann existiert ein eindeu-
tiger, beschrinkter *-Algebrahomomorphismus

F:C(c(T)) — L(H)

mit F(id) = T. Desweiteren erfillt F folgendes:

34



1. T = =
T = Il = max Io(z)

2. o(p(T)) = ¢(a(T))
8. 9>20 <= o(T)>0

4. TE= X = o(T)E = p(A)§

Beweis
Ezistenz: Fir ein Polynom P definiere Fo(P) = P(T) wie oben. Dann ist Fy ein
*. Algebrahomomorphismus auf Pol C C(a(T)).

= |[Fo(P)]] = [[Pllsc.o (1)

Da die Menge der Polynome dicht liegt (Satz von Weierstrafl), existiert eine Fort-
setzung von F : C(o(T)) — L(H).

P, o tim Py(T) = F(p)

n—oo

Dann ist F ein *-Algebrahomomorphismus.

= IF@I = llello

Eigenschaften: Ist F ein *-Algebrahomomorphismus mit F(z) = F(id) = T, dann
gilt

~ Stetigkeit =~
F‘Pol:Fo|Pol - F=F

was die Eindeutigkeit und (1) impliziert, da F isometrisch ist (das folgt aus
r(T) = |Tl]).
(2): "C7: Ist i ¢ plo(T)):
W) = s € Clo(T))
(o —pp =1
(P(T) = pp(T) = 1
Y(T) = (p(T) —p)~", p & o(p(T))
727 Sei p € w(o(T)), Ziel: (&) C H, ||&nl]l = 1 mit ||(o(T) — p)énl|| — 0, dann

gilt p € o(p(T)):
Sei € > 0 fest. 3z € o(T), p(r) = p und § > 0 mit

p(Us(x)) € Ue(p)
In e C.(Us(x)) mit 0 <n <1, n(x)=1.
= [Inllec =1 =[In(T)]|

Sei € € H mit ||€]| =1 und [|n(T)€|| = 1.
Behauptung: & := n(T)¢ erfillt |[(o(T') — p)l| < e.

1(p(T) — wél| 1(p(T) = pn(T)é
(e(T) — p)n(T)]|
(e — Wl <€
(p—p<e undn(z) #0)

Pl

IN
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(8): >0 auf o(T), dann ist o= € C(o(T))

= o= -pb
= o(T) = p3(T) - p3(T)
= (D)) = <¢%<T> - ¢%<T>5\f> (e w%<T>s> >0

7<= (T) > 0, dann gilt o(o(T)) C [0,00) und ¢(o(T)) C [0,00) und damit ¢ > 0.
(4): TE = M€, und damit T?¢ = \2¢, und so weiter

= P € Pol : P(T){ = P(\)¢

SR o(T)e = (V¢ fiir ¢ € C(o(T)).

g.e.d.

Korollar 8.4
Sei T € L(H) selbstadjungiert, T > 0, dann existiert ein selbstadjungierter Operator
SeL(H),S>0 mit
T=5%=5*S
Beweis

F(/z) =: S wobei F der Funktionalkalkiil ist.

g-e.d.
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Kapitel 9

Zwischenspiel: Der Satz von
Riesz-Markoft

Mape «— lineare Funktionale auf Unterrdumen von C(X)

Erinnern wir uns daran, dafS ein Topologischer Raum lokal kompakt heifst, falls jedes
x € X eine kompakte Umgebung besitzt (jeder kompakte Raum ist lokalkompakt).
Desweiteren heifit X o-kompakt, falls kompakte Mengen C,, n € N, ezistieren, mit

x=Jcn

Beispiele: R™, C™.

Die o-Algebra der Borelmengen B auf X, ist die kleinste o-Algebra die die offenen
Mengen enthdilt. Ist X lokal kompakt und o-kompakt, dann wird B von den kompak-
ten Mengen erzeugt.

Definition 9.1
Ein Baire’sches Maj 1 ist eine o-additive Mengenfunktion, mit

w:B—1[0,00] : p(C) < ooVC kompakt
Beispiele: das Lebesgue Maf$ auf R, C

Definition 9.2
Fiir p: X — C ist
suppp = {z : p(z) # 0}
der Trager von @, d.h. das Komplement der grifiten offenen Menge auf der ¢ ver-
schwindet.
Definiere:
Co(X)={p e C(X) : suppp kompakt}

Da jedes ¢ € C.(X) majorisiert wird durch x¢ fir ein geeignetes kompaktes C, ist
@ integrierbar bzgl. jeden Baire’schen Mafles :

/ o(@)] du(e) < p(supp )

Damit kénnen wir lineare Funktionale | =1, auf C.(X) definieren durch:

L1 Co(X) = C, I(g) = / o(z) du(z)

Dieses Funktional ist positiv im Sinne von

>0 = Il(p) >0
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Die Umkehrung dieser letzten Aussage ist:

Satz 9.3 (Satz von Riesz, Markoff, Kakutani)
Fiir jedes positive, lineare Funktional | auf C.(X) existiert ein Baire’sches Maf§ u
fiir das gilt:

Ue) = [ ola) duto)
X
(Ist X lokal kompakt und o-kompakt, dann ist dieses Mafi eindeutig)

Idee des Beweises:
Fiir kompaktes K C X gilt

u(K) = inf{ / (@) du(z) > Xk}

Ziel ist es u auf B fortzusetzen.
Der Beweis kann in vielen Biichern der reellen Analysis gefunden werden (Strom-
berg, Rudin oder "Maf$- und Integrationstheorie” von Bauer).

Ist X kompakt, dann ist p endlich und der Satz von Riesz-Markoff sagt uns, dafl

(COO N lloe) = {ly =l ¢ s p Baire’sche Mage}
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Kapitel 10

Der Spektralsatz 11

Wir beginnen damit Spektralmafle einzufithren.

Wir betrachten einen Hilbertraum H, einen beschrinkten, selbstadjungierten Opera-
tor T auf H. Wir wissen, daf§ o(T) =: K C R kompakt ist. Fiir £ € H betrachte die
Abbildung

le : C(K) — C, l(p) == (p(T)E[E)
Definition 10.1

Das Maf$ pe, assoziiert mit le (Satz von Riesz-Markoff), heif§t das Spektralmafl von
T bzgl. €. Es ist Ansichtssache ob man pg als MafS auf K oder auf R betrachtet

pe(B) = pe(BNK)

Wir werden die pe benutzen um uns L* Riume zu konstruieren, in denen dann T
als Multiplikation agiert.
Ein einfacher Fall tritt auf, falls € ein zyklischer Vektoer ist:

Definition 10.2
Sei T € L(H). £ € H heifst zyklischer Vektor von T, falls

lin{T"¢ : ne Ny} =H ={P(T)¢ : P Polynom}
({P(T)¢ : P Polynom} = {p(T) : ¢ € C(K)} falls T selbstadjungiert ist)
Lemma 10.3
Sei T selbstadjungiert und beschrinkt auf H, K := o(T), dann existiert ein unitirer

Operator
U H — L2(K, pe)

mait
(UTUNFN) =X f(N)
in L*(K, pe).
H N H
U LU
2(k) VTS k)

Bemerkung: Die Information von T liegt in dem Maf pe und §.

Beweis
Fiir ¢ € C(K) definieren wir

Uo(p(T)€) == ¢ € C(K) C L*(K)
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Wir wollen zeigen, daf$ Uy wohldefiniert und isometrisch auf

Hy = {p(T)E : ¢ € C(K)} ist.
Das folgt aus:

(p(T)Elp(T)E)
(p(T)"p(T)EIE)
(@(T)p(T)ELE)
= (le(D)P¢le)

/W@de
K

= ||<P||2L2(K,p5)

(Tl

Darum ist Uy wohldefiniert: Sind ¢, € C(K) mit
P(T)€ = P(T)¢
danm ist [[( — DTN =0 = [lp — B[220,y = 0
= ¢ =1 in L*(K, p¢)

Da Uy isometrisch auf dem dichten Hy (da & zyklisch) ist, konnen wir Uy aufgrund
der Stetigkeit fortsetzen zu einer Isometrie

U:H— L*(K, pe)
Da C(K) dicht in L*(K, pe) liegt, U(H) = L*(K, pe)
= U ist unitdr

Und als letztes fir ¢ € C(K)

UTU)e) = VTR
= U((id- 9)(T)E)N)
— (o)

= (UTU Yok = Midlex)
SUGE U1 = Mig auf L2(K, pe).

g.e.d.
Hat T einen zyklischen Vektor, dann gilt
T =U"M;qU

wobei
U H — L3(o(T), pe)

Lemma 10.4
Sei H separabel, T € L(H) selbstadjungiert. Dann ezistiert N € N U {oo} und
abgeschlossene Unterrdume Hy,, n < N, mit den folgenden Eigenschaften:

1. H:@Hn

2. H, ist ein invarianter Unterraum von T, d.h. T(H,) C H,, T(H;-) C H;:
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3. FEs existiert ein zyklischer Vekror &, fir T|m,

Beweis Mit Zorn, — Ubunyg.
(Idee: Nehmen beliebiges € # 0. {p(T)¢ : p € C(K)} # H, dann
36 € H : GL{p(T) : p € C(K)} . Missen zeigen T™E L{p(T)E : ¢ € C(K)}.)

Satz 10.5 (Spektralsatz - Multiplikationsoperatorform)
Sei T € L(H) selbstadjungiert, H ein separabler Hilbertraum. Dann existiert
N e NU{co} und Mafle pn, n < N, auf K := o(T) und unitirer Operator

U:H— @ L2(K, /Ln) 2> (gn)nGN
n<N
mat
(UTU™'&,)(x) = xén(x)
Diese unitdre Darstellung von T heifit Spektraldarstellung. Sie ist im Allgemeinen

nicht eindeutig.
Ist H nicht separabel, so gilt analoges mit einer tiberabzahlbaren Familie von Maflen.

Wir beniidtigen aber die Abzdhlbarkeit fir folgendes

Korollar 10.6

Sei T € L(H) selbstadjungiert, H separabel. Dann existiert ein endlicher MafSraum
(X, F,u),(dh. u(X) < ), eine beschrinkte, mefbare Funktion F : X — R und
ein unitirer Operator U : H — L*(X, F, p), fir die gelten:

T =U*MpU
H L m
Ul LU U! =U*

2 M,op2

Beweis des Spektralsatzes
Nach vorhergehenden Lemma kénnen wir

H=H,
mit T|p, selbstadjungiert und zugehorigem zyklischen Vektor &,
H— @ H, = DL (K pe,)

wobei fir n € N, U, gegeben ist durch Lemma 10.3 mit
Un(T|u, ) Uy = Myq auf L*(K, pe,,)
= @U, =: U erfillt die Behauptung.

Schreiben fiy, := pe,, .

Beweisdes Korollares:
Idee: Schreiben @LQ(K, pn) = LA(X, F, ).

Fiir zwei Mafriume (X1,F1,11), (Xe, Fo,uz) definieren wir:
X:X1OX2, IZ{ACX  ANX; e Fy, AN X, 6.7:2}
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p(A) = p (AN Xq) + p2(ANXo)

= LQ(X1) D LQ(XQ) = LQ(X) R
Identifizieren f € L?(X1) mit f € L*(X)

f(x){ g(x) r € X }

z € Xy
Fine abzihlbare Version: wihlen (&,) mit ||&,]] =27™.
= pe, (K) = [ Ldpe, = ((T)E[) = ||€a]|* = 272"
Fiir n wie im Satz, &, wie oben, n < N definiere

X, =K x {n}, F,, := Borel-o-Algebra, p, =~ pe,

Wie oben definieren wir

X=|JXn F={ACX : ANX, € F,Vn}

n<N
pA) = 3 (AN X,) < 3 pnl(Xa) = 3 pe, (K) < o0
n<N n<N n<N

= (X, F,n) ist ein endlicher Mafiraum

P LK. pe,) = @) L*(Xn, Fos i) = L(X, F, 1)

@ M;q auf@LQ(K, pe,.) ~ Mp wobei
n n

F:X—>R, F(z,n) ==z
= T =U @ MiaU; = (U:V)Mp (U, V)"
wobei Uy : H — @ L*(K), V : @ L*(K) — L*(X).
= T =UMpU* !
Die Information iber T steckt im Spektrum o(T) = K und (pe,) = (kin)
Schones Beispiel: Ubung
Meta-Statement:

Ist T ein Differenz- oder ein Differentialoperator, dann erhalten wir von der Fou-
rierdarstellung eine unitdre Darstellung als Multiplikation:

12(z) £ 12(0, 1)

LA(R) 5 L2(R)
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Kapitel 11

Die Polarzerlegung

Analogien: -
fiir Zahlen aceCa a+b=a+b
fiir Operatoren A, A* (AA)* = A\A*

reellesa =a <« selbstadjungierter A = A*

a=u"! — unitdrer U* = U1

Jede Zahl kann geschrieben werden als a = w - |a| mit ua = 1 und |a| € R. Gilt
analoges auch fiir Operatoren?
Al = VA*A
Ist A€ L(H), dann ist A*A selbstadjungiert und A*A >0
(A"A)* = A*(A")* = A"A
(ATAg[E) = (AL[AE) > 0

Definition 11.1
Fiir A € L(H) definieren wir das Modul von A durch

Al = VA*A
(durch den Funktionalkalkiil)

Definition 11.2
Fir M C L(H) definieren wir seinen Kommutator

M :={BeL(H): VAe M: AB = BA}

Bemerkung 9
Ist A selbstadjungiert, ¢ € C(o(A)), dann gilt:

{A}Y c{e(A)}Y
Beweis

Ist ¢ ein Polynom, dann ist p(A) = ZakAk und
k=1
Be{AY = Bec{A*}YVEk

»(A)B = i arA*B = Byp(A)
k=1

Da die Polynome dicht in C(K) liegen, folgt die Behauptung. q.e.d.
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Lemma 11.3

Sei A € L(H), A > 0. Dann ezistiert ein eindeutiger Operator B € L(H), B > 0
mit B2 = A.

Desweiteren kommutiert B mit jedem Operator, mit dem A kommutiert,

d.h. {A}Y c {BY}.

Beweis
Ezistenz folgt aus dem Spektralsatz: B = /A, B kommutiert, ... (p = \/ in voriger

Bemerkung).
Sei B' >0, (B')? = A. B' € {A} weil

BIA: B/(Bl)2 — (BI>2.BI — AB/
= BB' = B'B
~ (B-B)B(B-B)+(B-B)B'(B-B)=0

(B— B')B(B - B') und (B — B')B'(B — B') sind > 0:

((B=B)B(B - B)¢l§) = (B(B - B)¢|(B—B')§) 20

da B > 0.
= (B-B)B(B-B)=0=(B—B)B'(B—-B)
= (B-B)B(B-B)—(B-B)B'(B-B)=0
= (B-B)*=0
= (B-B)=0
= 0=|(B-B)=B-B (lcl =f1c=cl
= B=pB

g.e.d.
Problem: Wollen A € L(H) schreiben als U - |A|.

Beispiel 11.4
Sei S der Shift-Operator auf 1?(N)

S(fn)n = (fn—l)n = (0,51,52, )
Dann ist S*(&,)n = (€nt1)n, da

(Selmy =D _((59);lm;)

<
—

= > (&)

<
Il
—_

I
M8

(&10S™))

<
Il
—

So auch S*S = I und daraus |S| = I.
= S =U (Polarzerlegung)
d.h. (in the polardecomposition U cannot be assumed as unitary)

Definition 11.5
Ein Operator U heifit eine partielle Isometrie, falls ||Uz|| = ||z|| fir allex € N(U)*.
Man nennt U eine Isometrie, falls ||Uzx|| = ||z|| fir alle x € H.
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Bemerkung 10
Ist U eine partielle Isometrie, dann gilt:

H=NU)® NU)* =RU)® RU)*

und
U:NU)* = RU)

bzw.
U*:R(U) - NU)*

sind Isometrien, und es gilt
Ut rw) = WUlnwy)
Proposition 11.6

1. Ist U eine partielle Isometrie, dann gilt

U*U:PN(U)L, (]Uv}k :PR(U)

2. Ist U € L(H) mit U*U und UU* sind Projektionen, dann ist U eine partielle
Isometrie.

Beweis Ubung

Satz 11.7
Sei A € L(H). Dann ezistiert eine partielle Isometrie U mit

A=U-|A|

U ist eindeutig bestimmt durch N(U) = N(A). Weiterhin gilt R(U) = R(A).

Beweis
Definiere U : R(|A|) — R(A) durch U(|A|§) = AE. Dann gilt:
114l = (VA AglVA Ag)
= (ATAgE)
= (AgJAG)
1 4¢|1?

Deswegen ist U wohldefiniert und linear. U ist isometrisch, und man kann U fort-
setzen durch

U : R(|A]) — R(A)
Wir setzen U auf H fort, indem wir U = 0 auf (R(JA]))* setzen
(R(JAD)* = N(|A]") = N(|A]) = N(4)
Da U eindeutig auf R(|A|) bestimmt ist, existiert nur eine Mdéglichkeit mit
N({U)=N(A).

g.e.d.
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Beispiel 11.8
1. Polarzerlegung des Shift-Operators?
S=U-|S|mitU=S5,]|5=1

2. Seiv:Q — C eine Funktion auf (2, F, ) mit ||v]|ee < 00, T = M,.
Die Polarzerlequng von T:

T* = M;
U =M,
v(w) .
wobei u(w) = { )] - ”E‘U; #* 8 }
o = viw) =
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Kapitel 12

Kompakte Operatoren

Vieles, von dem was folgt, gilt in diesem Zusammenhang auch fiir Banachrdiume.

Definition 12.1
Seien E, F normierte Riume, ein Operator T € L(E, F) heifst kompakt, falls T(Bg)
prakompakt ist, d.h.

Ve> 03y, ...yn € F : T(Bg) C | J Uec(y;)

Jj=1

wobei
B ={zecFE : |z| <1}

Sehr wichtige Beispiel dafiir sind Integraloperatoren:

Beispiel 12.2
Sei K : [0,1] x [0,1] — C, K € L*([0,1]?). Dann definiert
1

Tk : L*[0,1] — L?[0,1]

(T f)() == / K(z,9)f(y) dy
0

einen kompakten Operator in L?[0,1]. (Gleichmdipig beschrinkte differenzierbare
Mengen sind kompakt in C(K), siehe Satz von Arzela-Ascoli)

Beispiel 12.3

Sei T € L(H) ein Operator endlichen Ranges, d.h. R(T) ist endlich dimensional.
Dann ist T kompakt, denn in einem endlich dimensionalen Raum ist jede beschrdank-
te Menge prikompakt.

Erinneren wir uns daran, dafs

0w > (2aly) — (ely) vy € H

(Ist (en) ein ONS, dann gilt e, - 0.)
Das Prinzip der gleichmdfigen Beschrinktheit (Satz von Banach-Steinhaus (BS))
sagt aus, daf jede schwach konvergente Folge beschrdnkt ist:

ln € H', 1u(y) = (ylzn), lnllor = [|2alln
Ist z,, % x, dann ist sup ||l,(y)|| < oo fir alle y € H, da die konvergente Folge
In(y) beschrinkt ist

BS
= sup||ln|] < 00 = sup||z,|| < oo
n n
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Lemma 12.4
Sei x, = 0 und K C H kompakt. Dann gilt

sup [{(x,|2)] =0
zeK

Beweis
o punktweise Konvergenz
o Kompaktheit

o gleichmdjSige Beschrdanktheit

Satz 12.5
Fin kompakter Operator T € L(H) bildet schwach konvergente Folgen auf norm-
konvergente Folge ab.

Beweis
Erste Version: Aus dem vorigen Lemma, x, — 0 mit ||z,|| < 1 folgt:

||Tg(;n||2 = (Tep|Tz,) < sup [(Ta,|z)| —0
2€T(Bn)

da Tz, = 0.
Zweite Version: Fiir ©,, — x, gilt Tx, — Tz weil

(Tzply) = (2, T"y) = (2[T"y) = (Tzly)

Da () beschrinkt ist, ist (Tx,) prikompakt. Wir werden zeigen, daf y, = Tx,
konvergiert. Es reicht zu zeigen, daf jede Teilfolge von (y,) eine Teilfolge hat, die
gegen Tx konvergiert. Nehmen (yn,) C K, mit kompakten K, dann existiert eine
konvergente Teilfolge die gegen ein z konvergiert.

= Yny, gy:Txa Ynyp, — %

= z=Y

g.e.d.

Schreiben
C(H)={T € L(H) : T kompakt}

fiir die Calkin-Algebra.

Satz 12.6
C(H) ist abgeschlossen in (L(H),|| - |), d.h. fir (T,) C C(H) mit ||T,, = T|| — 0,
gilt T € C(H).

Beweis
Seie > 0. Nehmen n hinreichend grof, so daf ||T—T,|| < §. DaT,,(Bg) prdkompakt

ist, finden wir y1,..,ym € H mit T,,(Bg) C U Be(y;):
j=1

= T(Bp) C B3(Tu(Br)) C | Be(y)

j=1
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Aus dem letzten Satz folgt, daf$ der Grenzwert bzgl. der Norm von Operatoren mit
endlichem Rang kompakt ist. Die Umkehrung hingegen gilt fiir Banachrdume im
Allgemeinen nicht, wohl aber fiir Hilbertrdume:

Satz 12.7
Sei H ein separabler Hilbertraum. Dann ist jeder kompakte Operator Grenzwert einer
normkonvergenten Folge von Operatoren mit endlichen Rang.

Bemerkung 11

Man sagt, E hat die Approzimationseigenschaft, falls jeder kompakte Operator Grenz-
wert einer normkonvergenten Folge von Operatoren mit endlichen Rang ist. Banach
fragte sich, ob jeder Banachraum diese Eigenschaft hat. Antwort: Nein (erster Be-
weis von Per Enflo 1972).

Jetzt: L(H) mit dim H = oo, hat nicht die Approzimationseigenschaft.

Beweis
oF sei dim H = oo und (e,,) eine ONB. Definieren wir die monoton fallende Folge

A o= sup{||TE|| = € € {er, ., en}™, |IE]] < 1}

Wir zeigen A = lim \,, = 0:
Wihlen n, € H, ||n.|| = 1, nnL{e1,..,en} und ||Tn,|| > % Dan € {e1,..,eq}t,
erhalten wir n,, = 0, denn fiirr ¢ € H mit &€ =3 (£|en)e, gilt:

= (mlé) = Z (€len)(nilen) — 0

k>n+1
= ||T77nH —0
= A=0

Definieren F,, € L(H) durch F,§ =3 ({lej)Te; = A\, = ||T — F,|

(IT = F,|| = sup ||[T¢— F.¢
[E<1
> n
=  sup ||Z(£|ej>Tej—Z<§|ej>T€j||
el = 2
[ee]
= sup || 3 {€le)Tes|
[
oo
= s ] Y (€len)Tell
llel1<1 4
&l{ey,..,en} Jj=n+1

Das grundlegende Prinzip, daf$ kompakte Operatoren so interessant macht, heifst
Fredholm’sche Alternative:
Ist T € C(H), dann gilt entweder

FA£0: TE=E . T — 1 ist nicht invertierbar

(aber 7<= gilt nicht fir beliebiges T € L(H), zB. Multiplikationsoperatoren).
oder
(I-T)'eL(H)
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Das ist dquivalent zu:

Fiir beliebiges £ € H existiert hochstens ein n mit n = &+ Tn. Dann gibt es genau
eins (nehmen & =0 oben).

Wir werden die Fredholm’sche Alternative aus dem folgenden Satz ableiten:

Satz 12.8 (Satz von Fredholm - analytische Version)
Sei D C C offen und zusammenhdingend. Sei f : D — L(H) analytisch mit
f(D) C C(H). Dann gilt entweder:

(I — f(2))7" eaistiert fiir kein z € D
oder
Es existiert eine diskrete Teilmenge S C D, so dafy (I — f(2))™" existiert fir z ¢ S

Im zweiten Falle ist (I — f(2))~! eine meromorphe Funktion, die analytisch auf
D\S ist, und die Residuen in den Punkten von S sind Operatoren mit endlichem
Rang.

(f ist meromorph auf D <= fist, mit Ausnahme der Pole, holomorph;

Ist f : By (20)\{20} — C holomorph, dann ist f(z) = Zak(zfzo)k die Laurentreihe

kEZ
und res f(z0) = a—1 das Residuum von fin zp).

Beweis
Es reicht die Alternative in einer Umgebung von zg € D zu zeigen. Nach Satz 12.7
finden wir F mit endlichem Rang, mit:

1 (20) = F|| <

DN | =

Da f stetig ist, finden wir r > 0 mait
3
1f(z) = Fll < Vz € Br(20)
Entwickeln wir in eine geometrische Reihe

(= f@)+F)" =) (f(z) - F)*

k=0

Schreiben
9(z)=F(I - f(z) + F)~!
dann ist g holomorph und mit endlichen Rang. Man sieht
(I =f(z) =T —=g()UI - f(z) +F)
Da (I — f(2)+ F)~1! emistiert,
(I — f(2)) ! existiert <= (I —g(2))~" existiert

Wir untersuchen (I — g(z)). F hat endlichen Rang

N

= F{= Z<f|§j>77j
j=1

fiir geeignete linear unabhingige n; und &;

N
= g(2)€ =D (I = f(z) + F) 7 €lgmy
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I — g(2) ist nicht invertierbar <= 3n # 0 mit

g(z)n=n
N
Entwickeln n = Z BmNm
m=1
N
= glam = D AU~ f(z Zﬂmnm )& )m; Zﬂgm
=1
JN
= B = Y (I-fR+F) lé)Bn Vi=1,.,N

1

3
I

=a;m(z)

Jetzt: g(z)n =n hat eine nichittriviale Losung <=

B=(Br,..Bn) #0: ﬁj—ZﬁmaJm

<~ det(éjm — ajm(z))j’m =0

holomorph
Also ist entweder det(0jm — ajm(2))jm = 0 fir z € By(29) oder es existiert eine
diskrete Menge S, C By(z9) mit det(0jm — ajm(2))jm # 0 fir z ¢ S,. In diesem
Fall ezistiert (I — g(z))~* und ist holomorph. Da dies dquivalent zur Ezistenz von
(I — f(2))~! ist, folgt die Behauptung.

g.e.d.
Korollar 12.9 (Fredholm’sche Alternative)
Sei A € C(H) dann ist entweder (I — A) invertierbar oder N(I — A) # {0}.
Beweis
Nehmen f(z) = zA und wenden vorigen Satz an mit z = 1.

g.e.d.

Beispiel 12.10
Die Fredholmsche Alternative gilt im Allgemeinen nicht:

v(z) = cos(z) auf R
= o(M,) =[-1,1]
= I — M, ist nicht invertierbar
aber N(A — M,)=0,VAxeC
Satz 12.11 (Satz von Riesz- Scha de)
Sei A € C(H). Dann liegt o(A) diskret in C\{0}.
Beweis
Sei f(z) = zA holomorph auf C. Dann gilt:
S ={z: zA¢ =& hat eine Lisung £ #0} F 0

ist diskret nach Satz 12.8 und (I — ZA)_1 existiert fir z ¢ S. Fir ¢ S eistiert

A=A~ (I - XA) g.e.d.

> \
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Bemerkung 12
Jedes A € o(A)\{0} ist ein Figenwert von der endlichen Multiplikation:

A€ a(AN\{0} = X\ Eigenwert
Endliche Multiplikation: L = N(A—A) C H
Al =X-I|L = ABL =)\Bg
ist relativ kompakt da A kompakt ist
)\:ﬁo By, kompakt = dim L < oo
Satz 12.12 (Hilbert-Schmidt)
Sei A selbstadjungiert und kompakt. Dann existiert eine ONB (&,,)nen mit:
A& = Anén

mit A, — 0 fiir n — 0.

Beweis
Sei {\, : n € N} die Menge der Eigenwerte von A. Nehmen ONBn fir jedes
N\, — A)
= ONS (&) nen besteht aus Eigenwerten
Betrachte G = span {§,, : n € N}. Wir zeigen, dafp G+ = {0} ist. Da A selbstad-
Jungiert ist, wissen wir:

AG C G, AG*+ c G+

o(4) = o(Alg) Uo(Alg+)
Da A kompakt ist, ist A|gr kompakt und selbstadjungiert. Ist A € o(A|g1)\{0}, so
ist A ein Eigenwert von A|guy.

o(Alg+) = {0}
r(Algi) =0 (Spektralradius)
|Alg+]| =0
Algr =0
GtcNAcCa
G+ ={0}

L

g.e.d.

Satz 12.13 (Kanonische Darstellung von kompakten Operatoren)
Sei A € C(H), dann existieren ONS (&), (nn) und X, > 0 mit

Af = Z)\n<£|nn>£n (5 € H) (*)

Beweis
Da A* A positiv und kompakt ist, finden wir ONS (n,) und p, > 0 mit

A*Ann = UnTn
Schreiben Ay, = /iy, und &, = )\%Ann. Wir zeigen (& |&m) = Onm und (x):
1 1
— An,|—
N A | .
.

N Am(n\ M)

= o\ </\$L77n|77m>
)

- nm
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Ist A& =0, dann A*AE =0 und £1.&,
Ay = A& =D M0 lne )
k=1

Das ist (%) fir & =,
= AE =" Nal€lnn)én fiir € € lin {n,} = N(A)*
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