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Kapitel 1

Das n-dimensionale
Riemann-Integral

1.1 Treppenfunktionen im R" und ihr Integral

Definition. Fir a = (a1,...,a,),b = (b1,...,b,) € R" schreiben wir a < b,
falls a; < b; fiir alle j = 1,...,n gilt. Falls a < b ist, definieren wir das n-
dimensionale abgeschlossene Intervall

[a,b] := [a1,b1] X [az, bo] X -+ X [an, by]
={reR";q; <z; <b; furalle j=1,...,n}

und das n-dimensionale offene Intervall

(a,b) := (a1,b1) X (ag,by) X -+ X (ay,by)
={reR";q; <z;<b; firalle j=1,...,n},

sowie das n-dimensionale Volumen (oder Maf)
vol, [a,b] :== (by — a1)(by — ag) -+ (b, — an) .

Definition. (a) Fiir Teilmengen B C R" definieren wir die Indikatorfunktion 1g
durch
1 falls z € B,
1B =
0 falls x € R"\B.

(Die haufig zu findende Terminologie charakteristische Funktion fir 15 werden
wir nicht verwenden.)
Die Menge
T(R™) := lin {1[a,b]; a,beR" a < b}

5



ist der Vektorraum der Treppenfunktionen (wobei die lineare Hiille ,, lin“ im Vek-
torraum aller reellen Funktionen auf R"™ gebildet werden soll). Jede Treppen-
funktion f ist also von der Form

k
[ = Z i liai pi) 5
j=1

mit cp,...,ct €R, a',...,a" b, ..., BFER", @/ <V firalle j=1,... k.

Bemerkungen. (a) Fiir n = 1 kann eine Treppenfunktion f auch so beschrieben
werden: Es gibt k €Ny, —co<zg <21 <--- <z <00 und ¢yq,...,¢, so, dass
f(x) =0 fir v < 2o und = >z, f(z) =¢ fir v,y <z <z, j=1,...,k

(und f(z;) € R beliebig fir j =0,...,k) ist.
(b) Sei 1 <k<n—1, feT(R™). Fiir jedes & = (p41,...,7,) € R ist
dann

Um dies einzusehen, geniigt es, f = 1p4 2zu betrachten. Mit a = (a,a),
b= (b,b), wobei a,beR* abeR"* gilt dann

f(@) = Vo (2, 2) = 11 5y ()11, 5 (2)

) {1[@} falls & € [, D],

0 sonst .

f(?'f:

hier ein Bild 77?7
(c) Fiir a,beR"™, a <b, ist 1(,p) eine Treppenfunktion:
Dazu koénnen wir ohne Einschrinkung (a,b) # () annehmen. Fiir n =1 gilt
Lop) = 1ap = 1py) = Lioa-
Fiir d =2 gilt
1(a,b)<x17‘r2> - 1(a1,b1)<x1)1(a2,b2)(x2>
= (Law o) (#1) = Loy (21) = Lay,a) (1)) X

(1[a2,b2}(x2) - l[bz,bz](xQ) - 1[a27a2](x2))
= 1[a1,b1}($1>1[a2,b2](x2) -

Entsprechendes gilt fiir n > 3. Siehe dazu auch Ubungsaufgabe (??7?).
Definition. Fir feT(R"), f= E;n:l ¢j1iqi ps], definieren wir das Integral

f@)dr = | f(z)de = fj ¢; vol, [a?, ] .
[ rrte= [ staras =y

R



Man sollte eher sagen, dass man diese Definition so treffen will. Es ist ndmlich
noch zu zeigen, dass die Definition unabhéngig von der Darstellung von f ist,
oder anders gesagt, dass das obige Integral wohldefiniert ist. Dies ist der erste
Teil des folgenden Satzes.

Der Definition von [ f(z)dx liegt die Idee zugrunde, dass dieses Integral das
(n+1)-dimensionale Volumen des , unter dem Graphen von f liegenden Korpers®
sein soll. Ist zum Beispiel f = clj,4), fiir ¢ > 0, so ist

/f(:v) dx = cvol, [a, b] = vol,+1([a,b] x [0,¢]).

1.1.1 Satz. (a) Fir f e T(R") ist das soeben definierte Integral wohldefiniert,
d. h. es hingt nicht von der Darstellung von f ab.
(b) Die Abbildung

TR") >R, fH/f(x)d:c

ist linear.
(c) Sei 1<k<n—1. Fir feT(R") ist dann

R"™ 5x»—>/f

eine Treppenfunktion, und es gilt

/f(:v)dxz / (/f(:k,i")di:)dj:.

zeR""F  “zeRE
Beweis. (a) Es geniigt zu zeigen: Ist f € T(R"), f = Z;n 1 €1 = 0, so gilt
>ty ¢jvoly, [, ] = 0. Dies wird mit Induktion gezeigt.
Fiir n = 1 kénnen wir die Menge {a’,b"; j =1,...,m} als {z*; k =0,...,1}
schreiben, mit 2° < 2! < --- < 2!, Fir ke {1,...,1} gilt

2 ¢ =0,
je{1,...,m}, [ad b7 D[zk—1,xk]
wegen f =0. Es folgt

/f = cj ) :ic] > (¥ — 2

J=1  ke{1,..,0l}, [zF—1,aF]Clad bi]

= Z N cj(z" — 27T
— Z(xk — xkil) Z cj = 0.

k=1 JE{L,....m}, [a7 bT] D[k~ z¥]



Sei n > 2, und die Aussage sei fiir 1,...,n — 1 bewiesen. Sei 1 <k <n—1.
Fiir #€R” ist die Treppenfunktion

f(&, ) = ; ¢jL 13 5] ()L [ i

die Nullfunktion, und nach Induktionsvoraussetzung folgt

m

> il ) (@) vl ([al 1]) = 0.

j=1

Also ist die Treppenfunktion

Z Cj VOln_k [(ZAj, bAJ} 1[(13,5]']
j=1
die Nullfunktion, und nochmals nach Induktionsvoraussetzung folgt
ch vol,,_k [c;j, I;J] voly, [dj, 53] =0.
j=1
Wegen voly_j [c;j,l;j] voly, [avj,bﬂ = vol, [a, 0] (j = 1,...,m) ist dies die Be-
hauptung.
(b) ist klar nach Definition.

(c) Wegen der Linearitét des Integrales geniigt es, die Behauptung fiir f =
1{ay zu beweisen. Es gilt

Rk
/ / Vo (& ) di di = voly [, ] / 1,5 di
Rn—k Rk Rn—k
= voly, [@, b] vol,_ @, b] = vol, [a, b] = / Ty (z)de. O
Rn

Bemerkungen. (a) In der Situation von Satz 1.1.1(c) ist offenbar auch
RF 37— / f(z,2)dz
RrRn—k

eine Treppenfunktion, und es gilt

/f(w)dm=/< / f(i,:fc)di)dj.

zeRF  “zeRnk



(b) Die wiederholte Anwendung der Formel in Satz 1.1.1(c) ergibt

/f(x)dx— / ~~~/f(a:l,...,xn)dx1~~~dxn

zn€R z1€ER

(eindimensionale Integrale!). Dabei kann wegen der obigen Bemerkungung in Teil
(a) die Reihenfolge beliebig permutiert werden. Diese Formel wird spéter fiir
eine groflere Menge von Funktionen bewiesen und dient dann der Berechnung
mehrdimensionaler Integrale mit Hilfe eindimensionaler Integrationen.

(c) Die Formel in Satz 1.1.1(c) ist die Urform des Satzes von Fubini, der in
Abschnitt 1.3 fiir Riemann-integrierbare Funktionen bewiesen wird.

(c) Fiir die Wohldefiniertheit des Integrals (Satz 1.1.1(a)) werden wir in Auf-
gabe 777 einen anderen Beweis skizzieren.

1.1.2 Folgerung (Positivitit des Integrals). Aus f € T(R"™), f > 0 (d.h.
f(z) >0 fir alle x €R"™), folgt [ f(xz)dx > 0.

Beweis. Mit Induktion. Fiir n = 1 ist die Aussage ist bekannt (und leicht zu zei-
gen). Angenommen, sie ist fiir k = 1,...,n—1 bewiesen, so folgt mit zweimaliger
Anwendung der Induktionsvoraussetzung

/f(ar)dxz / </f(f,i:)d£>di>0. O

FeR™1 ZeR

1.1.3 Bemerkungen. (a) Aus der Positivitéat und der Linearitét des Integrales folgt
die Monotonie: Sind f,g € T'(R"), f < g (d.h. f(z) < g(x) fir alle z € R"), so
gilt [ f(z)dx < [g(z)dx.

(b) Man ist versucht, einen einfacheren Beweis von Folgerung 1.1.2 zu geben:
Wenn aus f > 0 folgen wiirde, dass es eine Darstellung von f mit nichtnegativen
Koeffizienten gibt, so wire man sofort fertig. Dass ein solcher Beweis nicht moglich
ist, zeigt Aufgabe 777,

Fiir spater prézisieren 77?7 benotigen wir noch eine Eigenschaft von Trep-
penfunktionen. Sei X eine Menge. Fiir eine Funktion f: X — R definieren wir
den Positivteil f+: X — [0,00) durch

[ (z) := max(f(z),0) (xeX),

den Negativteil f~ := (—f)* — man beachte, dass f~ > 0 ist — und den Betrag
|f] :== f*+ f~. AuBerdem wird f A1 =min(f,1): X — R definiert durch

fAL(x) :=min(f(z),1) (xeX).

Letzteres bedeutet anschaulich, dass die Funktion f bei 1 ,nach oben abge-
schnitten® wird.
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1.1.4 Satz. Sei f € T(R™). Dann gilt f*, fA1€T(R").

Zum Beweis benotigen wir eine Hilfsaussage, die Techniken der néchsten Ka-
pitel vorwegnimmt.

1.1.5 Lemma. Set
A={ACR";1,€T(R")}.

Dann gilt: Sind A,B € A, so folgt ANB,AUB,A\B € A (d.h. A ist ein
Mengenring; siehe Abschnitt 2.2).

Beweis. Die Funktionen 14, 1p besitzen Darstellungen

1A:Zafj1Aj7 1B :Zbleka
7=1 k=1

wobel m € N, a;,b, € R, A;, B, n-dimensionale abgeschlossene Intervalle sind
(j,k=1,...,m) . Es gilt

m
1anp = 14l = E ajbpla;np, -
=1

Da A;N By n-dimensionale abgeschlossene Intervalle sind (j,k = 1,...,m) ,
folgt 1405 € T(R™). Weiterhin gilt
lavp =1a+1p — 1anp € T(R"),
1A\B:1A_1A[“|B€T(Rn). ]

Beweis von Satz 1.1.4. Sei f = Z;”Zl ajly4,, mit n-dimensionalen abgeschlosse-
nen Intervallen Ay, ..., A,,. Fir 0 # J C{1,...,m} definieren wir

ar=) a0, A=A\ U 4).
jeJ jeJ je{1,....m}\J

Die Menge Aj; liegt in dem in Lemma 1.1.5 definierten Mengensystem A; sie
besteht aus den Punkten, die fiir j € J in A; liegen, aber nicht in A, fiir j ¢
J. Die Familie (A;)picq1,..my ist eine disjunkte Uberdeckung der Vereinigung
Uiz, A;. Es folgt

f = Z a’J]-AJ )

0£JC{1,....,m}
ff=>Y_  max(a;,0)14, € T(R"),
0#JC{1,...,m}
fT=0=N"eTR),
fAat= > min(a;,1)14, € T(R"). O

0£JC{1,....m}
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1.2 Das Riemann-Integral

In diesem Abschnitt erweitern wir die Menge der Funktionen, die wir integrieren
konnen. Eines der Ziele ist es dabei, den Integralbegriff so allgemein zu machen,
dass fiir geniigend viele Teilmengen K von R"™ das Volumen als

voan::/lK(x) dx voan::/lK(ac) dx

bestimmt werden kann. Zum Beispiel soll fir die Einheitskugel K := Bg»|0, 1]
(={xeR"; x| <1}) (] - | euklidische Norm) (Eukl. ???) auf diese Weise das

Volumen bestimmt sein, d. h. 1x soll Riemann-integrierbar sein.

Definition. Sei f: R™ — R. Wir definieren das Oberintegral von f,

/_f(x) dz ::inf{/h(x) dr: he T(R™), h > f},

und das Unterintegral

/f(x)dl“ = Sup{/g(w)dx; geT(R"), g<f}~

Dabei seien f_f(x) dr = oo, falls es keine Funktion h € T'(R") mit h > f
gibt, und [ f(z)dx := —oo, falls es keine Funktion g € T(R"™) mit g < f gibt.

Offenbar gilt [ f(z)dx < f_ f(x)dx. Schliefllich heifit f Riemann-integrierbar,

feR(R"™), wenn B
—oo<_/f(:c)dx:/f(:c)dx<oo

gilt; dann heit [ f(z)dz = [ f(z)dz (= [ f(z)dz) das Riemann-Integral

von f. B

Im Folgenden werden wir auch abkiirzend die Bezeichnung [ f := [ f(z)dx
und die entsprechenden Bezeichnungen fiir Unterintegral und Integral verwenden.

Die Bedingung der Endlichkeit von Unter- und Oberintegral in der vorigen
Definition kann man auch so formulieren: Es gibt g, h € T(R") mit g < f < h.
Oder: f ist beschrénkt, und es gibt r > 0, so dass f(z) =0 ist fur |z| > r.

1.2.1 Lemma. Seien f, g' R™ — R. Dann gilt:
(a) [ f(z)de = — [(=f)(z) dz,
(b) fcf x—cff Ydx fiir alle ¢ >0,
(c) f(erg f_ dx+fg )dz, falls f_f(x)dx,fg(x)da:<oo.
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Beweis. (a) und (b) sind leicht zu zeigen.

(c) Sind @, € T(R"), f <@, g<,sogilt [(f+g)(x)dr < [o(z)dr +
J ¥ (x)dz. Nimmt man auf der rechten Seite dieser Ungleichung zunichst das
Inﬁmum iiber alle zuldssigen ¢, dann das Infimum iiber alle zuldssigen v, so
erhélt man die Behauptung. O

Wir bemerken die in Lemma 1.2.1 anzuwendenden ,,Rechenregeln® coo = oo,
¢(—00) = —o0o fir ¢ >0, und —co+a=a— 00 = —o0 fiir —oo < a < oco.

1.2.2 Satz. Die Menge R(R") der Riemann-integrierbaren Funktionen ist ein
Vektorraum, und die Abbildung

R")BfH/f(x)dx

Beweis. Seien f,g€ R(R"), ceR.
Mit Lemma 1.2.1(a),(c) erhalten wir

ist linear und positiv.

T+ <ff+fg=[f+[a==(J(=NH+[(-9)
—J=f=9)=[(f+9).

Daraus folgen die Endlichkeit aller Terme und die Gleichheit an allen Stellen
dieser Ungleichungskette, somit f + g € R(R"),

Jf+9=Jf+]g.

Die Riemann-Integrierbarkeit von c¢f und die Gleichheit

Jef=clf

sind klar fiir ¢ = 0. Fiir ¢ > 0 folgt dies aus der mit Lemma 1.2.1(a),(b) erhal-
tenen Gleichungskette

Icfchf:c_ffz—cf<—f>=—f<—cf>=_fcf.

Aus Lemma 1.2.1(a) folgt [(—f) = —ff— —ff— —ffG]R also —f € R(R"),
[(=f)=—=Jf Firec<0 folgt die Behauptung nun aus c¢f = (—c¢)(—f) und
dem soeben Bewiesenen. Oder 777: Die Riemann-Integrierbarkeit von cf und
die Gleichheit [c¢f = ¢ [ f werden mit den Fallunterscheidungen ¢ > 0, ¢ =0,
¢ <0 und Lemma 1.2.1(b) bewiesen.

Die Positivitat ist klar: Ist f € R(R"™), f > 0, so gilt mit der Treppenfunktion
g =0 die Ungleichung 0= [¢< [ f=[F. O]

/N
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1.2.3 Bemerkung. Die Positivitét des Integrals hat die Monotonie zur Folge (siehe
Bemerkung 1.1.3(a)), und aus dieser folgt: Ist f € R(R"), f < C, a,b € R",
a<b,und f(x)=0 fir z ¢ [a,b], d.h. f < Cljy), dann gilt

/f@ymgcwm4mmy

Der folgende Satz charakterisiert Riemann-Integrierbarkeit auf verschiedene
Weise.

1.2.4 Satz. (Riemann’sches Integrierbarkeitskriterium???) Sei f: R"™ — R. Fol-
gende Aussagen sind dquivalent:

(a) feR(R");

(b) Fiir alle ¢ > 0 gibt es o, € T(R™), ¢ < f < 4, so dass [(¢ —
)(x)dr < g

(¢) Fiir alle e > 0 gibt es g,h € R(R™), g < f < h, so dass [(h—g)(z)dx <
€.

Beweis. (a) = (b). Sei € > 0. Nach Definition von Unter- und Oberintegral gibt
es 9, €T(R"), ¢ < f <, s0 dass

[f-5<fe, [o<Ti+s
Aus_ff:f_f folgt [¢— [ <e.

(b) = (c) ist trivial wegen T'(R™) C R(R").
(¢) = (a). Sei € >0, und dazu g,h € R(R") wie in (¢). Dann

Jo<[Jf<[r<[h<[g+e,
daher [ f— [f <e. Damit [f= [ f. 0
Bedeutung des folg. Satzes! umgestellt

1.2.5 Satz. Seien f,g € R(R™). Dann sind f*,|f|, fAL, fg Riemann-integrierbar.
Auferdem gilt die fundamentale Ungleichung

'/f@ﬁm

Beweis. Fiir f*: Sei ¢ > 0. Es existieren ¢g,h € T(R"), g < f < h, so dass
J(h—g) <e. Aus Satz 1.1.4 folgt g7, h" € T(R"), und es gilt ¢g© < f* < ht,
ht—gt <h-—g, [(h"—g") < [(h—g) <e. Nach Satz 1.2.4 gilt fT € R(R").
Daraus folgt sofort f~ = (—f)* € R(R"), |f|=f"+ f~ € R(R").
Fiir fA1l: Seien € > 0, g, h wie oben. Aus Satz 1.1.4 folgt fA1l,gA1€T(R"),
und es gilt gAl < fAL < hAL, hAl—gAL < h—g, [(hA1—gAl) < [(h—g) <e.
Wie oben gilt daher fA1le R(R").

< [1r@lds.
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Fiir fg: Ohne Einschridnkung nehmen wir 0 < f < 1, 0 < g < 1 an.
Sei € > 0. Nach Satz 1.2.4 gibt es fi, fo, 91,92 € T(R") mit f; < f < fo,
[(fo— 1) <e, g1 <g< g2, [(g2—g1) < e. Wegen Satz 1.1.4 konnen wir
zusétzlich ohne Einschrinkung 0 < fi,¢9; und fs, 9o < 1 annehmen. Dann gilt

fig1, faga € T(R™), fig1 < fg < faga,

[(fog2 — frg1) = [(fa= f1)g2 + [ filga — 1) < [(fo— f1) + [(92 — 1) < 2¢.

Damit folgt die Riemann-Integrierbarkeit von fg.
Nun zur behaupteten Ungleichung: Aus +f < |f| folgt £ [ f < [|f]. O

Als konkrete Beispiele Riemann-integrierbarer Funktionen auf R", fiir n > 2,
kennen wir bisher nur die Treppenfunktionen. Der néchste Satz dient dazu, eine
ganze Klasse von weiteren Beispielen vorzustellen.

1.2.6 Satz. Seien f: R" — R, a,b €R", a < b, flay stetig, flrm\jap = 0.
Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei ¢ > 0. Da die Menge [a,b] kompakt ist, findet man eine (end-
liche!) Uberdeckung von [a,b] durch n-dimensionale abgeschlossene Interval-
le Q1,...,Qm C [a,b], so dass fiir j = 1,...,m, x,y € Q; die Ungleichung

|f(z) — f(y)] < e gilt. Wir disjunktisieren, Q; := Q1, Qy := Q:\Q1,...,Q; =

. J-1

Q;\ U Q, ..., und nehmen ohne Einschrénkung an, dass alle (); nichtleer sind.
k=1

Fir j=1,...,m, z,y € Q; gilt dann |f(z) — f(y)| < €. Mit Lemma 1.1.5 folgt

(inf f(2))1q, e TRY), vi= Zm: (sup f()1q, € T(R™,

'MS

=1 CEEQJ ) yEQ]‘
und es gilt ¢ < f <Y, Y — o < elpy), [ —@)(x)de < evol,([a,b]). Aus
Satz 1.2.4 folgt f € R(R"). O

Definition. Sei 2 CR"™ offen. Mit
CQ)={f: Q= R; f stetig}

bezeichnen wir den Vektorraum der auf Q stetigen Funktionen. Fiir f e C(2)
definieren wir den Trdger (englisch support) von f,

0]
spt f = {w € @ f(@) 20},
und wir bezeichnen mit
C.(Q) :={feC(Q); spt f kompakt}

den Vektorraum der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréager in (2.
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Setzen wir eine Funktion f € C.(£2) durch Null auf R"™ fort, dann gilt
f € C.(R"). In diesem Sinn ist die Mengeninklusion C.(2) C C.(R") zu ver-
stehen.

Mit obiger Bezeichnung ist die folgende Behauptung eine unmittelbare Kon-
sequenz von Satz 1.2.6.

1.2.7 Folgerung. C.(R") C R(R").

Im folgenden Satz wird klar gemacht, dass die Kenntnis des Integrals von steti-
gen Funktionen mit kompaktem Tréger hinreicht, um die Riemann-integrierbaren
Funktionen zu charakterisieren und deren Integral zu berechnen. Eine besonders
wichtige Anwendung dieser Tatsache wird der Beweis der Transformationsformel
fiir Riemann-integrierbare Funktionen sein; siehe Satz 1.4.3.

1.2.8 Satz. Sei f: R™ — R. Dann gilt

fﬂ@mmﬂﬁ{/¢@mﬁ¢60ﬂwy¢>f}
[ fa)dn=sup{ [ ole) iz peC.m), o < £}

Ist f Riemann-integrierbar, € > 0, so gibt es Funktionen ¢,¢ € C.(R"™) mit
p<f<y, [W—yp)(r)dr <e.

Fiir den Beweis dieser Aussage benotigen wir das folgende Hilfsmittel.

1.2.9 Lemma. Sei f € T(R"), € > 0. Dann gibt es v, € C.(R"), ¢ < f < 1,
so dass [(¢P(z) —p(x))dx < e.

Beweis. Fiir A C R" definieren wir die Abstandsfunktion d(-, A): R" — [0, 00),
d(z,A) == inf{|x —y|; y€ A}.

Im ersten Schritt beweisen wir die Behauptung fiir den Fall, dass f = 144,
mit a,b€R", a < b, ist. Fiir € > 0 definieren wir

o(z) = min{%d(m,R" \la,0]),1}, (z) := max{1 — éd(z, [a,b]),0} .

Dann sind ¢,9 € C.(R"), ¢ < 1y < 9. Auflerdem gilt 0 < ¢ — ¢ < 1,
U(x) — @(x) = 0, falls d(z,[a,b]) > § oder d(z,R"\ [a,b]) > § ist, und mit
L := max{b; —a;; j = 1,...,n} erhalten wir [(¢(z) — p(z))dx < dneL™'.
Damit ist die Behauptung fiir diesen Fall gezeigt.

Der allgemeine Fall folgt leicht daraus, dass f Linearkombination von Funk-
tionen ist, fiir die die Behauptung schon gezeigt ist. O]
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Beweis von Satz 1.2.8. Aus der (evidenten) Monotonie des Oberintegrals und
C.(R™) € R(R"™) folgt unmittelbar ,, <“ in der ersten Gleichung. Ist anderer-
seits h € T(R"), h > f, € > 0, so gibt es ¢y > h mit [(¢p — h) < £, nach
Lemma 1.2.9. Damit folgt ,, >*. B

Die zweite Gleichung folgt aus der ersten und [ f = — [(—f).

Die letzte Behauptung folgt wie im Beweis von Satz 1.2.4, (a) = (b). O

Mit Hilfe des Riemann-Integrals kann man gewissen Teilmengen von R" ein
Volumen zuordnen. Dies ist unser letztes Thema in diesem Abschnitt.

Definition. Eine Menge B C R"™ heifit Jordan-messbar, wenn 1 Riemann-
integrierbar ist. Die Zahl vol,(B) := [1p(z)dz heiBt dann n-dimensionales
Volumen (oder Jordan-Inhalt) von B. Die Menge B heifit Jordan-Nullmenge,
wenn B Jordan-messbar mit vol,(B) = 0 ist.

Ist B Jordan-messbar und f € R(R"), soist 15 f € R(R"™), nach Satz 1.2.5.
Wir schreiben

[ t@dr= [(1s ) da.

Ebenso: Ist f: B — R so, dass f: R" — R, definiert durch

0 sonst ,

c {f(x) fir ze€ B,

Riemann-integrierbar ist, so wird auch
/f(x) dr = /(lgf)(x) dz
B

geschrieben.

1.2.10 Bemerkung. Seien A, B C R" Jordan-messbar. Dann sind ANB, AUB, A\B
Jordan-messbar (d.h. das System der Jordan-messbaren Mengen ist ein Mengen-
ring; siche Abschnitt 7?77).

Fir AN B folgt dies wegen 14~5 = 1415 und Satz 1.2.5. Fiir die weiteren
Eigenschaften benutzt man (vgl. den Beweis von Lemma 1.1.5)

lavp =1a+1p—1anp, lap=1a—1anp.

1.2.11 Lemma. Se: A C R". Dann sind dquivalent:
() A ist Jordan-messbar.
(B) A ist beschrinkt, und 0A ist eine Jordan-Nullmenge.
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Beweis. (a) = () Die Beschrianktheit von A ist klar. Sei € > 0. Nach Satz 1.2.8
gibt es ¢, € C.(R™) mit p <14 <9, [(¥—¢) <e. Dann ist aber ¢ <0 auf
R™\ A, und wegen der Stetigkeit von ¢ gilt dies auch auf cl(R"\ A) = R"\ int A.
Entsprechend folgt ¢ > 1 auf cl A. Damit ist gezeigt, dass ¥ — ¢ > 194 gilt,
und aus Satz 1.2.4 folgt, dass 0A eine Jordan-Nullmenge ist.

(6) = () Sei € > 0. Nach Satz 1.2.8 gibt es p € C.(R") mit 0 < 154 < ¢,
[¢ <e. Dannist U := {z€R"; 2p(zx) > 1} eine offene Menge, U 2 A, und
daher ¢ := d(0A,R"\U) > 0 (Abstand irgendwo definieren???). Sei 1s(x) = (1—
2d(x, A))VO (z €R™), ¢y := hy—2¢p. Dann gilt ¢y, 1y € CL(R™), ¢y < 14 < 1o,
(2 — 1) = [ 2¢p < 2e. Mit Satz 1.2.4, (¢) = (a) folgt 14 € R(R"). O

777 Fiir weitere Eigenschaften Jordan-messbarer Mengen verweisen wir auf
die Aufgaben. 7?7 und folgender Abschnitt!

Oder: Im folgenden Abschnitt werden wir Methoden angeben, die Jordan-
Messbarkeit von Mengen zu erkennen.

Oder: Gar nichts???

1.3 Satz von Fubini, Berechnung von Integralen

Bisher haben wir noch keine Berechnungsmoglichkeit fiir n-dimensionale Inte-
grale, fiir n > 2, kennengelernt. Fiir n = 1 ist ja die Hauptmethode das Su-
chen einer Stammfunktion und die Benutzung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung. Mit Hilfe des folgenden Satzes wird die Berechnung n-
dimensionaler Integrale auf die wiederholte Berechnung eindimensionaler Inte-
grale zuriickgefiihrt.

1.3.1 Satz. (Satz von Fubini) Sei f € R(R"), und sei 1 <k <n—1. Dann ist
die Funktion

Riemann-integrierbar, und es gilt

/f(:c)d:rz / </_f(:i',:%)d9:~>di.

zeR™F  “zeRF

Beweis. Sei € > 0. Es gibt g,he T(R"), g < f < h, sodass [(h—g) <e.
Fiir alle 2 € R"* gilt

daher
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Wir bezeichnen im Folgenden die in der letzten Ungleichung stehenden Funk-
tionen mit go(%), f2(2), he(2). Nach Satz 1.1.1 sind go, hy € T(R™™), und es
gilt

/ (hal) — gul@)) die = / (h(z) — g(x)) de < e.

RPr—k R™

Aus Satz 1.2.4 folgt f, € R(R").
Aus den Ungleichungen (wie beide zentrieren 777)

/g(x) d < /f(x) dr < /h(@ dz |
/ / fo(2)dz < / h(z) dz
folgt auferdem

‘/f d:c—/f2£ 2

Damit ist [ f(z)de = [gu fo() d. O

\/( (x) —g(x))dzx < ¢.

Bemerkungen. (a) Wendet man Satz 1.3.1 auf —f an, so erhdlt man die gleiche
Behauptung, jedoch mit den Unterintegralen statt den Oberintegralen. Daraus
folgt insbesondere

/ (7f<53753>d55—_/f(:@@di:)di::().

zeR™F  “zeRk FCRF

Die in Klammern stehende Funktion ist also eine nichtnegative Riemann-integrierbare
Funktion mit verschwindendem Integral. Wir werden spéter sehen, dass daher die
Menge der Punkte, auf denen diese Funktion ungleich Null ist, in gewissem Sinn
,klein“ ist, ndmlich eine Lebesgue-Nullmenge; vgl. ?7?7.

(b) Einfache Beispiele zeigen, dass auf die ,, Vorsichtsmafinahme*, im Satz von

Fubini im inneren Integral das Oberintegral zu nehmen, nicht verzichtet werden
kann; sieche Aufgabe 777

1.3.2 Folgerung. Sei f € R(R™). Dann gilt
/f )dx = / / / flzy,... xy)dy - - day,_ doy, .
zn€R Tpn— 1€R z1€ER

Die Reihenfolge dieses iterierten Integrales kann dabei beliebig permutiert wer-
den.
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Beweis. Durch wiederholte Anwendung von Satz 1.3.1 mit k& = 1 erhilt man
sofort die erste Aussage.

Die ,evidente* zweite Aussage wollen wir weder streng mathematisch formu-
lieren noch beweisen. O

1.3.3 Folgerung (Prinzip von Cavalieri). Seien A, B C R" Jordan-messbar. Sei
1<k<n—1, und fir alle T € R™* scien die Schnittmengen

Ay ={zeR*; (&,2) e A}, B;:={zcR"; (i,1)€ B}

Jordan-messbar, und es gelte voly(Az) = voli(Bz).
Dann gilt vol,, A =vol, B.

(ein Bild ?77)

Beweis. Fiir 2 € R"™* gilt 14(-,2) =14
Fubini folgt

1p(-,2) =1p,. Aus dem Satz von

&)

2eR™F geRF ZeR"F
= / voly(B;) di = / 15(i, %) di di = /13(3:) dx
xeRnfk $6Rn7k iERk
=vol, B. ]

1.3.4 Beispiel. Volumen eines abgeschnittenen Drehparaboloids.
Sei

B:={(z,y,2) eR* 2? +¢*<1,0< 2 <1 —2° —y°}.

Aus dem spater bewiesenen Satz 77?7 wird folgen, dass B Jordan-messbar ist.
Die Anwendung von Folgerung 1.3.2 ergibt

volgB:/lB(x,y,z) d(x,y, z)

-/ / [ i

—Isesl 122y T—22 0zl —22 —y2
1 1—22 1

=/ / (1—w2—y2)dydx=/((1—x2)y—1y3) T
37 Ny v

-1 _\/1—2z2 -1

1
= 2/(1 — 2232 dg
0
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(Variablensubstitution x = cost, dz = —sintdt)

w/2
8
=3 / sin®tsin t dt

0
C2, 10q _ CAr 10y _ 2
(sint = 5(1 — cos2t), sin*t = ;(1 — 2cos 2t + cos*2t))

w/2
8 [1 9 2, m ml T
25/1(1—2008%—1—008 2t)dt:§(§+0+§§):§.
0

Bei einer anderen Integrationsreihenfolge vereinfacht sich die Rechnung:

VolgB://IB(:c,y,z)d(x,y) dz

ld(z,y)dz

0<z<1 2249212

(Das innere Integral ist die Fléche eines Kreises mit Radius /1 — z, also gleich
7(v/1 — 2 )?; siehe unten.)
! 1
1 m
= 1—2)dz= — 22 ==
/7T( z)dz = m(z 2,2)0 5
0
In der allgemeinen Situation von Satz 1.3.1 und Folgerung 1.3.2 miissen die
inneren Integrale als Oberintegrale ausgewertet werden. Bei konkreten Anwen-

dungen stellt sich heraus, ob diese Integrale als Riemann-Integrale existieren. Als
néchstes beschreiben wir eine Situation, in der dies immer der Fall ist.

1.3.5 Satz. Seien a,beR", a <b, f:[a,b] = R" stetig, 1 <k <n—1. Dann
1st die Funktion

6,0 3 & — /f(gz,gz)daz
[a,b]
stetig.
Beweis. Sei € > 0. Da f gleichmiBig stetig ist, gibt es 6 > 0, so dass [f(x) —
f(y)| < e firalle ,y € [a,b] mit [x—y[ <J. Sind 2,9 € [a,b], [£—9g| < J, dann
gilt [(Z,2)—(Z,9)| < 6 fir alle € [a, 0], und aus Satz 1.2.5 und Bemerkung 1.2.3
folgt

| [ r@yde- [ @< [ 170 - f@i)d < evob(a ). O
[

[@,D] a,b] [@,D]
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Das Ziel der nichsten Aussage ist die Angabe einer Methode, die Jordan-
Messbarkeit von Mengen zu erkennen.

1.3.6 Satz. Seien fi, fo € R(R"™), fi1 < fo. Dann ist die Menge

B:={(z,y) eR" x R; fi(z) <y < fox)}

eine Jordan-messbare Teilmenge von R™™ | und

vl B = [ (o) = (o) do

Zum Beweis benttigen wir eine Vorbereitung.

1.3.7 Lemma. Seien A; C Rkl, Ay CR™  Jordan-messbar. Dann ist Ay x A
eine Jordan-messbare Teilmenge von R* T2,

Beweis. Sei ¢ > 0. Dann gibt es Funktionen gy, hy € T(RF), 0 < g1 < 14, <
hi < 1, mit [(hi(z) — g1(z))dx < e. Entsprechend gibt es go,hy zu A;. Wir
definieren

g(r,y) == g1(x)g2(y) ,
h(z,y) = hi(2)ha(y) (z€R™, yeR™).

Dann gilt g, h € T(R"™2),

9(2,y) < La, (2)1a,(y) = Laywa,(2,9) < h(z,y) (z€RM, yeR™),

[ #e.0) =~ g(2.9) do

(
)

— /( () ha(y) +/gl(:c)(h2(y) — 92(y)) d(z, y)
(z))

:/( m/m @+/mww (haly) — g2()) dy
< €<V01k2 (AQ) + 6) + VOlk1 (Al)E .

Damit folgt 14,4, € R(R*™2). O

Beweis von Satz 1.5.6. (i) Sind fi, fo € T(R"™), so gilt die Behauptung.
Es gibt ndmlich Jordan-messbare Mengen A;,..., Ay CR", A;NA; =0 fir

1 #£ j, so dass
k k

fi= ch'lAj , fo= ZC}/lAj.

j=1 j=1
(Fiir die Existenz dieser ,,gemeinsamen disjunkten Darstellung® von fi, fo ver-
weisen wir auf den Beweis von Satz 1.1.4, wo nur die disjunkte Darstellung von
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f1 bzw. fo einzeln bewiesen wird. Bringt man die dabei auftretenden Mengen
zum Schnitt, so erhédlt man die gewiinschte Darstellung.) Nach Lemma 1.3.7 ist

B :={(z,y); x € A;, c;. <y< c;'} = A; x ()

71777

Jordan-messbar, fiir j = 1,..., k. Damit ist auch B := U;“:l B; Jordan-messbar;
siehe Bemerkung 1.2.10.

Die Gleichung fiir vol,,+1(B) folgt aus dem Satz von Fubini (Satz 1.3.1).

(ii) allgemeiner Fall.

Sei ¢ < 0. Es glbt gl,hl,gg,hg € T(Rn), g; < fj < hj, f(h] —gj) < €
(7 =1,2). Nach Teil (i) sind

By = {(z,y); h(z) <y < ga(2)},
B, = {(z,y); g1(x) <y < ha(x)}

Jordan-messbar, By C BC B, (d.h. 15 < 1p < 1p,), und es gilt

i

/(1Ba —1p) = /(hz - q1) — /(92 — )"

</((h2—91)—(92—h1)):/(h2—92)+/(h1—91)<25~

Mit Satz 1.2.4 erhalten wir 15 € R(R™*).
Die Gleichung fiir vol,;(B) folgt aus dem Satz von Fubini (Satz 1.3.1). O

I Hier noch zwei Beispiele: (a) Das Innere des in Beispiel 1.3.4 behandelten
abgeschnittenen Drehparaboloids ist Jordan-messbar.
(b) Fiir r > 0 ist die offene Kugel Bg»(0,7) Jordan-messbar.

1.3.8 Folgerung. Seien f € R(R"), ¢> 0. Dann ist die Menge
B:={(z, f(z)); z€R", |z <71}
eine Jordan-Nullmenge von R™.

Beweis. Fir € > 0 gilt
B C B.:={(z,y) eR" xR; f(2) —elp, <y < f(z) +elpon},

und nach Satz 1.3.6 ist die letztere Menge Jordan-messbar mit Jordan-Inhalt

volnt1(B:) = /(f(ff) +elpor — (f(z) — elpon)) dr = 26/1B<0n~) dz.

Daraus folgt die Behauptung. O]
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I Hier die obigen zwei Beispiele nochmals aufnehmen: (a) Das abgeschlossene
abgeschnittene Drehparaboloid ist auch Jordan-messbar (mit gleichen Volumen).

(b) Fiir » > 0 ist auch die abgeschlossene Kugel Bg»[0,7] Jordan-messbar
(mit gleichem Volumen).

(Dazu wird benétigt, dass Teilmengen von Jordan-Nullmengen wieder Jordan-
Nullmengen sind.) Natiirlich folgt dies auch mit Lemma 1.2.11.

Die folgende Bemerkung dient der Vorbereitung fiir die darauf folgende Be-
rechnung des Volumens der Einheitskugel.

1.3.9 Bemerkung. Sei f € R(R"). Fir a € R" ist dann f(- —a) € R(R"),

/f(x—a)dx:/f(x)dx

(Translationsinvarianz des Riemann-Integrals).
Fir r >0 ist f(r-) e R(R"),

/f(r:v) dx:rin/f(x) da

(Homothetie- Verhalten des Riemann-Integrals).
Diese Behauptungen sind klar fiir f € T(R"™) und iibertragen sich damit auf
R(R™). (Sie sind auch Spezialfille der Transformationsformel; vgl. ?777?.)

1.3.10 Beispiel. Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel,
Wy, i=vol,(Bgn(0,1)).
Dabei bezeichnen wir fiir » > 0 und a € R" mit
By (a,r) :== Bgr(a,r) :={z €R"; |z —a| < r}
die offene r-Kugel um a mit Radius r, und mit
Byla,r] := Bgrla,r] = {x e R"; |z| < r}

die abgeschlossene Kugel.

I Die Jordan-Messbarkeit der offenen und abgeschlossenen Kugeln ist jetzt
weiter oben schon erledigt. Deshalb entféllt der folgende Absatz; bzw. die hier
stehenden Argumente gehoren nach oben. Nach Satz 1.2.10 ist B,(0,1) eine
Jordan-messbare Menge: Benutze die stetige Funktion fo: R"™! — R,

folz) = {\/W fiir |2 < 1,

0 fir |z| > 1,

f1:= —fo. Wendet man zusétzlich Folgerung 1.3.8 (mehrmals!) an, so sieht man,
dass auch B,[0,1] Jordan-messbar ist: Zum Beispiel sieht man, dass die Halb-
sphiren {(#,z,) € R" ' x R; |#| < 1, 2, = ++/1 — [#[>} Jordan-Nullmengen
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sind; entsprechend in den anderen Koordinatenrichtungen. Daraus folgt auch
vol,(B,[0,1]) = w,. (Aufgabe 777?)
Fiir r > 0 gilt nach der vorangehenden Bemerkung

vol, (B (0,7)) = r"w,, .
Wir wissen w; = vol;(—1,1) = 2.
Fiir n > 1 rechnen wir, unter Benutzung des Satzes von Fubini,
1

Wy, = / ldac:/ / d(xy,...,2n_1)dx,

B, (0,1) Tn==1|(z1,....0n—1)|2<1—22
1

-1
= Wn—-1 V 1— t2n dt = Cn Wn—1,
t=—1

mit
T

1
cn:/(l—tZ)n;ldt:/sin”sds.
=1 0

(Im letzten Integral wurde ¢ = cos s substituiert.)
Es gilt ¢ =7, ¢ =2, und fiir n > 2 erhalten wir

Cp = /sin”s ds = —(sin" s cos s)|;r +(n—1) /sinn_Qs cos?s ds
0 0
=0+ (n—1) /sin"2s ds —(n—1) /sin”s ds
0 0
=n—1)cp2— (n—1)c,,
n—1
Cn = Cn—2,
1
022560, Wy = CW1 = 7.

Fiir die Berechnung von w,, fiir n > 3 erweist sich eine Rekursion um jeweils
zwei Dimensionen als giinstig, und zwar wegen

n—1 n—1n-—2
CnCn—-1 = Cn—1Cn—2 = Cp—9Cp_3 = +++ =
n n-—1
1 2
= —C1C = — .
n n
Damit folgt ndmlich
2

Wn = CpWp—1 = CpCp_1Wp—2 = 70‘}71—2 .
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Fiir geradzahliges n = 2k folgt damit

27 k=1 ok
Wol = —Wo(f—rl) = *+ = Wy = — .
2k ok 2(k—1) @2 il

Fiir ungeradzahliges n = 2k + 1 folgt

27 (2m)k 2k +1rk
w = Wok— == Wy = :
SAED NI e 3.5 (2k+1) " 1-3-5---(2k+1)
Fiir k£ =1 ergibt sich hier das bekannte Volumen w3 = %W.

Eine einheitliche Schreibweise dieser Volumina ermoglicht die Gammafunk-
tion, und zwar erhélt man

fir n>1.

Um aus den errechneten Werten bzw. aus den Rekursionsformeln diesen Ausdruck
zu bekommen, benutzt man einerseits die Funktionalgleichung der Gammafunk-
tion, I'(z + 1) = 2T'(x), andererseits den Wert I'(3) = /7 (der weiter unten in
Abschnitt 7?7 bewiesen wird). Es sei daran erinnert, dass die Gammafunktion
durch das uneigentliche Integral

[(x):= /trlet dt, fir x>0,
0

definiert wird. Wir werden spéter (siche Abschnitt ?7?) eine weitere Methode
kennen lernen, mit der man den zuletzt angegebenen Ausdruck fiir w,, in eleganter
Weise erhilt. (Damit jedoch diese elegante Rechnung méglich wird, ist es nétig,
die Theorie weiter voranzutreiben.)

Es sei weiterhin daran erinnert, dass fiir n € Ng die Gleichheit I'(n 4 1) = n!
gilt. Interpretiert man, fiir beliebige a > —1 das Symbol a! als I'(a+1), so erhilt
man fiir das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel die griffige Formel

|3

T

(3

Wy, = x

~—

1.4 Die Transformationsformel fiir n-dimensionale
Integrale

Seien U,V C R" offen. Wir erinnern daran, dass ®: U — V' Diffeomorphismus
heifit, falls ® bijektiv ist und ® sowie ®~! stetig differenzierbar sind.
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1.4.1 Satz (Urform der Transformationsformel). Seien U,V C R" offen, ®: U —
V' ein Diffeomorphismus. Dann gilt fiir alle f € C.(V') die Gleichheit

/f dy—/f ) ldet & (2)] dz (1.4.1)

(Hier ist ®'(x) die Jacobi-Matriz von ® in x, auch geschrieben als Jo(z).)

Wir wollen kurz begriinden, warum wir diese Form als ,,Urform® der Trans-
formationsformel bezeichnen. Die Methode besteht darin, diese Formel zunéchst
fiir eine moglichst einfache Menge von Funktionen auszusprechen. Der Versuch,
feT(R™) mit spt f €V zu nehmen, ldge nahe; jedoch ist in diesem Fall fo®
keine Treppenfunktion mehr, und man miisste iiberhaupt erst zeigen, dass fo® in-
tegrierbar ist. Die Menge C.(V') hat den Vorteil, dass sie sich bei Komposition mit
¢ gerade in C.(U) transformiert; siche dazu die folgende Bemerkung 1.4.2(a).
AuBlerdem ist sie grof§ genug, in dem Sinn, dass man die Transformationsformel
unmittelbar auf Riemann-integrierbare Funktionen, spéter sogar auf Lebesgue-
integrierbare Funktionen iibertragen kann.

1.4.2 Bemerkungen. (a) Fir fe C.(V) ist fod e C.(U): Da K :=sptf CV
kompakt ist, ist ®1(K) C U kompakt. Fir z € U\ @ 1K) ist ®(z) ¢ K,
f(®(z)) =0, und somit

spt(fo®) € N (K).

(b) Fiir n = 1 folgt der Satz aus der Substitutionsregel: Sei ®: (a,b) — (d’, V')
ein Diffeomorphismus. Ist z. B. & monoton fallend, so gilt

/ fly —7f(y) dy = —/bf(d)(m))@’ z) dz
/f )I® (@) do

Dies erldutert auch den Betrag bei der Determinante.
(c¢) Ist aeR™, &: R" — R" gegeben durch ®(z) := z—a, dann gilt ®'(z) =
E, (Einheitsmatrix), det ®'(z) = 1 fiir alle € R". Die Transformationsformel

ergibt
/f(y)dy= /f(x—a)d:v

Ist 7 >0, &: R" — R" gegeben durch ®(z) := rz, dann gilt ¢'(z) =rk,,
det ®’(x) =r" (x€R"), und Satz 1.4.1 ergibt

[ty =r [ sz ds
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(Vgl. Bemerkung 1.3.9.)

(d) |det ®'(z)| soll man sich als , Verzerrungsfaktor® vorstellen. Ist z.B. U
sklein“ und V| grofi“ (sieche Skizze 777), dann wird |det ®’(z)| ,,groB“ sein. Des-
halb ist es notig, fo® aufzumultiplizieren (mit |det ®’'(z)|), damit die Integrale
gleich werden.

Den Beweis der Transformationsformel verschieben wir auf den néchsten Ab-
schnitt. Hier sollen zunéchst einige Anwendungen der Transformationsformel vor-
gestellt werden.

Definition. Sei U C R" offen. Eine Funktion f: U — R heiflt Riemann-inte-
grierbar, f € R(U), falls es eine kompakte Menge K C U mit f|y\x = 0 gibt,
und auflerdem f: R" — R,

. f(z) firze U,
o sonst

Riemann-integrierbar auf R" ist; wir schreiben [, f(z)dz := [ f(x)da.

Fiir eine Funktion f: U — R sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) feRU).

(b) oo <sup{[p; peC(U), v < f} =int{[ ;¥ e C(U), f <9} < oo.

(c) Fiir alle ¢ > 0 gibt es ¢, € C.(U) mit ¢ < f < ¢, [( —¢) <e.

Der Beweis dieser Aquivalenzen erfolgt mit Hilfe von Aufgabe 77?; dazu wird
noch benutzt, dass es fiir jede kompakte Menge K C U eine Funktion y € C.(U)
mit den Eigenschaften 0 < y <1, x|x = 1 gibt; sieche Aufgabe 777.

1.4.3 Folgerung. (Transformationsformel fiir Riemann-integrierbare Funktio-
nen) Seien U,V C R"™ offen, ®: U — V ein Diffeomorphismus, f:V —
R. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar auf V, wenn fo® |det ®'|
Riemann-integrierbar auf U ist, und in diesem Fall gilt

/f(?/)dy:/f@(x))]detcb’(x)\da:.

Beweis. Fir ¢¥: V — R gilt:

YW eC(V) <= YodeC.(U),
<Y &= fod <pod.

Damit folgt, unter Benutzung von Satz 1.4.1,

[ 1wy =int{ [ o) dy; v e c.v). v > £}
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Grofle der Integrale in Ordnung???

= inf{ [¢o®(e) [det &'(2)] d; ¥ € Cu(V), v > [
/W)m; beCU), b > fo@]detfl)’\}

o®(z) |det @' ()| dz .

Entsprechend zeigt man die Gleichheit der Unterintegrale. O]

1.4.4 Beispiel. Polarkoordinaten.
Die Abbildung

T COS
O: U=V, ()= ( rsinz )

mit
U:= <07 OO) X (_71-777-)7 V= RQ\ (<_OO7O] X {O})’

ist ein Diffeomorphismus,

det ®'(r, ¢) = det ( sy Treing ) =r.
sinp  rcosp

Mit Hilfe von Polarkoordinaten wollen wir den Schwerpunkt des halben Kreis-
ringes
A= {(z,y) eR*; RI <2*+y* <R3, x>0},

wobei 0 < R; < Ry vorausgesetzt ist, berechnen. Die Menge A ist Jordan-
messbar, wie man z. B. aus der Darstellung

A= (B[0, Rs] \ B(0, R1)) N ([0, R] x [~ Ry, Ro])

ersieht.
Die y-Koordinate ys des Schwerpunktes von A ist aus Symmetriegriinden
Null. Daher beschréinken wir uns auf die Berechnung der z-Koordinate

f 4T d({E ) y)
rg = FH——"

voly(A)
Schon bekannt ist voly(A) = 5(R3—R}). Das Integral im Zéhler von xg wird mit
Polarkoordinaten berechnet, wobei wir Folgerung 1.4.3 benutzen. Dabei miissen
wir zunédchst R; > 0 voraussetzen, da nur dann die Funktion 14 Riemann-
integrierbar in V' ist. (Fiir Ry = 0 ist A nicht Teilmenge von V', und auch
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A\ {0} ist nicht in einer kompakten Teilmenge von V' enthalten.)

[ = [1atz) iy = [1a@E )6 cos)r e

A \% U

= / LRy mojx [~ 2,21 (r, ) 7 cos @ d(r, )

(jetzt Berechnung mit Hilfe des Satzes von Fubini)

Ry 3 Ry
2
= / / rzcosgpdgpdr:2/r2dr:g(Rg—R‘Z’).

r=Ry o=—T Ry

Damit
4(R3 — RY)

T 3n(RI-RY)
Um die Formel auch fiir den Fall R; = 0 zu bekommen, benennen wir die

Menge A in Ag, r, um. Durch Abschétzung unter Benutzung der Monotonie
des Integrales erhalten wir

0< /xd(x,y)— / vd(z,y) = / rd(z,y)

Ao, Ry ARq,Rq z24y2<R2, x>0

Ts

<R, / d(x,y):gRleO (R — 0).

z24y2<R?, x>0

Da ebenso auch voly(Ag, r,) — vola(Aor,) (Ri — 0) gilt, erhalten wir fiir
Ry =R, Ry =0 die xz-Koordinate

Jixd(z,y) 4
gj‘s = —
voly(A) 3
1.4.5 Beispiel. Wir zeigen / e dy = V7, und damit auch

D)= [Xtz2etdt

(Substitution t = a2, dt = 2z dx)
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Dabei erinnern wir an die durch das Integral

o0

I'(y) = /ty_le_t2 dt , fir y >0,
0

erklarte Gamma-Funktion, auch Euler’sche Gamma-Funktion.

Es handelt sich hier um uneigentliche Riemann-Integrale, die bisher nicht in
die Behandlung einbezogen sind. Wir werden zunéchst eine Rechnung vorstel-
len, die in dieser Form im gegenwértigen Rahmen nicht zuléssig ist. Wir werden
dann zeigen (sieche Bemerkung 1.4.7), wie man die erhaltenen Ergebnisse mit
den bisher vorgestellten Hilfsmitteln rechtfertigen kann. Wir werden weiterhin
in Abschnitt 1.6 einen allgemeineren Begriff einfithren, mit dem diese Rechnung
in allgemeinerem Rahmen gerechtfertigt werden kann; siehe Beispiel 1.6.9. Wir
wollen aber schon hier darauf hinweisen, dass der weitere Ausbau der Integra-
tionstheorie dazu fiihrt, dass die nun folgende naiv und bedenkenlos ausgefiihrte
Rechnung tatséchlich so ausgefithrt werden kann. Wir verweisen dazu auf Ab-
schnitt 777 Dieser Hinweis moge auch als Motivation fiir den weiteren abstrakten
Aufbau der Integrationstheorie dienen.

Wir rechnen
[e'e) 2 [ele} [ele}
( /ex2 dx) = /egﬁ2 dav/ey2 dy

—0o0 —00 —00

(Satz von Fubini)

By
RQ
(Polarkoordinaten)

2

- / e d(r, o)

r>0, —m<p<T
(Satz von Fubini)

— 27r(—%€_r2) h
0

=T.

1.4.6 Beispiel. Kugelkoordinaten.
Die Abbildung

®: (0,00) x (—=m,m) x (—2,2) > R?\ (—00,0] x {0} xR,

7 Cos  cos v
O(r,p,9) := | rsingcosd |,
rsin ¥
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ist ein Diffeomorphismus,

cosp cost —rsinp cost —rcosp sinv
det ®'(r, p,9) = det | singp cos? rcospcost —rsinp sind
sin ¥ 0 r cos ¥

=r?cos.

Mit Hilfe von Kugelkoordinaten berechnen wir den Schwerpunkt der Halbku-
gel
A= {(:L‘,y,z) R 22+ +22<1, 2> O}.
Aus Symmetriegriinden sind die x- und y-Koordinaten des Schwerpunktes gleich
Null, und es bleibt die Berechnung von

. fA Zd(x7 Y, Z)
Zg ==
VOlg(A)

Bei der Berechnung des Integrales im Zahler von zg mit Hilfe von Kugelkoor-
dinaten treten entsprechende Probleme auf wie vorher bei der Berechnung von
i e~** dz. Zur Erinnerung sind dies

1. das Problem, dass das Bild der Parametermenge nicht der ganze R? ist,
wobei der nicht iiberdeckte Teil integrationstheoretisch bedeutungslos ist,

2. das Problem, dass die zu integrierende Funktion nicht auflerhalb einer kom-
pakten Teilmenge des Bildes der Parametermenge verschwindet.

Die anschlieend in Bemerkung 1.4.7 gegebene Behandlung fiir das Integral
1l e " dx zeigt, dass die naive Rechnung zum richtigen Ergebnis gefiihrt hat.
(Hinweis auf Abschnitt 1.6 einarbeiten!???) Fiir das hier vorliegende Integral
fithren wir nur diese naive Rechnung vor:

/zd(x,y, z) = /zlA(:c,y,z) d(x,y, 2)

(Kugelkoordinaten und Anwendung des Satzes von Fubini)

1 % T
—// /rsim?r%osq?dgpdﬁdr

r=0 ¥9=0 p=—7

us

2 1

:27r/sin19 cosﬂdz?/r?’dr

9¥=0 0

Damit folgt



32

1.4.7 Bemerkung. Hier soll die in Beispiel 1.4.5 naiv ausgefiihrte Rechnung ge-
rechtfertigt werden.
Als Vorbetrachtung berechnen wir

[R = / 67(x2+y2) d(l’, y) )

B[0,R)
fir R > 0. Fiir k€N mit % < R definieren wir dazu die Menge
Sy = ®([4,R] x [-7+ 1,7 — £]) € B[0, R],

wobei ® der fiir Polarkoordinaten in Beispiel 1.4.4 definierte Diffeomorphismus
ist. Dann gilt

B0, R]\ Sk C [-R, 1] x [~ max{Rsin 1, 1+ }, max{Rsin ¢, 1 }],

damit voly(B[0, R\ Sk) < 2(R + §)max{Rsin,1} — 0 (k — oo) . Daraus
folgt
Ir = khjélo e~ @) d(z,y) .
Sk
Das letzte unter dem Limes stehende Integral wird durch Polarkoordinaten be-

rechnet (vgl. die Rechnung in Beispiel 1.4.5; wir verwenden auflerdem die in
Beispiel 1.4.4 definierten Mengen U und V'),

3 v

(Die jetzt folgende Anwendung der Transformationsformel macht keine Probleme
mehr, da die unter dem Integral stehende Funktion auflerhalb der kompakten
Teilmenge S; von V' verschwindet.)

:\/1[,1€,R]><[—7r+llc,7r—,1€](r7 90) e’

U

—r2
= [ i) )

R2

2

rd(r, o)

(nun Anwendung des Satzes von Fubini)

/ / rrdrdgp

gp——ﬂ'—i- % 7“—7

—2(n - e B - ).
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Damit erhalten wir Ip = 7r(1 — e_RQ).
Wir erinnern nun daran, dass das in Beispiel 1.4.5 behandelte uneigentliche
Riemann-Integral durch

00 Ry
—x? . —x?
e ¥ dr = lim e v dx
l—oo
—00 —R

erklart ist, wobei (R;) C (1,00) eine beliebige Folge mit R; — oo ist. (Existenz
des Grenzwertes 777) Mit I sei nun das zu berechnende Integral bezeichnet. Wir
wihlen eine Folge (R;) C (1,00), fiir die zusétzlich Ry, > V2R, (n€N) gilt,
also

/ 6—(x2+y2) d(ZE,y) < / 6_(x2+y2) d(ZE,y)

[7R17Rl]2 B[Ole+1}

< / e~ (@ +y?) d(z,y)

[~ Riy1,R111)2

fiir alle n € N. Es folgt

Ry 2
I? = llim ( / e dx) = llim / e @ d(x, y)

—R [_Rth}Q

— [hm e*(LEZerQ) d(:[;’ y) — lhm IRl — lhm 7-((1 _ efRzz) = T.

B[0,R;]

1.5 Beweis der Transformationsformel

Die (Motivation 777)

Ein besonders einfacher Fall eines Diffeomorphismus ®: R" — R" ist der
Fall, dass ® nicht nur linear ist, sondern noch einfacher in der Vertauschung
von Koordinaten besteht, d. h. es gibt eine Permutation 7 der Menge {1,...,n}
(mit anderen Worten eine bijektive Abbildung 7: {1,...,n} — {1,...,n}), so
dass ®(z) = ®(x) = (Tr(1)s .- Trm)) (v € R™) gilt. In diesem Fall folgt die
Transformationsformel am einfachsten aus der grundlegenden Beobachtung, dass
direkt nach Definition vol,(®,([a,b])) = vol,([a,b]) fir alle a,b€R" mit a < b
gilt. Daraus folgt die Transformationsformel weiterhin sofort fiir alle Treppen-
funktionen und daher auch fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen; siehe
dazu auch Aufgabe ?777. (In diesem Fall ist offenbar eine Funktion f: R" — R
genau dann eine Treppenfunktion, wenn fo® eine Treppenfunktion ist.) Dieser
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einfache Fall wird hier nicht weiter formalisiert, sondern wir werden ihn im Fol-
genden in der Weise benutzen, dass wir sagen, dass bestimmte Eigenschaften nach
, Vertauschung von Koordinaten“ in einfacher Weise benutzt werden kénnen.

Von dhnlich grundsétzlicher Art ist die folgende einfache, aber strukturell
wichtige Aussage.

1.5.1 Lemma. Sind U,V,\W CR" offen, ®: U —- W, W: W — V Diffeomor-
phismen, fir die die Transformationsformel (in der ,Urform von Satz 1.4.1)
qilt, dann gilt sie auch fir Vo®: U — V.

Beweis. Sei f € C.(V). Dann gilt foWl e C.(W), foWod e C,(U), und unter
Beachtung von

(Tod) (z) = U (D(2))® (z),  det(Tod) (x) = det U (B(x)) det &' ()

(Kettenregel) erhalten wir

/f\If o ®(2))|det (T 0 BY (x |dx—/f o (2) |det W' (2)] d=

- o :

Unser Ziel ist, die Transformationsformel durch Induktion iiber n zu bewei-
sen. Der Induktionsanfang n = 1 ist durch die eindimensionale Transformations-
formel, d. h. Variablensubstitution, abgedeckt; vergleiche Bemerkung 1.4.2(b).

1.5.2 Lemma. Seien die Voraussetzungen wie in Satz 1.4.1. Auflerdem sei 1 <
k< n—1, die Giltigkeit von Satz 1.4.1 mit n ersetzt durch k sei vorausgesetzt,
und es gebe d: U — R*, so dass

(&, )
i

O(7,7) = (#,2)€U).
(")

Dann gilt die Behauptung von Satz 1.4.1.

(Wir erinnern an die Bezeichnung © = (&,%) € R¥ x R"™*. Entsprechend zu
dieser schon eingefiihrten Bezeichnungsweise verwenden wir ® bzw. i) fir die
vorderen k bzw. hinteren n—k Komponenten von ®.)

Beweis. Fiir 2 € R"™* seien (Bild!!?7?)
U == {&; (£,2) €U}, Vi = {z; (£,2) e V}.
Man priift leicht nach, dass

O(-,2): Uz — Vi
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ein Diffeomorphismus ist. Sei f € C.(V). Nach Voraussetzung gilt

[rwa= [ [ iy

geR—F eV,

- [ [ @@

zeRn—k z€U;

= /f(@(x))\det ' (z)| dx .

00 (7, 2)

o dz dz

Dabei haben wir den Satz von Fubini, die Voraussetzung, und nochmals den Satz
von Fubini verwendet; auflerdem

' (x - .
det @'(x) = det ( 0 (=) ) = det oz ok
n—k 0 En,k
_ qet 223:8) -
0T

1.5.8 Bemerkungen. (a) In Anbetracht der Bemerkung betreffend Vertauschung
von Koordinaten am Anfang des Paragraphen gilt die Behauptung von Lem-
ma 1.5.2 auch fiir Abbildungen ®, bei denen fiir einige der Komponenten ®;(x) =
x; gilt.

(b) Gemé$ Teil (a) gilt Lemma 1.5.2 insbesondere auch, falls ® von der Form

O(&,3) = ( & (jx ) ) ist. Der Angelpunkt des Beweises besteht darin, dass sich

Diffeomorphismen immer lokal als Komposition von zwei solchen Abbildungen
darstellen lassen.

1.5.4 Satz. Seien U, V, ® wie in Satz 1.4.3, a € U, b := ®(a). Dann gibt
es eine offene Umgebung U, von a, eine offene Menge W C R"™ und Diffeo-

morphismen V: U, — W, U: W — Vi := ®(U,) von der Form in Lemma 1.5.2
bzw. in Bemerkung 1.5.3(b), so dass ®|y, = Vo U gilt.

Beweis. Sei 1 < k < n — 1. Die Zeilen der Matrix ®’(a) sind linear un-
abhéngig, daher auch die oberen £k Zeilen. Durch eine Permutation der Koor-
dinaten kénnen wir erreichen, dass die ersten k Spalten der Matrix @'(a) =

81(1)1 e 8n<1>1
: : (a) linear unabhingig sind. Die Abbildung ¥, ¥(z) =
"h®r ... 0,
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0 d'(a
( (I)(Ax) ), hat in a die Ableitung V'(a) = (@) , und diese ist in-
X 0 En—k

vertierbar, da die Spalten linear unabhéngig sind. Nach dem Satz von der lo-
kalen Invertierbarkeit (Zitat 777) gibt es eine offene Umgebung U, von a und
eine offene Menge W C R", so dass ¥: U, — W ein Diffeomorphismus ist.
Dann ist (Bild ???) ¥ := ® o U~': W — V} ein Diffeomorphismus von der

Form W(z) = \ilfz) cZu zeW, y = U(z) €V, gibt es z € U, mit
z=V¥(z) = < CID(;) >, y=o(x) = ( gég ), und daher § = &(z) = 2. O

Bemerkung. Aus Lemma 1.5.1 und Lemma 1.5.2 folgt, dass in der Situation von
Satz 1.5.4 die Transformationsformel fiir ®: U, — V} gilt, falls sie fiir Dimensio-
nen kleiner als n vorausgesetzt wird.

Als letztes benotigen wir noch das folgende Hilfsmittel, das von etwas grund-
sétzlicherer Art ist. Wir beweisen dieses gleich in allgemeinerer Form als hier
bendtigt. Dazu schicken wir noch eine Definition voraus.

Definition. Ein metrischer Raum M heifit lokalkompakt, wenn jeder Punkt aus
M eine kompakte Umgebung besitzt.

Wir erinnern daran, dass abgeschlossene Teilmengen von kompakten Men-
gen in metrischen Rdumen auch kompakt sind. Daraus folgt, dass es in lokal-
kompakten metrischen Raumen fiir jeden Punkt = ein r > 0 gibt, so dass die
abgeschlossene Kugel Blz,r| kompakt ist.

Die einfachsten Beispiele lokalkompakter metrischer Raume sind offene Teil-
mengen von R". Ist M ein lokalkompakter metrischer Raum, so werden der
Tréger spt f einer stetigen Funktion f: M — R sowie der Raum C.(M) wie
fiir offene Teilmengen von R" definiert.

1.5.5 Satz. (Partition der Eins, leichte Form) Sei M ein lokalkompakter metri-

.....

,,,,,

Beweis. Sei d die Metrik von M. Sind x € M, r > 0 so, dass Blz,r] kompakt
ist, so definieren wir v, , € C.(M) durch 9, ,(y) := (r —d(y,z)) VO (y € M).
Dann gilt ¢, , >0, spti,, C Blz,r], ¥..(y) >0 fir alle y € B(x,r).

Fiir alle x € K gibtes j€{1,...,m} und r, >0, so dass B[z,r,] CV; und
B[z, r,] kompakt ist. Wegen der Kompaktheit von K gibt es zu der offenen Uber-

deckung (B(z,7;)) von K eine endliche Teilitberdeckung (B(z, 7))

zeK k=1,...,p’
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wobei 1 =71, (1<k<p). Fir j=1,...,m definieren wir

wj = Z wmkﬂ'k'

ke{l 7777 p}’B[mknrk]g‘/J

Dann gilt ¢; € C.(M), sptyy; C V;, v > 0 (j = 0,...,m), and ¢ =
>y i) > 0 fiir alle z € K.

Die Menge K, := |}, Blzk, i) \ Up—, B(@k, ) ist eine kompakte Teil-
menge der offenen Menge Vy := M \ K. Nach dem bisher Gezeigten gibt es
o € Ce(M), so dass 1y = 0, sptiyg C Vg, ¢o(x) > 0 fiir alle z € Ky. Dann ist
Y=g € Co(M), (x) > 0 fiir alle » € (J;-, spt ¢, und die Funktionen

;= Y auf Vi, ;=0 auf M \V; (j =1,...,m) haben die gewiinschten
Eigenschaften. [

Beweis von Satz 1.4.1. Geméaf Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass die
Behauptung des Satzes wahr ist mit n ersetzt durch k, fiiralle k=1,...,n—1.

Fir b eV sei Vj, geméf Satz 1.5.4 bestimmt. Dann ist (V})pey eine offene
Uberdeckung von V. Zu der kompakten Menge K := spt f (zur Erinnerung:
f e C.(V) ist vorgegeben) gibt es eine endliche Teiliiberdeckung V;,,..., V4, . Zu
dieser seien 1, ..., p, wie in Satz 1.5.5 gewihlt. Wir definieren a; := &~1(b;),
Uy, == " (V,) (j=1,...,m) . Dann folgt

/ Fldy =3 [ et
Jj=1 %
(jetzt Anwendung von Lemma 1.5.1 unter Beachtung der Tatsache, dass ®: U,, —

Vi, geméll Konstruktion Komposition von Abbildungen ist, fiir die nach Lem—
ma 1.5.2 die Transformationsformel gilt)

—Z / £3(2(2)) F(B(a))[det ©'(2)] da
/Z% (2)) |det @' (x \dx—/f ) [det @' ()| dz. O

1.6 Uneigentlich absolut Riemann-integrier-
bare Funktionen

In diesem Abschnitt setzen wir das fiir Funktionen auf einer offenen Menge U
definierte Riemann-Integral auf eine grofiere Menge von Funktionen fort, die nicht
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mehr auflerhalb einer kompakten Teilmenge von U verschwinden miissen. Wir
beweisen die Transformationsformel fiir diese gréflere Menge von uneigentlich
Riemann-integrierbaren Funktionen. Das eigentliche Ziel ist dabei, fiir wie in
Beispiel 1.4.5 formal ausgefiihrte und in Bemerkung 1.4.7 gerechtfertigte Rech-
nungen eine Begriindung in allgemeinerem Rahmen zu geben. Dafiir weisen wir
schon hier auf Beispiel 1.6.9 und Beispiel 1.6.10 am Ende dieses Abschnitts hin.

Fiir eine auf einem eindimensionalen Intervall definierte Funktion f: (a,b) —
R, die auf kompakten Teilintervallen von (a,b) Riemann-integrierbar ist, ist das
uneigentliche Riemann-Integral erklart als

/bf(x) dr = lim /df(x) dx

c—a+,d—b—

(wenn dieser Grenzwert existiert). Eine solche Definition ist in héheren Raumdi-
mensionen nicht sinnvoll moéglich, da es keine , kanonische Ausschopfung offener
Teilmengen von R" durch geeignete kompakte Teilmengen gibt. Man beach-
te auch, dass aus der Existenz des eindimensionalen uneigentlichen Riemann-
Integrals nicht die Existenz des uneigentlichen Riemann-Integrals fiir den Betrag
der Funktion folgt; siehe dazu Aufgabe 777

Die geeignete Verallgemeinerung auf hohere Raumdimensionen ist hier der
anschlieend definierte Begriff.

Definition. Sei U C R"™ offen, f: U — R.

(a) Ist f > 0, so heifit f wuneigentlich Riemann-integrierbar, f € Ru.(U),
wenn ¢f € R(U) fur alle ¢ € C.(U), und

/f(x)dx = sup{/w(x)f(x)dx; 0eC.(U),0< ¢ < 1} o0

(Ist f Riemann-integrierbar, so gibt es eine kompakte Menge K C U, so dass
fling =0, und es gibt 9 € C(U), 1x < ¢ <1 (siehe Schritt (i) im Beweis von
Satz 1.5.5), und daher ergibt die rechte Seite das schon definierte Integral.)

(b) Die Funktion [ heifit wuneigentlich absolut Riemann-integrierbar,
f € Ru(U), wenn ¢f € R(U) fur alle p € C.(U), und |f| € Rua(U). Ist dies
erfiillt, so gilt offenbar f* € Ry,(U), und wir definieren

/f(as)dx :=/f+(a:)da:—/f-<x)dx.

1.6.1 Lemma. Sei U C R" offen. Dann ist die Menge R.,(U) ein Vektorraum,
und die Abbildung

Run(U) > f > / f(z)dz € R

1st linear.



39

Beweis. Dass Ry, (U) ein Vektorraum ist, folgt direkt aus der Definition (unter
Benutzung der Tatsache, dass R(U) ein Vektorraum ist).

Sind f,g € Ruwa(U), fog =20, a > 0,s0¢gilt [af =aff, [(f+9) =
[ f+ [ g. Die erste dieser Glelchungen ist klar. In der zweiten ist die Ungleichung
, <“Klar. Sind ¢,¢ € C.(U), 0 < ¢, ¢ <1,sofolgt [(f+g) = [(eVY)(f+g) =
[ ¢f+ [ g, und durch Bildung des Supremums iiber ¢, auf der rechten Seite
folgt ,, >“.

Seien nun f, g € Ry,(U), a € R. Dann folgt die Gleichung [af =a [ f durch
Zerlegung von f in Positiv- und Negativteil. Um die Additivitat des Integrals zu
zeigen, bemerken wir zunéchst: Sind f,, f- € Ry (U), f+ >0, f=f. — f_, so
gilt [f=[fr—[/f-. Wegen ft—f~=f=f—f giltnidmlich f*+ f_ =
f S [ = [ [ fe unddaber [f=[f5—[f~=[fi—[ [
Daraus folgt [(f+g) = [((f* +g")—(f"+97)) = [(fT+9") = [(f+97) =
Jre=lr+Jg=Jo=/r+]yg 0

Als erstes (777) zeigen wir, dass die Transformationsformel auch fiir diese
grofere Menge von Funktionen gilt.

1.6.2 Folgerung. (Transformationsformel fiir uneigentlich absolut Riemann-
integrierbare Funktionen) Seien U,V C R" offen, ®: U — V ein Diffeomorphis-
mus, f:V — R. Dann ist f € Rya(V) genau dann, wenn fo® |det &'| € Rya(U)
1st, und in diesem Fall gilt

/f dy—/f ) |det @'(z)| dx .

Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir f > 0 annehmen. Fiir jede Funktion
peC(V), 0<p <1, ist ¢ :=¢podeC.(U), 0 <y <1, und jede Funktion
e C(U) mit 0 < ¢ < 1 entsteht auf diese Weise. Ist ¢ € C.(V), so folgt aus
Satz 1.4.3, dass ¢f € R(V) genau dann gilt, wenn (¢f)o® |det ®'| € R(U) ist,
und dass dann

[ ety = [ o) (@) |det &(a) dr.

Daraus folgt die Behauptung des Satzes. [

Als néchstes zeigen wir eine Vertréglichkeitseigenschaft, wenn man eine Funk-
tion {iber verschiedene Mengen integrieren will. (anders formulieren!!!?77)

1.6.3 Satz. Seien U CV CR" oﬁen f€Rw(V). Dann gilt fly € Rua(U). Ist
flvwoe =0, so gilt [, f(x)de = [, f(z)de.
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Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir f > 0 voraussetzen. Aus der Definition
folgt sofort fly € Rua(U), [, f(x)dx < [, f(x)d.

Zum Beweis der zweiten Behauptung sei ¢ e C.(V), 0 < ¢ < 1. Dann gilt
bf € R(V), bfle = 0.

Sei ¢ > 0. Es gibt ne€ C.(V), 0<n<yf,sodass [(¢f—n) <e. Weiterhin
finden wir 7€ C.(V), 0 <7 < n, mit spt7 C U, [(n—17) <e. (Fiir jeN
definieren Wir n; = (n— l) V0. Dann gilt sptn; C {z € V; n(z) l} -
{x eV;n(x) > 0} cUu, und aus 0 < 7; < n zusammen mit der glelchmaﬁlgen
Konvergenz n; — 1 folgt J(n—=mn;)—0.)

Es gibt ¢ € C.(U), 1gii < ¢ < 1. Daraus folgt of > 7, [, f > [¢f >
[z [vf—2e.

Dies zeigt fo > fvf m

1.6.4 Bemerkung. Man koénnte versucht sein zu glauben, dass in Satz 1.6.3 auch
die Umkehrung gilt, in folgendem Sinn. Ist U C V' C R" offen, f: V — R,
flu € Rua(U), flynv =0, dann soll gelten f € Ry (V). Dass dies nicht gilt, zeigt
folgendes Beispiel.

Sei {xj; j € N} = [0,1]NQ eine Abzdhlung der rationalen Zahlen des
Intervalls [0,1], und sei (r;) C (0,00), > ;7 < 1/2. Wir definieren
U = Ujen(zj — 525 +15), V := R. Dann ergibt sich leicht 1y € Ru(U),
fUldx < ZjeN 2rj < 1. Wire 1y auf R Riemann-integrierbar, so wiirde
Je1v = [, 1dz <1 folgen, wegen Satz 1.6.3. Andererseits ist U dicht in [0, 1].
Ist also 1 € C.(R), ¥ > 1y, so ist ¢(x) > 1 fiir alle = € [0, 1], und daher gilt
[ ¢ > 1. Damit ergibt sich f 1y > 1, woraus schliellich 15 ¢ R(R) folgt.

Wir bemerken, dass die im Vorhergehenden Absatz konstruierte Menge U
insofern recht interessant ist, als sie offen und dicht in [0, 1] ist, aber nicht Ober-
menge von [0,1] (da [;1 <1 ist). Die Komplementérmenge [0,1]\ U ist noch
interessanter. Wir werden spéter zeigen (vgl. 777), dass sie nicht nur nicht-leer,
sondern auch iiberabzdhlbar ist.

Definition. Sei U C R" offen. Falls 1y € Ru.(U) ist, definieren wir das n-
dimensionale Volumen von U, vol,(U) := fU 1 dx. Diese Definition ist konsistent

mit der bisherigen Definition. Ist ndmlich U Jordan-messbar als Teilmenge von
R", so folgt [ 1y(z)dz = [, 1dx aus Satz 1.6.3.

Der folgende Satz und die anschlieBende Folgerung liefern eine handlichere
Methode fiir die Entscheidung iiber die Zugehorigkeit einer Funktion zu R, (U)
und fiir die Berechnung von [ f(z)dz.

1.6.5 Satz. Sei U CR" offen, f: U — [0,00), ¢f € R(U) fiir alle p € C.(U).
Sei (pj)jen C Ce(U), 0 < 1 < 2 < ... < 1, und fiir alle kompakten Mengen
K CU gebees jeN mit 1x < ;. Sei (Uj)jen eine aufsteigende Folge Jordan-
messbarer Teilmengen von U (damit clU; kompakt aufgrund der Definition der
Jordan-Messbarkeit), |J;cyintU; =U.
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Dann sind dquivalent:

(@) f€Ru(U),

(B) s1:=supjen J; () f(x) dv < oo,

(7) 82 :=supjen ij f(z)dz < oo.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so gilt [ f = s1 = s3.

Beweis. («) = () ist klar nach Definition, und es folgt s; < [ f.

(B) = (7). Sei jEN Da clU; kompakt ist, gibt es j' € N, so dass 1y, < @y
ist. Es folgt fU z)dr < [, ¢p(x)f(x)dr < s, und damit die Behauptung
samt sy < S7.

(7) = (). Sei ¢ € C.(U), 0 < ¢ < 1. Da (intUj)jen eine offene Uber-
deckung der kompakten Menge spt ¢ ist, gibt es 7 € N mit spt ¢ C U;. Es folgt
Jo () f(x d:zc<fU z)dx < sy, damit f € Ry, (U), [ f < so. O

1.6.6 Folgerung. Seien U C R" offen, (¢;)jen € C.(U) und (Uj)jen Folgen
wie in der Voraussetzung von Satz 1.6.5. Fir alle f € Ry.(U) gilt dann

J—00

Uj

/f drx = hm vi(z)f(x)dr = lim [ f(x)dz.
U

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir f > 0 annehmen. Dann folgt die Be-
hauptung aus Satz 1.6.5, da die Folgen ([, ¢;(z)f(z)dz)jen, ([, f(z)dz)jen
monoton wachsend sind. O

In konkreten Situationen ist es meist leicht, Folgen (¢;)jeny und (U;)jen mit
den in Satz 1.6.5 vorausgesetzten Eigenschaften zu konstruieren. Damit Satz 1.6.5
auch allgemein benutzbar wird, zeigen wir jetzt, dass die in der Voraussetzung
vorgegebenen Folgen (¢;)jeny und (U;)jeny immer existieren.

1.6.7 Satz. Sei U C R" offen. Dann gibt es Folgen (¢;)jen und (U;)jen mit den
in Satz 1.6.5 vorausgesetzten Eigenschaften. Die Folge (Uj)jen kann zusditzlich
als Folge offener Mengen und mit clU; C Ujyq fiir alle j € N gewdhlt werden.

Beweis. Sei A C U eine abzédhlbare dichte Teilmenge von U (zum Beispiel die
Menge der Punkte mit rationalen Koordinaten). Dann ist das Mengensystem

B:= {B(x,%);xeA,keN, B[ZE,%] QU}

(wobei die Kugeln in R" gebildet werden) abzéhlbar, B = {B;; j € N}. (In
B wiirde man eigentlich nicht Kugeln von kleinem Radius benétigen!??7) Wir
definieren Vj := Uj.’:l B; (ke N). Dann ist (Vj)ren eine aufsteigende Folge
offener, Jordan-messbarer Teilmengen von U.

Weiterhin gilt U = (J,cy V- Sei ndmlich y € U. Dann gibt es £ € N mit
B(y, 1) CU. Esgibt z € B(y, 5z )NA. Daraus folgen y € B(z, 5) und Blz, 5-] C

b 7 2k 72k:
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Ist K C U kompakt, so ist (Vi)ren eine offene Uberdeckung von K, und
daher gibt es k€ N mit K C Vi. Dies impliziert, dass es eine Teilfolge (V4,);en
gibt, so dass clV;, C V4, fiir alle j € N. Also hat die Folge (Uj);en = (Vi,)jen
die gewiinschten Eigenschaften.

Fir j € N finden wir ¢; € C.(U), 1y, < ¢; < 1y,,,; sieche Schritt (i) im

J

Beweis von Satz 1.5.5. O
(iiberleitende Bemerkung??7?)

1.6.8 Lemma. Sei U C R" offen, und sei N C U eine in U abgeschlossene
Menge mat der Eigenschaft, dass NNK fiir alle kompakten K C U eine Jordan-
Nullmenge ist. Sei f € Ry.(U). Dann ist le € Rw(U), [,1n(z)f(z)dz =0,
1w € Ruw(U\N), fU\Nf z)de = [, f(x)dz.

Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir f > 0 annehmen. Fiir alle ¢ € C.(U)
ist dann offenbar [ p1yf =0, und daraus folgen die ersten beiden Behauptun-
gen. Da Ry,(U) ein Vektorraum ist, folgt die dritte Behauptung, und die letzte
gilt wegen der Linearitét des Integrals und Satz 1.6.3. O]

Wir hatten in Bemerkung 1.4.7 die in Beispiel 1.4.5 vorgefiihrte Rechnung
gerechtfertigt. Mit den hier bereit gestellten Hilfmitteln kann diese Rechnung
sehr natiirlich gerechtfertigt werden, wie jetzt gezeigt wird.

1.6.9 Beispiel. Wir schreiben eine Kette von Gleichungen auf und geben anschlie-
Bend die Begriindung fiir die Giiltigkeit:

2 2 i 2 2 2 2
(/e‘m dx) = ( lim /e_”” dx) = lim e~ ") d(z, y)
R—o0 R—o0
“R

R [—R,R]2
[ ey = [ ey
R? R?\((~00,0]x{0})
= / e rd(r, ) = lclLr{}O / e rd(r, o)

(0,00) x (—=m,m [%,k]x[—ﬂ—l—%ﬂr—%]

)
_1
3

= lim / / "rdrde = lim 2(m — E)%(e_(%)Q - e*kQ) =.

k—o0 k—o0

<p—77r+ % r—f

In diesen Gleichungen haben wir nacheinander die Definition des uneigentli-
chen Riemann-Integrals, den Satz von Fubini (Satz 1.3.1 mit Satz 1.3.5), Fol-
gerung 1.6.6, Lemma 1.6.8, die Transformationsformel (Folgerung 1.6.2), Folge-
rung 1.6.6 und den Satz von Fubini benutzt und die dann entstehenden Integrale
noch berechnet.
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Ein kritscher Vergleich der hier ausgefithrten Rechnung mit der Argumenta-
tion in Bemerkung 1.4.7 zeigt, dass der Hauptunterschied darin besteht, dass hier
die Transfomationsformel in allgemeinerer Situation zur Verfiigung steht, und
dass ansonsten die speziellen Beweisschritte in Bemerkung 1.4.7 jetzt in einen
allgemeineren Rahmen gestellt sind.

Auch die in Beispiel 1.4.6 ausgefiihrte naive Rechnung kann mit den hier
vorgestellten Methoden leicht gerechtfertigt werden.

Wir stellen jetzt noch ein weiteres Beispiel vor, fiir das die Benutzung des
uneigentlichen absoluten Riemann-Integrals vorteilhaft ist.

1.6.10 Beispiel. Fiir x,y > 0 ist die Betafunktion erklirt als

1
1 -z

B(x,y) = /(1 — )"l dt = lim | (1—¢)* v tat,

k—o0
1
0 0+

wobei die Definition als uneigentliches Riemann-Integral nur fiir x < 1 oder
y < 1 benoétigt wird. Unser Ziel ist, die Formel

L) (y)

Ble.y) = I'(z +y)

zu zeigen. Dazu rechnen wir
1
1-1

B(xa y)F(x + y) = lim (1 — t)ﬂ?—lty—l dt

k—o0

0+

s*H=le=s (g

x-\»—t\
B

(Satz von Fubini und Folgerung 1.6.6)
= / (s(1 —t))* !(st)¥ te 5sd(s,t)
(0,00)x(0,1)

(Jetzt Anwendung der Transformationsformel, Folgerung 1.6.2, mit dem Diffeo-
morphismus

st

®: (0,00) x (0,1) — (0,00)?, d(s,t) = (5(1 _t)) ;

es ist leicht nachzurechnen, dass det ®'(s,t) = s gilt. Die neuen Variablen nennen
wir £ =s(1 —t), n=st.)

(0,00)?
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(Folgerung 1.6.6)

= lim /ﬁ“nyle(“")d(é,n)

(Satz von Fubini)

— lim ( / o 1e=€ g / ny_le_”d77> — T (2)T(y) .

k—o00
(k) (k)

1.7 Integration auf Untermannigfaltigkeiten
von R"

Wir fithren zunédchst den Begriff der differenzierbaren Untermannigfaltigkeit von
R"™ ein.

Definition. Sei 0 < k < n. Eine Menge M C R" ist eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit, wenn folgendes gilt: Fiir alle a € M gibt es eine offene
Umgebung U von a, eine offene Menge V' C R"™ und einen Diffeomorphismus
h: U — V, sodass h(UNM) =V N (R*x{0,_1}). (Dabei haben wir zur Ver-
deutlichung die 0 von R™* als 0,_; geschrieben.)

Eine (n—1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R" bezeichnen wir auch
als Hyperfliche in R".

Bemerkung. Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M ist als Teilmenge von
R"™ ein metrischer Raum. Aus der Definition folgt sofort, dass M lokalkompakt
ist.

Figur???

1.7.1 Beispiele. (a) Sei f: (0,1) — R stetig differenzierbar. Dann ist gr(f), der
Graph von f, eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R?.
Um dies einzusehen, wihlen wir U =V :=(0,1) xR, h: U -V,

()= ()

Dann gilt h'(z,y) = (_ f}(x) (1)> , h ist ein Diffeomorphismus, insbesondere ist
W& 5) = (). und es ist h(sr(f)) = (0,1) x {0} = V 1 (R x {0}).

(b) Verallgemeinerung von (a): Sei 1 < k < n—1, U C R* offen,
f: U — R"" stetig differenzierbar. Dann ist gr(f) eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R". Die Begriindung ist die gleiche wie in (a); wir erwéhnen
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insbesondere die Ableitung von h,

h(z) = h'(, &) = (_jE’flEj) Er?—k) '

Tatséchlich wird anschliefend gezeigt, dass sich jede k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R"™ lokal auf diese Weise darstellen lésst.
(c) Die (n—1)-dimensionale Einheitssphdre

St = {2 €R"; [o] = 1}

ist eine Hyperfliche in R", wie man leicht aus Teil (b) sieht.

In Aufgabe 77?7 geben wir Beispiele fiir Mengen an, die keine Untermannig-
faltigkeiten von R" sind.

Untermannigfaltigkeiten kann man auf verschiedene Weise beschreiben. Dies
ist der Inhalt des néchsten Satzes.

1.7.2 Satz. Sei 1 < k<n—1, und sei M CR". Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

(i) M ist k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(ii) Die Menge M st lokal Nullstellenmenge, oder lokal durch Nebenbe-
dingungen definiert, d. h. fir alle a € M existieren eine offene Umgebung U
von a und eine stetig differenzierbare Funktion g: U — R™* (die ,,Nebenbe-
dingungen®) mit tnk ¢'(z) = n — k fir alle x € U (die Nebenbedingungen sind
sunabhingig®), so dass

MNU={z€U; g(z)=0}.

(iii) Die Menge M st lokal ein Graph, d. h. fiir alle a € M gilt: Nach geeig-
neter Umnumerierung der Koordinaten gibt es offene Umgebungen
UCRY von a=(ar,...,a3),

UCR"™™  von a= (Qkg1y -y an)
sowie eine stetig differenzierbare Funktion f: U — R"% so dass
MN(UxU) =gr(f).

(iv) Die Menge M besitzt lokale Parametrisierungen, d.h. fir alle a € M
gibt es eine offene Umgebung U von a, eine offene Teilmenge T C RF (den
Parameterbereich) und eine regulire Abbildung ®: T — R" (die lokale Para-
metrisierung), so dass ®(T) = M NU gilt. Dabei bedeutet regulir: ® ist stetig
differenzierbar, tnk ®'(t) = k fiir alle t e T, ® ingektiv, ®~1: MNU — T stetig.
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Definition. In der Situation von Satz 1.7.2(iv) definieren wir V := &(7") = MNU.
Den in dieser Bedingung formulierten Sachverhalt werden wir im Folgenden kurz
dadurch bezeichnen, dass ®: T" — V C M eine lokale Parametrisierung ist,
wobei immer die Gleichheit ®(7") = V' mit einbezogen sein soll. Die Abbildung
&1V — T heifit Karte von M ; durch sie sind lokale Koordinaten von M ge-
geben. (Bei einer Karte in einem Atlas der Erde sieht man nur das Bild der Karte;
die Urbilder, z. B. Stadte u.s.w., sind durch Beschriftungen gekennzeichnet.)

Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™, und gibt es eine
Abbildung ® wie in Satz 1.7.2(iv) mit ®(7") = M, so nennen wir ® eine globale
Parametrisierung.

Bemerkung. Im Allgemeinen besitzt eine Mannigfaltigkeit (immer ‘Untermannig-
faltigkeit’?7?7) keine globale Parametrisierung. Dies ist zum Beispiel nie der Fall,
falls M # () kompakt ist. Hitte man in diesem Fall eine globale Parametrisie-
rung so wire das stetige Bild T'= ®~!(M) der kompakten Menge M kompakt,
im Widerspruch dazu, dass T offen ist. Daher besitzt zum Beispiel die (n—1)-
dimensionale Einheitssphéire S, _; keine globale Parametrisierung.

Beweis von Satz 1.7.2. (i) = (ii) Sei a € M, und seien U, h geméif der
Definition von Untermannigfaltigkeit gewédhlt. Nimmt man jetzt als Funktion
g: U — R"* die letzten n—k Komponenten der Funktion h, so hat ¢ gerade
die behaupteten Eigenschaften.

(ii) = (ili) Sei @ € M, und seien U, g geméf (ii) gewéhlt. Da ¢'(a) Rang
n—k hat, besitzt ¢’(a) n—k linear unabhingige Spalten, ohne Einschrankung die

hinteren. Dies bedeutet, dass %(a} invertierbar ist. Aus dem Satz iiber implizite
Funktionen (Zitat !!1777) folgt, dass es offene Umgebungen U von a, U von a
und eine Abbildung f: U — U mit den behaupteten Eigenschaften gibt.

(iii) = (iv) Sei a € M, und seien U, U, f gemiB (iii) gewshlt. Mit U :=

(@)= (fé))
ailt (iv).

U x U, T:=U,

(iv) = (i) Sei a € M, seien U, T, & gemaB (iv) gewahlt, und sei ¢ € T mit
®(c) = a. Da ®'(¢c) Rang k hat, hat diese Matrix k linear unabhéngige Zeilen,
ohne Einschréinkung die oberen. Wir definieren ¥: T x R"™* — R",

V)= (@é@ a;> ‘
v =(56) 5

fir # € T x R" ¥ und daher ist ¥'(c,0) invertierbar. Aus dem Satz von der
lokalen Invertierbarkeit folgt, dass es eine offene Umgebung Vi3 C T x R™™* von

Dann gilt
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(¢,0) gibt, sodass ¥: V} — \IJ(Vl) ein Diffeomorphismus ist. Da ®~!: ®(T) — T
stetig ist, ist W(ViN(T x {0})) {t €T; (t,0)€Vy}) (relativ) offen in ®(T),
und daher gibt es eine offene Menge U C \If(Vl) NU mit (Vi N (T x {0})) =

O(T)NU = M NU. Mit der offenen Umgebung U von a, der offenen Menge
V := U1(U) € R" und dem Diffeomorphismus h := U~!;: U — V gelten
dann die in der Definition der Mannigfaltigkeit angegebenen Eigenschaften. Il

Die folgende Ausssage wird spéter benétigt. Sie liefert zugleich einen direkten
Beweis der Implikation (ii) = (i) von Satz 1.7.2.

1.7.3 Lemma. Sei 1 < k < n—1, U C R" offen, g: U — R"* stetig
differenzierbar. Sei a € U, rnk ¢'(a) = n—k. Dann gibt es eine offene Umgebung
U, CU wvon a, eine Auswahl von Indizes 1 < j; < jo < -++ < jr < n und eine
offene Menge V- C R", so dass durch

ein Diffeomorphismus h: U, — V gegeben ist.

Beweis. Da tnk¢'(a) =n — k ist, gibt es k Indizes 1 < j1 <jo < - <jr <n
so dass nach Streichen der Spalten ji, ..., j, die verbleibende Matrix immer noch
Rang n —k hat. Nach Vertauschen der Koordinaten kénnen wir annehmen, dass
Jir=11ist fir alle [ =1,..., k. Die Ableitung der im Lemma definierten Funktion

h ist dann
E., O
W)= )
() <9($)

und daher ist 2'(a) invertierbar. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von
der lokalen Invertierbarkeit. (Zitat??7) O

Ziel dieses Paragraphen ist es, das Integral fir (geeignete) Funktionen
f: M — R zu erkldren. Dazu benétigen wir noch motivierende Vorbereitungen.

Bemerkungen. (a) Seien a',... a* € R™. Dann heifit
(< ‘ a]))l,jzl ..... k
Gram’sche Matriz von a', ..., a". Sei

A= (al a ... ak)

die Matrix mit den Spalten a',...,a*. Dann ist A([0,1]¥) (C R") das von

a',...,a" aufgespannte Parallelepiped.
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(b) Fiir k =n ist vol,(A([0,1]")) = |det A]. Dies folgt aus der Transforma-
tionsformel, falls a!,...,a" linear unabhiingig sind. Sind aber a',...,a" linear
abh#ingig, so liegt A([0, 1]*¥) in einem (n—1)-dimensionalen Teilraum, und daraus
folgt, dass beide Seiten gleich 0 sind.

(c) Die Matrix

ATA = ((ATA€i|6j)> = ((A€i|A€j)>

ist positiv semidefinit ( (ATAz|z) = |Az|* > 0 (z € R")), daher det(ATA) > 0.

Wir definieren
Y(A) = y/det(ATA) = \/det<(Aei|Aej)) .

Fir k=n gilt v(A) = |det A].

(d) Man wird y(A) als k-dimensionales Volumen von A([0,1]*) ansehen wol-
len. Um dies zu motivieren, betrachten wir zunéchst den Fall, dass A([0,1]*) C
RF x {0} gilt. Bezeichnen wir mit Q: R" — R* die Projektion auf die er-
sten k Koordinaten, so gilt nimlich (QA)TQA = ATQTQA = ATA, und
vol, (QA([0, 1]¥)) = |det(QA)| = v(A) folgt aus Teil (b).

Auflerdem sollte das k-dimensionale Volumen orthogonalinvariant sein, und

die Definition von (A) respektiert dies: Ist B € R™*? eine orthogonale Matrix,
so gilt (BA)"(BA)=A"B"BA=ATE,A=ATA.

Definition. (Definition des Oberflichenintegrals, bei globaler Parametrisierung)
Seien M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, 7 C R* offen,
®: T — M eine globale Parametrisierung von M. Sei

feCAM) (={f: M — R stetig; spt f = {z € M; f(z) # O}M kompakt} ).
Dann ist fo® € C.(T), und wir definieren
[ r@as@ = [ rewp@ o).
M T

(Dabei suggeriert dS das ,Flichenelement, wobei ,,S“ fiir surface steht.)

Veranschaulichung???
Die Unabhéngigkeit dieser Definition von der Parametrisierung wird im
nédchsten Satz gezeigt.

1.7.4 Lemma. Seien AcR"™* B cR"*. Dann gilt v(AB) = ~v(A)|det B|.

Beweis. v(AB)? = det((AB)TAB) = det(BTATAB) = (det B)?det(ATA). O
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1.7.5 Satz. Sei M CR" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, und seien
Q;:T; = M (j=1,2) globale Parametrisierungen.

(a) Dann ist g := ®, o ®,: Ty — Ty ein Diffeomorphismus.

(b) Fir feC. )gzlt

/f (P (t)) dt = /f<I>2 L(t)) dt.

Beweis. (a) Sei t, € Ty, a = ®y(t;), ty := ®,'(a). Nach Definition der Un-
termannigfaltigkeit gibt es eine offene Umgebung U von a, eine offene Men-
ge W C R" und einen Diffeomorphismus h: U — W, so dass h(UNM) =
W N (R*x {0}) = W’ x {0}, mit einer geeigneten offenen Menge W’ C R*, gilt.
Ohne Einschrénkung kénnen wir M = U N M annehmen (da die Eigenschaft,
Diffeomorphismus zu sein, eine lokale Eigenschaft ist).

Nunist ho®;: Tj — W' stetig differenzierbar, und (ho®;)'(t) = h'(®;(t))®’(t)
hat Rang k fir alle t€T; (j =1,2) und ist daher invertierbar. Nach dem Satz
von der lokalen Invertierbarkeit (Zitat???) ist ho®; ein Diffeomorphismus. Daher
ist g=®; 0@ =D, ohoho®) = (ho®;y) ' o(ho®,) ein Diffeomorphismus.

(b) Nach Lemma 1.7.4 gilt

Y(@1(1)) = 7(P5(g(1)g'(t)) = 7(P5(g(t)))|det g'(2)]

fir alle t € T;. Damit

/ (1)) (@ (1)) dt = / 7 (®2(g(0))) 7 (®5(9(0)) [det o (0)] dt

(Transformationsformel!)
— [ f@a) (@) s 0

1.7.6 Beispiele. (a) Sei k =1, T = (a,b), ®: (a,b) —» M C R" Parametrisierung
der 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M. Dann ist ® ein reguldrer Weg

(777), und
n 1/2
~(Sawr) ~1o

ist der bei der Bogenldnge auftretende Gewichtsfaktor.
(b) Als Parametrisierung (eines Teiles) der Einheitssphire S, in R?® wihlen
wir sphdrische Koordinaten

P (_ﬂ_aﬂ—) X <_%7%) - Rsa

COS (01 COS (P

O(p1, p2) == sin ¢ cos py
sin o
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Diese Funktion parametrisiert die S, bis auf den Schnitt von S5 mit der Halb-
ebene {x € R3: 25 =0, 27 < 0}. Als Ableitung erhalten wir

— Sin (g COS Yy — COS Py SN Ya

'(ipg, pa) = COS 1 COSPy  —sinpisingy |,
0 COS (g

cos? 0
¢/(¢27@2)T®’(@27¢2) - ( OSO2 1 ) ’

daher v(®'(¢1,p2)) = cos py. Wir berechnen ,naiv* die Oberfliche der Sy:

T

0y 1= vol2(52):/1dS: /

Sa PL="T o=

w/2
COS (g dpo dipy = 27 sin o =4r.

T

\wlﬂ

ol

Diese Rechnung ist aus zwei Griinden (noch) nicht gerechtfertigt: Erstens ist
¢ keine globale Parametrisierung der Sy (die es ja aus prinzipiellen Griinden
nicht gibt), und zweitens ist die Funktion 1 auf dem parametrisierten Teil keine
stetige Funktion mit kompaktem Trager. Trotzdem ist diese Rechnung eine sehr
einfache Moglichkeit, die Oberfliche der S, zu berechnen; siehe Beispiel 1.7.10
fiir die Rechtfertigung der Berechnungsmethode.

(c) Die folgende Parametrisierung (eines Teiles) der Einheitssphire S, _;
durch sphdrische Koordinaten in R™ verallgemeinert die in Teil (b) angegebene
Parametrisierung:

(I)n: (_77-771-) X (_%a g)n_Q — On-1 g an

COS (P COS g * + - COS (P _1
SIn 1 COS Yg * =+ COS Y1

sin g -+ - COS Y1
(I)n(gpla---ﬂpn—l) = .
sin Pn—2 COS Pp 1
sin Pn—1

Fiir die Berechnung von v(®,/(¢1,...,pn_1)) bemerken wir, dass ®,, rekursiv
als

Cos SOn—1(I)n—1(901, ceey SOn—z)

(I)n(gpla"wgpn—l): ( . ) )
sin p, 1

geschrieben werden kann. (In dieser Darstellung wird deutlich, dass die Parametri-

sierung in n Dimensionen dadurch gewonnen wird, dass die (n—1)-dimensionale
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Parametrisierung mit cos ¢, ,moduliert” und zugleich mit siny,,_; in die x,-
Richtung verschoben wird.) Fiir die Ableitung folgt

(I)n,(ﬁpla s 79071—1)

COS (pn—1¢n—1/(@1a cee 79071—2) — sin Qpn—1¢n—1(@17 ceey Spn—2>
0 COS Y1 '

Wir behaupten, dass die Gram’sche Matrix G,, € R DX~ der Spaltenvekto-
ren von ®,'(¢1,...,¢, 1) die Diagonalmatrix

diag((cos 01 COS Py - - €OS Pp_1)%, (COS g - - - COS Pp_1)?, ..., COS2Pp_1, 1)

ist und beweisen dies durch Induktion. Fiir n = 2 ist dies leicht zu zeigen. (Fiir
n = 3 ist es schon in (b) gezeigt.) Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass die
links oben stehende (n—1)x(n—1)-Teilmatrix von G, die Matrix cos®p, 1G,_1
ist. Die letzte Spalte von ®, ist orthogonal zu den anderen Spalten, da die
partiellen Ableitungen von ®,,_; Tangentialvektoren an S,,_5 sind, wéirend ®,,_;
selbst ein Normalenvektor ist. Dass der Betrag der letzten Spalte von @, gleich
1 ist, folgt aus |®,_1| = 1. Dies zeigt die Behauptung iiber G,,.
Wir erhalten daraus

7(<I>n'(301, e 4,0”_1)) = (det Gn)l/2 = COS o COSQ(,Og . -cos”_Qcpn_l .

Ahnlich wie in Teil (b) parametrisiert ®,, die S,_; bis auf gewisse ,,Nahtstellen*
(die nichts zu Oberflache beitragen). Wieder berechnen wir ,naiv® das (n—1)-
dimensionale Volumen der S,,_1,

Op—1 = vol,_1(Sp_1) = / 1dS

Sn—1
r /2 /2
— / / e / CcoS 902 e COSn_2S0n_1 ds@n_l e dSDQ ds@l
-7 —7r/2 —7I'/2
— 27TCn_2 s,
wobei
/2 uy
— k p— 1 k
o= / cos“pdp = /Sln pdy
—7/2 0

die in Beispiel 1.3.10 benutzten Groflen (Zahlen???) sind. In Beispiel 1.3.10 wur-

de gezeigt, dass w, = ¢,¢,_1---c1 gilt. Unter Beriicksichtigung der auch in Bei-

spiel 1.3.10 gezeigten Beziehung c,c,_1 = 27” erhilt man damit

n
Ope] = 2TMCp_g+*+Cl = 2M—CpCp_1 - Cl = NWy, .

2T
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Diese Gleichung kann man so interpretieren, dass die Einheitskugel in R" als
Pyramide der Hohe 1, mit Spitze im Nullpunkt, aufgefasst werden kann, und das
Volumen entspricht dann dem Pyramidenvolumen, némlich (n—1)-dimensionale
Grundflache mal Hohe, dividiert durch n.

Weiter ausgerechnet ergibt sich

kO3
2

|3

n
T T 272
Op_1 = MWy, =N =n =

FE+1) 530G TG

Die gleichen Vorbehalte wie in Teil (b) gelten auch gegen die hier ausgefiihrte
Rechnung; wir werden in Beispiel 1.7.10 zeigen, wie diese Rechnung gerechtfertigt
werden kann.

Um auch in dem Fall, dass sich eine Mannigfaltigkeit M nicht global para-
metrisieren ldsst, das Integral auf C.(M) zu erkldren, greifen wir auf die in
Satz 1.5.5 behandelte Partition der Eins zuriick.

Definition. (Definition des Oberflichenintegrals, allgemeiner Fall) Sei M C R"
eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei f € C.(M). Da spt f kompakt ist,
gibt es lokale Parametrisierungen ®;: 7; — V; € M, mit in M offenen Mengen
Vi (j=1,....,m), so dass spt f C UT=1V3 Sei @1,...,0m € Co(M) eine der
Uberdeckung (V4,...,V,,) untergeordnete Partition der Eins auf spt f (siche
Satz 1.5.5). Fir j =1,...,m ist dann ¢,f € C.(M), spt(p;f) kompakt in Vj,
und daher [ ¢;(z)f(x)dS(z) schon definiert. (Beachte, dass jedes der V; selbst
Vj

eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit mit der globalen Parametrisierung ®; ist.)
Dann definieren wir

[ H@yar=3" [(ein@dst).

M i=ly,

Wir haben zu zeigen, dass diese Definition von den lokalen Parametrisierun-
gen unabhingig ist. Seien Wy: Sy — W, C M (k = 1,...,n) lokale Parame-
trisierungen wie oben, (¢1,...,1,) eine entsprechende Partition der Eins. Aus
Satz 1.7.5 folgt, dass dann fvjmwk ©;(z)r(z) f(x) dS(x) unabhéngig davon ist,
ob das Integral mit der Parametrisierung ®; oder W; berechnet wird. Daher gilt

S [etas=3 [Sueris=Y3" [ weras
7j=1 V] 7j=1 V] k=1 7=1 k=1 VjﬂWk

n m n

=Y [ weras=Y [usas.

k=1 =1y Ay k=117

So befriedigend diese Definition des Oberflachenintegrales in struktureller Hin-
sicht ist, so problematisch ist sie fiir die Ausfithrung konkreter Rechnungen, zum
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Beispiel fiir die Berechnung von Fléacheninhalten. Daher ist es sinnvoll, die Men-
ge der Funktionen, die man integrieren kann, zu erweitern. Wir gehen dafiir hier
nochmals den Weg des Riemann-Integrals, der im Augenblick fiir unsere Zwecke
geniigt. Wir bemerken als Vorspann, dass die Abbildung C.(M) > f — [, fdS
wie vorher positiv ist. Dies und Satz 1.2.8 legen die folgende Definition der
Riemann-Integierbarkeit nahe.

Definition. Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Fiir eine
Funktion f: M — R erklaren wir das Oberintegral

/_f(a:)dS(a:) = inf{/hds; heC.(M), f<h}

und das Unterintegral

/f(x)dS(a:) = sup{/gdS; geC.(M), ggf}.

Die Funktion f heiBt Riemann-integrierbar, falls —oco < [ u f(z)dS(z) =
f_M f(z)dS(z) < oo gilt, und in diesem Fall definieren wir [, f(x)dS(z) :=
[ flx)dS(z).

Eine Menge A C M heifit Jordan-messbar, falls 14 Riemann-integrierbar
ist, und dann heiBt vol,(A) := [,,14dS das k-dimensionale Volumen von A.
Die Menge A heifit Jordan-Nullmenge, falls A Jordan-messbar ist und zusétzlich
vol,(A) =0 gilt.

1.7.7 Bemerkungen. Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(a) Wie in Satz 1.2.2 zeigt man: Die Menge R(M) der Riemann-integrierbaren
Funktionen ist ein Vektorraum, und die Abbildung

R(M)> f /f(x)dm

ist linear und positiv. (In Satz 1.2.2 zeigte man, dass sich diese Eigenschaften
von der Menge T'(R"™) der Treppenfunktionen auf die Riemann-integrierbaren
Funktionen iibertragen; hier ist es die Ubertragung von den stetigen Funktionen
mit kompaktem Triger auf die Riemann-integrierbaren Funktionen.)

(b) Besitzt die Mannigfaltigkeit M eine globale Parametrisierung ®: 7" —
M, so ist eine Funktion f: M — R genau dann Riemann-integrierbar, wenn
(fo®)|det ®'| € R(T) ist.

(¢) Im nicht-globalen Fall ist eine Funktion f: M — R genau dann Riemann-
integrierbar, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(i) Es gibt eine kompakte Menge K C M, so dass f|anx = 0.

(ii) Es gibt lokale Parametrisierungen ®;: 7; — V; C M (j = 1,...,m),

.....
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(Vi,...,V;) untergeordnete Partition der Eins ¢1,..., ¢, € Co(M) auf K, so
dass (p;f)e ®|det @'| fiir alle j = 1,...,m Riemann-integrierbar auf 7; ist.

Die Bedingung (ii) ist weiter dquivalent zu der folgenden Bedingung,.

(ii") Fiir jede lokale Parametrisierung ®: 7' — M und jede Funktion
p € CL(T) ist o(fo®)|det | € R(T).

(d) In der Situation von (c) gilt

m

[t@ds=3" [@n@ast).

=1
=Y

Die folgenden beiden Aussagen zielen darauf ab, die in den Beispielen 1.7.6(b)
und (c) ausgefiihrten Rechnungen zu rechtfertigen.

1.7.8 Lemma. Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei
U C M offen (im metrischen Raum M ) und Jordan-messbar. Dann gilt

VolkUzsup{/gpdS;goECc(M), 0<p<l, Sptgng}.
M

Beweis. Klar ist ,, > .

Sei ¢ > 0. Dann gibt es ¢ € C.(M), 0 < ¢ < 1y, [(1ly —¢)dS < e.
Fir j e N sei ¢; = (¢ — %) V0. Dann gilt offenbar spty,; C U, (wird hier
die Norm zum ersten Mal benutzt??? notig???) und aus |j¢ — ¢;|| < 1/5 folgt
[ ¢;dS — [ ¢dS. Damit folgt ,, <. O

Die folgende Aussage ist hilfreich zum Bestimmen von eventuellen Jordan-
Nullmengen.

1.7.9 Lemma. Sei U C R" offen, 1 < k < n, f: U — R"* stetig differen-
zierbar, f'(x) habe mazimalen Rang fir alle x € U. Nach Satz 1.7.2, (i) < (ii),
st dann M = {x eU; f(x) = 0} eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R™.
Sei g: U — R stetig differenzierbar, und fir alle x € M mit g(x) =0 sei der
Zeilenvektor ¢'(x) linear unabhinging von den Zeilenvektoren der Matriz f'(x).
Sei AC M kompakt, A C M, = {xE M; g(x) = 0}.

Dann ist A eine Jordan-Nullmenge von M .

Beweis. Sei a € A. Nach Lemma 1.7.3 gibt es eine offene Umgebung U, von a,
eine Auswahl von Indizes 1 < j; < jo < +++ < Jx—1 < n und eine offene Menge
V CR", so dass durch
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ein Diffeomorphismus h: U, — V gegeben ist. Offenbar gilt h(U, " M) =
VN (R* x{0,_1}). Da g auf A verschwindet, folgt

h(U,NA) CVARM x {0, 11}).

Durch ®: T'— R", ®(t) := h™'(¢,0), ist eine lokale Parametrisierung ®: T —
U,NM C M gegeben, und fiir alle ¢ € C.(M) mit sptyp C U, folgt

/ () La(x) dS(z) = / o (B(1))1a(B()7(P (1)) dt = 0.

M T

da 14(®(t)) = 0 ist fir t ¢ R** x {0}.
Aufgrund von Bemerkung 1.7.7(d) wird [,,14dS als endliche Summe solcher
Integrale erhalten, und daher ergibt sich [ y1adS =0. O]

1.7.10 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 1.7.6(c)). (a) Fir n > 2, je{1,...,n}
sind die kompakten Mengen {x € S x5 = O} Jordan-Nullmengen: Wir
wihlen U := R"\ {0}, f(z) :=|z| -1, g(z) := ;. Fir z € S,—; mit z; =0
sind dann f'(x) = x und ¢'(z) = e; (j-ter Einheitsvektor) linear unabhéngig.
Aus Lemma 1.7.9 folgt die Behauptung.

(b) Mit der Parametrisierung ®,, aus Beispiel 1.7.6(c) ist

Sn—l \ (I)n(<_7r7 7T) X (_g7 %)n72)
eine kompakte Jordan-Nullmenge (da sie in der Vereinigung der in (a) behan-

delten Mengen enthalten ist). Mit U := &, ((—m,7) x (=3, %)"?) wenden wir
Lemma 1.7.8 an und erhalten

On_1 =vol, 1(U) = sup{/godS; e C(Sp-1), sptyp C U}.

Fiir den zuletzt gegebenen Ausdruck fiir vol,_1(U) ergibt sich jedoch

7§ T/2-3 m/2—6
VOlnl(U):(lsii%/ / / COS g+ -+ 08" 1 dpp_1 -+ - dipa dipy .
-+ —7 /245 —7/24+6

Und zwar ist jede kompakte Teilmenge A C U in einer der Mengen

Us = <I>n((—7r +0,m=0)x (=5 +6,5 — 6)"‘2)
enthalten, und daraus erhélt man ,, < “. Andererseits gibt es fiir jedes § > 0 eine
Funktion ¢ € C.(U) mit 0 < ¢ < 1, ¢(x) =1 fiir alle x € Us, und daraus folgt
. 2 (é‘
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Die Gleichheit

n—§ m/2-6 7/2—6
%ii% / / e / oS pa 8" 21 dipy_1 -+ - dipa dpy
T8 —m/246  —m/2+6
x /2 /2
= / / . / COS (g - - .COSH—Q%_I dn_1 - - dps dp;
)

ergibt nun die Rechtfertigung der in Beispiel 1.7.6(c) angegebenen Rechnung.

(Hier geht es noch weiter, und zwar mit der Fldchenberechnung, ohne auf
C.(M) zuriickgehen zu miissen.)

Im folgenden Satz wird gezeigt, wie v in dem Fall berechnet wird, dass die
Mannigfaltigkeit direkt als ein Graph gegeben ist.

1.7.11 Satz. Sei T C R"™! offen, f: T — R stetig differenzierbar. Wir erin-
nern daran, dass gr(f) = {(t, f(t)); t €T} eine Hyperfliche ist, mit Parametri-

sierung ®: T — R",
t
P(t) = :
0=(s00)
siehe Beispiel 1.7.1(b).
Dann gilt v(®'(t)) = /1 + |grad f(t)[]2. Ist A eine Jordan-messbare Teil-
menge von gr(f), so gilt (pr definieren 277)

vol, 1 A = / 1+ | grad ()2 dt .

Pry—1 A

Fiir den Beweis stellen wir die folgende Gleichheit bereit.

1.7.12 Bemerkungen. (a) Sei A € R™ ™1 4 € R™ ein Vektor, der zu den Spalten
von A orthogonal ist, d.h. v"A = 0. Dann gilt

|det(A v)| = y(A)v].

-
Beweis. Bs gilt (A v)"(Av) = (f}lT> (Av) = v)’ und daher
(det(A v))* = det(ATA)|v|2. 0

(b) Seien A, v wiein (a), v # 0, w e R". Dann gilt

det(A w)] = I gy

[l
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Beweis. Ohne Einschrankung nehmen wir |v| = 1 an. Da die Spalten der Ma-
trix (A (w—(w|v)v)) orthogonal zu v sind, gilt det(A w) — det(A (w|v)v) =

det(A (w—(w|v)v)) = 0, und daher |det(A w)] = |[det(A (w|v)v)| =
|(w[v)]|det(A v)] = [(w]v)]7(A). O
Beweis von Satz 1.7.11. Es gilt ®'(t) = (?,th)l) Wihle w = e,, v =

(gradf(t)> . Aus Bemerkung 1.7.12(b) folgt

-1
B, 0\ _ [(w|v)] (E, 1o
1 = det (f/(t) 1) = |U‘ Py(f/(t)) = m7(® (t))a
Y(@'(1) = |v| = V1 +[grad f(1). O

Wir wollen jetzt noch eine andere Moglichkeit vorstellen, 7(A) zu berechnen.
Als Vorspann dazu dient die folgende Identitéat.

1.7.13 Satz. Seien 1 < k <n, A, BeR™k Fir 1< g1 < - < Jp < n sei
Aj gy g die kxk-Matriz, die nur die Zeilen ji,ja, ..., jr der Matriz A enthdlt.
Dann gilt

det Bj

1j2---Jk 1j2---Jk

det(A"B) = > det 4
11 <ga<-<jp<n
(Lagrange-Identitdt, Satz von Cauchy-Binet 777).
Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass sowohl die linke als auch die rechte Seite der

behaupteten Gleichung linear in jeder Spalte von A und B sind. Daher geniigt
es, die Gleichung fiir Matrizen der Form

A:(efl"'efk)’ B:(erm"'emk)

(e1,...,e, Einheitsvektoren in R™ ?777) zu zeigen. Dabei ohne Einschriankung
0 < oo < lg, my < -+ < my. (Sind zwei Indizes gleich, so sind beide Seiten
gleich Null; anderenfalls wende man eine geeignete Permutation an.) Fiir diesen
Fall sind aber beide Seiten gleich Eins, falls ¢; = m; fiir alle j =1,...,k, und
sonst sind beide Seiten gleich Null. O

1.7.14 Folgerung. Seien 1 <k <n, AeR™¥. Dann gilt

Y(A) = ( Z (det Aj1j2---jk)2> v :

1< < <gp<n
Beweis. Klar mit Satz 1.7.13. ]

Bemerkung. Mit Folgerung 1.7.14 erhélt man auch die in Satz 1.7.11(b) bewiesene
Formel: Aus ®'(t) = (?f&;) sieht man leicht (®'(t)) = /1 + | grad f(t)[2.
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1.8 Berechnung von Volumina k-dimensionaler
Untermannigfaltigkeiten von R"

In der Behandlung in Abschnitt 1.7 tritt bisher eine merkwiirdige Ambivalenz
auf. Einerseits ist die Einfithrung der Theorie der Integration von Funktionen auf
Mannigfaltigkeiten recht befriedigend, andererseits kann man Berechnungen von
Volumina von Untermannigfaltigkeiten formal ausfiihren, die noch nicht gerecht-
fertig werden konnen. Wir wollen dies zunéchst an zwei Beispielen illustrieren.

1.8.1 Beispiel. In R? sei die Mannigfaltigkeit M, ein ,, Zylindermantel“, durch die
Nullstellen der Abbildung g: R?x(0,1) — R, g(z) := 22+3?—1, gegeben. Durch
&: (—m,7) % (0,1) = R?, ®(p,t) = (cosg,sing,t)’, ist eine Parametrisierung
des Zylinders gegeben, bis auf eine , kleine Menge®. Die formale Rechnung liefert

—sing 0
VP (p,t) =~ | cosp Of] =1,
0 1

VOlgM:/ldS: / Ld(p,t) =2m.

M (—m,m)%x(0,1)

Bei dieser Rechnung gibt es zwei Unstimmigkeiten. Die eine ist, dass ¢ ja gar
nicht die ganze Mannigfaltigkeit parametrisiert. Wie mit diesem Problem um-
gegangen werden kann, wurde in Beispiel 1.7.10 dargestellt. Die andere liegt in
der Tatsache, dass die Funktion 1 auf M nicht Riemann-integrierbar und damit
voly M gar nicht definiert ist. Fiir dieses Problem konnte man sich auf den Stand-
punkt stellen, dass ja M ein Jordan-messbarer Teil einer grofleren Mannigfaltig-
keit ist, ndmlich des ,,zweiseitig unendlichen Zylinders“ {(J:, y,z) € R?; 22 44? =
1}, und dass voly M der Flacheninhalt dieses Teils sein soll.

1.8.2 Beispiel. In R? sei die Mannigfaltigkeit M, ein , Kegelmantel“, als Graph

der Funktion f: Bg2(0,1)\ {0} = R, f(x,y) = /22 + y? gegeben. Die formale
Rechnung, mit Benutzung von Satz 1.7.11, liefert

(00 = 7 (3)

v012M=/1dS: / 1V2 d(z,y) = V2.
i By (0,1)\{0}

Bei dieser Rechnung gibt es nur die Unstimmigkeit, dass die Funktion 1 auf
M nicht Riemann-integrierbar und damit voly M nicht definiert ist. In diesem
Fall kann man keine Mannigfaltigkeit finden, von der M eine Jordan-messbare
Teilmenge ist.
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In beiden Beispielen moéchte man begriinden, dass die einfache Rechnung das
richtige Ergebnis geliefert hat, und dabei mochte man moglichst in Beispiel 1.8.1
nicht auf die Methode von Beispiel 1.7.10 zuriick greifen miissen.

Das Volumen von nichtkompakten Mannigfaltigkeiten definieren wir in ana-
loger Weise zu Abschnitt 1.6 iiber das uneigentliche Riemann-Integral auf Man-
nigfaltigkeiten.

Definition. Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, f: M — R.
(a) Ist f > 0, so heift f wuneigentlich Riemann-integrierbar, f € Ry.(M),
wenn ¢f € R(M) fiir alle ¢ € C.(M), und

/f(x)dx = sup{/tp(m)f(m)dx; peC,(M),0<p< 1} < oo,

(Man sieht sofort, dass fiir den Fall, dass f Riemann-integrierbar ist, die rechte
Seite das schon definierte Integral ergibt.)

(b) Die Funktion [ heifit wuneigentlich absolut Riemann-integrierbar,
[ € Ru(M), wenn ¢f € R(M) fiir alle p € Co(M), und |f| € Rya(M). Ist
dies erfiillt, so gilt offenbar f* € Ry, (M), und wir definieren

/f(x)da: :—/f*(x)dx—/f(x)d:v

(c) Falls 1y € Rya(M) ist, definieren wir das k-dimensionale Volumen von
U, voly(M) := [,,1dz. Diese Definition ist konsistent mit der bisherigen Defi-
nition. Ist ndmlich U Jordan-messbar als Teilmenge von R", so zeigt Satz 1.6.3

flU dx—fUldx

1.9 Integration in Schichten (ein Desintegrati-
onssatz)

Als erstes soll hier eine Version des Satzes von Fubini bewiesen werden, auch Inte-
gration in Schichten, professionell Desintegrationssatz genannt. Dieser Satz wird
im néchsten Paragraphen beim Beweis des Gauflschen Integralsatzes benutzt.

1.9.1 Satz. Sei Q CR" offen, g: Q@ — R stetig differenzierbar, grad g(x) # 0
fiir alle x € Q). Somit ist

—{IEQ g(x —7’}

eine Hyperfliche fir alle r € R (siehe Satz 1.7.2(ii)).
Sei f € C.(). Dann ist die Funktion

R>rs / gmdg Tt 45O

§eM,
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stetig mit kompaktem Triger in R, und es gilt

o0

1
fz dx:/ / fl§)————=dS(&) dr.
/ @) ( )Igradg(f)l ©
Q —o0 §€Mr
Wir wollen eine anschauliche Begriindung des Gewichtsfaktors ——— ge-

lgrad g(£)
ben. Je groBer |grad g(£)| ist, desto enger liegen die Niveauflichen M,.. Die Di-

vision durch |grad g(¢)| bewirkt, dass solche Stellen bei der Integration iiber r
nicht {iberbewertet werden.
Vor dem Beweis sollen einige Anwendungen gegeben werden.

Beispiele. (a) Verallgemeinerte Polarkoordinaten
Sei feC.(R"\ {0}). Dann gilt

/ f(x)d‘”:]o / F(€) dS(&) dr = 7 / F(rn) dS()r"=" dr

R™\{0} r=0¢&erSp_1 r=0neSn_1

Beweis. Fiir die erste Gleichheit benutzen wir Satz 1.9.1 mit Q := R"\ {0},
g(z) := |z|. Dann ist M, = rS,_; fur r >0, M, =0 fir r <0, gradg(z) =
ﬁ # 0 fiir alle z € Q.

Fiir die zweite Gleichheit bemerken wir: Ist ®: T" — S,,_; eine lokale Para-
metrisierung, r > 0, so ist r®: T — rS,,_; eine lokale Parametrisierung, und es

gilt y((r®) (¢t) = r"1y(®'(t)) fiir alle teT. O

(b) Mit Teil (a) (allerdings angewendet auf eine Funktion, die dort nicht vor-
gesehen ist; siche unten) berechnen wir

1 1
Wy, = / dr = / / dS(ﬁ)r"‘l dr = 0,1 /r"‘l dr = In-1 )
n
|I‘<1 r=0 fesnfl 0

Diese Gleichheit war schon in Beispiel 1.7.6(c) erhalten und interpretiert worden.
(Die Vorbehalte lassen sich in diesem Fall relativ leicht beseitigen, wenn man

einerseits die Konvergenz
dxr = lim dx
e—0

lz|<1 elzl<1

andererseits die folgende Bemerkung 1.9.2(a) beriicksichtigt.)

(¢) Hier wird nochmals 0,1 berechnet, und zwar mit einer direkten Rech-
nung, die auf Induktion verzichtet und einfacher als die in Beispiel 1.7.6(c) ist.
(wieder nicht ganz anwendbar???) Wir rechnen

/e""”2 dr = /ex% dzy - -~/em% dr, = V1,

R™ R R
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aber auch
/ _|x2dx—/ / T dS(&)rt dr
0 Sn1
(Substitution t = r?, dt = 2rdr)

o /% e dt = 0,y IT(2),
0

und damit .
2m2
Opn-1 = = -
TE)
Mit dieser Rechnung und Teil (c) ergibt sich auch in direkterer Weise als weiter
oben . .
On—1 T2 T2
wn = = =

no 350G TE+1)

Beweis von Satz 1.9.1. (i) Wir zeigen zunéchst den lokalen Teil, in dem wir vor-
aussetzen, dass es eine offene Menge T'C R™™!, auflerdem a,b€R, a < b, und
einen Diffeomorphismus h: Q@ — V := T X (a,b) gibt, so dass die vorgegebene
Funktion ¢ gerade die letzte Komponente von h ist; wir setzen ® := h~ 1.

Wir bemerken, dass @, := ®(-,r): T — M, eine (globale) Parametrisierung
von M, ist. Aus der Gleichung g¢(®(¢,7)) = r folgt ¢ (®(t,r))®'(t,7) = e, .
Damit sind in der Matrix

' (t,r) = ((2,)(t) 0,@(t, 7)) = (1 ®(t,7) O®(t,r) -+ 0,P(L,7))

die Vektoren 01®(t,r),...,0,-1P(t,7) orthogonal zu gradg(®(t,r)) =
g (@, )", und es gilt (0.@(t,7)| grad g(®(t,7))) = 1. Aus Bemer-
kung 1.7.12(b) folgt nun

1

et ¥t )| = T g @ D)

v(2,'(1))

und daher gilt

1 1 /
[ 1O ds() - T/ F@0) e (B (1) d

T

= / f(®(t,r))|det D' (¢, r)| dt,

T
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fir alle r € (a,b).
Somit folgt die Stetigkeit der Funktion

" / Igradg )| 45(¢)

aus Satz 1.3.5, und wir erhalten

/f dx_/f ) ldet ®(2)] dz
//f (1 1))|det & tr|dtdr—//f gradg e SO dr.

a teT

wobei in der ersten Gleichheit die Transformationsformel (Satz 1.4.1, in der zwei-
ten Gleichheit der Satz von Fubini (Satz 1.3.1) benutzt worden sind.

(ii) Jeder Punkt 2" € Q besitzt eine Umgebung der in (i) behandelten Art.
Dies folgt aus Lemma 1.7.3, wenn man noch beobachtet, das die dort erhaltene
Menge V' verkleinert werden kann zu einer Menge der Form V =T x (a,b), mit
T CR™! offen, a,beR, a < b.

(Alternative, wobei allerdings der Beweis von Lemma 1.7.3 mehr oder weniger
wiederholt wiirde: (ii) Jeder Punkt x° €  besitzt eine Umgebung der in (i)
behandelten Art. Um dies zu zeigen, wihlen wir j € {1,...,n} mit 9;9(z°) # 0.
Dann ist die Ableitung von

h([L’) = (l’l, PN ,ZL'j_l, ZL']‘+1, Ce ,xn,g($))T

in 2° invertierbar, und nach dem Satz von der lokalen Invertierbarkeit (Zitat???)
gibt es eine offene Umgebung U C © von 2° und eine offene Umgebung V C R”
von h(z?), so dass h: U — V ein Diffeomorphismus ist; ohne Einschrinkung
kann angenommen werden, dass V' von der Form V =T x (a,b) ist, mit 7" C
R"! offen, a,b€R, a <b.)

(iii) Wegen (ii) gibt es zu der kompakten Menge spt f eine endliche Uber-
deckung (Uj)j=1,.,m mit Mengen der in (i) behandelten Art. Nach Satz 1.5.5
gibt es eine der Uberdeckung (Uj)j=1,..m untergeordnete Partition der Eins

(©;)j=1,..m auf spt f, mit p1,...,@m € Ce().

Fir alle yj =1,...,m ist
o 1

U]'OMT
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stetig, und es gilt

1
-/ / OO g e 4S(©)

/ / PO o ] 9O

—o0o M,
nach Teil (i) des Beweises. Die Behauptungen folgen nun wegen f = Z;” Leif

O
1.9.2 Bemerkungen. Seien M und ¢ wie in Satz 1.9.1.

(a) Sei fe R(2). Dann ist

N 1
R>r Al ) o 4500

Riemann-integrierbar, und es gilt

Q/ () i = / lf(é)m 4S5 () dr.

Diese Aussage beweist man in derselben Weise wie den Satz von Fubini
(Satz 1.3.1).

(b) Die Funktion f: Q) — R habe folgende Eigenschaften:
1) f‘{xeﬂ; g(x)<0} ist Sthig,
(i) fl{zen g@)>0p =0,
(iii) es gibt K C Q kompakt, so dass f(z) =0 fiir alle z € Q\ K.
Dann ist f ist Riemann-integrierbar auf €2, die Funktion

1
—00, 0 — ——dS
(~o0.0]5 7 M/ 1) g 450
ist stetig, und es gilt

/f dw—//f(&)mdS(é)dr~

—o0 £EEM,

Diese Aussage beweist man zunéchst fiir den Fall, dass 0 die Eigenschaft hat
wie in Beweisteil (i) des Beweises von Satz 1.9.1. Dabei werden noch Satz 1.3.5

und Bemerkung 1.7.7(b) verwendet. Der Rest des Beweises ist analog zu Beweis-
teil (iii) des Beweises von Satz 1.9.1.
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1.10 Der Gauf3’sche Integralsatz

Zur Formulierung des Gauf3’schen Integralsatzes bendtigen wir noch den Begriff
der Menge mit glattem Rand.

Definition. Sei A C R™ abgeschlossen. A hat glatten Rand, wenn folgendes gilt:
Fiir jeden Punkt a € 0A gibt es eine offene Umgebung U C R"™ und eine stetig
differenzierbare Funktion ¢g: U — R, so dass

(i) gradg(z) # 0 fir alle x € U,
(i) ANU={z€eU;g(z) <0}.

Ist dies erfiillt, und sind a € A, U und g wie in der Definition, so gilt
OANU = {xz € U; g(z) = 0}. (Da U_ := {z € U; g(z) < 0} eine offene
Teilmenge von A ist, gilt U_. C int A und daher U_- N9OA = 0. Ebenso ist
Uy :={z€U; g(xr) > 0} Teilmenge der offenen Menge R"\ A, und daher gilt
U, NOA = . Sei schliellich x € U, g(x) =0. Dann ist z € A. Da grad g(z) # 0
ist, enthilt jede Umgebung von z Punkte in U, C R"™\ A, und daher gilt
redA.)

Aus dem vorangehenden Absatz und Satz 1.7.2 folgt, dass 0A eine Hyper-
flache ist.

Definition. Sei A C R" eine abgeschlossene Menge mit glattem Rand. Seien
a€0A, U und g wie in der obigen Definition. Dann ist

v(a) i arad g(a)

= lgrad g(a
der duflere Einheits-Normalenvektor (Normalen-Einheitsvektor???) an A in a.
(Dieser ist unabhénging von g; siehe Aufgabe 777.) Offenbar ist das dufere Ein-
heitsnormalenfeld

0A>z— v(z)eR"”

stetig.

1.10.1 Satz. (Gauf’scher Integralsatz) Sei A C R" eine kompakte Menge mit
glattem Rand. Sei F: A — R" stetig, fir alle 7 = 1,...,n sei Fjlixwa stetig
partiell differenzierbar nach der j-ten Koordinate, und div F' = Z?:1 0,F; sei
stetig fortsetzbar auf A. Dann gilt

/ div F(z) dz = / (F(z)|v(z)) dS(z).

A 0A

Bemerkungen. (a) Die hier wirklich benétigte Bedingung an F' fiir die Giiltigkeit
des Integralsatzes von Gauf} ist noch etwas schwécher, wie im Folgenden erldutert.
Und zwar braucht man neben der Stetigkeit von F' auf A nur die Existenz der
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Divergenz ,,im schwachen Sinn“ (oder ,,Distributions-Sinn“): Es gebe eine stetige
Funktion g € C(A), so dass

[oode == [ (F@)| grad)ds

fiir alle ¢ € Cl(int A) gilt. Mit der ,Divergenz im schwachen Sinn® div F' := ¢
gilt dann die Behauptung von Satz 1.10.1.

(b) Neben dem glatten Anteil darf JA auch einen , kleinen“ singuldren Anteil
besitzen. Zum Beispiel gilt der Gaufi’sche Integralsatz fiir den Einheitswiirfel
und ist dafiir leicht zu beweisen, wobei wir hier von der stiarkeren Voraussetzung
ausgehen, dass F' in einer offenen Umgebung des Einheitswiirfels [0, 1]" stetig
differenzierbar ist. Dann ist

1
/(91F1(:1:)d:c: / /81F1(x1,:f:)dx1dfc

[0,1]" #ef0,1 1 71=0

— / (Fy(1,2) — F1(0,2))d& = / Fi(&m(€)dS(§).

#efo,1]" 30,1

Dabei ist v1(§) die erste Komponente der dufleren Einheitsnormale. Man beachte,
dass auf dem Teil {5 €0[0,1]";0 < & < 1} die erste Komponente von v(§)
verschwindet. Entsprechendes gilt fiir die anderen Komponenten von F'.

Fiir den Beweis des Gaufy’schen Integralsatz benotigen wir noch Hilfsaussagen,
die eigentlich jeweils Spezialfille des Gaufi’schen Integralsatzes sind.

1.10.2 Lemma. Sei U C R" offen, f € C.(U), j€{1,...,n}, und f stetig
differenzierbar nach der j-ten Variablen. Dann gilt fU 0;f(z)dx =0.

Beweis. Die Fortsetzung von f auf R™ durch Null ist eine C!-Funktion. Daher
kénnen wir ohne Einschrankung U = R"™ annehmen.

Ist n =1, so folgt die Behauptung sofort aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung.

Im Fall n > 1 geniigt es, den Fall 7 = 1 zu betrachten. Aus dem Satz von
Fubini erhalten wir

O f(x)de = O f(xy,...,xy)dxyd(xe,. .., 2,) =0,
Joree [ ]

da im letzten Term das innere Integral wegen des eindimensionalen Falls (Fal-
les???) verschwindet. O

Im Folgenden verwenden wir, fiir eine Funktion g: U — R, die Bezeichungen
lg<0]:={zecU;g(x) <0}, [¢<0]:={zeU;g(z) <0}, usw.
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1.10.3 Lemma. Se: U C R" offen, g: U — R stetig differenzierbar,
grad g(z) # 0 fir alle x€U, F: U — R",

(i) Flg<o st stetig, und Flgso =0,

(ii) es gibt eine kompakte Menge K C U, so dass Flp\x =0,

(iii) Fj|g<o) ist stetig differenzierbar nach der j-ten Variablen,

(iv) div(Flig<q) ist stetig fortsetzbar auf [g < 0].
Dann gilt

/ div F(z) dz = / (F(2) | v(z)) dS(x)
[9<0] [9=0]

wobei v(x) die Einheitsnormale an [g = 0] in Richtung des Anstiegs der Funktion
g st.

Fiir den Beweis benotigen wir noch Hilfsmittel. Das erste dieser Hilfsmittel
stellen wir in der folgenden Bemerkung in wesentlich allgemeinerer Form zur
Verfiigung, als es im Augenblick benotigt wird.

1.10.4 Bemerkungen. (a) Es gibt eine Funktion n € C*(R), 0 < n < 1, g
monoton wachsend, 7|(—s0 = 0, N|j1,00) = 1.
Um dies einzusehen, sei daran erinnert, dass die Funktion a: R — R,

] fir —oo <t <0,
o(t) = eVt fiir0<t,

eine beliebig differenzierbare, monoton wachsende Funktion ist. Definiert man
ay(t) := ea(t), so bleiben die vorgehenden Eigenschaften erhalten, und auBerdem
gilt a;(1) = 1. Durch Spiegelung und Verschiebung erhélt man eine Funktion
az € C®(R), as monoton wachsend, as(0) =0, as(t) =1 fir t > 1. Definiert
man 7 = aj oy (oder auch 7 := agoay), so ist leicht zu sehen, dass n die
gewiinschten Eigenschaften hat.

(b) Sei n € CY(R), 0 <n <1, n monoton fallend, 77‘(_007_1] =1, n‘[_%,oo) =
0. (Solche Funktionen existieren nach Teil (a).) Fiir k € N sei ng(r) := n(kr
(reR). Sei heC.(—00,0]. Dann gilt

(i) limg oo ffoo h(r)n(r) dr = fi)oo h(r)dr,

(ii) limg oo [°_ h(r)n(r) dr = —h(0).

Fiir (i) schiitzen wir ab: | fi)oo h(r) dr—fi)oo h(r)ne(r) dr| < fi)l/k |h(r)|dr — 0
fiir k£ — oo.

Fiir (ii) bemerken wir ffl/k I (r)]dr = 1 und schétzen ab: |—h(0) —

0 0

Joo b )mi(r) drl = | JZ,, (R(0) = h(r))mi(r) dr| < _nax_|h(0) = A(r)| — 0
fiir k£ — oo.
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Beweis von Lemma 1.10.8. Sei (n;) eine Folge wie Bemerkung 1.10.4. Fiir alle
je{l,...,n}, keN ist dann (1,0 g)F; € C.(U) stetig differenzierbar nach der
j-ten Variablen. (Dabei beachte man, dass {z € U; ni(g(z))F;(z) # 0} C [g <
—5-]N K ist.) Nach Lemma 1.10.2 gilt

O—/E) (Mo g)Fj) de = /8 (M0 g)F; dx + /(nkog)aijdx.

[g<0] [9<0]

Durch Summieren iiber j und unter Benutzung von 0;(nx o g) = (1), ° 9)0;g
erhalten wir

/(n;og)(gradg|F)dx+ /(nkog)didexzo. (1.10.1)

[9<0] [9<0]

Der erste Term in (1.10.1) wird mit Satz 1.9.1 umgeformt zu

|| ko) s o(6)| FO) i dS(©

—00 £€g=r]
0

/ 1 r
=£ m(r){ge[ / | (8rad g(©) [ F(O) oy dg(g)’dS(f)}d .

Der in geschweiften Klammern stehende Term ist nach Bemerkung 1.9.2(b) stetig
auf (—o0,0] als Funktion von r, und nach Bemerkung 1.10.4(b) konvergiert, fiir
k — oo, der gesamte Ausdruck gegen

_ [ (eradg(§) - )
[/O] (,gradg(£)| | F(€)) dS(€) [/0] (F(&)]v(€))dS(€).

Der zweite Term in (1.10.1) wird mit Satz 1.9.1 umgeformt zu

/ / n(g()) div F(€)——— dS (&) dr

lgrad ()|
—0o0 £elg=7]
; 1
=_£ m(r){ge[/] dwﬂi)mds(ﬁ)}dr,

und unter Benutzung von Bemerkung 1.9.2(b) und Bemerkung 1.10.4(b) erhalten
wir, dass fiir K — oo der gesamte Ausdruck gegen

/ / div F (¢ |gradg< as(e)ar :/divF(a:)dx

—0o0 £€(g=r] [9<0]



68

konvergiert.
Aus Gleichung (1.10.1) und den soeben gezeigten Konvergenzen folgt die im
Satz behauptete Gleichung. m

Als letztes Hilfsmittel zum Beweis von Satz 1.10.1 benétigen wir noch die
folgende (C'°°-Partition der Eins.

-----

von K. Dann gibt es @1,...,pm € C°(R™)y mit spto; CU; (j=1,...,m),
ZTzl ij(x) =1 fir alle v e K.

Beweis. Es gibt ¢ € C*(R"), ¥ > 0, spty = B[0,1], ¢(x) > 0 fir |z| < 1.
Eine solche Funktion ist durch

1
_ ) e P fir |z <1,
Vi) { 0 fir |z| > 1

gegeben. Dass 1 beliebig differenzierbar ist, folgt sofort daraus, dass ¢(z) =
a(l — |x|?) gilt, mit der Funktion o aus Bemerkung 1.10.4(a).

Fiir x € R", r > 0 definieren wir 1, , durch v, ,(y) := (") (y €R"). Mit
Hilfe von diesen Funktionen ergibt der Beweis von Satz 1.5.5 die Behauptung. [

Beweis von Satz 1.10.1. Da A glatten Rand hat und 0A kompakt ist, gibt
es endlich viele offene Mengen Uj,...,U,,, wobei jede Menge U; wie in
der Definition von ,glattem Rand“ ist. Es gibt eine Partition der FEins
00,1y - om € CP®(R™) auf A zu der offenen Uberdeckung U, :=
int A,Uy,...,U,, von A. Damit

m

/dide:v = /div <Zg0jF) dz

A A 7=0

:/div(ang) dm—{—z / div(p; F) dx
A 7=1 an;

(Der erste der Terme verschwindet nach Lemma 1.10.2, die weiteren werden mit
Lemma 1.10.3 umgeformt.)

= [ @nlas© = [(Felue) ase. =

I=19ANU; A



Kapitel 2

Das Daniell-Integral

2.1 Integrationsverbinde
Sei X eine Menge. Die Menge
RY:={f: f: X — R}

der Funktionen von X nach R ist ein R-Vektorraum, wobei Addition und Ska-
larmultiplikation punktweise definiert sind.
Betreffend die Bezeichnungsweise bemerken wir, dass damit R" in kanoni-

Quellen fiir diese Bezeichnungsweise angesehen werden. Die Menge RY ist die
Menge der Folgen reeller Zahlen, withrend [0,00)Y die Menge der Folgen nicht-
negativer Zahlen darstellt.

Seien f,g € R*. Dann sind Multiplikation fg und Ordnung f < ¢ punkt-
weise erklart, d. h.

fo(x) = fx)g(x) (reX),  f<g = [flr)<glz) (reX).

Und wir definieren

(fVg)(z) :=max{f(z),g(x)},  (fAg)(e):=min{f(z) g(z)} (zeX).

Definition. Eine Menge £ C RY heifit Vektorverband, wenn £ linearer Teilraum
ist, mit der zusétzlichen Eigenschaft
(i) f,geL = fVgeL.
Gilt aulerdem
(i) felL = fAleL,
so heit £ Stone’scher Vektorverband.

L, definieren!!!?7?
(M. H. Stone, 1903-1989, erwéhnen ?777)

69
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2.1.1 Bemerkungen. (a) Sei £ C R Vektorverband. Mit f,g € £ gilt dann auch

fhg=—=(=f)V(-g)e L.

Aus fe L folgt

ff==fvoecL, Positivteil von f,
fm=(=NreL, Negativteil von f,
fl=f"+f €L, Betrag von f.

(b) Sei £ CR¥ ein Teilraum, und fiir alle f € £ sei auch |f| € £. Dann ist
L ein Vektorverband. Seien namlich f, g€ £. Dann gilt

fvg==(f+9)+If—ygl) L.

N | —

Beispiele. (a) Sei X ein topoligischer (metrischer 777) Raum. Dann ist C'(X) =
{ feR¥: f stetig} ein Stone’scher Vektorverband.

(b) Sei @ C R" offen. Dann ist C.(€2) (siehe Abschnitt 1.2) ein Stone’scher
Vektorverband.

(c) Der Vektorraum T'(R"™) der Treppenfunktionen auf R™ ist ein Stone’scher
Vektorverband. Und zwar wurde in Abschnitt 1.1 gezeigt, dass mit f € T(R")
auch der Positivteil f* in T(R") liegt. Daraus folgt, dass T'(R") ein Vektor-
verband ist. Ist f € T(R"), so gibt es a,b€R", a < b, so dass f(x) =0 ist fiir
r €R"\ [a,b]. Daraus folgt fALl= fALlgyeT(R"). (1 oder 1 777)

(d) Die Menge C'(R) der stetig differenzierbaren Funktionen auf R ist kein
Vektorverband; siehe Aufgabe 777.

(e) Sei f: R — R stetig, f >0, f# 0 und f(0) =0. Dann ist lin{f} ein

Definition. Sei L ein Vektorverband. Ein lineares Funktional p: £ — R (Abbil-
dungen von einem Funktionenraum nach R oder C werden oft als Funktionale
bezeichnet!) heift

positiv, falls u(f) >0 fir alle fe L, .
Ein positives Funktional p heifit

o-stetig, falls p(f,) — 0 fur alle Folgen (f,) C L mit f1 > fo > --- > 0,
falz) =0 (n — o0) fir alle x € X.

Ist £ ein Vektorverband, pu: £ — R ein o-stetiges positives lineares Funktio-
nal, so heiBt p Elementarintegral (auch Daniell’sches Funktional), und (X, L, )
heiflt Integrationsverband.

Etwas zu Daniell 777
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2.1.2 Bemerkungen. Sei L ein Vektorverband, p: £ — R linear.

(a) Ist p positiv, so ist u monoton (isoton????), d.h. aus f,ge L, f < g
folgt u(f) < p(g). Die Ungleichung f < g bedeutet ja nichts anderes als g— f >
0, und daraus folgt 0 < u(g — f) = u(g) — p(f).

(b) Ist u positiv, so ist p genau dann o-stetig, wenn pu(f,) — p(f) fir alle
Folgen (f,) C £ mit f1 < fo < -+ < f, — [ € L punktweise (n — 00).

Um dies einzusehen, geniigt es zu bemerken, dass die Folge (f,) genau dann
monoton wachsend ist und punktweise gegen f konvergiert, wenn die Folge (f —
fn)n monoton fallend ist und punktweise gegen 0 konvergiert.

2.1.3 Beispiele. (a) Sei £ = R* (offenbar ein Stone’scher Vektorverband),
g € X, 0z L — R definiert durch d,,(f) := f(zo). Offenbar ist d,, linear,
positiv, o-stetig. ., heit (Dirac’sches) Deltafunktional.

(b) Sei Q@ CR" offen, £ :=C.(Q), p: L — R definiert durch das Riemann-
Integral,

u()i= [ fa)da.

Dann wissen wir, dass p linear und positiv ist. Die o-Stetigkeit wird eine Folge-
rung des folgenden Satzes sein.

2.1.4 Satz. (Satz von Dini) Zu Dini??? Sei X ein kompakter (metrischer ?2?)
topologischer Raum. Sei (f,) C C(X), fo 10 (n—o00). Dann gilt ||f.||., — 0
(n — o0). (Dabei bezeichnet | - ||, die Supremum-Norm.)

fu L 0 erklaren!!!?77?

Beweis. Sei € > 0. Fiir die offenen Mengen
[fo <] i={xeX; fulzx) <e}

gilt [fn <€ C [faq1 <] (nEN), Upenlfn <€l = X. Da X kompakt ist,
gibt es N € N, so dass [fy < ¢] = X ist. Somit gilt ||fn|, < €, und daher
| fall, < e fiiralle n > N. O

Bemerkung. Aquivalent zu der Behauptung in Satz 2.1.4 ist offenbar die folgende
Aussage: Aus (f) € C(X) fu T feC(X) folgt [|f — fullo — 0 (n— o0).

2.1.5 Folgerung. Sei 2 CR" offen, p: C.(Q) — R ein (beliebiges!) positives
lineares Funktional. Dann ist j o-stetig. (Insbesondere ist das Riemann-Integral
auf C.(Q2) o-stetig; siehe Beispiel 2.1.3(b).)

Beweis. Sei (f,) € C(2), f, | 0. Aus Satz 2.1.4, angewendet mit X = spt fi,
folgt || full, — 0 (n — o0). Es gibt g € C.(Q), 0 < g < 1, g(z) =1 fiir
alle = € spt f; (2 spt f, firalle n€N) (z.B. g := (1 —4d(-,spt f1)) VO fiir
d > 0 klein genug; vgl. Beweis von Lemma 1.2.9). Dann gilt 0 < f, < ||fall. 9
(neN), und daher 0 < pu(fn) < || fullo 1(g) — 0. O
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Etwas allgemeiner als fiir das Riemann-Integral kann ein solches Funktional
auch so entstehen: Fiir v € C(Q2), v > 0, setzt man

u(f) = / far()de  (feCQ).

Bemerkung. Die gleiche Behauptung wie in Folgerung 2.1.5 gilt auch fiir den Fall,
dass €2 ein lokalkompakter Raum ist. Fiir die Existenz der Funktion g im Beweis
wird dann das Lemma von Urysohn benétigt; siehe 777.

Beispiel. Sei L := T(R"™), p das Riemann-Integral. Dann ist offenbar u linear
und positiv. Die o-Stetigkeit wollen wir hier nicht zeigen (siehe aber Aufgabe
777). Sie wird sich spéter aus der o-Stetigkeit des Riemann-Integrales auf C.(R")
ergeben.

2.2 Mafle auf Ringen

In der Mafitheorie wird traditionell von ,,Volumina“ (Maflen) gewisser Mengen
ausgegangen, und damit werden Volumina fiir weitere, allgemeinere Mengen er-
kléart. In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen diesem Zugang und
den im letzten Abschnitt erklarten Elementarintegralen geklért.

Definition. Sei X eine Menge, A C P(X) (wobei P(X) ={A; AC X} die Po-
tenzmenge der Menge X bezeichnet). Das Mengensystem A heifit Ring (Men-
genring, Boole’scher Ring), wenn

(i) De A,
(i) A, BeA = AUBEcA,
(ili) A, BeA = A\BeA.
Das Mengensystem heifit o-Ring, wenn zusétzlich
(iv) (A CA = [JA €A
neN
Das Mengensystem heifit (o-)Algebra, falls A (o-)Ring ist und zusétzlich
(v) X € A.

Bemerkungen. Sei X eine Menge, A C P(X).

(a) Sei A ein Ring, A, B€ A. Dann gilt ANB = A\ (A\B) € A.

(b) Es gibt einen kleinsten Ring ring(.A), der A enthilt. Dieser heifit von A
erzeugter Ring. Und zwar erhélt man ring(A) als

ring(A) = ﬂ B.

BCP(X),B Ring, ACB
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Fiir diese Aussage verweisen wir auf Aufgabe 777.

(c) Entsprechend Teil (b) erhélt man auch einen von A erzeugten o-Ring
o-ring(A), eine von A erzeugte Algebra alg(A) und eine von A erzeugte o-
Algebra o-alg(.A).

Definition. Sei Sei X eine Menge, A C P(X) ein Ring. Eine Abbildung p: A —

[0,00) (eine solche Abbildung nennt man auch ,Mengenfunktion®, d. h. eine fiir
Mengen definierte Funktion) heifit Inhalt auf A, wenn

(i) u(®) =0,
(i) A, BeA, ANB=0 = p(AUB) = u(A)+ u(B) (Additivitit von ).
Gilt zusétzlich

(i) fiir jede Folge (A,), C A, A1 D Ay D -+, ﬂ Ay =0 gilt u(A,) — 0
(n — oo0) (0-Stetigkeit von p), neN

so heiit u Mafs.
Das Tripel (X, A, u) heit elementarer Mafraum, falls A C P(X) ein Ring
und p ein MaBl auf A ist.

Beispiel. Das Mengensystem A := {A CR" A Jordan—messbar} ist ein Ring,
und durch p(A) := [14(z)dz ist ein Mafl gegeben. Alle diese Eigenschaften
bis auf die (-Stetigkeit folgen direkt aus Eigenschaften des Riemann-Integrales.
Fiir die (-Stetigkeit verweisen wir auf spéter; sie folgt aus der o-Stetigkeit des
Riemann-Integrales; vgl. 777

2.2.1 Bemerkungen. Sei X eine Menge, A C P(X) ein Ring.
(a) Eine Mengenfunktion p: A — [0,00) ist genau dann ein Maf}; wenn die
folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(1) u(®) =0,

(i)’ p ist o-additiv, d. h. fiir jede Folge (A,), C A, bestehend aus paarweise
disjunkten Mengen (A,, N A, = 0 fir m # n), fur die |J,_, 4, € A ist, gilt

ulJ Av) =D nlAn).

Um die Notwendigkeit dieser Bedingungen einzusehen, wéahlen wir eine Folge
(Ay) wiein (ii). Mit A :=J,cy4n (€A), B, = A\ U;_; Ax gilt B, | 0 (d.h.
By 2By D ..., NyenBn = 0), also p(B,) — 0 (n — oo), nach Bedingung
(iii). Daher, unter Beachtung von (ii), p(B,) = u(A) — w(Ur_, Ax) = p(A) —
S 1(Ag) — 0.

Fiir die andere Richtung zeigen wir zunéchst (ii): Seien A, B€ A, ANB = .
Wir betrachten die Folge A, B, 0,0, ... Aus (ii)’ folgt u(AUB) = u(A)+ u(B) +
0+0+4---=pu(A)+ u(B). Fir den Beweis von (iii) sei (4,), C A, A, | 0. Fiir
neN gilt A, = U, Ak \ Ag+1, und dies ist eine disjunkte Vereinigung. Nach
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(i) gilt p(A,) =D oo, 1(A\Ag41), und dies ist der Reihenrest der konvergenten
Rethe Y7 pu(Ak\ Ag1) (= p(Ar)); somit folgt p(A,) — 0 (n — 00).

(b) In der sonstigen Literatur iiber Mafitheorie - hier sei verwiesen auf Bauer

sen!), mit den Eigenschaften (i),(ii). Ist zusétzlich p o-additiv (im erweiterten
Sinn), so heifit p Prdmaf. Ein Ma$ ist dann ein Pramafl auf einer o-Algebra.
Siehe dazu Aufgabe 77?7 (Mengen mit p(A) < oo sind Ring)

Definition. Sei X eine Menge, A C P(X). Dann bezeichnet
S(A) :==lin{14; A€ A}
(,5“ fiir ‘simple’) den Raum der A-Treppenfunktionen.

2.2.2 Lemma. Sei X eine Menge, A C P(X) ein Ring.
Sei f € S(A). Dann gibt es n € N, By,...,B, € A paarweise disjunkt,
bi...,b, €R, so dass

f= Z bilg, ( ,disjunkte Darstellung® von f).
k=1

S(A) ist ein Stone’scher Vektorverband.

Beweis. (siehe Beweis von Satz 1.1.4) Sei f € S(A). Dann hat f eine Darstellung
f=>0 akla,. Fir 0 # J C{1,...,m} definieren wir

aJ::Zaj, AJ::(ﬂAj)\( U Aj)EA.

jeJ jed Fe{l,m\J

Die Familie (Aj)pzscqi,.m} ist eine disjunkte Uberdeckung der Vereinigung
Uiz, Aj, und es gilt
f= Z ajla, .

0£IC{L,..m}

Sei f = > p_ bglp, eine disjunkte Darstellung von f. Dann gilt |f]| =
Y peq k|1, € S(A), und daraus folgt, dass S(A) ein Vektorverband ist. Ebenso
erhdlt man fA1l = Y ;_ (by A1l)1lg, € S(A), womit gezeigt ist, dass S(A)
Stone’sch ist. O

Bemerkungen. (a) T(R™) = S({[a,b]; a,b € R", a < b}) ist ein Stone’scher
Vektorverband (siehe Satz 1.1.4), obwohl die Menge {[a, b; a,b € R", a < b}
kein Ring ist. Der Grund dafiir wird aus dem néchsten Lemma ersichtlich sein,
und damit erhalten wir auch einen erneuten Beweis fiir diese Tatsache.

(b) Im Allgemeinen ist S(A) kein Vektorverband; fiir ein Beispiel verweisen
wir auf Aufgabe 777
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2.2.3 Lemma. Sei X eine Menge, und A C P(X) sei N-stabil (d. h. fir alle
A,Be A gilt AnNBe A). Dann gilt

ring(A) = B:={BC X;13€S(A)},
S(A) = S(ring(A)) .

Insbesondere ist S(A) ein Stone’scher Vektorverband.

Beweis. Zuerst beweisen wir, dass das Mengensystem B ein Ring ist. Es gilt
1y = 0€ S(A), und damit ist (i) erfiillt. Seien A, B € B, also 14 =>"", ¢;14,,

j=1

1B = Z::ldk]‘Blw mit Cl,...,Cm,dl,...,dn GR, Al;---aAmyBl---an € ./4
Dann gilt

1y =141 = chdk]‘Aj]‘Bk = chdklAijk € S(.A)
J:k J:k

Daher 14, = 14+ 1 — 14q5 € S(A), also ist auch (ii) erfiillt. Ebenso ist
1ap =1aup — 15 € S(A), und damit ist auch (iii) erfiillt.
Offenbar ist A C B. Sei B’ ein Ring, A C B’. Dann gilt S(A) C S(B'), und
daher
BC{BCX;1zeS8(B)} =8,

wobei die letzte Gleichung aus Lemma 2.2.2 folgt. Damit ist B der kleinste das
Mengensystem A enthaltende Ring, und die erste Behauptung ist bewiesen.
Die zweite Behauptung folgt aus der Inklusionskette

S(A) C S(ring(A)) =lin{lp; 1€ S(A)} C S(A),
wobei die mittlere Gleichung aus dem ersten Schritt folgt. O
Zwischentext!!?77?7

2.2.4 Satz. Sei X eine Menge, A C P(X) ein Ring, pu ein Inhalt auf A.
(a) Dann ist die Linearisierung u*: S(A) — R won pu,

s <Z leA,j> =Y enldy),
=1 j=1

wohldefiniert und ein positives lineares Funktional.
(b) p ist genau dann ein Map, wenn p* o-stetig ist.

Beweis. (a) Fiir die Wohldefiniertheit gentigt es zu zeigen: Aus Z?Zl ¢jla, =0
folgt Z?Zl cipu(A;) = 0. Da A ein Ring ist, gibt es By, ..., B,, € A paarweise
disjunkt, so dass

k=1,..., m, BkgAJ
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fiir alle 7 =1,...,n. Daher gilt

u 1 falls B, C A,
1Aj :Zajlek’ mit Oéjk:{ =
1 0 sonst.

Aus 0 = )]
Auflerdem

iicila, = D0 cjagplp, folgt Y70 cjag, =0 (b =0,...,m).

p(A) = apu(Be)  (padditiv).

Damit folgt schlie8lich

n

Do nlAy) =Y agn(By) = Z<Z Cjajk)M(Bk) =0.

j=1 g,k k J

Die Linearitéit und die Positivitit von p* sind dann klar.

(b) Nehmen wir an, dass p ein Maf ist. Sei (p,) € S(A), ¢, | 0.

Wir bemerken zunéchst, dass [p; > 0] € A gilt. (Entsprechend einer schon
im Beweis von Satz 2.1.4 benutzten Bezeichnungsweise definieren wir [f > o] :=
{r € X; f(z) > a}, fir Funktionen f € R* und a € R, und entsprechend
If = al, [f <a], [f <al].) Selen € >0, A, :=[p, >¢] (ne€N). Dann gilt
A, | 0, und daher u(A,) — 0. Also gibt es N €N mit u(Ay) <e. Fir n > N
gilt

0 < pH(n) < pH(on) < " (elipso + 191l 1ay) <e(u(fer > 0]) + [lorll) -

Es folgt u%(¢n) — 0 (n — o0).
Sei andererseits u” o-stetig, (A4,) €A, A, 0. Es folgt 14, | 0, und daher
1(Ay) = p*(1a,) = 0 (n— 00). O

2.3 Der Fortsetzungsprozess, Oberintegral

In diesem Abschnitt sei (X, L, ) ein Integrationsverband.

In einem doppelten Fortsetzungsprozess werden wir p auf alle Funktionen
f: X — [—00,00] zum ,Oberintegral® p* fortsetzen. Spéter werden die Funk-
tionen ,aussortiert” auf denen p* ,gute” Eigenschaften hat.

Definition. Wir definieren
‘CT = {Supfn € (—OO,OO]X; (fn) - £7 fl < f2 <. } .

Dabei wird sup f,, punktweise gebildet, (sup f,)(z) := sup fn(x) € (—o0, o], fiir
rx e X. Fir f =sup f, € L; definieren wir das Oberintegral

we(f) = sggu(fn) :

(Dass p* wohldefiniert ist, wird anschlieBend gezeigt.)
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Notationen???: f, 1i<—= fAi < o< ..., u 1 f <= f. T und f, —
f punktweise.

2.3.1 Lemma. (a) Set (fn) C »C; g E,C, fnT; Supfn = g- Dann ngt Supﬂ(fn) >

1(g).
(b) Seien (fn),(gn) € L, ful, guT, sup fu = sup g,. Dann gilt sup p(fn) =
sup p(gn). Insbesondere folgt die Wohldefiniertheit des Oberintegrals, und es folgt

1 (f) = u(f) fiir alle feL.

Beweis. (a) Fir n € N sei g, := fuAg (€ L). Aus sup f, = g folgt g, T g.
Die o-Stetigkeit von p impliziert daher u(g,) — w(g). Aus g, < f, folgt
1(gn) < p(fn) (n€N), und daraus p(g) = lim p(g,) < sup p(fn)-

(b) Aus (b) folgt sup u(fr) = p(g,) fiir alle n € N, und daraus folgt die erste
Behauptung.

Aus sup f, = supg, folgt somit sup u(f,) = sup p(g,) und damit die Wohl-
definiertheit des Oberintegrals.

Mit der konstanten Folge (f,.), fn:=f (n€N), gilt p*(f) = lim u(f,)

u(f). 0

Rechenregeln mit oo erkléren!???

2.3.2 Satz. Fir die Menge Ly und das Oberintegral p* gult:

(a) Aus feLly, a=0 folgt af € Ly, p*(af) =ap*(f).

(b) Aus f,g€ Ly folgt f+g€Ly, w(f+g)=wp(f)+u(g).

(c) Aus f,g € Ly, f < g folgt p*(f) < p*(g). (Monotonie, Isotonie???
Interpunktion???)

(d) Aus f,ge Ly folgt fAg, fVgeL,. Ist L Stone’sch, so gilt fA1e L,
fiir alle fe L.

(e) Aus (fn) C Ly, ful folgt f:=sup f,€ Ly, p*(f) =supp*(fn). (mono-

tone Konvergenz Interpunktion???)

Beweis. (a), (b) und (d) sind klar.

(c) ist Lemma 2.3.1(b).

(e) Fiir alle n € N gibt es eine Folge (f,;); € £ mit f,; T fn (j — o0). Fiir
j € N definieren wir

fi=FfViyV...Vf; (€L).
Offenbar ist ( fj)J eine aufsteigende Folge, und aus fj < fivVAiV ...V =
fi <f (jeN) folgt supf; < f. Fir 1 <n < j gilt f,; < f;, und daraus
folgt f. = sup; fn; < sup; fj, sup, fn < sup; f;. Somit gilt f = sup; f; € Ly,
w(f) = sup; p(f;) < sup; p(f;) < i (f)- O
Bevor wir den zweiten Fortsetzungsprozess definieren, soll untersucht werden,

wie die Funktionen in C.(U);, fiir U C R"™ offen, beschrieben werden kénnen.
‘Ordnung’ auf [—oo, 00|, [f > a]!??? erkléren.
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Definition. Sei X ein metrischer (oder topologischer???) Raum, f: X —
[—o0, o).

Die Funktion f heiflt nach unten halbstetig (halbstetig nach unten???), wenn
die Menge [f > a] fur alle a € R (oder a € [—o0,00]777?) offen ist.

In Aufgabe 777 soll gezeigt werden, dass f genau dann nach unten halbstetig
ist, wenn f(z) < liminf, ., f(y) fir alle z € X gilt.

Beispiele. (a) Die Funktion f: R — R,

1
) = l falls x # 0,
0 falls =0

ist nach unten halbstetig.
(b) Ist VC R", soist 1y: R" — R genau dann nach unten halbstetig, wenn
V' offen ist.

2.3.3 Lemma. Sei X ein metrischer (oder topologischer???) Raum, F C
[—00,00]%, und jede Funktion f € F sei nach unten halbstetig.
Dann ist supsex f nach unten halbstetig.

Beweis. Sei a € R (oder a € [—00,00]?77). Dann gilt

[Supf>a]:{x€X;esgibt f € F mit f(ac)>a}

ferF
= U{xEX;f(x)>a}: U[f>a].

feF feF

Da [f > a] fiir alle f € F offen ist (und die Vereinigung offener Mengen offen),
folgt die Behauptung. n

Wir bemerken, dass Lemma 2.3.3 auch fiir den Fall von Interesse ist, dass
alle f € F stetig sind. Es ist leicht, Beispiele zu finden, fiir die letzteres gilt, die
Funktion sup;.r f jedoch nicht stetig ist.

2.3.4 Satz. Sei U CR" offen, f: U — [0,00]. Dann sind dquivalent:

(o) feC(U),
(B) f ist nach unten halbstetig.

Beweis. (a) = (B) folgt aus Lemma 2.3.3.

(B) = (o) (i) Sei V C U, V offen, f = 1y. Es gibt eine Folge (¢;)jen C
C(U), 01 <o <... <1, sptp; CV (j€EN, so dass sup; p; = 1y ist;
siehe Satz 1.6.7. Damit gilt 1, € C.(U);.

(ii) Sei f nach unten halbstetig und beschriankt; ohne Einschréinkung 0 <
f < 1. Fiir €N definieren wir

27
f] = 27J Z 1[f>k2*j] .
k=1
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Nach (i) und Satz 2.3.2(b) ist f; € C.(U);. AuBerdem gilt f; T f, und daher
f€C.(U)y, nach Satz 2.3.2(c).
(iii) Allgemeiner Fall. Fiir £ € N ist f Ak nach unten halbstetig, da

[f > a] falls a < k,
Nk >al =
4 l {@ falls a > k.
und es gilt fAk T f. Wegen (ii) ist fAk € C.(U); (ke€N), und aus Satz 2.3.2(c)
folgt feC.(U);. O

Beispiele. (a) Ist {mj; VS N} =[0,1]NQ eine Abzéhlung der rationalen Zahlen
des Intervalls [0,1], (r;) € (0,00), > jenry < 1/2, U= U, en(®j — iz +15),
so ist 1y € C.(R)y, aber 1y nicht Riemann-integrierbar; siche Bemerkung 1.6.4.

(b) Ist U C R"™ offen, f: U — R Riemann-integrierbar auf U, p: C.(U) —
R das Riemann-Integral, so gibt es g € C.(U);, g < f, g Riemann-integrierbar,
mit

w(o) = [ f@)do = [ g(o)de.

(Tatséchlich gilt f(z) = g(x) ,fast iiberall“, in einem spéter préizisierten Sinn.)

Beweis. Nach Satz 1.2.8 gibt es eine Folge (p;) in C.(U), alle ¢; < f, mit
[ ¢; — [ f; ohne Einschrinkung ¢;71. Fiir g :=supy; gilt g€ C.(U)y, g < f,

pw*(g) =sup [¢; = [ f. AuBerdem gilt p*(9) < [g < [¢g < [ f, und damit ist

g Riemann-integrierbar, mit [ g = p*(g). O
Im zweiten Teil des Fortsetzungsprozesses wir das Oberintegral fiir alle (1)
Funktionen erklért.

Definition. Fiir f € [—00,00]* definieren wir das Oberintegral von f,

w(f) =mf{p*(9); gLy, f<g}.

Dabei ergibt sich p*(f) € [—o00, 0], und insbesondere ist p*(f) = oo vereinbart,
falls es keine Funktion g € £y mit f < g gibt. Es ist klar, dass die Definition
konsistent mit der bisherigen Definition von p* auf £; ist.

AusBlerdem definieren wir das Unterintegral von f,

p(f) 1= = (=) -

(Also gilt ,,pu.(f) = sup{u.(9); g€ L], g < f}“, mit geeigneten Definitionen von
L, und p, auf L£|. Diese Bemerkung soll nur dazu dienen, den anschaulichen
Sinn des Begiffes ,, Unterintegral“ hier zu motivieren; siehe auch Lemma 1.2.1(a).



30

2.3.5 Lemma. (a) Aus f,g € [—o0,00]%, f < g folgt p*(f) < u*(g). (Mono-
tonie, Isotonie???)

(b) Aus f €[—00,00]%, a >0 folgt p*(af) = ap*(f).

(c) Aus f,g € [—o0,00]* folgt pu*(f +g) < u*(f) +p*(g). (Dabei definieren
wir in der Summe f+ g oder p*(f)+ u*(g) eventuell vorkommende Ausdriicke
00 — 00 oder —oo + oo hier als 00.)

() Fir alle | €[~o0,00]% gilt () < 5(})-

Beweis. (a) und (b) sind klar.

(c) Ohne Einschrénkung seien p* (f) < oo, p* (g) < oo. Sind ¢, ¢ € Ly,
<y, g<¢,danngilt p+1¢ €Ly, f+9 < ¢+ (man beachte, dass ¢ und ¢
nirgend —oo sein kénnen, so dass die Ungleichung auch mit der vorgenommenen
Setzung gilt),

P (f+9) <o +v) = (o) + 1 (),
wobei in der letzten Gleichung Lemma 2.3.2(b) benutzt wurde. Durch Infimum-
bildung iiber ¢ und ¢ folgt die Behauptung.

(d) GeméB der Setzung in (c) gilt f + (—f) > 0. Damit folgt 0 < p*(f +
(—f)) < p'(f) +p*(—f), und dies impliziert —p*(—f) < p*(f). (Wir merken
an, dass die letzte Implikation auch gilt, falls einer der Terme p*(f) oder p*(—f)
gleich —oo ist, da dann der andere gleich oo ist.) Il

2.4 Integrierbare Funktionen, erste Eigenschaf-
ten

In diesem Abschnitt sei (X, L, i) ein Integrationsverband.
Definition. Sei f: X — [—00,00].

Die Funktion f heifit integrierbar (oder p-integrierbar), wenn —oo <
wi(f) = p*(f) < oo. Die Menge der integrierbaren Funktionen wird mit £;(u)
(oder L£1(X, L, 1)) bezeichnet. (Das Symbol £ in der Bezeichnung £, ist nicht
mit dem Symbol L fiir den Vektorverband verkniipft; wenn zum Beispiel (Y, C, v/)
ein Integrationsverband ist, wird die Menge der r-integriebaren Funktionen mit
L1(v) = L1(Y,K,v) bezeichnet.)

Fir f € £y(p) definiert man das Integral (oder v-Integral)

u(f) = / f(2) dpu(zr) = / fdu = (f) (= m(f)).

Fiir das Riemann-Integral p: C.(U) — R, wobei U C R" offen ist, heiflen die
p-integrierbaren Funktionen auch Lebesque-integrierbar; in diesem Fall schreibt

o [tan= [ syaa= [ rax:

dabei ist A" = p das n-dimensionale Lebesque-Integral.



Bemerkungen. (a) Fir f € L ist p.(f) = —p*(=f) = —p(=f) = p(f) =
1 (f) €R, und daher gilt £ C Ly(u).
(b) Ist f € Ly, so ist u.(f) = p*(f). Ist zusétzlich p*(f) € R, dann ist

feLi(p).

Beweis. Es gibt (f,) € L, fau T f, und daraus folgt u*(—f) < infu(—f,) =
—sup pu(fn) = —p*(f), pe(f) = —p*(=f) = p*(f). =

(Spéter wird die Gleichheit ,,£q(p) = L4 N Ly (1) — L4 N Ly (1) gezeigt. Hier
gibt es ein Problem mit der Addition, da —oo und oo als Werte der Funktionen
vorkommen konnen; sieche dazu Satz 77.)

(¢) Definiert man fiir f: X — [—00,00] das , u-Riemann-Oberintegral“

/fﬁzinf{uw;weﬁ, <o},

so gilt offenbar p*(f) < f_f Entsprechend gilt _f f=- I(—f) < ps(f).

Ist f ,Riemann-integrierbar®, das heifit [ f = f f € R, so folgt die u-
Integrierbarkeit von f. B
Ist U CR" offen, so folgt insbesondere R(U) C L1(A"™).

Im folgenden Satz wird Integrierbarkeit charakterisiert. Dabei ist Eigenschaft
(B) analog zur Charakterisierung von Riemann-Integrierbarkeit in Satz 1.2.4 und
Satz 1.2.8.

2.4.1 Satz. Sei f: X — [—o00,00|. Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent:
() f ist p-integrierbar;
(B) fir alle € > 0 gibt es g,h € LyNLy(pn), —g < f < h, so dass p*(h —
(_g)> < g,
(7) es gibt (p;) € L mit p*(If — ;) =0 (j—o00).

Beweis. (o) = () Nach Definition gibt es h,ge€ Ly, f < h, p*(h) < p*(f) +
—f<g, 1 (9) < (=f)+5=—w(f)+ 5. Damit folgt p*(h +g) = p*(h)

Y

+ 1[0}

w(g) < (f) = p(f) +e=e.

(B) = (v) Se e > 0. Wir wihlen g,h € £; gemiB (3). Wegen p*(h) < oo
gibt es p € £ mit u(yp) = p*(h) — e, und mit Satz 2.3.2(b) folgt p*(h — ¢) =
wr(h) + p* (=) = p*(h) — ()<5.Damitgilt

W (If =) <p (If =l + b —el) < p(If = hl) + 1" ([h = ¢])
<p'(h+g)+e< 2.

Damit erhélt man die behauptete Folge.
(7) = (a) Sei € > 0. Nach Voraussetzung gibt es ¢ € £ mit p*(|f—¢|) <e
Daher gibt es g€ £; mit |f — | < g, p*(g) <e.
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Es folgt f < o+gely, p*(f) < p(p+g9) <ple)+e, —f < —p+yg,
©

W (=f) < p(—p+g) < u( @)+e = —p(p)+e, und daher p(p)—e < —p*(—f) =
e (f) < (f) < ) +
Damit gilt p.(f) = (f) eR. O

Die Menge Li(u) ist im Allgemeinen kein Vektorraum, da Funktionen in
f € L1(p) Werte oo annehmen diirfen und dann zunéchst unklar ist, in welchem
Sinn f + (—f) =0 gelten kénnte. Aber immerhin hat £4(u) Verbandsstruktur,
wie im folgenden Satz gezeigt wird.

2.4.2 Satz. Ly(p) hat die folgenden Figenschaften.

Definition. Wir definieren L;¢(y) := £;() NR¥. (Das heiflt, dass wir nur die
Funktionen zulassen, die ihre Werte schon in R annehmen. Spéater wird gezeigt,
dass L1¢(p) ,im Wesentlichen“ schon L£;(u) ist; siche 777)

2.5 Konvergenzsitze, Nullmengen

In diesem Abschnitt sei (X, L, ) ein Integrationsverband.
Der erste Satz ist einer der ,groflen Sitze“ aus der Maf- und Integrations-

theorie. Er betrifft gar nicht direkt integrierbare Funktionen, und wir hétten ihn

auch schon in Abschnitt 2.3 beweisen kénnen.

X

2.5.1 Satz. (Satz von der monotonen Konvergenz) Sei (f,) C [—oo,00]" eine

aufsteigende Folge, p*(f1) > —oo. Dann gilt p*(sup,, fn) = sup,, #*(fn)-

Beweis. Die Ungleichung ,,>* ist klar, da sup,, f,, > f; und daher p*(sup, f,) >
w(f;) fiir alle j €N.

Da die Ungleichung ,,<“ klar ist, falls sup pu*(f,) = oo ist, setzen wir jetzt
voraus, dass sup u*(f,) < oo gilt.

Sei € > 0. Wir zeigen: Es gibt eine Folge (¢,) C L1, gnT, fo < gn, 1 (gn) <
w(fn) + ¢ fir alle n e N.

Fir neN gibt es h,, € £y mit f, < hy,

W (hy) < pt(fn) +27". (2.5.1)

Wir setzen ¢, == hyV ... Vh, (€ L;; siche Satz 2.3.2(d)) und zeigen p*(g,) <
w(fn) + (1 —27™)e durch Induktion. Die Aussage ist klar fiir n = 1. Fiir den
Induktionsschritt von n nach n+1 bemerken wir ¢g,.1 = ¢,Vhni1 = gn+ o1 —
gn A\ hpy1 (wobei die letzte Gleichheit aus der fiir reelle Zahlen a,b geltenden
Beziehung aVb+aAb=a+b folgt). Damit schéitzen wir ab, unter Benutzung
von Satz 2.3.2(b) in der ersten Umformung:

W (Gn1) = 1 (gn) + 1 (Pngr) = 1 (g A Pygr)
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(Jetzt wird die Induktionsvoraussetzung benutzt, auBerdem (2.5.1) und
gn A hn+1 2 hn A fn+1 > fn)

< (W (fu) + (1 =27")e) + (1" (fagr) + 27" e) — 1" (fa)
= p*(farr) + (1= 27" e

Mit der soeben konstruierten Folge (g,,) gilt f :=sup f, < g :=supg, € Ly,
und aus Satz 2.3.2(e) folgt p*(g) = sup p*(gn) < sup u*(fn) + €.

Daraus folgt p*(sup, f,) = inf{x*(g); g € Ly, sup, fu < g} < sup, p*(fn).
O

2.5.2 Folgerung. Die Fortsetzung von u auf Ly1¢(p) ist o-stetig.
Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 2.5.1 und Bemerkung 2.1.2(b). O

2.5.8 Bemerkung. Da die Menge R(R") der Riemann-integrierbaren Funktio-
nen Teilmenge von L;¢(R", C.(R™), \") ist, erhalten wir insbesondere, dass das
Riemann-Integral auf R(R"™) o-stetig ist. Die Anwendung von Satz 2.2.4 ergibt
dann, dass das Volumen (der Jordan-Inhalt) auf dem Ring der Jordan-messbaren
Teilmengen von R" o-additiv, also ein Maf, ist.

2.5.4 Folgerung. (Satz von der monotonen Konvergenz, Satz von Beppo Levi)
Sei (fn) eine Folge in Li(p), fo 1 f, sup [ frndp < oco. Dann gilt [ € Li(p),
sup [ fudu = [ fdu (oder, anders ausgedriickt, [ f,dp— [ fdu).

Beweis. Aus f, < f folgt p.(fn) < pe(f) < p*(f) fir alle n € N. Nach

Satz 2.5.1 gilt aber Sup a(f) = sup i*(fa) = 1°(f), woraus pa(f) = () € R
folgt. Somit gilt f € Lq(n) und die behauptete Gleichung. O

Natiirlich gilt Folgerung 2.5.4 entsprechend auch fiir monoton absteigende
Folgen von Funktionen.

Bemerkung. Der Satz von der monotonen Konvergenz in der Urform von
Satz 2.5.1 ist der einzige ,,schwere“ Satz in dem bisherigen Aufbau der Maf-
und Integrationstheorie. Die anderen bisher vorgestellten Begriffsbildungen und
Herleitungen mogen zwar abstrakt und komplex und in ihren Verzahnungen
gewOhnungsbediirftig erscheinen, aber ein Riickblick zeigt, dass alle Argumen-
tationen bisher ziemlich zwangslidufig und ohne groBe Uberraschungen verliefen.
Der Satz von der monotonen Konvergenz in der Form von Folgerung 2.5.4 ist
von nicht zu iiberschétzender Bedeutung in der Integrationstheorie, und er ist
die Quelle von zwei weiteren duflerst wichtigen Konvergenzsitzen (Satz 777 und
Satz 777). Diese drei Sétze kann man insofern als ,dquivalent” bezeichnen, als
sich aus jedem der drei Siatze die anderen beiden ,leicht* herleiten lassen. Dafiir
verweisen wir auf Aufgabe 777
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2.5.5 Satz. (Satz von der majorisierten Konvergenz, Satz von Lebesgue) Sei
(fn) eine Folge in Li(pn), f€[—o00,00%, he Li(u), und es gelte

(i) fulz) — f(z) (n— o0) fir alle z€ X,
(ii) [f(z)] < h(x )fu'ralle reX, neN.

Dann gilt € Ly(p), [ fodp— [fdu (n— ).

Beweis. Fiir n € N sei f, 1= SUp;s, [, fo = infjz, fj. Aus Folgerung 2.5.4
folgt fn, fn € L1(p). (Zum Beispiel fiir fo: Mit for i= max, i<k fi gilt fur T fa
(k — 00), und aus p*(for) < p*(fn) < p(h) folgt fo € L1(p). Fiir f, wird die
,absteigende Version“ von Folgerung 2.5. 4 benutzt.) Auferdem gilt f, | f, Ju 1
f, damit nach Folgerung 2.54 f € Ly(p), lim [ f, d,u = [ fdu = lim [ f,dpu.
Aus f, < < foo [ fadp < [ fodp < [ fudp (n € N) folgt somit auch
ffndu—>ffdu (n — o0). O

2.5.6 Satz. (Lemma von Fatou) Sei (f,,) eine Folge in Li(n), fn =20 (neN),

sup [ f dp < oo.
Dann gilt iminf f,, € £L(p),

/hmmffn dp < hmlnf/fn du .

Beweis. Fir n € N definieren wir f, :=inf;>, f;. Dann gilt f, T liminf f,, und

aus fp, < f; (j = n) folgt J Sndp < infjs, [ fjdp < lim 1nf [ f; dp. Wie im Be-
weis von Aus Folgerung 2.5.4 folgt nun liminf f, € £;(p f liminf, . f,dp =

hmffn dp < liminf; [ f;dp. [l



