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Sei

〈f, g〉 := 1

2π

2π∫
0

f(x)g(x)dx for all f, g ∈ L2
2π .

Wir betrachten

Snf(x) :=
a0
2

+
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) = 〈f,Dn(◦ − x)〉 ,

mit den Koeffizienten

a0 :=
1

π

2π∫
0

f(t)dt, ak :=
1

π

2π∫
0

f(t) cos kt dt, bk :=
1

π

2π∫
0

f(t) sin kt dt .

Der Dirichlet-Kern sei gegeben durch

Dn(x) := 1 + 2
n∑
s=1

cos sx =

{
sin(2n+1)x

2

sin x
2

, for x /∈ 2πZ ,
2n+ 1 , for x ∈ 2πZ.

Zeigen Sie

Dn

(
2kπ

2n+ 1

)
= 0 (k = 1, . . . , 2n).

Wir definieren die de la Vallée Poussin Kerne ϕMN , für N,M ∈ N und N ≥ M ,
durch

ϕMN (x) :=
1

2M
√
2N

N+M−1∑
m=N−M

Dm(x) .



Zeigen Sie,

ϕMN (x) = 1√
2N

(
1 + 2

N−M∑̀
=1

cos `x+ 2
N+M−1∑
`=N−M+1

N+M−`
2M

cos `x

)
= 1√

2N

(
DN−M(x) +

M−1∑
k=−M+1

M−k
M

cos(N + k)x

)
ϕMN

(
kπ
N

)
= 0 (k = 1, . . . , 2N − 1).

Der zugehörige trigonometrische Interpolationsoperator LMN : C2π → C2π ist
durch

LMN f(x) :=
1√
2N

2N−1∑
s=0

f
(sπ
N

)
ϕMN

(
x− sπ

N

)
gegeben. Zeigen Sie,

LMN f

(
kπ

N

)
= f

(
kπ

N

)
∀k ∈ Z .

Für s = 0, . . . , 2N − 1, definieren wir die Translate

ϕMN,s(x) := ϕMN

(
x− sπ

N

)
.

Zeigen Sie: ϕMN,s
(
kπ
N

)
=
√
2Nδk,s, für k, s = 0, . . . , 2N − 1.

Sei
V M
N := span

{
ϕMN,s : s = 0, . . . , 2N − 1

}
.

Zeigen Sie: Für alle k ∈ N0, sei k ≡ `mod 2N , mit 0 ≤ ` ≤ 2N − 1. Dann gilt

LMN cos(k◦)(x)

=


cos `x , falls 0 ≤ ` ≤ N −M ,
M+(N−`)

2M
cos `x+ M−(N−`)

2M
cos(2N − `)x , falls N −M < ` < N +M ,

cos(2N − `)x , falls N +M ≤ ` ≤ 2N − 1 ,

LMN sin(k◦)(x)

=


sin `x , falls 0 < ` ≤ N −M ,
M+(N−`)

2M
sin `x− M−(N−`)

2M
sin(2N − `)x , falls N −M < ` < N +M ,

− sin(2N − `)x , falls N +M ≤ ` ≤ 2N − 1 .



Die Gram-Matrix
GM
N :=

(
〈ϕMN,r, ϕMN,s〉

)2N−1
r,s=0

kann in der Form
GM
N = F2ND

M
N F2N ,

mit der Fourier-Matrix

F2N :=
1√
2N

(
e−

2πirs
2N

)2N−1
r,s=0

,F2N = (F2N)
−1

und der Diagonal-Matrix DM
N = diag(dMN,r)

2N−1
r=0 geschrieben werden.

Zeigen Sie:

dMN,r =

{
M2+(N−r)2

2M2 , falls N −M < r < N +M ,
1 , sonst .

Sei Nj := c2j mit c ∈ N und

Mj :=

{
2j−λ, falls j ≥ λ ,
1 , falls j < λ

und λ ∈ N0. Wir fordern

〈φj,k, ψj〉 = 0 , für alle k = 0, . . . , 2Nj − 1

und

ψj

(
(2m+ 1)π

2Nj

)
=
√

2Njδm,0 , for all m = 0, . . . , 2Nj − 1 .

Es existiert eine eindeutige Funktion mit

ψj(x) :=
√
2φj+1

(
x− π

2Nj

)
− φj

(
x− π

2Nj

)
.

Für die Translate ψj,n(x) := ψj(x − nπ
Nj
), n = 0, . . . , 2Nj − 1, gilt die Verfeine-

rungsgleichung

ψj,n(x) =
1√
2
φj+1,2n+1(x)−

1

2
√
Nj

2Nj−1∑
s=0

φj,s

(
(2n+ 1)π

2Nj

)
φj+1,2s(x)

sowie

ψj+1(x) =
√
2ψj(2x)

1 + cos(x− π
2Nj+1

)

2
.


