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Kapitel 1

Problemstellung

Viele physikalische Vorgidnge werden mathematisch durch Differentialgleichungs-
systeme modelliert. Gibt es im physikalischen System allerdings Finschrankun-
gen an den Zustand durch Erhaltungsgleichungen (etwa in der Art der Kirch-
hoff’schen Gesetze) oder Zwangshedingungen (etwa Finschrinkung der Bewe-
gung eines Massepunktes auf eine vorgegebene Fliche), so kann das mathe-
matische Modell neben Differentialgleichungen auch algebraische Gleichungen
beinhalten. Man nennt solche gemischten Systeme nach diesen beiden Bestand-
teilen auch differentiell-algebraische Gleichungssyteme. Die allgemeinste Form
differentiell-algebraischer Gleichungen ist gegeben durch

F(t,z,4) =0, (1.1)

wobei & die Ableitung von = nach ¢ bezeichnet. Dabei ist die Funktion F ge-
gebhen, wihrend eine Funktion 2 gesucht ist, die in einem vorzugebenden Sinn
die Gleichung (1.1) l6st. In den FEigenschaften dieser Gleichung werden sich
die Eigenschaften sowohl von Differentialgleichungen wie auch von algebrai-
schen Gleichungen wiederfinden lassen. Aber es ist auch das Auftreten neuer
Phinomene denkbar.

Beispiel 1 Um ein mathematisches Modell fiir die Aufladung eines Kondensa-
tors iiber einen Widerstand mittels einer Gleichspannungsquelle zu gewinnen,

Abbildung 1.1  Eine elektronische Schaltung
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ordnen wir jedem Leitungsabschnitt ein Potential z;, 7 = 1,2,3 7zu, vergleiche
Abbildung 1.1. Die Gleichspannungsquelle hebt das Potential von x5 auf x4
um U, d. h. 2y — 23 — U = 0. Da nach dem ersten Kirchhoff’schen Gesetz in
jedem Knoten die Summe der Strome verschwindet, gilt fiir den zweiten Knoten
unter der Annahme idealer elektronischer Bauteile C'(dy —@9)4(23—22)/R = 0,
wenn R die Grofie des Widerstands und (' die Kapazitit des Kondensators
bezeichnet. Schlieflich kénnen wir das Nullpotential noch frei wahlen, 7. B.
x3 = 0. Man erhilt somit als Modell das differentiell-algebraische Gleichungs-
system

xry — T3 — (]:07

Tq:()

Beispiel 2 Ein Massepunkt mit Masse m und kartesischen Koordinaten (x,y)
soll sich unter Einflu der Frdanziehung in einem festen Abstand [ um den
Ursprung bewegen (physikalisches Pendel, vgl. Abbildung 1.2). Mit der kineti-
schen Energie T = %m(TQ +4?) und der potentiellen Energie I/ = mgy, wobei g
die Erdbeschleunigung bezeichnet, sowie der Zwangsbedingung 22 + 42 —1%2 = (
erhalten wir die sogenannte Lagrange-Funktion

1
L=gm(@®+9°) —mgy = A" +y" = ")

mit dem Lagrange-Parameter A. Die gesuchten Bewegungsgleichungen ergeben
d (f)ﬁ) or. 0
dt \ 0¢ dg

ma + 22X =0,
my + 2yA + mg =0,
e y2 —12=0.

sich daraus in der Form

fiir ¢ = =, 9y, A, d. h.

Natiirlich kann man in diesen einfachen Beispielen die erhaltenen differentiell-
algebraischen Gleichungen dadurch 16sen, dafl man die Gleichungen per Hand
auflost oder umparametrisiert, um schliellich auf eine mehr oder weniger leicht
loshare Differentialgleichung zu kommen. Bei komplizierteren Problemen ist
eine solche Vorgehensweise nicht mehr maéglich. Man henétigt dann numerische
Verfahren, die Gleichungen der Form (1.1) direkt lésen. Dabei sollte die numeri-
sche Diskretisierung die wesentlichen Figenschaften des vorgegebenen Problems
widerspiegeln. Dazu ist es zuerst notig, die analytischen Figenschaften einer
differentiell-algebraischen Gleichung (1.1) zu untersuchen. Fiir den hier vorge-
benen Rahmen ist allerdings das allgemeine nichtlineare Problem zu kompliziert
und umfangreich. Wir werden uns deshalb hier nur mit linearen Problemen
beschiftigen. Man sollte aber dabei nicht vergessen, daff das Beherrschen li-
nearer Probleme wesentlich fiit das Beherrschen nichtlinearer Probleme ist, 16st
man doch solche meist durch sukzessives Linearisieren (Newton-Verfahren).



Abbildung 1.2 Ein mechanisches System
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Gegenstand der folgenden Betrachtungen sind also lineare differentiell-alge-
braische Gleichungen mit variablen Koeffizienten in der Form

B(1)i = Al + (1), (1.2)
wobei t in einem (offenen) Intervall T C R variiert und
E,AeC,cmmy,  fe(nc),
eventuell zusammen mit einer Anfangsbedingung

x(ty) = x0, (1.3)

wobei tg € Tund 2 € C™.

Wir miissen nun noch festlegen, was wir unter einer Losung dieses Pro-
blems verstehen wollen. Beriicksichtigt man noch eventuell notwendige Ein-
schrankungen an die Anfangsbedingung (so muf} in Beispiel 2 die Anfangsbe-
dingung zumindest beinhalten, dafl der Massepunkt den richtigen Abstand zum
Ursprung hat) und an die Inhomogenitit (beim Speziallfall einer linearen Glei-
chung Az = b ist eine Bedingung fiir die Existenz einer Losung gegeben durch
rang A = rang( A, b)), gelangt man zur folgenden Definition.

Definition 3 1. Eine Funktion 2 € C''(T,C™) heifit Losung von (1.2), wenn
sie die Gleichung (1.2) punktweise erfiillt.

2. Sie heifit Losung des Anfangswertproblemes (1.2) mit (1.3), wenn sie
zusatzlich der Anfangsbedingung (1.3) geniigt.

3. Eine Anfangsbedingung (1.3) heifit konsistent (beziiglich F, A und f),
wenn das zugehorige Anfangswertproblem mindestens eine Losung besitzt.

4. Eine Inhomogenitit f heifit konsistent (beziiglich £ und A), wenn die zu-
gehorige differentiell-algebraische Gleichung mindestens eine Lésung he-
sitzt.
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Wir werden hier stets ein Problem als l6sbar bezeichnen, wenn es mindestens
eine Losung hesitzt. Das hort sich zwar selbstverstandlich an, wird aber in der
Literatur oft anders gehandhabt.

Mit den obigen Begriffen ergeben sich eine Reihe von Fragen, mit denen wir
uns im folgenden beschiftigen werden.

e Unter welchen Bedingungen hat (1.2) eine Losung?

Wie sieht in diesem Fall die Losungsmenge aus?

e Was sind die konsistenten Anfangsbedingungen bzw. Inhomogenititen?

Wann gibt es eine eindeutige Losung?

Neben diesen theoretischen Fragen werden wir uns auch fiir geeignete nu-
merische Verfahren interessieren. Dabei wollen wir uns nur um solche Dis-
kretisierungen bemiihen, die keine zusdtzliche Struktur des Ausgangsproblems
verlangen.



Kapitel 2

Konstante Koeffizienten

Wir nehmen zunéchst vereinfachend an, dafi die Matrixfunktionen K und A in
(1.2) zeitlich konstant sind. Statt (1.2) schreibt man dann

Fi = Az + f(t) (2.1)

mit £, A € C™" und nennt (2.1) eine lineare differentiell-algebraische Gleichung
mit konstanten Koeffizienten. Die Figenschaften der Gleichung (2.1) sind schon
seit dem letzten Jahrhundert wohlverstanden, im wesentlichen durch Arbeiten
von Weierstral und Kronecker. Das liegt vor allem daran, daf man an (2.1)
mit algebraischen Standardmethoden herangehen kann. Diese Vorgehensweise
soll im folgenden zumindest in wesentlichen Ziigen nachvollzogen werden.

Skaliert man (2.1) mit einer nichtsingularen Matrix P € C™" und die Funk-
tion & gemal » = Q7 mit einer nichtsingularen Matrix ) € C™", so erhilt man
mit

Fx=Az+ f(1), FE=PEQ, A=PAQ, f[=Pf

wiederum eine lineare differentiell-algebraische Gleichung mit konstanten Ko-
effizienten. Dabei vermittelt z = (7 eine umkehrbar eindeutige Abbildung
zwischen den zugehorigen Losungsmengen. Das bedeutet, dafl man statt (2.1)
auch das transformierte Problem betrachten kann, um die uns interessierenden
Fragen zu beantworten. Die folgende Definition ist nun naheliegend.

Definition 4 Zwei Paare (F;, A;), F;, A; € C™" i = 1,2, von Matrizen heiflen
(stark) dquivalent, wenn es nichtsinguldre Matrizen P, () € C™" gibt, sodaf

Fo=PEQ, Ay,= PAQ. (2.2)
Man schreibt dann (Fy, Ay) ~ (Fa, Ag).

Fntsprechende Definitionen findet man in der Literatur auch unter den Stich-
worten Matrixbiischel, lineare Matrixfunktionen oder verallgemeinerte Figen-
wertprobleme, oft mit der Schreibweise AE — A statt (F, A). Wie in der Defi-
nition schon angedeutet, liegt eine Aquivalenzrelation vor.

Lemma 5 Die in Definition 4 eingefiihrte Relation ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:
Fs ist zu zeigen, dafl die Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
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1. Reflexivitdt: Esist (K, A) ~ (K, A) vermoge P =Q = I.

2. Symmetrie: Aus (Fy, A1) ~ (Fay, Ag) folgt Ko = PFyQ und Ay = PAQ
mit nichtsinguldren Matrizen P und . Damit gilt aber auch F; =
Pi1 E2Q717 A1 = Pi1 A2Q71 und es f()]gt (E% AQ) ~ (’*717 A1)

3. Transitivitdt: Aus (Fq, Ay) ~ (Fq, Ag) und (Fsy, Ay) ~ (Fj3, Az) folgt
Fy = PiEiQ, Ay = PrAIQq sowie F3 = PaFy@Qe, Az = PyAyQo mit
nichtsingularen Matrizen P; und @;, ¢+ = 1,2. FEinsetzen liefert F3 =

PyPiEiQ1Qo, Az = PyPrA1Q1Q2 und es gilt (Fy, Ay) ~ (F3, As).

Damit konnen wir die iibliche Frage nach einer Normalform stellen, d. h.
nach einem zu gegebenem (F, A) dquivalenten Matrixpaar von moglichst ein-
facher Gestalt, an dem man dann hoffentlich Figenschaften der zugehérigen
differentiell-algebraischen Gleichung ablesen kann. Die sich ergebende soge-
nannte Kronecker-Normalform ist recht schwierig herzuleiten, siehe etwa [5].
Wir werden uns deshalb auf einen Spezialfall beschrinken und das allgemeine
Resultat hier ohne Beweis angegeben und auch darauf verzichten, Ergebnisse
daraus abzuleiten, zumal wir im nichsten Kapitel die wesentlichen Aspekte
der Kronecker-Normalform fiir (2.1) bei der Behandlung variabler Koeffizien-
ten wiederfinden.

Satz 6 Seien K, A € C™". Dann existieren nichtsinguldire Matrizen P, €
Cc™", sodaf

71/)7

POAE — A\Q = diag(Le, ..o Lo, My oo My oy Ny N,
(2.3)

wobei gilt:
I. Fsist L, ein (¢, ¢; + 1)-Bidiagonalblock, ¢; € Ny, der Form

0 1 1 0
0 1 1 0

2. Fsist M, ein (n; + 1,n;)-Bidiagonalblock, n; € No, der Form

1 A

7
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4. Fsist N, ein (0;,0;)-nilpotenter Block, o; € N, der Form

0 1 1

Dabei sind Art, Gréfie und Anzahl der Blécke charakteristisch fir das Matriz-
paar (K, A).

Mit Hilfe der Kronecker-Normalform kann man nun direkt das Losungsverhal-
ten von (2.1) studieren, indem man einzelne Blocke betrachtet. Dabei mufi man
die zwei verschiedenen Arten von Bidiagonalblécken immer paarweise zusam-
menfassen. Man beachte, dafi beide Arten tatsichlich gleich oft vorkommen,
da F und A quadratisch sind. Man kann zwar auch nichtquadratische Systeme
betrachten, aber das wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

Ausgangspunkt fiir unsere Betrachtungen ist der Begriff eines reguliren Ma-
trixpaares.

Definition 7 Seien K, A € C™™. Dann heifit das Polynom p definiert durch
p(A) = det(AE — A) (2.4)

charakteristisches Polynom von (F.A). Ist p das Nullpolynom, so heifit das
Paar (K, A) singuldr, im anderen Fall regulir.

Lemma 8 Jedes zu einem reguldren Matrizpaar dquivalente Matrizpaar ist
selbst requldr.

Beweis:
Sei Ky = PF1@Q), Ay = PA{() mit nichtsinguldrem P und . Dann gilt

=det Pdet(AFy — Ay)det@Q = ¢ pi(N)

mit ¢ #0. O

Die Regularitit eines Matrixpaares hat direkte Auswirkung auf das Losungs-
verhalten der zugehorigen differentiell-algebraischen Gleichung. Man kann ndm-
lich sofort zeigen, dafi Regularitit notwendig ist fiir die eindeutige Losharkeit
des Anfangswertproblems. Mit dem fiir lineare Probleme bekannten Prinzip,
daf} sich zwei Losungen des inhomogenen Problems um eine Losung des homo-
genen Problems unterscheiden, ist dies dquivalent zu folgender Aussage.

Lemma 9 Bei singuldrem Matrizpaar besitzt das zugehdrige homogene An-
fangswertproblem eine nichttriviale I.6sung.

Beweis:
Das Matrixpaar (F, A) sei singuldr. Dann ist wegen p = 0 die Matrix AF — A
singuldr fir jedes A € C. Seien A;, 2 = 1,...,n + 1, paarweise verschiedene
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komplexe Zahlen. Dann gibt es zu A; ein »; € C” \ {0} mit (M F — A)p; = 0.
Die Vektoren v;, 2 =1,...,n+ 1, sind in jedem Fall linear abhdngig. Also gibt
es komplexe Zahlen a;, o = 1,...,n + 1, die nicht alle verschwinden, mit

n+1

Z a;v; = 0.
=1
Fiir die durch
n+1
x(t) = Z a;vietito)
=1

definierte Funktion 2 gilt neben 2(#9) = 0 auch

n—+1 n41
Fi(t) = Z ;) Fetitt—t) — Z a; Avp;etilt=to) — Ax(t).
=1 =1

Da z sicher nicht die Nullfunktion ist, ist z eine nichttriviale L.osung des homo-
genen Anfangswertproblems

Fi= Az, x(ty) =0.

Es bleibt jetzt die Frage, ob umgekehrt Regularitit eindeutige Losbarkeit
des Anfangswertproblems impliziert. Dazu kehren wir zum Problem des Auf-
findens einer Normalform zumindest fiir reguliare Matrixpaare zuriick.

Satz 10 Seien F, A € C™" und (K, A) requldr. Dann gilt

()

wobei J eine Matriz in Jordan’scher Normalform ist und N eine nilpotente
Matriz ebenfalls in Jordan’scher Normalform ist. Dabei ist erlaubt, dafi der
eine oder andere Block in (2.5) nicht vorhanden ist.

Beweis:
Da (F, A) regulir ist, existiert ein Ag € C mit det(AgF — A) # 0 baw. A\gF — A
nichtsingular. Dann gilt

(EvA)N(EvA - AOFJ‘I‘ AOE) ~
~((A=XME)Y "B, T+ X(A— NoE) 'E).
Man transformiert nun (A — Ag E)*1 F. auf Jordan’sche Normalform. Diese sei
gegeben durch diag(.J, N), wobei .J nichtsingulér ist (also der zu den nichtver-

schwindenden FEigenwerten gehorige Teil sein soll) und somit N eine nilpotente,
strikte (obere) Dreiecksmatrix ist. Damit haben wir

J 0 T+ XoJ 0
(E’A)N([o W][ 0 I+A0WD‘
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Wegen der speziellen Gestalt von N ist I + AgN eine nichtsingulire (obere)
Dreiecksmatrix. Somit ergibt sich

T 0 T 2T 0
(E’A)N(lo (r+AW)W]’[ :)r rD

wobei (I + Aoﬁ)qﬁ wieder strenge (obere) Dreiecksmatrix und demnach nil-
potent ist. Transformation der nichttrivialen Eintrige auf Jordan’sche Normal-
form liefert schliefilich (2.5) mit der geforderten Blockstruktur. O

Mit dieser auch manchmal nach Weierstrafl benannten Normalform kann
man nun die Losungen von (2.1) mit reguldrem Matrizenpaar explizit angeben.
Dazu nutzt man aus, dafl (2.1) in zwei Teilprobleme separiert, wenn (F, A) in
Normalform vorliegt. Nennt man jeweils wieder die unbekannte Funktion x und
die Inhomogenitit f, so stellt der erste Teil mit

&= Jx + f(t) (2.6)

eine gewbhnliche Differentialgleichung dar, wihrend der zweite Teil die Gestalt

Ni =2+ f(1) (2.7)

besitzt. Da Anfangswertprobleme bei linearen gewdhnlichen Differentialglei-
chungen (2.6) bekanntermafien stets eindeutig losbar sind (siehe etwa [7]), wen-
den wir uns (2.7) zu.

Lemma 11 Die differentiell-algebraische Gleichung (2.7) mit f € C(1,C")
besitzt die eindeutige Ldsung

v—1
=0

wobei v durch die Bedingungen NV = 0 und NV~ # 0 gegeben ist.

Beweis:

Daf} eine Losung von (2.7) die Gestalt (2.8) besitzen muf}, kann man dadurch
zeigen, daB man die Gleichung (2.7) weiter aufteilt in die einzelnen nilpoten-
ten Jordanblécke und dann komponentenweise 16st. Schneller fiithrt folgendes
formale Vorgehen zum Ziel. Sei D der Operator, der einer differenzierbaren
Funktion seine Ableitung zuordnet. Dann hat (2.7) die Gestalt NDx = 2 4+ f
oder (I — ND)xz+ f=0. Da N nilpotent ist und N und D vertauschbar sind
(N ist ein konstanter Faktor), erhdlt man mit Hilfe der Neumann’schen Reihe

0 v—1
r=—(T-ND) ' f==-S(ND)f=-3 N
2=0 2=0

Dafl (2.8) tatsdchlich eine Losung von (2.7) ist, verifiziert man durch Einsetzen
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gemif
v—1 v—1
Ni—z— f=—3 NF ) LS Niph p— g,
=0 =0

0
Bei der Losung (2.8) von (2.7) fallen zwei Dinge auf. Zunichst ist die Losung
ohne Vorgabe eines Anfangswertes eindeutig (oder der vorgegebene Anfangs-
wert muf} (2.8) an der Stelle ¢y erfiillen). Auflerdem mufl man fordern, daf} f
mindestens v-mal stetig differenzierbar ist, um zu garantieren, dafi x stetig dif-
ferenzierbar ist. In diesem Sinn ist die Grofie v ein wichtiges Merkmal einer
linearen differentiell-algebraischen Gleichung mit konstanten Koeflizienten.

Definition 12 Das Matrixpaar (F, A) sei regular mit einer Normalform gemif}
(2.5). Dann heifit die GroBe v defininert durch N¥ = 0, NV"' £ 0 bzw. v = 0,
falls kein nilpotenter Block vorkommt, der Index von (F, A) und man schreibt

v=ind(F, A).

Um diese Definition und die Schreibweise v = ind( F, A) zu rechtfertigen, miissen
wir noch zeigen, daff v unabhéangig von der speziellen Transformation auf Nor-
malform ist.

Lemma 13 Seien zum reguliren Matrizpaar (F, A) durch

(2] [2 8] e

zwei Normalformen gegeben, wobei die Grofie des ersten Blockes dy bzw. dy sei.
Dann gilt dy = dy und NV =0, N/™" # 0 ist dquivalent zu N} =0, Ny~' £ 0.

Beweis:
Zuniachst gilt fiir das charakteristische Polynom der heiden Normalformen

Al —J; 0

i(A) = det = (—1)""" det(AT — J;

pi(3) = de [ ) W,] (1) det(M 1),

d. h. p; ist ein Polynom vom Grad d;. Da die Normalformen aber dquivalent sind
und sich nach dem Beweis von Lemma 8 die zugehérigen charakteristischen Po-
lynome nur um einen nichtverschwindenden Faktor unterscheiden kénnen, folgt

dy = dy und die BlockgréBen sind gleich. Aus der Aquivalenz der Normalformen

Pii Prg r 0 -:-T 0 Q11 G2
Py Poy 0 Ny 0 M G Q2

P Pro J2 0-:-J1 0 Q11 Qo
Por o P 0 7 07 Q21 Q2

folgt nun

und

mit nichtsinguldaren Matrizen (P;;); =12 und (Q;;)i j=1.2. Durch Ausmultipli-
zieren ergeben sich die Beziehungen

P11:Q117 P12N2:Q127 P21:N1Q217 P22N2:N1Q227



respektive

P11JQ:J1Q117 P12:J1Q127 P21']2:Q217 P22:Q22-

Damit folgt Pyy = Ny P19 und durch sukzessives Einsetzen von Py wegen der
Nilpotenz von Ny schlieilich Py = 0. Also miissen Py = Q11 und Pag = Q99
nichtsingular sein. Insbesondere sind dann J; und .Jy wie auch Ny und Ns
jeweils zueinander dhnlich. Die Behauptung folgt nun aus der Theorie der
Jordan’schen Normalform. 0O

Damit folgt, dafl sowohl die Blockgriofien in der Normalform als auch der
oben definierte Index charakteristisch fiir ein Matrixpaar bzw. fiir eine lineare
differentiell-algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten sind.

Wir kénnen nun die erzielten Frgebnisse im Hinblick auf die anfangs gestell-
ten Fragen wie folgt zusammenfassen.

Satz 14 Sei (F, A) ein requlires Matrizpaar und durch nichtsingulire Matri-
zen P und @) gemdfs

PE@—“ H PA@—['O’ ?] P.f—[%] (2.9)
und

Q 'w =

o T

o ] . Qg = [ 1o ] (2.10)

eine Transformation von (2.1) und (1.3) auf Normalform gegeben. Weiter sei
v=ind(F,A) und f € C"(1,C"). Dann gilt:

1. Die differentiell-algebraische Gleichung (2.1) ist losbar.

2. Fine Anfangsbedingung (1.3) ist genau dann konsistent, wenn
v—1 _( )
Ta0 = — Z N3 (to)-
=0

3. Jedes Anfangswertproblem mit konsistenter Anfangsbedingung ist eindeu-
tig ldsbar.



Kapitel 3

Variable Koeffizienten

Betrachtet man nun den allgemeinen linearen Fall (1.2), so liegt die Idee nahe, in
Anlehnung an Satz 14 Regularitit des Matrixpaares (F(t), A(t)) fiir alle t € T
zu verlangen, um eindeutige Losharkeit des Anfangswertproblems bei konsi-
stenter Anfangsbedingung zu erreichen. TLeider stellt sich schnell heraus, dafi
diese beiden Eigenschaften einer linearen differentiell-algebraischen Gleichung
voneinander unabhingig sind.

Beispiel 15 Gegeben seien I, A und f durch

E(t)—[f f;] A(t)—[o] O]], FH) =0, T=(-1,1).

Wegen
det(AE(t) — A(1)) =1 - A2 4+ 2%1? =1

ist (F(t), A(t)) reguldr fiir alle ¢ € T, aber man rechnet schnell nach, dafi =
gegeben durch

(1) = e(t) [ | ]

fiir jedes ¢ € CV(T,C) mit ¢(tg) = 0 das zugehdrige homogene Anfangswertpro-
blem lést. Insbesondere gibt es also mehr als eine Losung.

Beispiel 16 Gegeben seien F, A und f durch

E(t)—[? “t], A(t)—“ 317 7(1)

mit f € C?(T,C?). Wegen

I
—
==
~—~
~
~—
I
—
I
=

det(ANE(1) — A(1)) = —M + M = 0

ist (F(t), A(t)) singuldr fiir alle ¢+ € T. Mit 2 = (21, 22) schreibt sich die zu-
gehorige differentiell-algebraischen Gleichung als

0= (1) tma(t)+ A1), (1) ta(t) = Fld)
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Auflosen der ersten Gleichung liefert a(¢) = tao(t) + fi(t). Leitet man diese
Beziehung ab und setzt in die zweite Gleichung ein, so findet man schliefilich
als einzige Losung

(1) = Lhat) — th (D) + Fi(1), wal(t) = Folt) — fi(d).

Hier findet man also, daf§ jedes Anfangsproblem mit konsistenter Anfangsbe-
dingung eindeutig 16sbar ist.

Der Grund fiir dieses Verhalten ist darin zu finden, daB die Aquivalenzrelation
(2.2) fiir lineare differentiell-algebraische Gleichungen mit variablen Koeffizien-
ten nicht addquat ist. Vielmehr mufl man nun numkehrbare zeitabhingige Trans-
formationen zulassen, die (1.2) in eine Gleichung gleicher Form iiberfiihren.
Sind P und  Matrixfunktionen, die punktweise nichtsinguldr sind, so kann
man wie im Fall konstanter Koeffizienten die Gleichung durch Multiplikation
von links skalieren. Die durch z = Q% gegebene Skalierung der gesuchten
Funktion mufl zur Transformation der Gleichung abgeleitet werden. Wegen
& = Q7+ QT tritt aber durch die Produktregel ein zusitzlicher Term auf. Man
muf also bei (1.2) eine andere Definition von Aquivalenz betrachten.

Definition 17 Zwei Paare (F;, A;), F;, A, € C(,C™"), i = 1,2, von Ma-
trixfunktionen heiflen (global) dquivalent, wenn es punktweise nichtsinguldre
Matrixfunktionen P € C(T,C™™), @ € C'(T,C™™) gibt, sodaf

Fo=PFQ, Ay=PAQ— PFQ (3.1)
als Gleichheit von Funktionen. Man schreibt wiederum (Fy, A1) ~ (Fa, Ag).

Lemma 18 Die in Definition 17 eingefiihrte Relation ist eine Aquivalenzrela-
tion.

Beweis:
Wir zeigen die drei bekannten Eigenschaften.

1. Reflexivitdt: Esist (K, A) ~ (K, A) vermoge P =Q = I.

2. Symmetrie: Aus (Fy, Ay) ~ (Fq, Ay) folgt Ko = PE1Q und Ay = PAQ —
PF1Q mit punktweise nichtsingularen Matrixfunktionen P und ). Damit
gilt aber auch bei punktweiser Definition der Inversen Fy = P71 F,Q ',
Ay = P AQ "+ P EQTQQ T und es folgt (Fa, Ay) ~ (Fy, Ay)
wegen d/dt Q"' = —-Q'QQ .

3. Transitivitdt: Aus (Fy, Ay) ~ (Fa, Ag) und (Fy, Ay) ~ (Fj3, Az) folgt
Fo = PiE G, 42 = PiAGQ — P1E1Q1 sowie Fg = PaFyQa, Az =
Py AsQ)e — Py Fh(Qo mit punktweise nichtsingularen Matrixfunktionen P;
und @;,1 = 1,2. Finsetzen liefert F3 = P, PiE1Q1Q2, A3 = P,PL A1 Q10—
Py Py Fy(Q1Q2 + Q1Q2) und es gilt (Fy, Ay) ~ (Fs, As).

g
Die Regularitdt des Matrixpaares (F(1), A(t)) fiir festes ¢ ist beziiglich dieser
Aquivalenzrelation keine Invariante mehr. Es erhebt sich also die Frage, was nun



18 Kapitel 3 Variable Koeffizienten

unter dieser neuen Aquivalenzrelation die wesentlichen Invarianten sind und was
eine mogliche Normalform ist. Dies fiir beliebige Matrixfunktionen K und A,
die ja im allgemeinen nichtlinear von ¢ abhdngen, zu untersuchen, gestaltet sich
schwierig. So hat man 7. B. bei der einfachen skalaren Gleichung 0 = ta + f(¢)
sofort fiir die Existenz einer Losung die notwendige Bedingung f(0) = 0. Um
solche und dhnliche Effekte auszuschliefien, werden wir zusédtzliche Bedingungen
an die Funktionen F und A stellen. Wie diese zu wihlen sind, wollen wir uns im
folgenden herleiten, indem wir zuniichst fragen, was die A quivalenzrelation (3.1)
fiir einen festen Punkt 1 € T bedeutet. Beachtet man, dafl man zu gegebenem
P(t), Q(t) und Q(f) stets geeignete Funktionen P und @ finden kann, die die
vorgegebenen Werte annehmen, so gelangt man zur folgenden lokalen Version
der obhigen Aquivalenzrelation, siehe auch [9].

Definition 19 Zwei Paare (F;, A;), F;, A, € C™", i = 1,2, von Matrizen
heiflen (lokal) dquivalent, wenn es Matrizen P,Q, B € C™", P,@Q nichtsingulir,
gibt, sodaf}

Fy=PFiQ, Ay = PAQ— PFB. (3.2)

Man schreibt ebenfalls (Fy, A1) ~ (Fq, A3) und unterscheidet von der zuvor
definierten Aquivalenz nach der Art (Matrix oder Matrixfunktion) der Paare.

Lemma 20 Die in Definition 19 eingefiihrte Relation ist eine Aquivalenzrela-
tion.

Beweis:
Der Beweis kann analog zum Beweis von Lemma 18 gefiithrt werden. O

Man beachte, dal man fiir B = 0 als Spezialfall die Transformation (2.2)
erhidlt. Damit stehen hier mehr Moglichkeiten zur Verfiigung, ein gegebenes
Matrixpaar zu vereinfachen. Man darf also eine einfachere Normalform als die
Kronecker-Normalform erwarten. Im folgenden benutzen wir zur Vereinfachung
die Sprechweise, daf§ eine Matrix eine Basis eines Vektorraums ist, wenn dies
fiir ihre Spalten zutrifft, und zur Vermeidung von Fallunterscheidungen die
Konvention, dafi die einzige Basis des Untervektorraumes {0} des C™ die leere
Matrix @ € C™° mit rang ® = 0 ist. AuBerdem bezeichne der Superskript * den

Ubergang zur komplex-konjugierten Transponierten.
Satz 21 Seien K, A € C™" und

a) T Basis von kern F/

b) 7 Basis von cobild I/ = kern I*
c) T’ Basis von cokern I/ = hild I*
d) V' Basis von cobild(Z*AT).

(3.3)

onton T o

Dann sind die Grdfien

(a) r=rang F/ (Rang)

(b) a = rang(7Z*AT) (Algebraischer Teil)

(c) s =rang(V*Z*AT’) (Strangeness) (3.4)
(d) d=r—s (Differentieller Teil)

(e) w=n—r—a—=s (Unbestimmter Teil)
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invariant unter (3.2) und (F, A) ist (lokal) dquivalent zu der Normalform

I, 0 0 0 0 00 0 0 0 P
0 I, 00 0 00 0 0 0 d
0O 0 00O0]|,]0 0T, 00 a (3.5)
0 0 00 0 I, 0 0 0 0 P
0 0 00 0 00 0 00 u

Beweis:
Seien (F;, A;), i = 1,2, dquivalent. Wegen

rang Ko = rang( PF1Q) = rang F;

ist r invariant. Fiir die Gréflen a und s ist zunéchst zu zeigen, dafl sie nicht
von einer speziellen Wahl der Basen abhidngen. Jeder Basiswechsel 148t sich
darstellen durch

T=TMr, 7Z=7My T =TMp, V=M,'VM,

mit nichtsingularen Matrizen My, M, My, My und die Wohldefiniertheit von a
und s folgt aus

rang(Z*AT) = rang(MZ77AT M) = rang( 7" AT)
und
VAR Ve 2 A N * Tk *—1 * 7% / _ * r7% /
rang(V*Z ATy = vang(My VM, MZ7Z7 AT M, ) = rang(V*Z"AT").

Seien nun zu ( Fy, Ay) die Basen T,, 7,, TS, V,, gegeben, d. h.

rang( FyTy) = 0, T>T, nichtsingular, rang(7T57,)=n —r,
rang(7Z5 F,) = 0, 757y nichtsinguldr, rang(Z57,) =n —r,
rang(F,T)) = r, Ty TS nichtsinguldr, rang(T5"Ty) = r,
rang(V5Z5A,T,) = 0, V3V, nichtsinguldr, rang(V5V,) = ay

mit ay = dim cobild(Z3 A,T,). Setzt man die Aquivalenzrelation (3.2) ein und
definiert
T = QT27 Z1* = Z; Pv T1I = QTQIv ‘/1* = VQ*v

so erhilt man die gleichen Beziehungen fiir (Fy, A1) mit den Matrizen T}, 7.
T{ und V;. Also sind T, 7;, T Basen entsprechend (3.3). Wegen

iy = dim cobild( 75 A,T,) =
— dim cobild(Z:PA,QT, — Z5PE, BT,) =
=dim cobild(77 A, T,) = a4,

wobei Z7 F/; = (0 benutzt wurde, trifft dies auch auf V4 zu. Mit

rang( 75 A,Ty) = rang(Z5; PA,QT, — 75 PE, BT,) = rang(Z7 A, T})
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und
rang(Vy 75 AyTy) = rang(Vy Z5 PA,QTy — V' 75 PR, BTy) = rang(V* 77 A, T))

folgt die Invarianz von @ und s und damit auch die von d und u.

7ur Herleitung der Normalform (3.5) sei zunichst 7’ eine Basis von bild F
und V' eine Basis von bild(Z*AT). Die Matrizen (T7,7T),(7'. 7),(V', V) sind
dann nichtsinguldar. AuBerdem sind Z’”*ET’ und entsprechend konstruierte Ma-
trizen ebenfalls nichtsinguldr. Wir erhalten damit

ZFET () AT 77 AT
(E’A)N([ 0 0]’[Z*AT’ Z*ATDN

I, 0 0 0
0 0’| 7¢AT" 7*AT
o0 0] [ 0 0 0

~ 0 0 0|, Vv*z=aT" I, 0 ~
L0 0 0] | VFZEATT 0 0
o0 0] [ 0 0 0

~ 0 0 0], 0 I, 0
00 0 | VEZEAT" 0 0

und durch eine entsprechende Transformation von V*Z* AT’ schlieilich (3.5).
d

Geht man nun iiber zu Paaren (F, A) von Matrixfunktionen, so kann man
fiir jedes t € T dem Matrixpaar (F(t), A(t)) die entsprechenden charakteristi-
schen Werte (3.4) zuordnen. Es ergeben sich so Funktionen r,a, s:T— Ny. FEine
sinnvolle Annahme scheint jetzt zu sein, dafi diese Funktionen konstant sind,
d. h. daB} die entsprechenden Blockgrofen in (3.5) nicht von ¢ abhingig sind.
Dies erlaubt dann die Anwendung der folgenden Eigenschaft einer Matrixfunk-
tion mit konstantem Rang, siehe 7. B. [11].

Satz 22 Sei B € CY(T,C™"™), { € Ny, mit rang F(t) = r fiir alle t € 1. Dann
gibt es punktweise unitire (insbesondere also nichtsinguldre) Funktionen U €
cHm,cmmy und Ve CHT,C™) derart, dafl

S I R
U EV[O 0] (3.6)

mit Y € CY(T,C"") punktweise nichtsinguldr.

Fs ergibt sich nun die folgende globale Normalform, die erwartungsgemaf}, da
man jetzt die Kopplung B = @ beriicksichtigen muf}, etwas komplizierter als
die lokale Normalform ausfillt.

Satz 23 Sei (F, A) ein Paar von hinreichend glatten Matrizfunktionen und
gelte

r(y=r, a(t)=a, s(t)=s. (3.7)
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Dann ist (F, A) global dquivalent zu der Normalform
I,

, 0.0 0 0 0 A 0 Ay A s
0 I; 0 0 0 0 0 0 Ay A d
0O 0 00O0]|,]0 0 I, 0 0 a.  (38)
0 0 0 0 0 I, 0 0 0 0 P
0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 u

Dabei sind alle Fintrdge der Form A;; selbst wieder Matrizfunktionen.

Beweis:

Im folgenden soll das Wort “neu” iiber dem Aquivalenzzeichen bedeuten, daf
die folgende Notation an die neue Blockstruktur angepafit wurde und deshalb
das gleiche Symbol einen anderen Eintrag bezeichnen kann. Unter Verwen-
dung von Satz 22 erhalten wir die folgende Kette von dquivalenten Paaren von
Matrixfunktionen.

>0 An A12 neu o An A12
rol [ An Aevi ] [ro]fo o
0 7 _U1*A21 UT AgaV, i 00 0V
A Ara Ay |

0
0. Axn T 0 ~
0 As1 00

neu

00 AnVa  Ayg Ags I
007, Ay Va 7 0 — 10
00 UsAaVy 00 0

o OO

o OO

so

o OO

o OO
¢

2
00 A A Avs Ay Ags
00 Agr Agg Agz Aoy Ags
w 0 0 000, As1 As T 0 0 ~
00 I 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0

Avg Az Arg Aqs ]
Aga Agz Agg Ags
Ass T 0 0 ~
0 0 0 0
0 0 0 0

Ava Az Ay Ags r 0 0
Aoy Agz Agy Ags 0o 7 0
Az T 0 0 0 —Asy T
0 0 0
0 0 0

(

neu
~

i
OO DO N DO N DD OO
OO0 O ND DD N OO o ~wDo
O D DO Do o0 oo o oo
O D DO Do o0 oo o oo

1

O 0 0 0
O 0 0 0

Arg Avz Ay Avs
Aga Agz Agg Ags
0 I 0 0 ~
0 0 0 0

0 0 0 0

1

neu
~

O D DO Do o0 oo o oo
O N DO DD OO oD O ~wD oo
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70000 0 Aa 0 Ay Ags
07000 0 Ay 0 Agy Ags
~{looooo|,l0 0 T 0 0 ~
00000 I 00 0 0
(00000 00 0 0 0
(7 0 000 0 Aqs 0 Ays Ags
0Q2 000 0 AxpQ2— Q2 0 Ay Ags
N1o ooo00],[0 0 I 0 0 ~
00 000 T 0 0 0 0
100 000 0 0 0 0 0
(70000 0 Aa 0 Ay Ags
07000 0 0 0 Ay Ags
llooooo|,]0 0o T 0 0
00000 I 00 0 0
(00000 00 0 0 0

Dabei wurde im letzten Schritt @5 als Losung des Anfangswertproblems

Q2 = A22Qo, Q2te) =1

auf T gewdhlt. Wegen der eindeutigen Losharkeit ist gesichert, dal Qo punkt-
weise nichtsingular ist. 0O

Wir wollen nun dieses Ergebnis auf unsere beiden Beispiele vom Anfang
dieses Kapitels anwenden.

Beispiel 24 Dem Beispiel 15 entnimmt man sofort r = rang F/ = 1 fiir ganz I.

Mit der Wahl
1 —1 —1

der Basen ergibt sich @ = rang(Z*AT) = 0 mit V. = [ 1] und damit s =
rang(V*7Z*AT") = 1.

Beispiel 25 Dem Beispiel 16 entnimmt man ebenfalls sofort r = rang I/ = 1

fiir ganz T. Mit der Wahl
1
0

(1) )|

der Basen ergibt sich @ = rang(Z*AT) = 0 mit V. = [ 1] und damit s =
rang(V*7Z*AT") = 1.

Fs ergeben sich also bei beiden Paaren von Matrixfunktionen dieselben charak-
teristischen Groflen (r,a,s). Damit ist klar, dafl wesentliche Information noch
in den Matrixfunktionen A;; von (3.8) enthalten sein muf. Schreibt man die
zu (3.8) gehorige differentiell-algebraische Gleichung aus, so erhilt man

(a) By = Ava(t)ag + Aa()as + Ars(H)as + fi(1),

(b)  d2 = An(t)za + Ags(t)zs + fa(1),

(©) 0= wat falh). (3.9)
(@) 0=+ fulh).

(e) 0= f5(1).
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Man erkennt sofort in (3.9¢) eine algebraische Gleichung fiir 23 (algebraischer
Teil) und in (3.9e) eine Konsistenzbedingung an die Inhomogenitdt zusammen
mit der freien Wahl von 25 (unbestimmter Teil). Weiter sieht (3.9b) wie eine
Differentialgleichung aus (differentieller Teil). Das eigentliche Problem, das an-
scheinend fiir differentiell-algebraische GGleichungen typisch ist, ist die Kopplung
der algebraischen Gleichung (3.9d) fiir 2y an (3.9a), wo die Ableitung &y vor-
kommt (Strangeness). Um weitergehende Aussagen machen zu konnen, bleibt
also nichts anderes iibrig, als (3.9d) abzuleiten und & in (3.9a) 7u eliminieren,
wodurch dies 7u einer algebraischen Gleichung wird. Man beachte, dafl man
bei der Herleitung der I.osungen der beiden Beispiele ebenfalls ableiten muf.
Dieses Ableiten und Eliminieren entspricht dem Ubergang vom Paar (3.8) zum

Paar
0 0 0 0 0 0 A12 0 A14 A15 S
0O I; 0 0 0 0 0 0 Ay Ags d
O 0 0O0O0f,l]0 0 I, 0 0 a (3.10)
O 0 0 00 Iy, 0 0 0 0 s
O 0 0 00 O o 0 0 0 U

Da die algebraische Gleichung (3.9d) erhalten bleibt, kann man diesen Vor-
gang auch wieder umkehren, indem man (3.9d) ableitet und zu der neuen er-
sten Gleichung addiert. Damit ist auch klar, dafl dabei die Losungsmenge der
differentiell-algebraischen Gleichung (3.9) nicht verdndert wird.

Es liegt nun nahe, fiir das so erhaltene Paar (3.10) wieder die zugehorigen
charakteristischen Werte (r,a,s) zu bestimmen, anzunehmen, daf diese iiber
das Intervall konstant sind, und auf globale Normalform zu transformieren.
Dabei mufl aber zunichst gekldart werden, ob diese neuen Werte iiberhaupt
charakteristisch fiir das urspiingliche System sind. Es kann ja sein, daf§ man
mit zwei verschiedenen Transformationen auf globale Normalform durch den
Ubergang auf das neue Paar verschiedene charakteristische Werte erhilt.

Satz 26 Seien die Paare (F,A) und (I, A) von Matrizfunktionen dquivalent
und von der Form (3.8). Dann sind die jeweils durch Ubergang von (3.8) nach

(3.10) erhaltenen modifizierten Paare ( Fiod, Amod) und (Fioed, Amod) ebenfalls
dquivalent.

Beweis:
Nach Voraussetzung gibt es glatte, punktweise nichtsinguldre Matrixfunktio-
nen P und @ derart, dafi

PE=FEQ, PA=AQ - EQ.

Aus der ersten Beziehung leitet man ab, daf}

P P2 00 0 Qi1 Q2 Qi3 Qua Qs
Py Py 00 0 Qa1 @22 G2z @24 (a5
Py Py, 0 0 0| = 0 0 0 0 0 ,
Py Py 0 0 0 0 0 0 0 0

Py Pso 0 0 0 0 0 0 0 0
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wenn wir P und @ entsprechend zu (3.8) partitionieren. Damit erhalten wir
fiir die letzten drei Blockzeilen der zweiten Beziehung

Py 0 P33 0 0 (31 @32 @33 34 35
Pia 0 Py 0 0| =] Q1 Gz 0 0 0
Psa 0 Pss 00 0 0 0 0 0
Die Funktionen P und @ besitzten also die Gestalt
Q0 Pis Py Prs Q0 0 0 0
Qo Qa2 Pz Poy Py Q21 Qa2 0 0 0
P = 0 0 @33 @31 P35 |, @=| @z 0 (@33 0 0
0 0 0 Qi Fas Qa1 Qa2 Quz Qas Qus
0 0 0 0 Pss Q51 Os2 Us3 @sa ss

und die Matrixfunktionen

Q54 QSS

miissen punktweise nichtsingulidr sein. Aus den ersten zwei Blockzeilen der

Qﬂv Q227 Q337 P557 [ Q44 Q45 ]

zweiten Beziehung erhdlt man nun
Qnn 0 Ay %14 %15 _
@21 (a2 0 A Ags

[ 0l g e | [0 00)

0 A A Q52 Qsa Oss Qo2 00
Daraus folgt, daf} (ﬁm()(h Amod) global dquivalent ist zu
Qi 0 0
Qa1 Q22 I
I 0 :
I 0
I 0
Qi 0 0 A2 0 414 415
Q21 Qa2 0 0 0 Ay Ags
I 0O o0 T 0 0 ~
I I 0 0 0 0
I 0O 0 0 0 0
0 0 Az 0 Ay Ags
(22 0 0 0 Ay Ags
~ 0 o o 1 0 o
0 I 0 0 0 0
0 0O 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0
0 Qa0 0 0 (22
0O o I 0 0 — 0 ~
0 Qa2 0 Qaa Qus 0
0 @Qs2 0 Qs4 Uss 0
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0 I 0 000 0 Ao 0 Ay Aqs
Qa2 0Q, 000 0 0 0 Ay Ags
~ 0 O 0 700(,]0 0 T 0 0 —
0 0 * 0 % % I 0 0 0 0
0 0 * 0 % % 0O 0 0 0 0
0 I 0 000
Q22 0 Qy 000
— 0 0O 0 1700
0 0 x 0 % %
0 0 x 0 % %
0 0 0 000
0 2£Q5 000
— 0 0 000 ~
0 * 0 * *
0 * 0 * *
0 0 Az 0 Ay Ags
I 0X0A24A25
~ 0 ,10 0
0 TOOO
0 0O 0 0 0
mit
- 1 d .4 d . .
**(QQQQQQ ‘|‘Q22%Q22):*E(QQQQQQ):*TZO-
ad

Die Aussage dieses Satzes erlaubt nun ein sukzessives Vorgehen, indem man
ausgehend von (Fy, Ag) = (F, A) eine Folge (F;, A;), i € Ny, von Paaren von
Matrixfunktionen dadurch konstruiert, da man (F;, A;) auf die Normalform
(3.8) transformiert und dann zu (3.10) iibergeht, um (K, A;31) 7zu erhal-
ten. Man beachte, dafl in jedem Schritt eine (3.7) entsprechende Vorausset-
7ung gemacht werden mufl. Satz 26 besagt dann, daf§ die so gewonnene Folge
(ri,a;,s;) von Invarianten charakteristisch fiir das Ausgangspaar ist. Die Be-
ziehung r;11 = r; — s;, die man direkt aus dem Vergleich der linken Matrizen
in (3.8) und (3.10) entnimmt, garantiert nun, dafl nach endlich vielen Schritten
die Strangeness verschwindet. Ist dies erreicht, so werden alle Folgen von da
an stationir, da durch den Ubergang von (3.8) auf (3.10) nichts mehr gedindert
wird. Auch der Folgenindex, ab dem dies eintritt, ist charakteristisch fiir das
vorgegebene Paar.

Definition 27 Sei (F, A) ein Paar von hinreichend glatten Matrixfunktionen.
Die Folge (r;,a;, s;) sei wohldefiniert, inshesondere gelte also (3.7) entsprechend
fiir jedes Folgenglied (F;, A;) der oben konstruierten Folge. Dann heifit

pw=min{i € Ny | s; =0} (3.11)
Strangeness-Index von (K, A) bzw. von (1.2).

Die vorangegangene Diskussion kénnen wir nun wie folgt zusammenfassen.



26 Kapitel 3 Variable Koeffizienten

Satz 28 Sei fiir (F, A) der Strangeness-Index p wohldefiniert (d. h. seien die
Voraussetzungen in Definition 27 erfiillt) und sei f € C*(1,C"). Dann ist (1.2)
dquivalent (im dem Sinn, daff es eine umkehrbar eindeutige Abbildung zwi-
schen den Losungsrdumen gibt) zu einer differentiell-algebraischen Gleichung
der Form

(a) @1 = Awg(t)as + fi(1),
(b) 0=+ f2(1), (3.12)
(c) 0= f3(),

wobei sich die Inhomogenitdt aus f, fv oy S bestimmi.

Beweis:
Nach dem Vorangegangen weil man, dafi das Paar (F,, A,) strangeness-frei
ist, daf} also in (3.8) zwei der fiinf Blocke nicht auftreten. Auflerdem sind alle
Umformungen umkehrbar und dndern die Struktur des Lésungsraumes nicht.
0

An den iibriggebliebenen Gleichungen (3.12) lassen sich jetzt leicht die ein-
gangs gestellten Fragen beantworten.

Korollar 29 Sei fiir (F, A) der Strangeness-Index p wohldefiniert und sei f €
CHHEYT, C™). Dann gilt:

1. Das Problem (1.2) ist genau dann lésbar, wenn die u, funktionalen Kon-
sistenzbedingungen

f2=0 (3.13)
erfiillt sind.

2. Fine Anfangsbedingung (1.3) ist genau dann konsistent, wenn zusdtzlich
die a, Bedingungen

2a(to) = — follo) (3.14)

von (1.3) impliziert werden.

3. Das zugehdrige Anfangswertproblem ist genau dann eindeutig lésbar, wenn

wiederum zusdtzlich
u, =0 (3.15)

qilt.

Man beachte, dafl die stirkere Glattheitsforderung im vorstehenden Korollar
dazu dient zu garantieren, daf} die L.osung stetig differenzierbar ist. Man stellt
aber anhand von (3.12) fest, daf} es eigentlich ausreichen wiirde 7u fordern, daf§
die Inhomogenitit dort stetig ist. Es wire dann nur xy stetig differenzierbar,
wihrend fiir 29 und 23 Stetigkeit geniigt. Diese Problematik des “richtigen”
Losungsraumes wollen wir allerdings hier nicht vertiefen.

Vergleicht man das obige Resultat mit Satz 14 (der Strangeness-Index ist
fiir Paare von konstanten Matrixfunktionen trivialerweise wohldefiniert), so
kann man offensichtlich die Regularitidt eines Matrixpaares durch die Bedin-
gung (3.15) verallgemeinern, wahrend p die Rolle von v — 1 iibernimmt.

Statt den Ubergang von (3.8) auf (3.10) durch Differentiation tatsichlich
auszufithren, kann man auch versuchen, nur mit Aquivalenztransformationen
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des urspriinglichen Paares (F, A) auszukommen. Man hitte dann ein zu (F, A)
global dquivalentes Paar von Matrixfunktionen zur Verfiigung, an dem man den
Strangeness-Index wie auch die Folge (r;,a;,s;) der charakteristischen Grofien
von (F, A) ablesen konnte.

Satz 30 Sei fir (K, A) der Strangeness-Index p wohldefiniert und (r;, a;,3;),
1=0,...,u, die Folge der zugehérigen charakteristischen Gréfien. Weiter sei
(in Verbindung mit (3.4d,e))

wo = Ug, Wy = Uy — U, L= 1, ..., [, (3.16)

und
co = ag + so, ;= 81 —w;, = 1,..., 4. (3.17)

Dann ist (F, A) global dquivalent zu einem Paar der Form

F710 --- 010 % .- % ] (***0 ...... 0] d,

0[0 --- 0|0 F, * 00 --- 00 --- --- 0 w,,

S : - B e S : :

0(0 ---0 0 1,{0[0---0]0 --- --- 0 wo . (3.18)

010 010 G, 010 07 cy

L 00 --- 0 0] L0j0---0 I'l) «co
Dabei gilt

F;
rang [ o ] =c;+w=5_1<c;_q. (3.19)

Die Matrizfunktionen F; und G; haben also zusammen punktweise vollen Zei-
lenrang.
Beweis:

Aus Platzgriinden kann der Beweis hier nicht gefiihrt werden. Der interessierte
Leser sei auf [9] verwiesen. Der dortige Beweis beruht im wesentlichen darauf,
die Transformation, die man nach Ubergang auf (3.10) anwendet, soweit wie
moglich auf (3.8) zu iibertragen. DO

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir die erhaltenen Resultate auf unsere
beiden Beispiele anwenden. Dabei verwenden wir die Abkiirzung “dif” iiber
dem Aquivalenzzeichen, um den Ubergang von (3.8) auf (3.10) zu markieren.

Beispiel 31 Fiir das Problem aus Beispiel 15 gilt
—t 1 -1 0
0 1 —t 12 0 1 -1 0
1 —t -1 ¢+ || 1 —t 0 -1
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Damit lauten die charakteristischen Grofien

T0:]7 (],():07 80:]7 (1():07 ?I,():O7

7‘1:07 (],1:‘17 81:07 (11:07 ?L1:]7

auflerdem p = 1. Die zugehorige differentiell-algebraische Gleichung besteht
also aus einer algebraischen Gleichung bei einer unbestimmten Komponente.
Inshesondere ist also die Losung des homogenen Anfangswertproblems nicht
eindeutig in Ubereinstimmung mit den Resultaten von Beispiel 15.

Beispiel 32 Fiir das Problem aus Beispiel 16 gilt
[0 0 1t

o 0 |[1 ¢

1 —t 0 1
[0 -1 0
1 ’ 0 -1
[0 -1 0

0 0 —1 ’

Damit lauten die charakteristischen Grofien

2

1

o
=

2

T0:]7 (],():07 80:]7 (1():07 ?I,():O7

T = 07 a1 = 27 81 = 07 (11 = 07 Uy = 07

auflerdem p = 1. Die zugehorige differentiell-algebraische Gleichung besteht
also aus zwei algebraischen Gleichungen. Inshesondere ist damit die Lésung
ohne Vorgabe von Anfangsbedingungen eindeutig in Ubereinstimmung mit den
Resultaten von Beispiel 16.



Kapitel 4

Numerische Verfahren

Nachdem wir uns in den beiden vorangegangenen Kapiteln mit den analyti-
schen FEigenschaften linearer differentiell-algebraischer Gleichungen auseinan-
dergesetzt haben, wollen wir in diesem Kapitel Verfahren zu deren numerischer
Losung entwickeln. Aus Platzgriinden werden wir uns hier nur mit Mehrschritt-
verfahren bheschaftigen. Ausgangspunkt sollen die fiir die Losung gewdhnlicher
Differentialgleichungen bekannten Resultate sein. Im folgenden bezeichne h eine
fest gewidhlte Schrittweite, t; = to+1h die zugehdrigen Gitterpunkte und z; Ap-
proximationen an z(;).

Definition 33 Ein lineares k-Schritt-Verfahren, k& € N, zur Losung einer ge-
wohnlichen Differentialgleichung & = f(, ) ist gegeben durch die Verfahrens-
vorschrift

k k
S =0y Bif(h ) (4.1)
=0 =0

zur Berechnung von 2 mit Koeffizienten a;, 81 € B, 1 =0,...,k, wobei a; # 0
und a% + ﬁg # 0. Die durch

k k
o) =>"aX, o) =3 s (4.2)
=0 =0

festgelegten Polynome ¢ und o heiflen charakteristische Polynome des Mehr-
schrittverfahrens.

Ist B = 0, so kann die Vorschrift (4.1) direkt nach 2 aufgelost werden (explizi-
tes Verfahren). Fiir 55 # 0 muf im allgemeinen ein nichtlineares Gleichungssy-
stem, bei linearen Problemen zumindest ein lineares (Gleichungssystem, gelost
werden (implizites Verfahren). Man beachte, dafi man (4.1) durch Multiplika-
tion mit einem Skalar verschieden normieren kann, 7. B. durch die Forderung
ap = 1 oder G, = 1 fiir implizite Verfahren. Die Figenschaften von Mehrschritt-
verfahren bei der L.osung von gewdhnlichen Differentialgleichungen lassen sich
wie folgt zusammenfassen, siehe 7. B. [7].
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Satz 34 Das lineare k-Schritt-Verfahren (4.1) sei konsistent der Ordnung p,
p € N, d. h. es gelte fiir jedes hinreichend glatte x € C(1,C™), daf

k
Z (epx(t;) — hBia(t)) = (’)(hp'H) firh — 0 (4.3)
=0
bzw. dquivalent
k k
Zallq:qZﬁlqu, g=10,...,p, (4.4)
=0 =0

und stabil, d. h. die Wurzeln des Polynoms o liegen in der Finheitskreisscheibe
und die Wurzeln auf dem Rand sind einfach. Dann ist das Mehrschrittverfah-
ren konvergent der Ordnung p, d. h. fir jede Losung x von & = f(t,x) mit
hinreichend glattem f € C(1 x C",C") und fiir Startwerte xq, ..., 251 mit

xp—x(t)) = O(h?)  firh — 0 (4.5)
gilt fiir festes T'=1ty+ Kh €7, K € Ny, daf§
#(T3h) — 2(T) = O(RP) fiir h — 0, (4.6)

wobei (T h) die mit Schrittweite h an der Stelle T' erzielte numerische Appro-
rimation bezeichnet.

Bemerkung 35 Die Konsistenzbedingungen (4.4) fiir ¢ = 0,1 zusammen mit
der Stabilitatsforderung implizieren

o(1)=0, o'(1)=0o(1)#0. (4.7)

Fs ist also A = 1 einfache Nullstelle des Polynoms p. Stabilitit eines Mehr-
schrittverfahrens impliziert auflerdem die Fxistenz einer Vektornorm, sodaf} in
der induzierten Matrixnorm (bei der Normierung aj = 1)

—Qf— o Ty —Qg

1
M) <1, M= | . (4.8)

gilt.

Fs ist nun die Frage, wie man Mehrschrittverfahren verallgemeinern kann, um
damit differentiell-algebraische Gleichungen zu lésen. Etwas einfacher gestaltet
sich die Beantwortung dieser Frage bei einem den Mehrschrittverfahren ver-
wandten Verfahrenstyp, den sogenannten One-leg-Verfahren.

Definition 36 Ein One-leg-Verfahren mit k Schritten, & € N, zur Losung von
@ = f(t,x) ist gegeben durch die Verfahrensvorschrift

k k k
%Z“lml = FO_ Bt Bia) (4.9)
" 1=0 =0 =0

zur Berechnung von 25 mit Koeffizienten o, 5; € R, 1 =0,...,k, wobei a; # 0,
at 4+ 62 #0und o(1) = 1 mit o gemil (4.2).
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Hier kann man die Vorschrift (4.9) so interpretieren, dafi man in & = f(t,2) die
Frrsetzungen

k k k
1
1 — i T o— T T o— — 4.10
;:0 Biti, =« 1§:o Bz, @ - 15:0 agx (4.10)

vornimmt. Dies ist natiirlich sofort umsetzbar auf Gleichungen der Form (1.1)
gemif}

k k k
1
FO - Bt ﬁmvz > agay) = 0. (4.11)
=0 =0 " =0

Wendet man diese so erhaltenen Verfahren auf die rein algebraische lineare

Gleichung
0=A(t)z+ f(1)

mit punktweise nichtsingulirem A an, so ergibt sich

k k
0=AD)>_ B+ f(1), 1= bty
=0

=0

oder
k-1
Brrr = —A(D) () =Y B
=0

Um nach 2 auflésen zu kénnen, mufl G5 # 0 sein. Weiter erkennt man, dafi im
allgemeinen ein lineares Gleichungssystem nicht exakt gelost wird, sondern dafy
vielmehr sogar Fehler von vorangegangen Schritten iibertragen werden. FEin
moglicher Ausweg ist die Forderung

60:"':51471:07 ﬁk:]v (4]2)

passend zu o(1) = 1. Tn diesem Fall gilt # = #; und man erhilt mit =), =
—A(t) " f(#z) als numerische Approximation die tatsiichliche Tésung. Dariiber-
hinaus stimmen unter der Bedingung (4.12) die Verfahrensvorschriften (4.1) und
(4.9) iiberein und wir kénnen die fiir Mehrschrittverfahren bekannten Resultate
verwenden. Fordert man zusatzlich zu (4.12) noch moglichst hohe Ordnung in
(4.4), so erhdlt man die sogenannten BDF-Verfahren. Diese lassen sich auch
so konstruieren, dal man als Approximation an #(f;) die Ableitung des in
(tr, (1)), I = 0,...,k, interpolierenden Polynoms an der Stelle #; verwendet,
woher auch der Name “Backward Differentiation Formulae” stammt. Fiir die
BDF-Verfahren gilt p = k in (4.4). Sie sind allerdings nur stabil fiir & < 6. Die
Koeffizienten a; sind in Tabelle 4.1 angegeben.

Es ist nun zu untersuchen, inwiefern BDF-Verfahren, gegeben durch die
Verfahrensvorschrift

k
1
F(thmhﬁgalml) =10, (4.]3)

fiir die numerische Losung differentiell-algebraischer Gleichungen geeignet sind.
Wie auch schon bei der analytischen Untersuchung von (1.1) werden wir uns auf
lineare Probleme beschrinken und mit dem Fall konstanter Koeffizienten be-
ginnen. Fiir Konvergenzaussagen ist es wesentlich, daf} eine eindeutige Losung
existiert. Die Einschriankung auf reguldare Matrixpaare ist daher naheliegend.
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Tabelle 4.1 Koeffizienten der BDF-Verfahren

ap1 [1=0 1=11=21=3 l=4 1l=5 1=6
E=1] 1 —1

k=2 32 ~2 :

k=3 % -3 2 -1

k=4 2 -4 3 -3 !

R e
I A N A B

Satz 37 Seien K, A € C" und (FE.,A) regulir. Dann sind die BDF-Verfahren
(4.13) angewandt auf (2.1) fiir k < 6 konvergent der Ordnung p = k im Sinne
von Satz 34.

Beweis:
Wendet man (4.13) auf (2.1) an, so erhilt man

k
1
EZ Z o = Axg + f(t;).

" 1=0

Wegen der Regularitiat von (K, A) kann man gemiB (2.9) auf die Weierstraf}-
Normalform transformieren. Dabei zerfillt die obige Gleichung in zwei unge-
koppelte Teile. Nennt man jeweils wieder die numerischen Approximationen 1
und die Inhomogenitiat f, so ist der erste Teil nichts anderes als das BDF-
Verfahren angewandt auf die gewohnliche Differentialgleichung (2.6). Hierfiir
gilt die Behauptung nach Satz 34. 7u untersuchen bleibt der zweite Teil, der
dann die Form

k
N% Z o) = xp + f(fk)

" 1=0
besitzt. Um daraus die z; 7u gewinnen, kann man die Gleichung zunichst
mit N*~ 1 multiplizieren, um N¥ 12, = —N*"! f(2) 7u erhalten. Unabhingig
von den Startwerten erfiillen nach &k Schritten alle Tterierten, die in die weitere
Rechnung eingehen, die entsprechende Beziehung. Als nidchstes multipliziert
man die Gleichung mit N*~2 und nutzt die eben erhaltenen Beziehungen aus.
Nach v-maligem Anwenden entsprechender Argumente erhilt man schliefilich
in Termen von f(#;), z7umindest wenn das Mehrschrittverfahren geniigend weit
fortgeschritten ist. Wesentlich ist nur, daB} die Zahl der dazu nétigen Schritte
von h unabhidngig ist. Schlieflich muf} das Frgebnis in eine Taylorreihe ent-
wickelt werden und mit (2.8) verglichen werden. Die geschilderte Vorgehens-
weise in dieser Form durchzufiihren gestaltet sich jedoch extrem technisch. Es
soll deshalb hier ein formaler Zugang genommen werden entsprechend zum Be-
weis von Lemma 11. Dazu definieren wir einen diskreten Ableitungsoperator Dy,

durch

k
1
Dypxy, = ’ g .
" ]=0
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Die obige Gleichung wird dadurch 7u

N Dpay = x5 + f(ts).

Da Dy, linear ist und mit N vertauscht, erhilt man

v—1
we= (1= NDy) ' f(te) = = Y N'Dj f(tr).
=0
Wegen (4.3) zusammen mit (4.12) und p = k fiir die BDF-Verfahren gilt

Duf(ie) = f(te)+ > cq%?f(q)(tk) = f(tr) + O(hF).

9>k

Anwenden von Dy liefert

D f(te) = Dpf(ts) + > Cq%(jnh,f(q)(fk) =
q>k ’

=ft)+ > Eq%?f(qﬂ)(tk) —

q>k
= f(1x) + O(hF).

Durch iteratives Vorgehen erhilt man daraus
VRt — fO () = OR®Y firh—0, i=0,...,v—1

und schliefilich

v—1

vy —a(ly) = — > NUD,f(1y) — FO () = O(h®)  fiir h — 0,

=0

womit auch fiir den nilpotenten Teil Konvergenz der BDF-Verfahren folgt. O

Damit ist gezeigt, dafl die BDF-Verfahren fiir £ < 6 auch zum Ldsen von
differentiell-algebraischen Gleichungen mit konstanten Koeflizienten geeignet
sind, zumindest wenn man die Schrittweite konstant hilt. Fiir gewdhnliche
Differentialgleichungen gibt es entsprechende Resultate, wenn man Anderungen
der Schrittweite in einem bestimmten beschrinkten Mafl zuldft. Im vorliegen-
den Fall kénnen sich Schrittweitendnderungen allerdings katastrophal auswir-
ken.

Bemerkung 38 Ist h,., die grofite auftretende Schrittweite und beschrankt
man die Schrittweitendnderungen wie oben erwihnt, so kann man zeigen (vgl. et-
wa [1]), dafl im Fall von Satz 37 Konvergenz gemif}

x(T;h)—x(T)= O(ht

‘m ax)

fiit oy — 0 (4.14)

mit p = min(k, k — v + 2) vorliegt, falls & > v — 1 ist. Es tritt also fiir v > 3
zumindest eine Ordnungsreduktion auf.
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Noch schlimmer sieht die Situation im Fall von linearen differentiell-algebra-
ischen Gleichungen mit variablen Koeffizienten aus, selbst bei der Verwendung
konstanter Schrittweite. Diskretisiert man (1.2) mit einem BDF-Verfahren, so
erhdlt man

k
E(tk)% Z(Jq.??] = A(tk)mk + f(fk) (4.]5)
" 1=0

bzw. durch Umstellen nach der neuen Iterierten z

k—1
((Jzk E(fk) — hA(fk))Tk = hf(fk) — E(fk) Z Q. (4.]6)
=0

Fs gibt also genau dann eine eindeutige numerische Losung z, wenn die Ma-
trix ag (1) — hA(1r) nichtsinguldr ist. Dies ist fiir bestimmte Schrittweiten h
nur dann moglich, wenn das Matrixpaar (F(f), A(fr)) reguldr ist. Um die
BDF-Verfahren iiberhaupt sinnvoll durchfiithren zu kénnen, miifite man also
voraussetzen, dafl (K (1), A(t)) fiir alle ¢ € T reguldr ist. Wir haben allerdings
71 Anfang von Kapitel 3 bereits gesehen, dafl diese Figenschaft im allgemei-
nen vollig unabhdngig von den Figenschaften des 7u lésenden Problems ist. So
liefern die BDF-Verfahren in Beispiel 15 unabhingig von einer vielleicht zusitz-
lichen Inhomogenitit eine eindeutige Losung, obwohl das gegebene Problem je
nach Inhomogenitit entweder keine oder unendlich viele, aber nie eine eindeu-
tige Losung besitzt. Bei Beispiel 16 hingegen sind die BDF-Verfahren iiber-
haupt nicht durchfiithrbar, obwohl das Problem eine eindeutige Losung besitzt.
Man koénnte sich jetzt natiirlich fragen, fiir welche Teilprobleme BDF-Verfahren
trotzdem geeignet sind. Wir wollen uns jedoch dieser Frage nur insoweit stellen,
wie sie uns spiter bei der Fntwicklung allgemeinerer Verfahren weiterhilft. So
ist in beiden Beispielen 55 # 0. Fine Idee wire nun, dafi fiir Gleichungen mit
so = 0 und damit g = 0 keine Probleme auftreten.

Lemma 39 Sei fiir das Paar (F, A) von Matrizfunktionen der Strangeness-
Index p wohldefiniert mit p = 0. Dann ist (F(t), A(t)) reguldr fir alle t € T
genau dann, wenn ug = 0 gilt.

Beweis:
Wegen p = 0 ist sg = 0. Sei zundchst ug = 0. Mit U = (7', Z) und V = (T, T)
nach Satz 22 gilt punktweise fiir starke Aquivalenz

Y0 AT 77 AT
(£, A) ~ (l 0 0 ][ 7AT'  7*<AT D

Dabei ist wegen rq+ ag = n der Fintrag Z* AT nichtsinguldr. Damit gilt weiter

(el A )= [0 0])

Das Matrixpaar (F(1), A(1)) ist also fiir alle ¢ € T regular mit ind( (1), A(1)) =
0, falls ag = 0, und ind(E(t), A(t)) = 1, falls ag # 0. Sei nun andererseits
g # 0. In diesem Fall gibt es zu jedem 1 € T einen Vektor © € C™, o # 0, mit
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7 F(t) = v*A(t) = 0, wobei (F, A) eine globale Normalform von (F, A) gemiB
(3.8) sei. Riicktransformation liefert sofort die Fxistenz eines nichtverschwin-
denden Vektors v mit v*F(t) = v*A(t) = 0 und AE(#) — A(¢) kann fiir kein A
nichtsingular sein. 0O

Tatsdchlich kann man nun fiir diesen Spezialfall von linearen differentiell-
algebraischen Gleichungen Konvergenz der BDF-Verfahren bei Verwendung kon-
stanter Schrittweite zeigen. Dazu bendtigen wir zunidchst folgendes Hilfsresultat

(vel. [1]).

Lemma 40 Sei M eine quadratische Matriz der Gestalt

P l Mo +00(h) oi(vh) ] (417)

mit ||Mg|| < 1 und sei N nilpotent mit v = ind(N,T). Dann gilt
M = [ oty Oh) ] (4.18)

fiire > v und ih <T —1tq, T €T fest.

Beweis:
Wegen der oberen Blockdreiecksgestalt von M gilt fiir ¢ > v

[ )
M': =

i i1 i j ; yet i1 p

_ | My Zj:}) Mn?' My, M, _ | M Z]‘:g) My My, M,
0 M3, 0 0

Da M2 = O(h) in jedem Summanden des (1,2)-Fintrages vorkommt und der

Rest beschrinkt ist, folgt die Behauptung fiir den (1,2)-Fintrag von M*. Fiir

den (1,1)-Fintrag gilt

M3 | = [I(Mo + O(h))'|| < [[Mo + O(h)||* <
< (14 Ch) < (Fhyi < (C(T=10)

und damit M}, = O(1). O

Wir kénnen nun Konvergenz der BDF-Verfahren mit k& < 6 fiir strangeness-
freie, fiir konsistente Anfangsbedingungen eindeutig lésbare lineare differentiell-
algebraische Gleichungen zeigen.

Satz 41 Sei fiir das Paar (E, A) von hinreichend glatten Matrizfunktionen der
Strangeness-Index p wohldefiniert mit p = 0 und gelte neben sq = 0 auch
ug = 0. Dann sind die BDF-Verfahren (4.13) angewandt auf (1.2) fir k < 6
konvergent der Ordnung p = k im Sinne von Satz 34.

Beweis:

Sei z die Losung von (1.2) mit (1.3) und bezeichne 7; den zugehorigen lokalen
Fehler der BDF-Verfahren entsprechend (4.3), d. h. sei

k
T, = Zak,]m(qu,]) — hT(ﬂ) = O(hk_H) fiir h — 0.
=0
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Dann gilt mit e;—; = 2, — 2(t;_)

zak it~ BA )y — B =
Zak I VA eir) — hA)(2(t) +e) — hf(t;) =

= F(fi) Z an_1€ + E(f/i)(ﬂ + hT(ﬂ)) — hA(ﬂ)(T(ﬂ) + 67;) — hf(ﬂ) =

=0
=h(E(t;)i(t;) — A(t)a(t) — f(1; Zak 1ei1 — hA(t)e: + F(t;)T;,
d. h. also i
E(qu) Z(Jzkflei,] — hA(ti)e,; + E(qu)ﬂ = 0.
=0

Nach Lemma 39 und dem dort gefithrten Beweis gibt es glatte, punktweise
nichtsingulare Matrixfunktionen P und @ mit

rro= |y 0| rae=]7 4]

Definiert man é;_; = Q(#;—;) 'e;—; und 73 = Q(#;—;) ' 7;, so folgt

P(t Z”k Q1) Q- )Q(ti-1) e
—hP(1; )A( )Q(fvr)Q(ffr)q@vr + P(t) E(t)Q(1)Q(4) 'ri = 0
bzw.
P(t:) E(t)Q(1;) ak97+-§:(1k Q1)1 Qli—1)Ei1)
fhP(ti)A(ti)Q](;i)éi + P(t;))E(t)Q(t:)Ti=0
imd schlieBlich mit v = —ap_ /o
G = QUi (E(1) — A1) Zw@ )6 - ),

Setzt man S; = Q(#;) " (F(t;) — LA()‘/?;))*1 E(t)Q(t;), so ist

7
h _
Si = (P()E:)Q(H) = T P(1)AT)Q(H) TP(t) E(1)Q(t) =
h _
[ o
0 0
Unterteilt man nun & = (ég”,égz)) und 7 = (7“'77(1),7:77(2)) entsprechend dieser

Blockstruktur und geht iiber auf ein formales Einschrittverfahren gemafl

€ = (57(1)7 ) 57(:1)144-1 ” ;1(2)7 s égz)k—H )7
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so gilt
_ (?7(1) ] i M1(7) ...... M]£7) Lgf) ______ ,15:) 1 r 57(1)1 - - bg7) _
&, Io0 A .
e I 0 A o
o | = . g -
~7(2)k+1 | B I 0 11 gfz)k | I 0 |
mit
[/\/I;’) f/;)]:[fy,(f— ?O,I(fi))* 0]@(7‘7) 1@(7‘7 ])
I+ O(h) O(h)
I+ 0 0 _
[yl +O(h) 0] oy 140
[vi] +O(h) O(h)]
und

o — L Dy s = o,

ag ag

Damit lautet die obige Rekursion

ei=MWe;; + b =
= MO e 60 ) 0 =

0. m+ZM M+DR0)

mit eq = O(h*), auBerdem

0 N ’
wobei My die zum Verfahren gehorige Stabilitatsmatrix aus (4.8) ist, mit dem
einzigen Unterschied, dafl dort jeder Eintrag mit dem Faktor I zu versehen ist.
Entsprechend zu Bemerkung 35 garantiert Stabilitit die Existenz einer Vek-
tornorm, sodaf} in der zugehérigen Matrixnorm [|My|| < 1 gilt. Mit Lemma 40
folgt nun

O(1) O(h) O( (1) (’)(h) O(hF+T)
S R | Y o R IR
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gleichbedeutend mit der Behauptung. 0O

Unter Voraussetzungen wie in Bemerkung 38 148t sich fiir variable Schritt-
weite Konvergenz mit gleicher Ordnung zeigen. Wie soll man aber lineare
differentiell-algebraische Gleichungen numerisch angehen, wenn die Vorausset-
zungen von Satz 41 nicht erfiillt sind? Wiinschenswert wire im Hinblick auf die
theoretischen Ergebnisse aus Kapitel 3 ein numerisches Verfahren zumindest fiir
den Fall, daBl der Strangeness-Index des zugehérigen Paares von Matrixfunk-
tionen wohldefiniert ist und keine unbestimmten Lésungskomponenten vorkom-
men. Zwar zeigen die Frgebnisse aus Kapitel 3, dafl man theoretisch zu einer
(in dem dort angegebenen Sinn) dquivalenten linearen differentiell-algebraischen
Gleichung iibergehen kann, die die Voraussetzungen von Satz 41 erfiillt. Lei-
der ist diese Vorgehensweise numerisch nicht durchfiithrbar, da sie aufeinander
aufbauende Transformationen mittels Matrixfunktionen und deren Ableitung
verwendet. Dabei wird die spezielle Form aus (3.12) zur Durchfiihrung der
BDF-Verfahren gar nicht bendtigt. Fs ist nur wichtig, dafi die entsprechenden
Voraussetzungen erfiillt sind.

Die Frage, mit der wir uns nun auseinandersetzen wollen, ist, ob es eine nu-
merisch zugdngliche, die Voraussetzungen von Satz 41 erfiillende lineare differen-
tiell-algebraische Gleichung gibt, deren L.osungsmenge umkehrbar eindeutig anf
die Losungsmenge des Ausgangsproblems abbildbar ist oder, besser noch, deren
Losungsmenge die gleiche ist wie die des Ausgangsproblems. Ausgangspunkt
unserer Uberlegungen ist die Konstruktion eines numerischen Verfahrens, das
die Bestimmung der charaktistischen Groflen (r;,a;, ;) erlaubt. Da wihrend
der iterativen Prozedur aus Kapitel 3 Ableitungen gebildet werden, ist klar, daf}
Ableitungsinformation zumindest fiir die Funktionen £, A und f in diese nume-
rische Prozedur einflieflen muB. Nach einer Tdee von Campbell (siehe [3]) leiten
wir dazu die Gleichung (1.2) sukzessive ab, bringen alle Ableitungen von z
auf die linke Seite und fassen die erhaltenen Gleichungen zu neuen groflen
differentiell-algebraischen Gleichungssystemen zusammen. Man erhilt damit
fiir hinreichend glatte Funktionen F., A und f fiir £ = 0,..., u Gleichungen der
Form

Mf(f)é’f = N/(t)Z/ + gﬁ(t)7 (4.]9)

wobei die Matrixfunktionen M,, N, und die Vektorfunktionen z,, g; blockweise
gegeben sind durch

(Mp)ij = (B = () AT i =0,

AD - fijri=0,...,0, j =0,
(Ne)ij = {() sonst, (4.20)
(z); =a), i =0,...,4,

(90);i = fO, i=0,...,L

Fs soll nun gezeigt werden, dafl fiir festes ¢ € T die lokalen charakteristi-
schen Groflen (7, ay, $¢) des Matrixpaares (gemif (3.4)) invariant unter globa-
len Aquivalenztransformationen des Paares (F, A) von Matrixfunktionen sind.
Dazu bendtigen wir zunidchst einige Identititen fiir Binomialkoeffizienten. Da-

bei verwenden wir die Konvention, daf} (;) =0 fiir2<0,7<0oderj>i.
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Lemma 42 Fiir alle v, 7, k,1 € Ny gilt

(@) QO+ () () = OO,

) (T = QEHGED (4.21)

(@ GO+ G+ OO = EHe.
Beweis:
Die Behauptungen folgen direkt durch Einsetzen der Definition der Binomial-
koeffizienten. 0O

Auflerdem bendtigen wir eine Beziehung fiir die Ableitungen eines Produkts
von drei Matrixfunktionen.

Lemma 43 Sei D = ABC' das Produkt dreier hinreichend glatter Matrizfunk-
tionen passender Dimensionen. Dann gilt

ioi—)

pli) — Z Z (;) (i;j)A(j) R i—i—k) (4.22)

7=0 k=0

Beweis:
Die Behauptung folgt durch Induktion unter Verwendung von (4.21¢). 0O

Als zentrales Ergebnis fiir das weitere Vorgehen erhalten wir den folgenden
Zusammenhang zwischen globaler und lokaler Aquivalenz.

Satz 44 Seien die Paare (F, A) und (F, A) von Matrizfunktionen hinreichend
glatt und global dquivalent gemdfs

FE=PEQ, A=PAQ - PEQ (4.23)

und seien (Mg, Ny) und (M, Ny) die zugehérigen erweiterten Paare nach (4.20).
Sei aufferdem der Strangeness-Index p von (F, A) wohldefiniert. Dann sind die
Matrizpaare (My(t), No(t)) und (My(t), No(t)) lokal dquivalent fir jedes t € T
und jedes £ =0,..., .

Beweis:
Wir definieren Matrixfunktionen Il,, &, und ¥, durch

(M)iy = (P, (005 = ()QU),
7 i+

(W) = { QU fiiri=0,....(, j =0,
ATV

0 sonst,

und bheweisen die Behauptung, indem wir zeigen, daf}

(W1(2), No(1)) = TA(Mo(1), N(1) [ "0 oty 1

gilt. Da alle beteiligten Matrizen untere Blockdreiecksform besitzen, geniigt es,
dies fiir £ = pu zu zeigen. Man beachte auflerdem, dafl Ny, N, und ¥, nur in
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der ersten Blockspalte nichtverschwindende Fintrige besitzen. Ausgehend von
Lemma 43 erhalten wir zunichst

i—k 7
Zk1 —02 k=0 (k
n i—k
A = Zlﬁ =0 Zkg 10 (k
i\ (i—k
()Y
LaBt man das Argument ¢ der Finfachheit halber weg, so liefert die Definition
der Matrixfunktionen

DA

(7 k1> FV(]Q)C)(?T*M*]@)7
Ky

)
)(7 ) A(kg)@(?j*k-]*kg)i
P Q(7+1 k- kg)].

(M, M,0,); =
= 0= S (T h(Mu)h,lQ(@u)lQ,j =
= Y= Sty () PETIIG) EO) (1) Aty (D ),

Verschieben hzw. Invertieren der Summation ergibt zusammen mit (4.21a,b)
(M, M0 =

= () kLol O 7) P('“)(F'Zh)E(’w)cg(v?ay‘fm k)
(,7‘+1) Z;ﬁ ;01 Zb 0 [(77%71) P(’“1)(’7*-7;j1 N Al) Qlimi 1=k —h2) _
,(77744) P(k1)(7 7 k; k1>E(k2)Q(vi—j—k1 7142)] _

Fntsprechend folgt, dafi

(T[ N © ) *(HMMMWM)LO:
Zh 0( )7 ]1(N )]1 ((H)M)(),O*
— 500 oMty (M), 1 (W), 0 =
— Zk o} ) Pk Ali=k) (0)
+ Zlﬁ o 2221 ()k1 ( 7 ) P(k1)<7 k/ﬁ)A(kQ)Q(iflm —ko)
Zlﬁ o 222 k10 ( z) (k1)(7 kk1) F(kg)@(zflﬁfkg—H) —
— Al — (N Yi.0-

0

Damit ist gezeigt, daf} die lokalen charakteristischen Grofen (7, g, 3¢) ent-
sprechend (3.4) von (My(1), Ny(t)) selbst wieder charakteristisch fiir das ur-
spriingliche Paar (F,A) von Matrixfunktionen und somit auch fiir die 7zu-
gehorige differentiell-algebraische Gleichung sind. Die lokalen charakteristi-
schen Grofen (74, ay, 3¢) sind aber numerisch bestimmbar. Tm wesentlichen sind
nach (3.4) fiir jedes £ drei aufeinanderfolgende numerische Rangbestimmungen
durchzufithren, die etwa mittels Singuldrwertzerlegung oder QR-Zerlegung mit
Spaltentausch bewerkstelligt werden konnen. FEs bleibt damit die Frage, ob
man von der Kenntnis von (7y,dys,8), { = 0,...,p, zuriickschliefen kann auf
die gewiinschten charakteristischen Groflen (r;,a;,8),7=0,...,p

Satz 45 Sei fir das Paar (E,A) von hinreichend glatten Matrizfunktionen
der Strangeness-Index p wohldefiniert mit globalen charakteristischen Gréfien
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(riyaiys;), 1 = 0,...,u. Seien weiter (My(t), Ny(t)), £ = 0,...,u, t € T,
die zu (F, A) gehérigen erweiterten Matrizpaare mit lokalen charakteristischen
Gréfien (74, g, 8¢). Dann gilt

I
7‘/*(/4—]7772 Zw“ Fo=(u+1)n—a, — Zw“

Gy = Sp_1 — Wy — 8 = ¢y — 3y, a, = c,,
£—1 u—1
.%:sf—l—Z(:?;, §M:ZC7;:(1,M7(:M (4.24)
=0 , =0 ’
(i/:fﬁ*.gfz(ﬂ—l—‘l)n/*(ff*Z?Li’ (]M—(M—I—]W*(‘M Zw“
z:ﬁO "
?]f:(ﬁ—l—])n/*ff*(}f*.gf:Z?I,i7 ?]M:Zm;,
=0 =0

£=0,...,u.

Beweis:

Wegen Satz 44 konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dafi das Paar (FE., A)
in der Normalform (3.18) vorliegt. Fiir festes ¢ € T wenden wir nun lokale
Aquivalenztransformationen (3.2) auf (My(t), Ny(t)) an. Dabei werden wir im
folgenden das Argument 1 weglassen. Zuerst bilden wir durch Umsortieren das
Paar (M, N;) gemif

(Mp)ig=(Mo)iio—js (Nodig = (Node—iy—;

und erhalten

Too - Tos 0 --- 0 Soy
My = oo s M= Do
Ty 0 - 0 Suy

Dabei besitzt jeder Blockeintrag T;;, 1 =0,...,/ die Form

I'o -« 0l0 % - x
0 --- 0[]0 F, *
: a2
00 0 0 |,
0lo 0l0 G,
G
L 0|0 -~ 0 0 |



42 Kapitel 4 Numerische Verfahren

jeder Blockeintrag T; ;41,2 =0,...,£ — 1 die Form

[ coo x| 0 % aeo ]
0 * *
: x
010 0 0
010 0| -T =
. . . . *
Lolo - 0 T

und jeder andere Blockeintrag im oberen rechten Teil die Form

0]0 -~ 00 =« *
*

0/0 --- 0 0

00 0]0 =

R : *

00 -~ 0 0 |

In N, besitzt jeder Blockeintrag Sie,1=0,...,0—1 die Form

00 0

und Sy besitzt die Form

* | % |0 0
0 010 0

010 010 0

010 o7

_00 0 T_
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Wir kénnen nun die Matrix M, folgendermaBen mit Hilfe von Block-GauB-
FElimination iiber die Identititen vereinfachen. Die Identitdt in der oberen lin-
ken Fcke jedes Blockes T;; wird verwendet, um alle anderen Blockeintrige in
der zugehorigen Blockzeile zu eliminieren. Dann kann man mit der unteren
rechten Tdentitdt im (0,1)-Block alle anderen Eintrige in dieser Blockspalte
eliminieren, anschlieBend mit den unteren zwei Identititen im (1,2)-Block alle
anderen Fintrige in diesen Blockspalten und induktiv so weiter mit den unte-
ren ( Identitdten im (£ — 1,0)-Block. Sei (Mﬁ7 /W) das Paar, das wir auf diese
Weise erhalten. Fs besitzt die gleiche grobe Blockstruktur wie (M, N;). Inshe-
sondere wurde kein Nullblock zerstort. Bezeichnen wir die Blocke von Mﬁ und
/W mit ﬁ7 und ﬁm, so konnen wir wie folgt weiterschlieflen. Der Diagonalblock
ﬁ7 besitzt ¢ + -+ 4+ ¢; + wg + -+ - + w,; Nullzeilen. Durch die Tdentititen in
7;7;’7;4_17 falls vorhanden, tragen die ¢g+ - - - + ¢; aber nichts zum Rangdefekt von

My bei. Da der Rest im wesentlichen Stufenform hesitzt, erhalten wir

fr=(n—wp)+ (n—wyg—wi)+ (n—1wyg—wy —we)+---+
+(n—wyg—---—wpq)+(n—wyg—---—wp—cg—---—¢p) =
=+ 1)n— Zf:o Uy — Zf:o i
Um die anderen Invarianten entsprechend Satz 21 zu bestimmen, bendtigen wir
Z}Nﬂ} und Z}Nﬂ}f, wobei die Spalten von 7, das Kobild von M, und die
Spalten von T, T] den Kern bzw. den Kokern von M, aufspannen. Da N, nur
in der letzten Blockspalte nichtverschwindende Fintrige besitzt und 7, einen
Nullblock in der oberen linken Fcke (wegen der Tdentitdt im entsprechenden
Block von /\}I/) besitzt, ist der einzige relevante Teil in 7} /\7@ der einen Beitrag

zu den gesuchten Ringen liefert, derjenige, der zur letzten Blockzeile von N,
gehort. Dieser hat die Form

folo --- olo --- 0]
o --- 010 --- 0 Uy
o --- 010 --- 0 Wy -
I Cy
L T_ [#3]

Wir erhalten nun den Kern von M iiber die vorhandenen Nullspalten und die
Kerne der Eintrige F; und ;. Sei

mit orthonormalen Basen K; und K! von kern U; und cokern U;. Wegen (3.19)
ist U; eine (¢; + wj, ¢;—1)-Matrix mit vollem Zeilenrang. Damit folgt rang K; =
i1 — ¢; — w; und

/ w I3

m
dim kern M, = Z( Z (i1 —c;—wj)+e,+ Z w;) = Z((:?; + ;).

=0 j=i+1 7=0 =0
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Wegen der speziellen Form von Zﬂw ist von 7} ebenfalls nur der letzte Teil
relevant, welcher die Form

folo --- 0 0 0 ] dﬂ
I 0 N 0 ),
I 0 ‘- 0 wo
Kyt Cu
Kotq cr
| 0 | cot--Fcra

mit K41 = I besitzt. Fiir T; erhidlt man entsprechend als relevanten Teil

o ---0l7rlo --- olo --- 0 d,
o --- 000 --- 0|0 --- 0 w,,
0 0101 0 010 0 o
0] 0 00 0 cy
K, 0 0 €1
Kilo --- 0 cy
I Cp—q
L I ] [#3]

Damit erhalten wir schlief3lich
ag =rang(Z; N, T,) = rang Kyy1 = ¢/ — copq — Wogpq = Sp—q — Wy — 54

hzw.
/-1

~ di

Sp=cot e Frang Kj iy = co+ g e+ wepr = s+ Yo
=0

g
Die Beziehungen (4.24) erlauben jetzt ein sukzessives Berechnen der ge-
wiinschten charakteristischen Grofilen von (F, A).

Korollar 46 Unter den Voraussetzungen von Satz 45 gelten die Rekursionen

To= To, T =Ti—1 — Si—1
g = dg, 8= 8 — vi—1
So = 30, W; = S;-1 — S; —
do = dp U = W; — U;—q
e ! ! ! (4.25)
Uy = Ug, a,=n—Tr, — 8 — U,
wy = g, di=1;, — 8;

o= ag + S0, €= Si—1 — W;
o = S0, V=1 6
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Beweis:

Die Werte r; ergeben sich direkt aus der Konstruktion der Folge. Aus der
dritten Beziehung von (4.24) erhalten wir s;, um anschlieflend aus der zweiten
Beziehung w; zu bestimmen. Damit hat man drei unabhingige charakteristi-
sche Groflen fiir den o-ten Schritt bestimmt und alle anderen charakteristischen
Groflen ergeben sich aus den entsprechenden Definitionen. 0O

Damit haben wir zumindest ein numerisches Verfahren entwickelt, um die
zu gegebenem Paar (F, A) gehorigen charakteristischen Grofien (7, a;, s;) samt
Strangeness-Index p zu bestimmen. Man beachte, dafl dieses Verfahren nur
Information von K und A und deren Ableitungen ausgewertet an einer festen
Stelle 1 € T verwendet. Dieses Verfahren erlaubt also umgekehrt auch die De-
finition dieser charakteristischen Gréflen, im Gegensatz zu dem Vorgehen in
Kapitel 3 sogar mit dem Vorteil, dafi man diese punktweise festlegen kann. In
diesem Sinn kénnen wir also 7. B. angeben, welchen Strangeness-Index eine
lineare differentiell-algebraische Gleichung an einer bestimmten Stelle besitzt.

Wir kommen nun zur Frage, wie wir die gewonnenen Resultate verwenden
kénnen, um lineare differentiell-algebraische Gleichungen tatsichlich auch nu-
merisch 16sen zu kénnen. Aus der bisherigen Diskussion ist klar, daf} die wesent-
liche Information im Paar (M, N,) enthalten sein mufl. Im folgenden lassen
wir hier den Tndex weg, schreiben also kurz (M, N), ebenso (M, N) fiir das zur
Normalform (1:7, %I) gehorige grofle Paar, und nehmen stillschweigend an, daf
die Voraussetzungen der Sitze 44 und 45 erfiillt sind. Inshesondere sind dann
die Grofen (74, ay, 8¢) nicht von 1 €1 abhanglg Mit Blick auf Satz 28 ist unser
Ziel, aus (M, N) punktweise ein Paar (F, A) von Matrixfunktionen zu gewinnen,
fiir da@ der Strangeness-Index verschwindet und die lokalen charakteristischen
GrofBen gegeben sind durch 7 = d,, a = a, und § = 0. Dabei ist wesentlich,
dafBl dieses Verfahren numerisch durchfithrbar sein soll. Um einen mdoglichst
stabilen Algorithmus zu erhalten, wird darauf geachtet, dafi alle Transforma-
tionen moglichst kleine Norm besitzen. Das kann man dadurch erreichen, daf}
man versucht, die Spalten der auftretenden Matrizen oder Matrixfunktionen
orthonormal zu wihlen.

Wir betrachten zunichst die zur Normalform gehérigen Matrixfunktionen.
Nach Satz 45 gilt gerade a,, = a,+5,. Wegen der Konstanz der Réange garantiert
Satz 22 die Existenz einer glatten Matrixfunktion Zy der GroBe ((u+ 1)n,a,,)
derart, daf gilt

I, .
o o 0 0 * x 0
Z3M =0, rang(Z;N | . |)=rang(| 0 00 0 [)=a,
(‘) la, 0 0 1,
Setzt man nun
) Iy, 0
T, = 0 T
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so gilt
I
N .
ZIN| . | Ta=0
0
und
o Tdn 0 = Tdn 0
rang(KTy) =rang(| 0 0 F 0 1, |)=4d.
0 0 G 0 0

Damit haben wir zunichst einmal fiir die zu einer Normalform gehorigen Ma-
trixfunktionen Teile herausprojiziert, die die richtigen Ringe aufweisen. Diese
Resultate miissen jetzt anf die zum urspriinglichen Paar gehorigen Matrixfunk-
tionen iibertragen werden. Ausgehend von

M=TMO, N=TINO-TIMV

erhalten wir
0=7;M = 7Z;TIMO

und wegen der speziellen Struktur von N

a, =rang(Z;N[T, 0 ... 0]%)=
=rang(Z;TINO[T, 0 0]*) =
=rang(Z3TIN[Q + * ) =
=rang(Z;TIN[Q 0 0]*) =
=rang(Z3NIN[T, 0 01]"Q).

Damit ist gezeigt, dafl es eine glatte Matrixfunktion 73 der Grofe (4 1)n,a,,)
gibt, die ohne Finschrinkung orthonormale Spalten besitzt (durch Orthonor-
mierung von 11*75) und die Beziehungen

L,
0
Z3M =0, rang(Z3N | . |)=ay,
0
erfiillt. Entsprechend folgt aus
0=Z;N[I, 0 ... 0]'T,=
=Z;TINO[T, 0 ... 0]T,=
=Z;MIN[T, 0 ... 0]QT,

und

d, = rang( ETy) = rang( PEQT,) = rang( EQT;)
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die Existenz einer glatten Matrixfunktion 75 der Grofle (n,d, + u,), wiederum

ohne Einschriankung mit orthonormalen Spalten, mit

e
. 0
s N : Ty =0, rang(FTy)=d,.
0
Damit existiert schliefllich eine glatte Matrixfunktion 7y der Grofie (n,d,) mit
orthonormalen Spalten und

rang(Z7ETy) = d,.

Setzt man nun

o E1 A1
( va) = 0 9 AQ
0 0
mit
Fy=77E, Ay =ZFA, Ay=ZiN[I, 0 ... O],

so erhalten wir aus dem Paar (M, N) ein Paar (ﬁ, 4)7 das die gleiche Grofie
wie das urspriingliche Paar (F, A) besitzt. Es bleibt zu iiberpriifen, ob es auch
die gewiinschten charakteristischen Gréflen hesitzt.

Satz 47 Die lokalen charakteristischen Griffen von (137(1‘), A(f)) sind unabhdngig
von t € T gegeben durch

(f,a,8) = (dy,a,,0). (4.26)
Beweis:
Wir setzen mit der obigen Notation Ty = [T}, T5], wobei T} in den Kokern von
F1 multipliziert. Multipliziert aufierdem T in den Kokern von Ay, so sind
13717]' und AQTQ' sowie [T7,T},Ts] punktweise nichtsinguldr und wir erhalten
punktweise die folgenden lokalen Aquivalenzen.

o [y A,
(EvA): 0 5 AQ ~
0 [ ETORTL BT, ATAT AT
~ 0 0 0 |- 0 A7y 0 ~
I 0 0 0 0 0
0 BT 000 £k
~ 0 0 0],]0 A7 0]~
0 00 0 0 0
. [ 14, 00'(* ]
~ 0 00/|,[0 L, 0]~
0 0 0] [0 0 0
'mﬂoo'(o 0 0]
B
~ 0 00,0 I, 0
0 0 0] [0 0 0
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Vom letzten Paar kénnen wir nun direkt ablesen, dai 7+ =d,, a = a, und 5 = 0.
O

Inshesondere verschwindet also fiir (K, A) der Strangeness-Index. Setzt man
nun noch

fi
f=1F 7 (4.27)
f3

so hat man aus der differentiell-algebraischen Gleichung (4.19) fiir { = p die
differentiell-algebraischen Gleichung

E(t)i = Aty + f(1) (4.28)

gewonnen. Die Besonderheit der Herleitung ist, dafi die gesuchte Funktion =
dabei nicht mittransformiert wurde. Ist inshesondere u, =n —d, —a, =0,
so hat (4.28) die gleiche Losungsmenge wie (1.2). Das gleiche gilt, wenn die
Anfangsbedingung (1.3) hinzugenommen wird. Ist hingegen u, # 0, so gilt dies
wegen der Setzung fs = 0 nur, wenn die urspriingliche Gleichung 16sbar war.
Im Fall der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems garantiert dann
Satz 41 die Anwendbarkeit der BDF-Verfahren. Auflerdem kann man an Hand
von (4.28) sofort entscheiden, ob eine Anfangsbhedingung konsistent ist. Es muf}
ndamlich gelten, daf}

0 = Ay(to)xo + falto). (4.29)

FEs muB noch bemerkt werden, daf die Funktionen £, A und f in der oben
angegebenen Art wegen der Glattheitsforderung numerisch nicht zuginglich
sind, da man zwar Orthonormalbasen der auftretenden Ridume numerisch be-
stimmen kann, dies aber im allgemeinen nicht zu glatten Funktionen 7y und 75
fithrt. Stattdessen fiithrt die numerische Bestimmung der Orthonormalbasen 7u
Funktionen 7707 und 750Uy mit punktweise unitiaren Funktionen U; und Us,
die im allgemeinen nicht glatt sind. Damit erreicht man numerisch (4.28) nur
bis auf eine eventuell nichtglatte, punktweise unitire Skalierung von links. Die
BDF-Verfahren sind aber gliicklicherweise invariant unter solchen Transforma-
tionen der Gleichung. Man darf sich also auf den Standpunkt stellen, dafi man
glatte Funktionen zur Verfiigung hat. Damit haben wir also letztendlich ein
numerisches Verfahren konstruiert, das fiir eindeutig 16share Anfangswertpro-
bleme bei linearen differentiell-algebraischen Gleichungen mit wohl-definiertem
Strangeness-Index ohne Einschrdnkung an dessen Gréfie anwendbar ist.

Beispiel 48 Fiir das Problem aus Beispiel 15 gilt mit p = 1

—t 210 0 ~1 0‘00
—1 +t]0 0 0 —-1)00

M(t) = N(t) =
) 0 2t -t 2|’ ) 0 0100
0 2|—-1 t 0 01]0 0

Es ist rang M (1) = 2 unabhéngig von ¢ € T und beispielsweise (ohne Normie-
rung)

—1
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Damit erhdlt man

po-[8]. ]3]

und man kann die in Beispiel 15 angegebene allgemeine LLosung des zugehdrigen
homogenen Anfangswertproblems direkt ablesen.

Beispiel 49 Fiir das Problem aus Beispiel 16 gilt mit pu = 1

0 00 0 -1 t]0 0
1 —t|0 0 0 0]0 0

M(t) = N(t) =
®) o o | MU 0 110 0
0 1|1 —t 0 00 0

Es ist wiederum rang M (7) = 2 unabhingig von ¢ € T und beispielsweise (ohne
Normierung)

i} 1 0lo o] . /

Damit erhdlt man

CUR I R U N B PP Y

Auch hier kann man die in Beispiel 16 angegebene Losung direkt ablesen. We-

gen u, = (0 kann man fiir dieses Beispiel bei konsistenter Anfangshedingung
die BDF-Verfahren zur numerischen Berechnung der eindeutigen Losung ver-
wenden. Da die zu (137, A) gehorige lineare differentiell-algebraische Gleichung
wegen d, = 0 nur aus algebraischen Gleichungen besteht, wird diese durch die
BDF-Verfahren bis auf Rundungsfehler exakt gelést. Es sei hier noch einmal
darauf hingewiesen, dafi direktes Anwenden der BDF-Verfahren auf (1.2) bei
diesem Beispiel nicht moglich ist.

Im Anschluf} folgt noch ein Literaturverzeichnis fiir ergdnzende und weiterfiih-
rende Studien.
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