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Vorwort

Die stdndig wachsende Leistungsfahigkeit der zur Verfiigung stehenden Computertechnik
ermoglicht die Simulation immer komplexerer Probleme aus Wissenschaft und Technik. Um
die durch die Hardware gegebenen Moglichkeiten optimal auszuschopfen, bedarf es auch
effizienter numerischer Algorithmen.

Viele technische Probleme lassen sich durch partielle Differentialgleichungen beschreiben.
Bei deren numerischer Losung kommt héufig die Finite-Elemente-Methode zum Einsatz. Die-
se Diskretisierung fiihrt im allgemeinen auf grofidimensionierte (nicht)lineare Gleichungssy-
steme. Folglich entsteht die Notwendigkeit, bei deren Auflésung leistungsfihige Algorithmen
anzuwenden. In den letzten Jahren wurden zur Realisierung auf seriellen Rechnern sehr
schnelle iterative Loser entwickelt. Um dabei eine Naherungslésung mit einer vorgegebenen
relativen Genauigkeit zu erhalten, erfordern diese Verfahren eine Anzahl von Iterationen,
die von der Feinheit der Diskretisierung unabhéngig ist. Der Aufwand an arithmetischen
Operationen pro Iterationsschritt ist proportional zur Anzahl der Unbekannten des zu losen-
den Gleichungssystems. Beispiele fiir derartige Loser sind die Mehrgitter-Verfahren und das
Verfahren der konjugierten Gradienten mit Multilevel-Vorkonditionierern.

Um eine weitere Beschleunigung des Losungsprozesses zu ermdéglichen, kann man bei der
Computersimulation Parallelrechner einsetzen. Da die Finite-Elemente-Methode eng mit der
Gebietszerlegungsidee verkniipft ist, liegt es nahe, Parallelrechner mit Multiple-Instruction-
Multiple-Data (MIMD)-Architektur und Datenaustausch iiber Links zu nutzen. In der vorlie-
genden Arbeit wird begriindet, dafl viele der bekannten schnellen Auflésungsverfahren, wie
zum Beispiel Mehrgitter-Verfahren, Verfahren der konjugierten Gradienten mit Vorkondi-
tionierern basierend auf Mehrgitter-Verfahren, mit additiven Multilevel-Vorkonditionierern,
Algebraic-Multilevel-Iteration-Vorkonditionierern und Gebietszerlegungsvorkonditionierern,
nach einem einheitlichen Konzept effizient parallelisiert werden kénnen. Zahlreiche numeri-
sche Experimente zeigen, dafl die auf seriellen Rechnern besten Algorithmen auch auf Par-
allelrechnern am effektivsten arbeiten.

An dieser Stelle sei meinen Kollegen von der Fakultét fiir Mathematik der Technischen
Universitdt Chemnitz fiir interessante Diskussionen und eine Reihe von Hinweisen gedankt.
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Kapitel 1

Einleitung

Computersimulationen spielen bei der Produktentwicklung in der Automobilindustrie, im
Maschinenbau, in der Luft- und Raumfahrt, in der Mikroelektronik, in der Medizintech-
nik und in vielen anderen Bereichen eine entscheidende Rolle. Im Entwicklungsprozefi be-
steht meist das Ziel darin, die Form und die Materialzusammensetzung des Produktes so zu
gestalten, dafl die geforderten Eigenschaften optimal erfiillt werden. Vom mathematischen
Standpunkt aus ist ein inverses Problem zu l6sen, d.h es ist diejenige Form bzw. Mate-
rialzusammensetzung zu finden, die die gestellten Anforderungen am besten erfiillt. Ohne
Computersimulation miifite wiederholt der Zyklus: Bau eines Prototyps — Test im Labor-
versuch — Ableitung von notwendigen Verdnderungen durchgefiihrt werden. Ein derartiges
Vorgehen ist sehr zeitaufwendig und kostenintensiv. Aufbauend auf Ingenieurerfahrungen
kénnen mittels Computersimulation in einer wesentlich kiirzeren Zeit und mit wesentlich ge-
ringerem Kostenaufwand zahlreiche Produktvarianten hinsichtlich Formgestaltung und Ma-
terialzusammensetzung bewertet werden. Finige physikalisch-technische Erscheinungen wie
z.B. die Wetterprognose oder die Vorhersage der Folgen von Schadstoffausbreitungen sind
ohne Comptersimulationen nahezu undenkbar.

Die Grundlage der Simulationen ist die mathematische Beschreibung der zu untersu-
chenden Prozesse. Die Beschreibung der entsprechenden thermischen, mechanischen, elektri-
schen und magnetischen Felder erfolgt i.a. mittels gewohnlicher und partieller Differential-
gleichungen bzw. Integralgleichungen. Die Lésung dieser Feldgleichungen auf analytischem
Weg ist nur fiir einige wenige Spezialfille moglich. Daher ist der Einsatz von Computertech-
nik unumginglich. Dies erfordert den Ubergang vom kontinuierlichen Modell (Differential-,
Integralgleichung) zu einem diskreten Ersatzmodell. Hierbei kommen als Diskretisierungs-
verfahren die Finite-Elemente-Methode (siehe z.B. [43, 64, 109, 222, 228, 256]), das Diffe-
renzenverfahren [109, 197, 216] oder die Randelementemethode [19, 110] zum Einsatz. Im
Ergebnis des Diskretisierungsprozesses entstehen i.a. grofdimensionierte (nicht)lineare Glei-
chungssysteme. Im Fall von nichtlinearen Problemen wird noch ein Linearisierungsprozef
durchgefiihrt, so daf} letztendlich stets groBdimensionierte lineare Gleichungssysteme zu l6sen
sind. Diese Gleichungssysteme besitzen einige spezielle Eigenschaften. Da in dieser Arbeit
ausschlieffilich Finite-Elemente-Diskretisierungen zum Einsatz kommen, sollen hier auch nur
die Eigenschaften der bei diesen Diskretisierungen entstehenden Gleichungssysteme disku-
tiert werden. Bei der Diskretisierung einer elliptischen Differentialgleichung 2n-ter Ordnung
in einem d-dimensionalen Gebiet gilt fiir die Systemmatrix A:



e Aist eine (N x N)-Matrix mit N = O(h™%).
e Die Anzahl der Nicht-Null-Elemente pro Matrixzeile ist von der Ordnung O(1).

e Bei geeigneter Knotennumerierung ist die Matrix A eine Bandmatrix mit der Band-
breite b = O(h~(4=1),

e Die Konditionszahl x(A) verhilt sich wie O(h™?").

Hierbei bezeichnet i den Diskretisierungsparameter, z.B. den mittleren Elementdurchmesser,
und es gilt fiir eine Grofie @ die Beziehung @ = O(h*) genau dann, wenn lim, .o Q/h* =
¢ = const.

Zur Losung linearer Gleichungssysteme Au = f existieren eine Vielzahl von Losungsal-
gorithmen. Eine erste Klasse von Auflosungsverfahren sind die direkten Verfahren, d.h. Ver-
fahren, die den Losungsvektor u nach endlich vielen Schritten liefern. Beispiele hierfiir
sind das Gauflsche Eliminierungsverfahren oder im Fall einer symmetrischen positiv defi-
niten Matrix A das Cholesky-Verfahren [227]. Fiir die grodimensionierten Finite-Elemente-
Gleichungssysteme sind diese Verfahren jedoch ungeeignet, denn die Durchfithrung des Cho-
lesky-Verfahrens erfordert z.B. O(h—3?*2) arithmetische Operationen. Dies fiihrt bei einer
Verfeinerung der Diskretisierung zu einer enormen Zunahme der Rechenzeit, z.B. wéchst
die Rechenzeit um das 128fache bei der Halbierung der Schrittweite A fiir Probleme im
Dreidimensionalen. Auflerdem ist aufgrund der schlechten Kondition der Matrix A mit der
Verfeinerung der Diskretisierung ein Anwachsen der Rundungsfehler verbunden. Fiir einige
spezielle Gleichungssysteme, wie z.B. bei der Diskretisierung der Poissongleichung im Qua-
drat, stehen Spezialalgorithmen zur Verfiigung. Beispielsweise erfordern der BUNEMAN-
Algorithmus [191] oder die Methode der Trennung der Verdnderlichen unter Einbeziehung
der schnellen Fouriertransformation und optimaler Loser fiir tridiagonale Gleichungssysteme
217, 223] O(h%logh™!') arithmetische Operationen.

Eine andere Klasse von Auflésungsverfahren bilden die iterativen Verfahren, d.h. Algo-
rithmen, bei denen der Losungsvektor u ausgehend von einer Startniherung w(® als Grenz-
wert von Niherungslosungen u¥) bestimmt wird. Die wohl bekanntesten klassischen Ite-
rationsverfahren sind das Jacobi- und das GauB-Seidel-Verfahren [111, 217, 249]. Bei bei-
den Verfahren liegt der Aufwand an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt in
der GroBenordnung O(h~?), d.h. er ist asymptotisch optimal. Allerdings konvergieren die-
se Verfahren sehr langsam. Zum Erreichen einer vorgegebenen relativen Genauigkeit ¢ sind
O(h—2"Ine!) Tterationen erforderlich, so dafl bei einer kleinen Schrittweite h, also bei einer
grofen Anzahl von Unbekannten NN, diese Verfahren ebenfalls ungeeignet sind. Ein erster
Schritt zu wesentlich schneller konvergierenden Iterationsverfahren wurde 1950 von YOUNG
[248] mit dem SOR-Verfahren vollzogen. Bei geeigneter Wahl des Relaxationsparameters
liegt die Anzahl notwendiger Iterationen in der Grofienordnung O(h™"Ine"), und folglich
der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen bei O(h~¢ ™Ine"1). Die gleichen Aussa-
gen gelten fiir das im Jahr 1952 von HESTENES und STIEFEL vorgeschlagene Verfahren der
konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) [137]. Seit den 70er Jahren hat dieses Verfahren mit
der Bereitstellung von Vorkonditionierungen enorm an Bedeutung gewonnen. Insbesondere
wurden zunéchst Vorkonditionierer auf der Basis unvollstédndiger Zerlegungen der Matrix A



entwickelt. Die Anzahl notwendiger Iterationen beim Verfahren der konjugierten Gradien-
ten mit derartigen Vorkonditionierungen verhilt sich wie O(h™%%Ine=")...O(h™ ' Ine™") fiir
Randwertprobleme zweiter Ordnung (siehe z.B. [11, 93, 111, 189, 244]). Im Vergleich zum
CG-Vertahren ohne Vorkonditionierung liefern aber CG-Verfahren mit Vorkonditionierungen
basierend auf unvollstdndigen Zerlegungen in vielen Anwendungsféllen in einer kiirzeren Zeit
eine Naherungslosung mit einer vorgegebenen relativen Genauigkeit €. Dennoch fiithrt bei der
Verfeinerung der Diskretisierung die h-Abhéngigkeit der Iterationszahlen zu einem raschen
Anwachsen der Rechenzeit.

Ein Durchbruch zu Iterationsverfahren, die O(lne=1)...O(Inh ' lne 1) Iterationen zum
Erreichen einer Ndherungslosung mit einer relativen Genauigkeit ¢ erfordern, wurde mit den
Multilevel-Verfahren, d.h. Verfahren, die in den Lésungsprozef eine Folge von Diskretisierun-
gen einbeziehen, erzielt. Als erste Multilevel-Verfahren wurden die klassischen Mehrgitter-
Verfahren entwickelt. Nachdem die Grundidee dieser Verfahren bereits 1961 von FEDORENKO
(77, 78] veroffentlicht wurde, und in den 60er sowie 70er Jahren einige wenige Arbeiten zu
Mehrgitter-Verfahren erschienen sind (siehe 7z.B. [7, 17, 22, 53, 105, 161, 164, 202]), wurden
seit den 80er Jahren eine Vielzahl von Arbeiten zur Konvergenz der Mehrgitter-Verfahren,
z.B. [21, 44, 47, 49, 51, 106, 107, 174, 176, 184, 229, 239, 252, 253, 254], publiziert. Die
Anzahl von Arbeiten iiber die Konstruktion und Anwendung von Mehrgitter-Verfahren fiir
eine Vielzahl von Aufgabenklassen ist nahezu uniiberschaubar. Die derzeit umfangreichs-
te Literaturzusammenstellung enthélt die MGNet-Literaturdatenbank von DoOuGLAS [71].
Beziiglich Literatur zu verschiedenen Anwendungen von Mehrgitter-Verfahren sei hier nur
auf einige Monographien [46, 57, 108, 215, 186, 241] und Tagungsbénde [100, 113, 114, 115,
131, 135, 136, 175, 178, 185, 187, 188, 194, 195, 230, 231, 232] verwiesen.

Unter Nutzung einer Folge von Diskretisierungen kénnen verschiedene Vorkonditionie-
rer fiir das Verfahren der konjugierten Gradienten konstruiert werden. Man erhélt dann
asymptotisch optimale bzw. fast optimale CG-Verfahren mit Vorkonditionierung, d.h. Ver-
fahren, bei denen der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen in der Groflenordnung
O(h=ne=")...O(h="In h='In ") liegt. Beispiele fiir solche Vorkonditionierer sind Vor-
konditionierer auf der Basis von klassischen Mehrgitter-Verfahren [41, 42, 45, 141, 148, 157,
170] und hierarchischen Basis-Mehrgitter-Verfahren [23], der hierarchische Basis-Vorkondi-
tionierer von YSERENTANT [250], der BPX-Vorkonditionierer von BRAMBLE, PASCIAK und
XU [52, 246] (siehe auch [38, 49, 66, 91, 204, 205, 247, 255]) und die AMLI-Vorkonditionierer
(Algebraic Multilevel Iteration) von AXELSSON und VASSILEVSKI [15, 16, 236, 237].

Die stdndig wachsende Leistungsfahigkeit der zur Verfiigung stehenden Computertechnik
bietet die Mo6glichkeit, immer komplexere Probleme mit einer immer hoheren Genauigkeit
zu 16sen, und verlangt somit letztendlich nach immer effektiveren Auflsungsverfahren fiir
sehr grofidimensionierte Gleichungssysteme. Mit der Bereitstellung der asymptotisch opti-
malen Loésungsalgorithmen ist zunéchst eine Entwicklungsgrenze erreicht, d.h. Algorithmen
mit asymptotisch geringerem Aufwand an arithmetischen Operationen sind nicht konstru-
ierbar. Somit mufl nach nenen Wegen zur Beschleunigung der Losungsalgorithmen gesucht
werden. Eine Moglichkeit ist die Anwendung von Parallelrechentechnik. Hierbei stehen ver-
schiedene Rechnerarchitekturen zur Verfiigung. Man unterscheidet z.B. SIMD- (single in-
struction stream, multiple data stream) und MIMD- (multiple instruction stream, multi-



ple data stream) Computer. Wihrend in einem SIMD-Computer alle Prozessoren gleich-
zeitig nur gleiche Anweisungen lediglich mit verschiedenen Daten ausfithren kénnen, kann
im MIMD-Computer auf jedem Prozessor eine andere Anweisungsfolge abgearbeitet werden.
Die verschiedenen Rechnerarchitekturen kénnen auch nach der Art des Speicherzugriffs klas-
sifiziert werden. Man unterscheidet Shared-Memory-Maschinen und Distributed-Memory-
Maschinen. Bei ersteren hat jeder Prozessor Zugriff auf einen gemeinsamen Hauptspeicher.
In einem Distributed-Memory-Computer besitzt jeder Prozessor seinen eigenen Speicher. Der
Zugriff auf Daten anderer Prozessoren erfolgt durch Kommunikation iiber sogenannte Links.
Ein Vorteil von Distributed-Memory-Maschinen ist, dafl sie fast beliebig skalierbar sind,
d.h. es konnen relativ problemlos weitere Prozessoren hinzugefiigt werden, um die Gesamt-
leistungsfihigkeit des Systems zu erhohen. Eine ausfiihrlichere Diskussion der Klassifizierung
von Parallelrechnern ist z.B. in [163, 183] zu finden.

Das Konzept der MIMD-Computer erscheint geeignet fiir Simulationen basierend auf
Finite-Elemente-Diskretisierungen. Deshalb werden in dieser Arbeit nur Lésungsalgorithmen
fiir den Einsatz auf derartigen Rechnern diskutiert.

Neben den Bewertungskriterien Aufwand an arithmetischen Operationen und Speicher-
platzbedarf bei Losungsalgorithmen auf seriellen Rechnern kommt beim Einsatz der Algo-
rithmen auf Parallelrechnern noch die Frage nach der Parallelisierbarkeit hinzu. Mafe fiir die
Qualitédt eines parallelen Algorithmus sind z.B. der Speed-up und die skalierte Effizienz. Der
Speed-up S ist definiert als der Quotient aus der Zeit zur Losung eines Problems mit N Unbe-
kannten auf einem Prozessor und der Losungszeit fiir das gleiche Problem auf p Prozessoren.
Die skalierte Effizienz E ist das Produkt aus der parallelen Effizienz E,,, = S/p und der nu-
merischen Effizienz E,,m,. Dabei ist die numerische Effizienz durch Eyum = tpar/tser definiert,
wobei g, und p,, die Losungszeiten fiir das gleiche Problem mittels des schnellsten seriellen
Algorithmus bzw. des schnellsten parallelen Algorithmus (ausgefiihrt auf einem Prozessor)
sind. Da sich beim parallelen Algorithmus die Rechenzeit aus der Zeit fiir die Arithmetik
und der Zeit fiir die Kommunikation zusammensetzt, geht bei fester Problemgréfie N mit
wachsender Anzahl von Prozessoren p die parallele Effizienz gegen Null. Der praktisch in-
teressantere Fall ist die Beurteilung des Verhaltens der Algorithmen, wenn mit steigender
Prozessoranzahl p proportional auch die Problemgréfie erhéht wird, d.h. wenn der in jedem
Prozessor genutzte Speicherplatz unabhéngig von der Prozessoranzahl ist. Ein Algorithmus
heifit dann skalierbar, wenn die Effizienz nahezu konstant ist.

Es gibt zwei Moglichkeiten zur Entwicklung paralleler Losungsalgorithmen. Man kann
die bisher erwédhnten asymptotisch optimalen bzw. fast optimalen Losungsalgorithmen auf
einem Parallelrechner implementieren oder man entwickelt Algorithmen, die direkt auf die
Anwendung von MIMD-Computern zugeschnitten sind, z.B. CG-Verfahren mit Vorkonditio-
nierern basierend auf Gebietszerlegungstechniken.

Das der Parallelisierung der sequentiellen Verfahren (Mehrgitter-, BPX-artige, AMLI-
Verfahren) zugrundeliegende Prinzip ist die Datenpartitionierung, d.h. die gesamte Rechen-
arbeit und die gesamten Daten des sequentiellen Algorithmus werden auf die einzelnen Pro-
zessoren verteilt. Diese Datenverteilung impliziert bei einer Finite-Elemente-Diskretisierung
eine Zerlegung des Gebietes in Teilgebiete, die nicht notwendigerweise zusammenhidngend
sind. Jeder Prozessor fiihrt mit den zu ,seinem* Teilgebiet gehdrenden Daten den Losungs-



algorithmus durch. Daten beziiglich der Teilgebietsrénder bei der Verwendung nichtiiber-
lappender Teilgebiete oder Daten beziiglich der Uberlappungszone beim Einsatz von iiber-
lappenden Teilgebieten sind auf mehr als einem Prozessor gespeichert. Da arithmetische
Operationen mit diesen Daten auf jedem der beteiligten Prozessoren erfolgen, besteht im
Vergleich zum sequentiellen Algorithmus ein gewisser Overhead an Arithmetik. Zusétzlich
ist in einigen Schritten des parallelen Losungsalgorithmus, z.B. im Glattungsverfahren und
im Grobgitterloser, Datenaustausch zwischen den Prozessoren erforderlich. Bei allen paralle-
len Verfahren besteht das Ziel darin, den Aufwand an Kommunikation so gering wie mo6glich
zu halten.

Eine der ersten Publikationen, in der die Grundprobleme bei der Parallelisierung von
Mehrgitter-Verfahren diskutiert wurden, ist die Arbeit [54] von BRANDT. Mit der Paralle-
lisierung von Mehrgitter- und BPX-artigen Verfahren auf MIMD-Computern haben sich in
den letzten Jahren eine Reihe von Arbeitsgruppen beschéiftigt. Erwahnt seien hier die Ent-
wicklung von parallelen Codes fiir Mehrgitter-Verfahren bei der GMD (siehe z.B. [183] und
die darin zitierte Literatur), die Entwicklung des Programmpaketes UG in der Gruppe um
WiITTUM und BASTIAN [25, 26, 28, 34, 242], das Programm FEM@BEM [97, 98] aus der
Gruppe von LANGER, das Programm SPC-PM Po 3D [3, 5] aus der Gruppe um MEYER sowie
das Softwarepaket PETSc aus der Gruppe von SMITH [18]. Weiterhin sei hier noch auf die
Arbeiten von BEY [33], DoucGLAs [69, 70], GRIEBEL [91], HEMPEL/SCHULLER [132], JUNG
(144, 145, 146], LEINEN [172], MATHESON/ TARJAN [182], SCHIEWECK [219] und ZUMBUSCH
[257] verwiesen. Experimente mit der Parallelsierung der AMLI-Vorkonditionierer wurden
insbesondere von AXELSSON und NEYTCHEVA [9, 200, 201] durchgefiihrt.

Ein anderer Weg, um zu einem parallelen Loser zu gelangen, ist die Konstruktion des
Losers aufbauend auf einer vorher durchgefiihrten Gebietszerlegung. Hierbei kann sowohl
eine Zerlegung in iiberlappende als auch in nichtiiberlappende Teilgebiete erfolgen. In ei-
nem darauf aufbauenden Losungsalgorithmus werden in den Teilgebieten unabhéngig von-
einander, und folglich parallel, vom Ausgangsproblem abgeleitete Teilprobleme geldst. Eine
Kopplung zwischen den Teilproblemen erfolgt bei den iiberlappenden Methoden iiber die
Uberlappungszone. Die nichtiiberlappenden Methoden erfordern fiir die Kopplung noch die
Losung eines sogenannten Schurkomplementsystems. Um einen Algorithmus zu erhalten,
dessen Konvergenzeigenschaften unabhéngig von der Anzahl der verwendeten Teilgebiete
ist, mufl bei beiden Vorgehensweisen in den Losungsprozefl ein globales Grobgitterproblem
einbezogen werden. Zur ndherungsweisen Losung der Teilgebietsprobleme konnen alle op-
timalen sequentiellen Algorithmen genutzt werden. Eine ausfiihrliche Darstellung von Ge-
bietszerlegungsverfahren ist z.B. in [62, 102, 111, 225] zu finden.

Die parallele Losung von Randwertproblemen erfordert allerdings nicht nur Uberlegun-
gen hinsichtlich der Parallelisierung des Gleichungslosers, vielmehr muf3 natiirlich der ge-
samte Losungsprozef3, d.h. die Generierung der Gitterhierarchie, die Generierung der Finite-
Elemente-Gleichungssysteme und der Gleichungsloser, nach einem einheitlichen Konzept par-
allelisiert werden. Ein grundlegendes Problem der Parallelisierung des Gesamtprozesses ist
die Durchfiihrung einer geeigneten Datenverteilung. Bei der Datenverteilung sind folgende
Gesichtspunkte zu beachten. Die Daten sind so zu verteilen, daf} jeder Prozessor im gesam-
ten Losungsprozefl ungefihr die gleiche Arithmetikarbeit leistet. Wie bereits oben erwéahnt,
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definiert die Datenverteilung eine Gebietszerlegung. Da in den Losungsalgorithmen die zwi-
schen den Prozessoren auszutauschende Datenmenge von der Grofie der Teilgebietsrdander
abhéngt, ist es erforderlich, die Oberfliche der Teilgebiete moglichst minimal zu halten. Be-
sonders schwierig ist die Behandlung des Lastverteilungsproblems in adaptiven Multilevel-
Verfahren. Da diese Fragestellungen nicht Gegenstand vorliegender Arbeit sind, wird hier
nur auf die Arbeiten [25, 34, 76, 210] verwiesen, die einen umfangreichen Uberblick iiber die
internationale Literatur zur Lastverteilungsproblematik geben.

In der vorliegenden Habilitationsschrift wird die Lésung linearer und nichtlinearer Rand-
wertprobleme mittels verschiedener Varianten iterativer Loser und deren Parallelisierung
diskutiert. Dabei werden Vor- und Nachteile hinsichtlich Konvergenzeigenschaften, Aufwand
an arithmetischen Operationen und Kommunikationsaufwand herausgearbeitet.

Im Kapitel 2 dieser Arbeit werden zuerst die Randwertprobleme formuliert, die im weite-
ren als Testbeispiele fiir die iterativen Loser zum Einsatz kommen. Als Beispiele fiir lineare
elliptische Randwertprobleme dienen skalare Gleichungen mit variablen Koeffizienten und li-
neare Elastizitdtsprobleme in zwei- und dreidimensionalen Gebieten. Als Beispiele fiir nicht-
lineare Randwertprobleme werden nichtlineare stationdre Magnetfeldprobleme betrachtet.
Die Diskretisierung dieser Randwertprobleme erfolgt mittels der Finite-Elemente-Methode
unter Nutzung von Dreiecks- und Tetraederelementen. Moglichkeiten zur sequentiellen und
parallelen Generierung einer groben Vernetzung werden im Abschnitt 2.2.1 kurz diskutiert.
Die Rédume der Finite-Elemente-Ansatzfunktionen werden mittels der iiblichen Knotenba-
sis bestehend aus stiickweise linearen bzw. stiickweise quadratischen Ansatzfunktionen oder
mittels h- bzw. zweistufig p-hierarchischer Basen definiert. Im Abschnitt 2.2.3 werden aus
der Literatur bekannte Beziehungen zwischen den Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren in
den Knotenbasen und in den hierarchischen Basen zusammengestellt. Weiterhin wird bewie-
sen, daf} sich fiir die oben betrachteten Randwertprobleme in zweidimensionalen Gebieten
die Steifigkeitsmatrix und der Lastvektor, die bei der Diskretisierung mittels stiickweise
quadratischer Funktionen entstehen, auch aus einer Linearkombination jener Steifigkeitsma-
trizen und Lastvektoren berechnen lassen, die aus Diskretisierungen mit stiickweise linearen
Ansatzfunktionen auf den Triangulationen mit den Schrittweiten A und % resultieren. Nach
Kenntnis des Autors wurde diese Eigenschaft erstmals von JUNG und RUDE in [152, 153, 154]
bewiesen. Mittels dieser Aquivalenz zwischen den Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren kann
die Konvergenz von Mehrgitter-Verfahren mit impliziter Extrapolation auf einfache Weise
gezeigt werden (siche Abschnitt 3.4). Auerdem wird im Abschnitt 2.2.3 unter Nutzung die-
ser Tatsache gezeigt, dafl sich die Konstanten in den verstérkten Cauchy-Ungleichungen im
zweistufig h- und zweistufig p-hierarchischen Fall um den Faktor % unterscheiden. Damit
kann z.B. aus der Kenntnis der Konstanten im zweistufig h-hierarchischen Fall, die i.a. ein-
facher zu bestimmen ist, unmittelbar auf die Konstante im p-hierarchischen Fall geschlossen
werden. Bisher wurden in der Literatur beide Fille getrennt voneinander analysiert (siehe
2.B. [1, 39, 173]).

Das Kapitel 3 ist der Parallelisierung der verschiedenen iterativen Loser gewidmet. Hier-
bei wird die Parallelisierung von Mehrgitter-Verfahren und des CG-Verfahrens mit Vorkondi-
tionierung betrachtet. Als Vorkonditionierer kommen die klassischen Mehrgitter-Verfahren,
additive Multilevel-Verfahren, wie z.B. der MDS-Vorkonditionierer [255], AMLI-Vorkonditio-
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nierer und Gebietszerlegungs-Vorkonditionierer (Domain Decomposition (DD) Vorkonditio-
nierer) zum Einsatz. Das Parallelisierungskonzept fiir alle Loser basiert auf einer nichtiiber-
lappenden DD-Datenstruktur, wie sie bei der Implementierung von Gebietszerlegungsver-
fahren mit nichtiiberlappenden Teilgebieten iiblich ist. Bei allen Verfahren liegt der Kom-
munikationsaufwand pro Iterationsschritt in der GréSenordnung O(h=(4=1),

Im Abschnitt 3.1 wird die verwendete Datenstruktur beschrieben. Ein wesentlicher Schliis-
sel zu einer erfolgreichen Parallelisierung ist die Nutzung von zwei Datentypen beziiglich der
Abspeicherung von Vektoren, ndmlich Vektoren vom addierenden Typ und Vektorem vom
iiberlappenden Typ [27, 103, 171]. Ein Vektor v, € R™* ist vom iiberlappenden Typ, wenn
auf dem Prozessor P; die wahren Werte jener Komponenten von v, gespeichert sind, die
zu Knoten in €; gehéren (€; ist das dem Prozessor P; zugeordnete Teilgebiet). Fiihrt man
Boolesche Teilgebietszusammenhangs-Matrizen Hy; : RY — R ein, dann ldt sich ein
iiberlappender Vektor auf dem Prozessor P; als v, ; = Hj v, darstellen, und fiir einen ad-
dierenden Vektor gilt d, = >0 | H ,{ idy.; mit den Teilgebietsvektoren d; ;. Die Steifigkeits-
matrizen A; haben die Darstellung >, H,ZjiAk,in,i. Klassifiziert man die Knoten in jeder
Vernetzung 7., k = 1,2,...,[, in Kreuzungsknoten, Kantenkoppelknoten, Flachenkoppel-
knoten und innere Knoten (siche Definitionen 2.2 — 2.4) und numeriert man die Knoten in
dieser Reihenfolge, dann hat die Steifigkeitsmatrix die Blockstruktur

Arv  Arve Arvre Ay
Arpv Are  Arer Awpr

Arrv Avre Arr  Aprr
Arrv Aere Arrr Arr

Die Indizes ,V*, JE*, (F“ und ,I“ beziehen sich auf die Kreuzungsknoten (vertices), die
Kantenkoppelknoten (edge coupling nodes), die Flichenkoppelknoten (face coupling nodes)
und die inneren Knoten (inner nodes).

Im Abschnitt 3.1 werden unter Nutzung der Booleschen Matrizen Hy ; einige aus [92, 95]
bekannte Beziehungen zwischen den Blécken der Matrix Ay und den Blécken der Teilgebiets-
steifigkeitsmatrizen Aj; zusammengestellt, und es werden einige neue Beziehungen bewiesen
(sieche Lemma 3.1). Beispielsweise gilt unter gewissen Voraussetzungen an die Vernetzung
A HE . = HLjAp.; wd Ay H ;= H[  Apou; (%0 stehen fiir V, E, F und I).
Dabei bezeichnen Ay . ; und Ay ..; die entsprechenden Matrixblocke von Ay ; in assemblier-
ter Form, d.h. sie enthalten die wahren Werte der entsprechenden Matrixeintrége von Ay .
bzw. Aj o.. Diese Beziehungen sind niitzlich fiir die Darstellung der parallelen Durchfiihrbar-
keit von Algorithmen wie z.B. der Glatter im Mehrgitter-Verfahren. Im Abschnitt 3.2 wird
die Parallelisierung der Mehrgitter-Verfahren diskutiert. Hierbei wird gezeigt, dafl geddmpf-
te Jacobi-Verfahren, Verfahren vom Gauf-Seidel-Typ basierend auf obiger Knotennumerie-
rung und unvollstdndige Cholesky-Verfahren den gleichen Kommunikationsaufwand erfor-
dern, ndmlich die Kommunikation fiir die Umwandlung eines Vektors vom addierenden Typ
in einen Vektor vom iiberlappenden Typ. Die vorgestellte Parallelisierung der Gauf3-Seidel-
Verfahren wurde vom Autor bereits in [143, 144] publiziert. Die Idee zur Parallelisierung der
unvollsténdigen Cholesky-Glétter wurde von HAASE [95] fiir 2D-Probleme entwickelt und
ist vom Autor auf 3D-Probleme erweitert worden. Weiterhin wird gezeigt, dafl die verwen-
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deten Restriktions- und Interpolationsprozeduren kommunikationsfrei durchgefiihrt werden
kénnen. Als Grobgitterloser werden iterative Verfahren fiir das vom Grobgittersystem ab-
geleitete Schurkomplementsystem bzw. direkte Gleichungsloser genutzt. Beide Strategien
erfordern Datenaustausch zwischen den Prozessoren.

Aus der Literatur ist bekannt [103, 196], dal bei der verwendeten Datenstruktur im
CG-Verfahren nur Kommunikation bei der Berechnung der Skalarprodukte und im Vor-
konditionierungsschritt erforderlich ist. Folglich hdngt der Kommunikationsaufwand im we-
sentlichen vom Kommunikationsaufwand im Vorkonditionierer ab. Nutzt man einen Vor-
konditionierer basierend auf den klassischen Mehrgitter-Verfahren, dann hat man wie oben
beschrieben auf jeder Gitterstufe Kommunikation in der Glattungsprozedur und Kommuni-
kation im Grobgitterloser durchzufiihren. Gleiches gilt beim Einsatz von additiven Multilevel-
Vorkonditionierern (siehe Abschnitt 3.3.3 und [27, 29]). Der Vorteil beim additiven Multile-
vel-Verfahren liegt darin, dafl Daten von allen Gitterstufen gemeinsam ausgetauscht werden
kénnen und somit im Vergleich zum multiplikativen klassischen Mehrgitter-Verfahren Start-
up-Schritte eingespart werden koénnen. Allerdings liefert der additive Vorkonditionierer ein
CG-Verfahren mit einer langsameren Konvergenz als beim Finsatz des multiplikativen Ver-
fahrens. Im Abschnitt 3.3.4 wird die Wahl der Komponenten im AMLI-Vorkonditionierer
und ihre Parallelisierung diskutiert. Es wird gezeigt, dafl Jacobi-Verfahren, symmetrische
GauB-Seidel-Verfahren und Verfahren mit unvollstdndigen Cholesky-Zerlegungen als Loser
fiir die Teilprobleme genutzt werden konnen, die zu den im jeweiligen Gitter neugenerierten
Knoten gehoren. Folglich ist eine analoge Parallelisierung wie bei den Mehrgitter-Verfahren
moglich. Ein Vorteil bei den parallelen AMLI-Vorkonditionierern besteht darin, daf sie aufler
auf dem grobsten Gitter keine Kommunikation beziiglich der Kreuzungsknoten erfordern.

Im Abschnitt 3.3.7 werden die parallelen iterativen Loser anhand verschiedener Beispiele
miteinander verglichen. Hierbei erweist sich das CG-Verfahren mit der Vorkonditionierung
basierend auf einem Mehrgitter-V-Zyklus sowohl in der sequentiellen als auch in der paralle-
len Version i.a. als schnellster Loser. Das CG-Verfahren mit dem MDS-Vorkonditionierer ist
bei den betrachteten Beispielen ebenfalls ein sehr effizientes Losungsverfahren. Bei der par-
allelen Implementierung liefern die AMLI- und DD-Vorkonditionierer die besten Effizienzen.
Die bei diesen Verfahren benétigten Rechenzeiten waren aber héher als beim CG-Verfahren
mit Mehrgitter- oder MDS-Vorkonditionierung.

Moglichkeiten zur Erhohung der Genauigkeit der Finite-Elemente-N&herungslosung sind
die Verkleinerung der Schrittweite, die Erhohung des Polynomgrades der Ansatzfunktionen
und die Anwendung von Extrapolationstechniken. Im Abschnitt 3.4 dieser Arbeit wird die
Kopplung von Extrapolationstechniken mit Mehrgitter-Verfahren untersucht. Hierfiir sind
zwel verschiedene Zugénge bekannt. Bei der klassischen Richardson-Extrapolation wird aus
zwei oder mehr Ndherungslosungen auf verschiedenen Gitterniveaus solch eine Linearkom-
bination gebildet, dafl Terme niedriger Ordnung in der Fehlerentwicklung eliminiert werden.
Ein zweiter Weg ist die Anwendung sogenannter Mehrgitter-Verfahren mit 7-Extrapolation
(31, 32, 56, 108, 218], in denen im Unterschied zu den klassischen Mehrgitter-Verfahren
bei der Defektberechnung zusétzlich ein Extrapolationsschritt durchgefithrt wird. Im Ab-
schnitt 3.4 wird gezeigt, dafl man den Mehrgitter-Algorithmus mit diesem impliziten Ex-
trapolationsschritt auch als iiblichen Mehrgitter-Algorithmus fiir ein Gleichungssystem in-
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terpretieren kann, dessen Systemmatrix und rechte Seite Linearkombinationen von Steifig-
keitsmatrizen und Lastvektoren sind, welche aus Diskretisierungen auf zwei aufeinander-
folgenden Gitterniveaus resultieren. Im Kapitel 2 dieser Arbeit wird bewiesen, dafi dieses
extrapolierte Gleichungssystem (bei Diskretisierungen mit stiickweise linearen Funktionen
iiber Dreiecksnetzen) dquivalent zu dem Finite-Elemente-Gleichungssystem ist, welches bei
der Diskretisierung mittels stiickweise quadratischer Funktionen entsteht. Somit kann der
Mehrgitter-Algorithmus mit Extrapolation auch als iiblicher Mehrgitter-Algorithmus fiir das
Finite-Elemente-Gleichungssystem aus der Diskretisierung mit stiickweise quadratischen An-
satzfunktionen verstanden werden. Ausgehend von diesen verschiedenen Betrachtungsweisen
fiir das Mehrgitter-Verfahren mit impliziter Extrapolation wird im Abschnitt 3.4 gezeigt, dafl
die Tterierten dieses Algorithmus gegen eine Losung mit erh6hter Genauigkeit konvergieren,
ndmlich gegen die Losung, die man bei einer Diskretisierung mit stiickweise quadratischen
Funktionen erhalten wiirde (siehe auch JuNG und RUDE [152, 153, 154, 155, 156]). Die
durchgefiihrten numerischen Experimente bestéitigen die theoretischen Aussagen.

Im Kapitel 3 dieser Arbeit werden sowohl multiplikative (Mehrgitter, AMLI, DD) als auch
additive (BPX, MDS, DD) Vorkonditionierer fiir das CG-Verfahren betrachtet. Die additi-

ven Vorkonditionierer haben die allgemeine Gestalt C; ' = 51(1)01(” + 51(2>Cl(2) +---+ 6l(n>Cl(")

) s =1,2,... n. Bei DD-Vorkonditionierern ist

beispielsweise (C1)~! ein Vorkonditionierer fiir das Schurkomplement, und (C/*)~! ein Vor-

mit geeignet zu wéihlenden Parametern 61(8

konditionierer fiir die Gleichungssysteme, die aus der Diskretisierung der Aufgaben im Inne-
ren der Teilgebiete resultieren. Die Bestimmung geeigneter Parameter 51(3) erfordert z.B. a-
priori Informationen iiber die Spektralgrenzen der mit C’l(s) vorkonditionierten Operatoren.
Im Kapitel 4 dieser Arbeit werden Iterationsverfahren mit variablen Vorkonditionierern
ot = sUe™ 4 60N 44 UM o™ entwickelt, wobei die Parameter 67 in je-
dem TIterationsschritt berechnet werden. Es wird ein zum herkémmlichen Gradientenverfah-
ren analoges Verfahren angegeben und hinsichtlich seiner Konvergenz untersucht. Weiterhin
werden vier CG-dhnliche Algorithmen vorgeschlagen. Fiir diese wird ebenfalls die Konver-
genz bewiesen. Der Konvergenznachweis erfolgt unter Nutzung von Konvergenzresultaten
fiir das Richardson-Verfahren [111, 217]. Es ist noch ein offenes Problem, ob fiir diese neuen
Verfahren auch die fiir CG-Verfahren typischen Konvergenzabschétzungen moglich sind. Die
im Abschnitt 4.3 und in [151] angegebenen numerischen Beispiele zeigen, dafi die Verfahren
mit dem variablen Vorkonditionierer C;' = §9Vct 4 9™ 4.4 50 oft die
gleiche Anzahl an Tterationen erfordern wie das CG-Verfahren mit dem Vorkonditionierer
it =6Me® 4 5Pc® 4o+ 6™ mit optimal gewihlten fixierten Parametern 6'°).

Im Kapitel 5 dieser Arbeit wird die Losung stationérer nichtlinearer Magnetfeldprobleme
betrachtet. Zur Linearisierung wird das Newton-Verfahren eingesetzt, und die Berechnung
einer geeigneten Startndherung erfolgt mittels einer Full-Mehrgitter-Strategie. Die in jedem
Newton-Schritt auftretenden linearen Gleichungssysteme werden mit den im Kapitel 3 dis-
kutierten parallelen iterativen Algorithmen geldst. Bei den im Abschnitt 5.2 und in [126, 127,
128, 129, 130] angegebenen Beispielen fiihren der Einsatz des Mehrgitter-Verfahrens bzw. des
CG-Vertahrens mit Vorkonditionierung basierend auf Mehrgitter-Verfahren zum schnellsten
Losungsalgorithmus fiir das nichtlineare Problem.

Die vorliegende Habilitationsschrift besteht aus fiinf Kapiteln. Die einzelnen Kapitel sind
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in Abschnitte und Unterabschnitte gegliedert. Zur besseren Lesbarkeit der Arbeit beginnt
jedes Kapitel mit einer Einfiihrung in die jeweils behandelte Problematik. Die Formeln, Sétze,
Lemmata, Bemerkungen, Folgerungen, Abbildungen und Tabellen sind getrennt voneinander
zweistufig numeriert. Dabei gibt die erste Ziffer das Kapitel und die zweite Ziffer die Nummer
innerhalb des Kapitels an. Das Ende von Beweisen ist mit O gekennzeichnet. In der Liste der
verwendeten Bezeichnungen sind die in der Arbeit genutzten Bezeichnungen fiir Funktionen,
Vektoren, Funktionenrdume, Normen u.i. zusammengestellt.



Kapitel 2

Randwertprobleme und

Finite-Elemente-Diskretisierung

In diesem Kapitel werden die Randwertprobleme formuliert, die im weiteren als Testproble-
me fiir die iterativen Loser genutzt werden. Dies sind skalare elliptische Randwertprobleme
und lineare Elastizitdtsprobleme in zwei- und dreidimensionalen Gebieten sowie nichtlinea-
re stationdre Magnetfeldprobleme in zweidimensionalen Gebieten. Zur Diskretisierung der
Randwertprobleme wird die Finite-Elemente-Methode verwendet. Hierbei kommen Dreiecks-
bzw. Tetraederelemente mit stiickweise linearen und stiickweise quadratischen Ansatzfunk-
tionen zum Einsatz. Zur Beschreibung der entsprechenden Finite-Elemente-Réume werden
sowohl die iiblichen Knotenbasen als auch h- und zweistufig p-hierarchische Basen genutzt.
Im Abschnitt 2.2.3 werden Beziehungen zwischen den Steifigkeitsmatrizen und Lastvekto-
ren, die aus verschiedenen Diskretisierungen resultieren, formuliert. Es werden die aus der
Literatur bekannten Zusammenhénge zwischen den Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren
in der Knotenbasis bzw. in der hierarchischen Basis angegeben. Weiterhin wird gezeigt,
dafl man die Steifigkeitsmatrix und den Lastvektor, welche aus der Diskretisierung mittels
stiickweise quadratischer Ansatzfunktionen iiber Dreieckselementen resultieren, auch aus ei-
ner Linearkombination jener Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren erhalten kann, die bei
der Diskretisierung mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen auf Triangulationen mit den
Schrittweiten 2 und % entstehen. Unter Nutzung dieser Eigenschaft wird im Abschnitt 2.2.3
bewiesen, daf sich fiir eine breite Klasse von Bilinearformen die Konstanten in den verstark-
ten Cauchy-Buniakowski-Schwarz-Ungleichungen im zweistufig p-hierarchischen und zwei-
stufig h-hierarchischen Fall um den Faktor % unterscheiden.

2.1 Randwertprobleme

2.1.1 Skalare elliptische Gleichungen

Es werden skalare elliptische Gleichungen in ebenen, polygonal berandeten Gebieten €2
bzw. in dreidimensionalen, polyhedralen Gebieten €2 betrachtet. Die verallgemeinerte For-
mulierung dieser Gleichungen lautet:

Gesucht ist u(x) € Vo = {u(x) € HY(Q) : w=0 auf I'1}, so daB
a(u,v) = (F,v) Yv €€V, (2.1)

15
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gilt mit
a(u,v) = /VTvA(x)Vud:c und  (F,v) = /fvdx+/gzvds, (2.2)
Q Q Iy

wobei A(x) fiir fast alle z € Q eine symmetrische positiv definite (2 x 2)- bzw. (3 X 3)-
Matrix ist. Der Rand 9Q = T, UT,, [T N[y = 0, meas[; > 0, sei lipschitzstetig und
stiickweise zweimal stetig differenzierbar, d.h. 9Q € C%!' N PC?. Weiterhin gelte f € Ly(Q)
und go € Ly(T'y). Dann folgt aus dem Satz von Lax-Milgram [64], dafl die Aufgabe (2.1) —
(2.2) eine eindeutige Losung besitzt.

2.1.2 Lineare Elastizititsprobleme

In der linearen Elastizitdtstheorie dienen die elastischen Grundgleichungen [88, 162], ein
System dreier gekoppelter elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung, zur Bestim-
mung des Verschiebungsfeldes #(z) = (uy(x), us(x),us(z))” unter vorgegebenen Volumen-
lasten f(z) = (fi(z), fo(x), f3(x))T und vorgegebenen Oberflichenlasten 7 (z) = (go1(x),
g22(x), gos())T. Die Verschiebungskomponenten u;(x), i = 1,2, 3, beschreiben die Verschie-
bung des Punktes P(z) = P(z1,xy, x3) in Richtung x;.

Die verallgemeinerte Formulierung des Randwertproblems der linearen Elastizitétstheorie
lautet:

Gesucht ist das Verschiebungsfeld @(x) € Vy = {i € [H'(Q)]? : @ =0 auf T'1}, so daB
a(w,v) = (F,v) Vv e, (2.3)
gilt mit

(it ) = [(DBi, Bo)dr wd (F.a)= [(F#)dr+ [(@.7)ds (2.4)

Q s

((.,.) bezeichnet das Euklidische Skalarprodukt). Die Matrizen B und D sind wie folgt defi-
niert:

0 0 0
— 0 0 — 0 —
8x1 3x2 81‘3
0 0 0
BT = 0O — 0 — — 0 :
3x2 3x1 3x3
0 0 0
0 0 — 0 _— —
81‘3 3x2 8x1
1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
v v 1—v 0 0 0
D_ E 12
Q+v)1-2v)| 0O 0 0 5 0 0
1—-2v
0 0 0
2
1—2v
0 0 0 0
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Hier bezeichnen v € (0,3) die Poissonsche Querkontraktionszahl und E den Youngschen
Elasitizitdtsmodul.

Fiir f € [Ly(Q)]® und G, € [Ly(T,)]® besitzt die Aufgabe (2.3) — (2.4) eine eindeutige
Losung [162].

Unter gewissen Voraussetzungen kann das lineare Elastizitdtsproblem im Dreidimensio-
nalen auf ein ebenes Problem reduziert werden. Sind der Querschnitt des Korpers und die
auferen Belastungen unabhéngig von der x3-Richtung, und wirken die dufleren Kréfte in
Ebenen parallel zur x3-Achse, dann ist die Annahme

8%1 3u2 0

—_— = —— = Uaq =

81‘3 31;3 s
gerechtfertigt, und folglich gilt fiir die Komponenten des Verzerrungstensors

c13 =¢e93 =33 =0 <5ij=§<ax.+am>a121,273>-
7 i

In diinnen Bauteilen mit konstanter Dicke, d.h. in Bauteilen, deren Dicke wesentlich
kleiner ist als die iibrigen Abmessungen, entsteht ndherungsweise ein ebener Spannungszu-
stand, wenn sie in der Bauteilebene belastet werden. Es wird dann angenommen, daf} die
Spannungskomponenten ¢y, 099 und oy nur von x; und x, abhidngen, und dafl

an = 012 = Toa = 0 (U___EV(511+€22+833) Ee;; o — Ee;;
33 13 23 13 (1-|-7/)(1—21/) (1+7/)7 1% (1-|-1/)

i, i,j=1,2,3)

gilt (fiir weitere Erliuterungen siehe z.B. [88, 162]).
Unter den obigen Annahmen reduziert sich das Randwertproblem (2.3) — (2.4) auf ein
ebenes Randwertproblem fiir den ebenen Verzerrungszustand bzw. den ebenen Spannungszu-

stand, d.h.:

Gesucht ist @(x) = (ui(x), us

~—~
2
s
m
>
I
—
A
=
m
B
o

: =0 auf I'1}, so dafl
a(w,v) = (F,v) VYve, (2.5)

gilt, wobei a(.,.) und (F’.) die Gestalt (2.4) haben und die entsprechenden Matrizen B sowie
D durch

9 4, 9
pr=| 9m 5 ‘9;2 (2.6)
0o —
81’2 81’2
und
| v 0
14+ (1—s)v
B 1+ (1—s) v 1 0
T+ —sy) | 1A =8 (27)
1—sv
0 0

21+ (1 —s)v)

(s = 1 ebener Spannungszustand, s = 2 ebener Verzerrungszustand) definiert sind. Weiterhin
gilt hier f(x) = (fi(x), fa(x))" und ga(x) = (g21(x), ga2(2))", & = (21, 22).
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2.1.3 Stationire Magnetfeldprobleme

In der vorliegenden Arbeit werden nichtlineare stationdre Magnetfeldprobleme in beschrénk-
ten zweidimensionalen Gebieten betrachtet. Die Herleitung des mathematischen Modells,
ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen, ist ausfithrlich in [117, 119, 120, 122] be-
schrieben. Die verallgemeinerte Formulierung dieses Randwertproblems kann wie folgt auf-
geschrieben werden:

Gesucht ist u(x) € Vo = {u(x) € HY(Q) : u =0 auf 9Q}, so daf
a(u,v) = (F,v) Yv €V, (2.8)
gilt mit

a(u,v) = /u(x, IVu|)VTuVvdr und / Ssv — Homa + Ho., a@v )dx. (2.9)
Q

Hier wird vorausgesetzt, dafl das Gebiet Q in der (xy,zy)-Ebene liegt. Dann ist die Lésung
w(z) die z3-Komponente des Vektorpotentials A. Der Vektor Hy = (Hoa,, Hosy,0)T be-
schreibt die Magnetisierung der Permanentmagnete, und S3 bezeichnet die z3-Komponente
der Stromdichte.

Das Gebiet, €2 sei aus N,; Teilgebieten Qj zusammengesetzt, die Materialien mit verschie-
denen magnetischen Eigenschaften reprisentieren, d.h.

Ny o

7=1

Die Nichtlinearitdt des Randwertproblems entsteht durch die Abhéngigkeit der Grofie v
vom Betrag der Induktion B, d.h. von |B| = |rotA| = |Vu|. Es wird vorausgesetzt, daf

v(z,|B|) = vV(|B]) VzeQ;

gilt. Die Funktion v@(|B]|) ist konstant, d.h. v0)(|B]) = e fiir nicht ferromagnetische
Materialien (z.B. Kupfer, Luft, Vakuum). Fiir die F‘unktlonen vl (|B|) j=1,2,..., Ny,
kénnen die folgenden durch das physikalische Modell gerechtfertigten Eigenschaften formu-
liert werden:

(i) v9)(z) = ¥ = const. Vz € [0, 2], )
(i) v0)(2) >t vz>o0,

(iii) ©U)(z) ist eine monoton wachsende Funktion,

(iv) lim. oo v(z) = v{), wobei ) = (o) " fiir Ferromagnetika gilt (1o (2.10)

bezeichnet die absolute Permeabilitéitszahl) ,

(v) W (z) Vz>0 und MY = const. mit I (z) < MY vz >0,

(vi) AMU) = const. mit v (2) z 4+ v (2) < MU Vz>0. )

HEISE hat in [118, 119, 121, 122] gezeigt, dal das Randwertproblem (2.8) — (2.9) unter den
Annahmen (2.10) (ii), (iii), (v), (vi) eine eindeutige Losung besitzt.
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2.2 Finite-Elemente-Diskretisierung

2.2.1 Generierung der Finite-Elemente-Netze und Datenauftei-
lung auf die Prozessoren

Im folgenden wird die Erzeugung einer Folge hierarchischer Finite-Elemente-Netze fiir zwei-
und dreidimensionale Gebiete beschrieben. Dabei werden in der vorliegenden Arbeit Drei-
ecks- und Tetraederelemente genutzt. Zuerst werden Moglichkeiten der sequentiellen und
parallelen Generierung des grébsten Netzes diskutiert. Auflerdem wird die Datenaufteilung
auf die Prozessoren erldutert.

e Sequentielle Generierung der grobsten Vernetzung

Die grobste Vernetzung 7; wird auf einem Prozessor, d.h. sequentiell, generiert. Hierzu
konnen alle bekannten Vernetzungsalgorithmen genutzt werden, siehe z.B. [65, 79, 160,
211, 221, 234]. Die Elemente der Triangulation 7; werden danach auf die Prozessoren P,
1 =1,2,...,p, verteilt. Die Entscheidung, welche Elemente zu welchem Prozessor gesendet
werden sollen, erfolgt auf der Basis von Partitionierungsalgorithmen, wie z.B. der linearen
Verteilung, der rekursiven Koordinatenbisektion, der rekursiven Graphenbisektion, der spek-
tralen Bisektion oder Multilevel-Algorithmen (siehe z.B. [24, 67, 76, 133, 134, 138, 210, 224]).

Die Verteilung der Elemente auf die Prozessoren definiert eine Zerlegung des Gebietes (2
in nichtiiberlappende Teilgebiete €2; mit

=

=1

Ein Ziel der Partitionierungsalgorithmen besteht darin, Teilgebiete €2; mit moglichst kleinem
Rand zu erhalten. Dies ist erforderlich, da in den im Kapitel 3 beschriebenen iterativen Losern
Datenaustausch beziiglich der Daten auf den Teilgebietsrdndern erfolgt und somit die Grofie
der Teilgebietsrander den Kommunikationsaufwand wesentlich beeinfluf3t.

e Parallele Generierung der grébsten Vernetzung

Zuerst wird eine Zerlegung des Gebietes €2 in nichtiiberlappende Teilgebiete Q;,7=1,2,...,p,
definiert. Der Koppelrand I'c = U_; 9Q; wird in Teilrinder I'c; (j = 1,2,...,j¢) mit
e = U;il ey und T NTeyr = 0 fiir j # 5 zerlegt (siehe z.B. Abbildung 2.1).

Im 2D-Fall wird fiir jedes Koppelrandstiick I'¢; festgelegt, wieviele Knoten auf I'¢; im
Netz 7; generiert werden sollen. Auflerdem wird eine bestimmte Verteilung dieser Knoten
gefordert, z.B. gleichméflige Verteilung oder Netzverdichtung in Richtung der Anfangs- und
Endpunkte von I'c;. Im Dreidimensionalen sind die I'¢; Fldchen. Deren Rénder werden
analog zum 2D-Fall in Teilrénder I'c;, zerlegt, und fiir diese wird wiederum die Anzahl
der Knoten und die Art ihrer Verteilung festgelegt. Die Informationen beziiglich der Kop-
pelrandstiicke I'c; werden zu den Prozessoren gesendet, d.h. jeder Prozessor P; erhilt die
Informationen beziiglich jener I'c j, j € Jci, die den Rand 9% = Uje ., [c; des Teilgebietes
); beschreiben.

Ausgehend von der Randbeschreibung kann parallel, d.h. unabhéngig voneinander, in
jedem Teilgebiet eine Vernetzung erzeugt werden, so dafl eine zuléssige Vernetzung fiir das
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Abbildung 2.1: Zerlegung des Koppelrandes I in Teilrdnder I'c ;

gesamte Gebiet € entsteht. Im 2D-Fall werden ausgehend von der vorgegebenen Diskreti-
sierung der Teilrdnder I'c; die Netze im Inneren der Teilgebiete generiert. Im 3D-Fall wird
zundchst unter Nutzung der Informationen iiber die Diskretisierung der Rénder I'¢;; ein
Oberflichennetz konstruiert und dann vom Oberflichennetz ausgehend die Vernetzung im
Inneren der Teilgebiete erzeugt (siehe z.B. [58, 81, 82]).

Zur Beschreibung der Algorithmen fiir die Kommunikation (siehe Abschnitt 3.1.2) werden
die Begriffe Koppelkanten und Koppelflichen benotigt.

Definition 2.1

(i) Bei der sequentiellen Generierung der grobsten Vernetzung 7; werden alle Kanten der
Tetraeder aus 7; als Koppelkanten und alle Flichen dieser Tetraeder als Koppelfiichen
bezeichnet.

(ii) Bei der parallelen Grobgittergenerierung sind im 2D-Fall die Randstiicke I'c ; die Kop-
pelkanten; im 3D-Fall sind die I'c; die Koppelfiichen, und die die Koppelfldchen be-
grenzenden Randstiicke I'c ; ; sind die Koppelkanten.

Die feineren Vernetzungen 7, k = 2,3,...,[, werden durch eine sukzessive gleichméfige
Verfeinerung erhalten. Im 2D-Fall wird hierbei jedes Dreieck der Vernetzung 7, ; in vier
kongruente Teildreiecke zerlegt [20]. Zur Erzeugung einer Folge von Tetraedernetzen werden
die Verfeinerungsregeln von BEY [33] fiir die Teilung jedes Tetraeders in acht Teiltetraeder
genutzt.

In jeder Vernetzung 7, werden im 2D-Fall die Knoten in drei Klassen, die Kreuzungs-
knoten (Crosspoints), die Kantenkoppelknoten und die inneren Knoten eingeteilt. Im 3D-Fall
gibt es noch zusétzlich die Flichenkoppelknoten.

Bei der sequentiellen Grobgittergenerierung sind die Knotenklassen folgendermafien de-
finiert:

Definition 2.2
(i) Alle Knoten der Vernetzung 7; heiflen Kreuzungsknoten.

(ii) Alle Knoten in 7y, die auf Kanten der Elemente von 7 liegen und nicht zu 7; gehoren,
sind Kantenkoppelknoten.
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(iii) Alle Knoten in 7}, die im Inneren der Seitenfléichen der Elemente von 7; liegen, heiflen
Flichenkoppelknoten.

(iv) Alle iibrigen Knoten aus 7 heifien innere Knoten.

Bei der parallelen Grobgittergenerierung erfolgt die Einteilung der Knoten gemé&fl Defi-
nition 2.3 im 2D-Fall und gemé&f Definition 2.4 im 3D-Fall.

Definition 2.3
(i) Alle Anfangs- und Endknoten der Koppelrandstiicke I'c; heiflen Kreuzungsknoten.

(ii) Alle Knoten in 7, die auf Koppelrandstiicken I'c ; liegen und keine Kreuzungsknoten
sind, heilen Kantenkoppelknoten.

(iii) Alle iibrigen Knoten aus 7 heien innere Knoten.

Definition 2.4

(i) Alle Anfangs- und Endknoten der Teilrdnder I'cj;, die die Flichen I'c; beschreiben,
heiflen Kreuzungsknoten.

(ii) Alle Knoten in 7, die auf den Randstiicken I'c; 5 liegen und keine Kreuzungsknoten
sind, heiflen Kantenkoppelknoten.

(iii) Alle Knoten in 7y, die im Inneren der Flichen I'c; liegen, sind Flachenkoppelknoten.

(iv) Alle iibrigen Knoten aus 7; heiflen innere Knoten.

Weiterhin wird vereinbart, daf§ die Knoten wie folgt global numeriert werden:

e 2D-Fall
Kreuzungsknoten, Kantenkoppelknoten auf I'c;, Kantenkoppelknoten auf I'co, ...,
Kantenkoppelknoten auf I'¢ ., innere Knoten in €2;, innere Knoten in €, ..., innere
Knoten in €,

e 3D-Fall
Kreuzungsknoten, Kantenkoppelknoten auf I'c; 1, ..., Kantenkoppelknoten auf I'c 5, ,
..., Kantenkoppelknoten auf I'c ;. 1, ..., Kantenkoppelknoten auf LCjosics Flachen-
koppelknoten auf I'cy, ..., Flichenkoppelknoten auf I'c ., innere Knoten in €y, ...,
innere Knoten in 2,

Die Knoten im Inneren der Teilgebiete §2; werden hierarchisch numeriert, d.h. zuerst die
zu §2; gehorenden inneren Knoten aus 77, dann die in 7; neu generierten inneren Knoten von
Q;, usw.

Auf den Prozessoren P; wird eine analoge lokale Knotennumerierung durchgefiihrt. Da die
soeben beschriebene Knotennumerierung iiblicherweise bei der Implementierung von Gebiets-
zerlegungsalgorithmen (Domain Decomposition (DD) Algorithmen) genutzt wird [102, 103],
wird im weiteren diese Numerierungsstrategie als DD-Numerierung bezeichnet. Eine Kon-
sequenz der DD-Numerierung ist, dafl Knoten, die z.B. zu den Vernetzungen 7, ; und 7,
gehoren, in beiden Netzen verschiedene Nummern haben.
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Zur Beschreibung einiger Multilevel-Algorithmen (siehe Kapitel 3) ist es giinstiger, eine
globale hierarchische Numerierung der Knoten zu nutzen. Hierbei werden zuerst die Knoten
der Vernetzung 7; numeriert, dann die in 75 neu generierten Knoten, usw.

Im weiteren werden Vektoren, deren Komponenten geméfi der DD-Numerierung geordnet
sind, mit v, bezeichnet; im Fall der hierarchischen Numerierung wird die Bezeichnung 7,
verwendet. Der Ubergang von der hierarchischen Numerierung zur DD-Numerierung kann
durch eine Permutationsmatrix P, beschrieben werden, d.h.

Die globale Knotennumerierung wird im weiteren bei der Beschreibung der iterativen
Loser genutzt. Bei der rechentechnischen Umsetzung der Algorithmen auf dem Parallelrech-
ner spielt die globale Numerierung keine Rolle. Hier werden die lokale Knotennumerierung
und der Zusammenhang zwischen der lokalen und globalen Numerierung der Kreuzungskno-
ten benotigt (siehe auch Abschnitt 3.1.2).

2.2.2 Wahl der Finite-Elemente-Ansatzfunktionen

Zu jeder Vernetzung 7., k = 1,2,...,[, wird ein Finite-Elemente-Raum V; C V, definiert.
Fiir die Rdume V} gelte im Fall skalarer Randwertprobleme, siehe die Abschnitte 2.1.1 und
2.1.3,

V, =Vl =span{p'(z) 1 i=1,2,...,N;} (2.12)
bzw.
V, = Ve =span{¢"(z) : i=1,2,..., N}, (2.13)

wobei die Funktionen pg) und q,(:) die iiblichen stiickweise linearen bzw. stiickweise quadra-
tischen Ansatzfunktionen sind [64], d.h. die Funktionen pgj) sind linear iiber den Elementen
der Vernetzung 7; und die q,@ sind quadratische Funktionen iiber den Elementen der Vernet-
zung 7;_1. Mit N, wird die Anzahl der Knoten in Q U T’y bezeichnet, die zur Vernetzung 7
gehoren. Im Fall der zweidimensionalen linearen Elastizitdtsprobleme (siehe Abschnitt 2.1.2)

gilt

(4) 0
Vi o= span{<pk (x)> : i:1,2,...,Nk}Uspan{< 0 ) :i:1,2,...,Nk} (2.14)

0 Py, (%)
bzw. analog mit den Funktionen q,(:>(x). Bei Elastizitdtsproblemen im Dreidimensionalen
sind die entsprechenden Ansatzfunktionen Vektorfunktionen mit drei Komponenten.

Um im weiteren Schreibweisen vereinfachen zu kénnen, werden die Ansatzfunktionen zu
Zeilenvektoren pp bzw. ¢, zusammengefaflt. Diese sind im Fall skalarer Randwertprobleme
durch

(1), (2) (Nk)>

und g = (¢ a - @ ) (2.15)
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und bei den Elastizitdtsproblemen durch

= ((5) G) () ) - (057) (i)
w= () () (5) () (%) (o))

definiert. Mittels der Vektoren p, bzw. ¢, kann jedes Element aus V) wie folgt dargestellt

(2.16)

werden:

Vi D vk = pruy, bzw. vp = oy (2.17)

mit v, € R¥N (s = 1 fiir skalare Probleme, s = 2 fiir Elastizitiitsprobleme in 2D-Gebieten,
s = 3 fiir Elastizitétsprobleme in 3D-Gebieten).

Zur Definition der Rdume Vj, aus (2.12), (2.13) und (2.14) kénnen auch h-hierarchische
bzw. h-p-hierarchische Ansatzfunktionen genutzt werden. Wird zur Charakterisierung des
Raumes V}, anstelle der Knotenbasis (2.15) bzw. (2.16) eine hierarchische Basis verwendet,
dann soll dies mit V}, gekennzeichnet werden. Im Fall skalarer Randwertprobleme gilt fiir den
Raum V,CL = V' mit der h-hierarchischen Basis in der hierarchischen Knotennumerierung
(siehe Abschnitt 2.2.1):

VlL =V = span{pgi)(x) ci=1,2,..., Ny}

o | (2.18)
VE=VE, +TF mit TF = span{p(kl)(x) c 1 =Np—1+ 1, Neo1 + 2,0, N}

Werden die Basisfunktionen des Raumes V, wiederum zu einem Zeilenvektor p, zusammen-
gefafit, dann gilt analog zu den Beziehungen (2.15), (2.16) und (2.11)

b N N N. Ny _ Ni_1+1 Ni, ~ =
o= (1. pMIpEN D piNe) k) Nkt D Ny s — 5 PT L (2.19)

wobei p, der Vektor in der hierarchischen Knotennumerierung und p, der Vektor in der
DD-Knotennumerierung ist.
Eine h-p-hierarchische Basis wird durch

b N N N. N _ Np_1+1 N N =
Go = (p . pNIpEIED N N Nk )Ny g = G PT L (2:20)

repréisentiert.
In einigen im Kapitel 3 betrachteten Auflosungsverfahren werden auch eine zweistufig
h-hierarchische Basis

= 1 Ny _ Ny _ 1 N, ~ =
b= ) p et Ny e = B PT (2.21)

und die zweistufig p-hierarchische Basis

Go= (2, o p) g Vet Y = P (2.22)

genutzt.
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Jede Funktion p,(:f[l)(x) 148t sich als Linearkombination von Funktionen p(,f)(x) darstellen,

d.h.
pgkll) = pgk + 5 Z pk ‘ (2.23)
]EI (ir)
Hierbei ist 7, die Knotennummer des i;,_;-ten Knotens von 7, ; in der Knotennumerierung
der Vernetzung 7; (sieche auch Abschnitt 2.2.1). Die Indexmenge I(i;) enthélt die Nummern
aller Knoten der Vernetzung 7, die in der Mitte derjenigen Dreiecksseiten des Netzes 7;_q
liegen, bei denen der i;,_;-te Knoten ein Begrenzungsknoten ist.
Eine zu (2.23) analoge Beziehung gilt auch fiir die p-hierarchischen Ansatzfunktionen
(siehe z.B. [153]), d.h
pit = g + -3 ¢ (2.24)
]EI (ik)
Aufgrund der Darstellungen (2.23) und (2.24) stehen die Knotenbasis und die h- bzw. h-
p-hierarchische Basis in der folgenden Beziehung

Pp = PeJe und G, = G Ji (2.25)
bzw.
Pr=pidr und Gp = quJy, Jp = PPl (2.26)
mit
Je=JF I gL (2.27)

Die Matrizen J; = [J} 2]]” Lr=k—1k—2,...,1, sind wie folgt definiert

,

1 firi=yj,1,7=12,...,N;
% fiir j = ¢y und j =19, N, < i < N,4q, wobei der i-te Knoten in der Mitte
J,;i]- = derjenigen Dreiecksseite aus 7, liegt, welche durch den #;-ten und i,-ten
Knoten begrenzt wird
| 0 sonst.

Offenbar konnen die Matrizen .J;, auch rekursiv durch

_ 1 ~ ~ j]c—l 0 _ 1 Ilc,v 0
J, =TT, mit T, = CSi=1 und JU = (2.28)
0 Ik,m ch,mv Ilc,m

43

dargestellt werden, wobei die Indizes ,,v* zu den Knoten im Netz 7, _; und die Indizes ,m
7z den in 7; neu generierten Knoten gehoren.

Analog zu den Beziehungen (2.25) und (2.26) gelten zwischen den Knotenbasen und der
zweistufig h- bzw. p-hierarchischen Basis die Beziehungen

b =Dk b und G, = @ Jy " (2.29)

bzw.
pr=prdy "t und G, =q g7, It =P, ISP (2.30)
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Fiir die Vektoren der Knotenparameter u; und ; einer Funktion u, = pruy, = prty gilt
wegen (2.26) offenbar
wy, = Jply, (2.31)

und fiir die Vektoren der Knotenparameter u;, und i, einer Funktion uy = pru, = pri; bzw.
U = qrly, = qrly,
wy, = JF (2.32)

Die aus der Finite-Elemente-Diskretisierung resultierenden Steifigkeitsmatrizen A, und
Lastvektoren f,, k' =1,2,...,/, sind auf die iibliche Weise definiert. Es gilt zum Beispiel im
Fall der stiickweise linearen Ansatzfunktionen

(Agtg, vy) = a(pritg, prvg) Vg, v, € RPN (2.33)

und
(f o) = (Fypry) Vo, € ROV (2.34)

Bei der im Abschnitt 2.2.1 eingefiihrten DD-Numerierung der Knoten hat das Finite-Ele-
mente-Gleichungssystem

Apuy, = ik (2.35)
die Blockstruktur
Ay Arve Arvr Arvr Uy ik,V
Appv Ak,E A EF Ak,E[ Ukp | _ ikE (2 36)
Arrv Arre Arr  Arrr Uk, F ikF
Arrv Aere Aerr Awr Uy, 1 St

Die Indizes , V¥, JE*, F“ und ,I“ beziehen sich auf die Kreuzungsknoten (vertices), die
Kantenkoppelknoten (edge coupling nodes), die Flichenkoppelknoten (face coupling nodes)
und die inneren Knoten (inner nodes). Bei Randwertproblemen in zweidimensionalen Gebie-
ten entfallen die zu den Flachenkoppelknoten gehdérenden Zeilen und Spalten.

Bemerkung 2.1 Wird in (2.33) und (2.34) anstelle der Knotenbasis die hierarchische Basis
verwendet, dann erhdlt man die Steifigkeitsmatrizen Ay, und Lastvektoren f, in der hierar-
chischen Basis auf analoge Weise.

2.2.3 Beziehungen zwischen Steifigkeitsmatrizen und Lastvekto-

ren verschiedener Diskretisierungen

In diesem Abschnitt werden Beziehungen zwischen den Steifigkeitsmatrizen und Lastvek-
toren in der Knotenbasis und in der hierarchischen Basis formuliert. Weiterhin wird fiir
2D-Probleme die Aquivalenz zwischen einer Linearkombination der Steifigkeitsmatrizen und
Lastvektoren, die aus Diskretisierungen mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen auf Netzen
mit den Schrittweiten h bzw. % resultieren, und der Steifigkeitsmatrix sowie des Lastvektors
aus der Diskretisierung mit stiickweise quadratischen Funktionen bewiesen.
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Aufgrund der Beziehungen (2.25), (2.26) und (2.33), (2.34) gilt fiir beliebige uy, v;, € R**

(Akukaﬂk) = a(ﬁk@kaﬁkﬂk) = a(kakﬂk,kaka) = (Akjk@k, Jkﬂk) = (JgAkaﬂk,ﬂk)

und A
(iwﬂk) = <Faﬁkyk> = <Fapk<]kﬂk> = (ik’ Jkﬂk) = (‘]lzikaﬂk)a

d.h.
Ay =J[ Ay Ty nd f, = J['f, (2.37)

(siehe auch [153, 250]).
Bei der Anwendung der zweistufig h- bzw. p-hierarchischen Basen (2.21) und (2.22) gelten
analog die Beziehungen

Ap= (D TALT wnd f = (TS

fo- (2.38)

Im folgenden werden Beziehungen zwischen den Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren
bewiesen, die bei der Diskretisierung mittels stiickweise linearer und stiickweise quadratischer
Ansatzfunktionen entstehen. Zur Unterscheidung der entsprechenden Matrizen und Vektoren
werden die Bezeichnungen AY und ik im Fall der stiickweise linearen Ansatzfunktionen
sowie A,CQ und f g beim Einsatz der stiickweise quadratischen Funktionen eingefiihrt. Unter
der Voraussetzung, daf sich die Bilinearform af(.,.) des zu lésenden Randwertproblems als
Linearkombination von Termen der Gestalt

ou v

—d ) =1,2 2.39
Q axl ax] x? Z?] ) ) ( )

darstellen 148t, konnen fiir Probleme in zweidimensionalen Gebieten 2 die Lemmata 2.1
und 2.2 bewiesen werden. Um im folgenden einige Schreibweisen vereinfachen zu kénnen,
werden bei der Formulierung dieser Lemmata die Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren in
der hierarchischen Basis mit hierarchischer Knotennumerierung genutzt. Die Aussagen der
Lemmata 2.1 und 2.2 gelten auch fiir die entsprechenden Matrizen und Vektoren in der
Knotenbasis (siehe Bemerkung 2.2).

Lemma 2.1 Die Bilinearform a(.,.) sei eine Linearkombination aus Termen der Gestalt
(2.39), wobei die Koeffizientenfunktionen in der Linearkombination stickweise konstante
Funktionen sind, d.h. konstante Funktionen tiber den Dreiecken der Vernetzung Tp_,. Dann

qilt
AP = A2 (2.40)
mit
L L ~1, L 4 7L
EL,ex _ é Ak,m} Ak,vm _ 1 Akfl 0 _ Aszl §Ak,vm (2 41)
K i A 3 0 0 4 jU 4 4L ' '
k,muv k,mm 34 k,my 34%k,mm

Der Index ,v*“ kennzeichnet die Knoten im Netz T,_1 und der Index ,m*“ die Knoten, die
zum Netz T, aber nicht zum Netz T,_y gehoren.
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Beweis: ~ Wegen (2.37) und (2.27) gelten die Beziehungen
AP = TR ()T (T AL e T R (2.4)
und B
AL = GOT T (NIRRT T (2.43)
Wenn man die Giiltigkeit von
(S TAL T = (JE AR T (2.44)

gezeigt hat, dann folgt wegen (2.42) und (2.43) unmittelbar die Behauptung des Lemmas.
Verbleibt also, die Beziehung (2.44) zu beweisen. Die Matrix (JF~1)T A JF=! erhélt man
aus der Diskretisierung mit der zweistufig h-hierarchischen Basis

= N, Np_1+1 Np_1+2 N
o= T e ) (2.45)

=: Dy = Dm

2

und die Matrix (JF=H)TARJF! bei der Verwendung der zweistufig p-hierarchischen Basis

= Np_ Np_1+1 Np_1+2 N,
0 (pg)l py ) g g M), (2.46)

=: Dy = {m

2

Die Matrizen in (2.44) haben eine zu (2.41) analoge Blockstruktur, d.h.

o AL age o ioie
(JEhrap=get= and  (JEO)TAQ = | TR R
= = _
%Ak,mv % i:‘,mm AkQ,mv Algmm
mit
(Ak) lu’lﬂv ) - a(p’U vapv ) vﬂvayv E RNk717
(Ak) K, VM — mv ’U) = a(ﬁmum7ﬁvyv> vﬂm 6 RNk_Nk_la Qv 6 RNk_l 9
(AR s V) 2= (Pl Do) Yy, Uy € RVETNE=1
(2.47)
(Aot 2,) = A Gon, Do0,) Y, € RM=NMe=1p, € RV
(Akmm Uy U ) 2= Gy GV ) Y, v, € RV Vet
Ak,mv - (Alc vm) Akav - (Alchm>T :
Somit ist die Beziehung (2.44) richtig, falls
4 1, TQ
gAlc,vm _Alc,vm (248)
und A
— A = AR (2.49)
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gilt. Im folgenden wird die Giiltigkeit der Beziehung (2.49) bewiesen. Der Beweis der Bezie-
hung (2.48) erfolgt auf analoge Weise, so daf} hier auf die Darlegung des Beweises verzichtet
werden kann.

Da vorausgesetzt wird, daf} sich die Bilinearform a(., .) als Linearkombination von Termen
der Gestalt (2.39) darstellen 148t, muf

oul vl 8uQ ovQ
=y Mgy, i,j=1,2, (2.50)
3 Ox; Ox; 0z, 0z,
mlt u£” ]5 751 = ﬁmvmﬂ ﬂm [um,s]iv:kl_Nk_la ym = [vm,s]iv:lcl_Nk_la U,% = q_mﬂm U.Ild
= (mUn, gezelgt werden. Es gilt
oul ol N i 8p 8p
- - dr Z Z Z Um,s—N, _,Umt—nN / dz
dz; Ox; s=Np_1+1 t=Np_i+1 r=1 o - 15(” dx; Ox;
k—1
und
oul v N R 3q23) aq(t)

ox; 8—%de Z Z Z s =Ny Umot =Ny / 0z, Ox; d

S—Nk,_l-i—l t= Nk, 1+1 r=1 (r)
6k—1

Hierbei bezeichnet (5,(21 ein Dreieck der Vernetzung 7, 1 und Ry, _; ist die Anzahl der Dreiecke
in 77@—1-
Mit den Indexmengen

we) = fre{1,2,... R} : p\” 20 und pi” £ 0 auf 6"}
= {re{l,2,...,Rp_1}: q,(cs> # 0 und q,(ct) # 0 auf 6,(21},

der Transformationsvorschrift
7 B gr ,2) .’L’Y’l) .’L’Y’?)) (r 1) 51 . .’L’Y’l)
2, l_gr ,2) xgr,l) xgr,S) (r 1) 52 xgr,l)
. é x(nl)
= B, ( )+ zr,n ’
& T

welche die Abbildung zwischen dem Referenzelement A = {(&1,&,) : 0 < &,& <1, {46 <
1} und dem Dreieck (5,(21 beschreibt (siehe auch Abbildung 2.2), und den stiickweise linearen
Formfunktionen

(2.51)

p(E) = 1-6 - &, o & — 28 . ig
2~ 26, —2¢ in

@) — 1) (g) — 17 2%

p(8) & s () 0 i A

pA(E) = &, | 1- 26, in A®
0 in AM (26 in AM
26 in A® 0 in A®

(5)(£) — 6)(¢) —

PPE) 2, oA P 226 =26, in A®
26, +26—1 in A® [ 1-2¢ in A®
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sowie den quadratischen Formfunktionen

P =441 - & = &), vO©) =468, PO =46(1-& - &)

erhalt man
oul 8vm Ne L
ax ax d Z Z Z {umas_Nklvmﬂt_Nkl
2 J §=Np_14+1 t=Np_1+1 prguwist) (2 52)
0@ & 0@ A&\ (0P 3¢ 0plP) 96 (r)
/ + Finn det Fy”) | d€
/ o0& Ox; 0y Ox; 96 Ox; 0y Ox;
und
oul v N N
9 m a—m dx = Z Z Z {um,st_lvm,tNk_l
Li O s=Nj—141 t=Nj_14+1 rew(s (2.53)

O, T, WG, VN, WG Y S WA NS TN
/< o0& Ox; T &y (9%)( o0&, 8—;1;j+ 9E, O ]> |de tFk 1|d§}

Die Indizes «, f € {4,5,6} sind die im Dreieck (5,(21 lokalen Knotennummern der Knoten
mit den globalen Knotennummern s und ¢ (siehe auch die Abbildung 2.2).

2 &2
§=¢(x) P
r = x(¢) pl6) A P&
A
AN AQ)
T p) P®  pe &

Abbildung 2.2: Transformation zwischen einem beliebigen Dreieck 6,(;_)1 € T.—1 und dem Referenzdreieck A

Da die Summation in (2.52) und (2.53) iiber dieselben Indizes erfolgt, werden im weiteren
die einzelnen Summanden miteinander verglichen. Die partiellen Ableitungen der Funktionen
O o =4,5,6, sind stiickweise konstant. Folglich erhilt man fiir die Summanden in (2.52)
den folgenden Ausdruck

S 1 (00006 9p 362) (699(@ 96 | 9p? a&) )
8 - o, T Y det "y | . 2.54
Vgl ( 961 Ox; 0y Ox; | o9&, Ox; 0, O, |A(,,)| k—1 (2.54)

Zur Berechnung der Integrale in (2.53) wird die Quadraturformel

éiw(gm)? ) — (%0) € — (0%) €®) _ (%%) . (2.55)

v=1

[ w()de~
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Tabelle 2.1: Die partiellen Ableitungen der stiickweise linearen Formfunktionen

M) 9 | 9p2) 9p2) | 9p3) 9p3) | ) G | 9B Fp(B) | Gp(6)  Gp(6)
o&  O& | & O& | 9&  O& | & O | 06 0 | 06 O
AN | -1 1 0 0 1 2 0 0 0 0 2
AP | -1 1 0 0 1 -2 -2 0 2 0 0
AB) | -1 1 0 0 1 0 0 2 0 -2 -2
NG | -1 1 0 0 1 0 -2 2 2 -2 0

genutzt. Diese Quadraturformel ist fiir quadratische Polynome exakt. Daher sind die Sum-
manden in (2.53) dquivalent zu

oY (EW)) 9E

ox; ox; ox; ox

3 a)(¢(v)
Z <8¢ )(5 )8£1+

S

982

2Y)(6) a@) (aww(gw) % |
%

J

9Es

Tabelle 2.2: Die partiellen Ableitungen der quadratischen Formfunktionen

) WEM) ap™W(E™) |9 (M) g () | apD () ap(®) ()
& 98> & 98> & &
(0.5,0) 0 -2 0 2 0 2
(0,0.5) 2 0 2 0 2 0
(0.5,0.5) 2 2 2 2 -2 2

>|d tF . (2.56)

Mit den in den Tabellen 2.1 und 2.2 angegebenen partiellen Ableitungen der Formfunk-
tionen (@), (%) erhilt man nach einer einfachen Rechnung, daf sich (2.54) und (2.56) um

den Faktor %

folglich die Giiltigkeit von (2.49).

unterscheiden. Daraus folgt mit (2.52) und (2.53) die Beziehung (2.50) und

|

Lemma 2.2 Fs sei die rechte Seite (F,v) eine Linearkombination von Termen der Gestalt

/fvdx und /gzvds.
Q Iy

(2.57)

(r)

Die Funktion f sei eine stiickweise konstante Funktion, d.h. konstant iber den Dreiecken 6,

der Vernetzung T,_1. Weiterhin sei die Funktion gy stiickweise konstant, d.h. eine konstante

Funktion tiber den Dreiecksseiten 96

mait

fi,ex _ =

L
4 ik )
3 7L
f

;Lex

1(21 N 0. Dann gilt

(2.58)

(2.59)
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Beweis:  Aufgrund der Beziehungen (2.37) und (2.27) gilt
= (DT ET DT und [ = (DT (TR

5

~Lex _ .
Die Behauptung des Lemmas folgt somit aus der im folgenden bewiesenen Giiltigkeit der
(2.60)

T FLex (j]lccfl)TZkQ )

Beziehung
(T D™ =
Der Vektor (Jf1)7 £ entsteht bei der Diskretisierung mittels der Ansatzfunktionen (2.45)
und (JF 17 f2 bei Verwendung der Basis (2.46), d.h.
FL fL
(TR = | | md (TR = (2.61)
= 4 fL = rQ
3Lkm ik,m
Vo, € RNe-1 |

—k717_v) = <F7pvyv)

(/L v
(i_%,m’ym) = <F7 ﬁmﬂm> Vym & RNk*NIc—1

mit
([ ) = (Fy ) Vo, € RN N
Wegen (2.61) muf also nur 3 /L = kam bewiesen werden. Da vorausgesetzt wird, daf

sich die rechte Seite (F),.) als Linearkombination von Termen der Gestalt (2.57) darstellen
(2.62)

148t, werden fiir diese Terme die Beziehungen
4 i _
g/fpmym dr = /fqmym dx
Q Q
(2.63)

4
3 / GoDmUp, ds = / G2qm U, dS
Ty T

und
gezeigt.
Mit den Indexmengen
w® = {re{1,2,... Ri}: p\ £0 auf 5"}
= {re{l,2,..., Ry} : q,(cs> # 0 auf 6,(:)1}
und der Transformationsvorschrift (2.51) gilt
Np,
[ oot = 3 vmes, [ @ (@) da
Q §=Np_1+1 rew(s) 5
k—1
Fa€)pd(@(©)det T [dg - (2.64)

Np,
= X 2 Vmen,

s=Nj_1+1 pewl®

Ny,
- Z Z UmVS_Nkfl

s=Np_1+1 rewls)

F(@(€)) et (€)|det F™, | de

b B
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und
N
[ftnsndr = Y ¥ vnew, [ @) @) do
Q s=Np_1+1 rew(s) 6(7‘)

Ny,

= Z ZUWSNk1

S=Np_1+1 rew(s)

YR

A
N

YR

A

(2(€))|det 7, | d¢ (2.65)

DU(€)]detF7, | de .

= Z vastl

s=Np_14+1 rew(s)

Hierbei ist o die im Dreieck (5,(21 lokale Knotennummer des s-ten Knotens. Aus den Be-
ziehungen (2.64) und (2.65) ist ersichtlich, daf§ fiir den Nachweis der Beziehung (2.62) die
Summanden in (2.64) und (2.65) miteinander verglichen werden miissen. Wird beachtet, daf}
die Funktion f(x) als stiickweise konstant vorausgesetzt wurde, d.h. f(z) = f) auf (5,521, SO
erhdlt man

/ PN d = Y O] [ o) de

vel() AW) (2.66)
r r 1 1 r r
= 3Ot o = o fldet T

mit I(a) = {v € {1,2,3,4} : ¢(® £ 0 auf AW},
Zur Berechnung der Summanden in (2.65) wird die Quadraturformel (2.55) verwendet.
Dann gilt

r 1 ’ a v 1 r r
/ Fa(€)v (©)det BT |6 = fOldet B2 370 (E) = o fOldet ] (267)
v=1
Aus den Beziehungen (2.66), (2.67) und (2.64), (2.65) folgt die Giiltigkeit der Relation (2.62).
Die Beziehung (2.63) wird auf analoge Weise bewiesen Seien eg;)l die Dreiecksseiten von
Dreiecken 6. >1 aus Tp_;, die auf Ty liegen, und sei wi = {r : p\* # 0 auf e’} = {r :
¢\ # 0 auf el |}, dann gilt

/ whotnds = Y tmen, [ alal @) ds (2:68)

s=Ni—1+] ey, () (")
€r—1

und

/Qquv ds = Z Z Vpnys—n,_, / gQ(x)q,gs)(x) ds . (2.69)

sS= Nk 1+1r€w() (7,)
€r—1

Die Integrale iiber 6](:21 werden mittels der Abbildungsvorschrift

7 gr,Z) . Igr,l) 5 . Igr,l)
— 1
2, gr ,2) xgr,l) xgr,l)
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auf das Referenzelement [0,1] abgebildet. Hier bezeichnen (z{",2{""), s = 1,2, die Ko-
ordinaten der Anfangs- und Endknoten der Dreiecksseite egc_)l. Unter der Annahme, dafl

die Funktion g¢y(x) iiber eg;)l konstant ist, d.h. go(z) = ¢&”, mit der stiickweise linearen

2%, in [0,0.5)
®)(e.) —
#o) { 22, i [0.51]

Formfunktion

bzw. der quadratischen Formfunktion v (¢) = —4¢? + 4¢, und mit o = [(2"? — 2{"Y)* +
(r,2) (r,1)

(x5 — x4 )2]0'5 erhdlt man

| e @) ds = g {/ 26, déy +/ (2 - 2¢)) d&l} — _gg g (2.70)

€r_1
und

1
/ g2(2)q\"(x) ds = g;)o/(—%f +4&)) dé; = gggr)a. (2.71)
0

(r)
€r_1

Aus den Beziehungen (2.70), (2.71) und (2.68), (2.69) folgt die Giiltigkeit von (2.63). O

Bemerkung 2.2 Aufgrund der Beziehungen (2.37) gilt die Behauptung der Lemmata 2.1
und 2.2 auch fir die entsprechenden Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren in der Knotenba-
sis (2.12).

Bemerkung 2.3 Die Behauptung des Lemmas 2.2 gilt auch im Fall nicht stickweise kon-
stanter Funktionen f(x) und go(x), falls bei der Berechnung der Komponenten der Vektoren

E;’ex und fg die folgenden Quadraturformeln verwendet werden:
(a) Berechnung der entsprechenden Integrale iiber A in (2.66) mittels
1 3
/ w(€) dé ~ —measA™) Zw(é(t>) , (2.72)
3 t=1
AW)
wobei €M, t =1,2,3, die drei Eckknoten des Dreiecks A sind.

(b) Berechnung der entsprechenden Integrale iber A in (2.67) mittels

/w(g) dé ~ é(w(0.5, 0) + w(0,0.5) + w(0.5,0.5)) (2.73)

(c) Berechnung der entsprechenden Integrale tiber den Intervallen [0,0.5] und [0.5,1] in
(2.70) mattels

o

.5

w(&)) dés ~ ( (0) + w(0.5)), w(fl)délzi(w(0.5)+w(1)) (2.74)

S
\H

e
N
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(d) Berechnung der entsprechenden Integrale tiber dem Intervall [0,1] in (2.71) mittels
1 1
/w({l) A6y ~ < (w(0) + 4w (0.5) + w(1)) (2.75)
0

Die Quadraturformeln (2.72) und (2.74) sind exakt fir lineare Funktionen, und die Formeln
(2.73) und (2.75) sind exakt fir quadratische Funktionen.

Beweis:  Die Giiltigkeit der Beziehung (2.62) beim Einsatz der Quadraturformeln (2.72)
und (2.73) ist in [154, 156] bewiesen.
Zum Nachweis von (2.63) werden die Beziehungen (2.70) und (2.71) betrachtet. Es gilt

/gﬂ@%W@ds==0{/@@@ﬁﬂﬁﬁyﬁ/m@@m9—ﬂ&ﬂﬁ}

(r)
L1

%

o {i(gQ(x(o)) 220 + go(x(0.5))-2-0.5+
7(2(0.5))(2 = 2-05) + ga(x(1))(2 - 2- 1))}

5 a(x(0.5))

1

[ aalen) (-4 +ag1) de.

—
Q
%)
—~

8
SN—
=
o
—~~

8
SN—

U

Vo)

I
Q

1)
92(2(0))(—=4-04+4-0) + 4g2(2(0.5))(—=4-0.5* +4-0.5) +

€r-1
~ Z
o6
p(r()(~4- 1+4-1)}
4
= 50 9(2(0.5)),
und folglich ist die Beziehung (2.63) richtig. O

Bemerkung 2.4 In [154, 156] wird ein zum Lemma 2.1 analoges Lemma fiir Bilinearformen
der Gestalt

a(u,v) = / (A(x)Vu(z), Vo(x)) dz

bewiesen. Dabei wird vorausgesetzt, dafi A(x) = [ai; ()] =, symmetrisch und positiv defi-
nit st fir fast alle v € Q, und es werden spezielle Quadraturformeln zur Berechnung der

. . 2+ Lex .o
entsprechenden Matriveintrige von A, sowie A,CQ verwendet.

Bemerkung 2.5 Die Behauptung des Lemmas 2.1 gilt nicht fir Randwertprobleme in drei-
dimensionalen Gebieten. Bei der Diskretisierung mittels Tetraederelementen ist lediglich die
Beziehung (2.48) erfiillt (siehe [150]).
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Aus Lemma 2.1 l#8t sich eine Beziehung zwischen den Konstanten 7* und < in der
verstdrkten Cauchy-Ungleichung

la(u,v)| < ’yL[Q]\/a(u,u)\/a(v,v) Vu e Vi1, v € TkL[Q] (2.76)

mit _
T = span{pg) =N 1+ 1,Ne 1 +2,..., N} (2.77)

und '
T8 =span{q” : i=Ne_y + L, Np_y +2,..., N} (2.78)

ableiten. Es gilt das folgende Lemma (siehe auch [150]).

Lemma 2.3 Die Bilinearform a(.,.) sei eine Linearkombination aus Termen der Gestalt
(2.39), wobei die Koeffizientenfunktionen in der Linearkombination stickweise konstante
Funktionen sind, d.h. konstant tiber den Dreiecken der Vernetzung Tp_1. Dann gilt fir die
Konstanten v~ und ¥ in den entsprechenden verstirkten Cauchy-Ungleichungen (2.76) die
Beziehung

(V)= S(v)*. (2.79)
Beweis:  Wegen (2.48), (2.49) und (2.47) gilt

4 4
a(u,v?) = ga(u,vL) und a(v®,0?) = ga(vL,vL) (2.80)

fiir alle u € Vi1, vQ € TE, o' € TF, vQ(x)) = o™(2®) fiir alle s = Ny_14+1, Ny_1+2, ..., Ny
(z(*) bezeichnet die Koordinaten des s-ten Knotens).
Mit den Beziehungen (2.80) erhélt man

(a(u,v9)* < (v a(u, u) a(v?v?)

<§a(u,vL)>2 < (’yQ)2a(u,u)§a(vL,vL)

(a(u,v"))* <

(v a(u, u) a(v™, "),

A~ w

d.h. (v9)? = 3(49)% 0

Folgerung 2.1 Da (7?)? = 1 eine triviale obere Schranke fiir die Konstante in der verstirk-
ten Cauchy-Ungleichung bei zweistufig p-hierarchischen Ansatzfunktionen ist, gilt wegen Lem-
ma 2.3 die Abschiitzung (v")* < 2 fir alle Bilinearformen a(.,.), die sich als Linearkombi-
nation von Termen der Gestalt (2.39) darstellen lassen, und fiir Triangulationen Tp_y mit

beliebigen Dreiecken (5,(21.

Genaue Aussagen iiber die Abhingigkeit der Konstanten v und +? von der Geometrie
der Dreiecke und von Parametern in der Bilinearform, z.B. von der Poissonschen Querkon-
traktionszahl, sind w.a. in [1, 10, 39, 140, 141, 149, 150, 173, 180, 181, 220, 238| enthalten.
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Kapitel 3

Parallele iterative Auflésungsverfahren

In den letzten 20 Jahren wurden verschiedene effiziente Auflésungsverfahren fiir grofidi-
mensionierte lineare Gleichungssysteme entwickelt, die bei Finite-Elemente- bzw. Finite-Dif-
ferenzen-Diskretisierungen entstehen. Asymptotisch optimale bzw. fast optimale Verfahren,
d.h. Verfahren, bei denen der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen zum Erreichen
einer Ndherungslosung mit einer vorgegebenen relativen Genauigkeit ¢ in der Gréflenordnung
O(h ?net)...O(h ¥Inh tlne ') (h der Diskretisierungsparameter, d die Raumdimen-
sion, d = 2, 3) liegt, erhélt man, wenn in den LoésungsprozeB eine Folge von Diskretisierungen
des zu 16senden Randwertproblems oder zumindest des Gebietes €2 einbezogen wird. Derar-
tige Loser sind die klassischen Mehrgitter-Verfahren [46, 55, 57, 77, 78, 107, 108, 186, 241]
und das Verfahren der konjugierten Gradienten mit Multilevel-Vorkonditionierern. Beispiele
fiir Multilevel-Vorkonditionierer sind Vorkonditionierer, die implizit durch die Anwendung
von Mehrgitter-Verfahren definiert sind [41, 47, 84, 141, 148, 149, 157], additive Multilevel-
Vorkonditionierer [29, 38, 52, 66, 91, 205, 246, 247, 251, 255|, die Algebraic-Multilevel-
[teration-(AMLI)-Vorkonditionierer von AXELSSON und VASSILEVSKI [15, 16, 236, 237] und
Domain-Decomposition-(DD)-Vorkonditionierer [50, 62, 74, 75, 102, 103, 104, 199, 225].

In den néchsten Abschnitten wird die Parallelisierung dieser iterativen Loser diskutiert.
Das Parallelisierungskonzept basiert auf einer nichtiiberlappenden DD-Datenverteilung und
der im Abschnitt 2.2.1 eingefiihrten DD-Knotennumerierung. Eine wesentliche Idee besteht
in der Anwendung von zwei Vektortypen hinsichtlich der Speicherung auf den Prozessoren,
ndmlich die Nutzung von Vektoren vom tberlappenden Typ und Vektoren vom addierenden
Typ [27, 102, 103] (siehe auch Abschnitt 3.1.1). Aufgrund dieser Datenverteilung ist der
Kommunikationsaufwand pro Iterationsschritt eine Ordnung niedriger als der Aufwand an
arithmetischen Operationen, d.h. die Menge der zu kommunizierenden Daten ist von der
GréBenordnung O(h~@=D) und der Arithmetikaufwand liegt in der GréBenordnung O(h~%).

3.1 Nichtiiberlappende DD-Datenstruktur

3.1.1 Vektortypen und Grundoperationen

Zur effizienten Implementierung der in den folgenden Abschnitten beschriebenen Loser wer-
den zwei Typen von Vektoren genutzt, sogenannte Vektoren vom dberlappenden (konsisten-
ten) Typ und Vektoren vom addierenden (nicht konsistenten) Typ. Bei Vektoren vom iiber-
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lappenden Typ sind auf den Prozessoren P; die wahren Werte jener Vektorkomponenten ge-
speichert, die zu den Knoten im Teilgebiet €2; gehoren. Im Fall eines Vektors vom addierenden
Typ sind die wahren Werte der Vektorkomponenten, die zu Knoten auf dem Teilgebietsrand
0%); gehoren, erst nach einem Datenaustausch zwischen benachbarten Teilgebieten bekannt
[27, 102, 103]. Ein Beispiel fiir einen Vektor vom addierenden Typ ist der Lastvektor des
Finite-Elemente-Gleichungssystems. Der Losungsvektor wird als Vektor vom {iberlappen-
den Typ gespeichert. Zur mathematischen Beschreibung der Vektortypen werden Boolesche
Matrizen
Hy; @ RM — RNei

genutzt, welche globale Vektoren v, in Teilgebietsvektoren (Superelementvektoren) vy ; ab-
bilden. Dabei enthilt ein Teilgebietsvektor vy ; alle die Komponenten des Vektors vy, die mit
Knoten in Q; korrespondieren. Unter Nutzung der Matrizen Hij.; konnen die Vektoren vom
iiberlappenden und vom addierenden Typ wie folgt definiert werden:

Definition 3.1

(i) Ein Vektor v, ist vom dberlappenden Typ, wenn auf dem Prozessor P; der Teilgebiets-
vektor v, ; = Hy v) gespeichert ist.

(ii) Ein Vektor d; ist vom addierenden Typ, wenn auf den Prozessoren P; Teilgebietsvek-
toren d,.; gespeichert sind, so dafl

p
C_lk = Z H/Z,i C—lk,i (3-1>
i=1

gilt.

Die Umwandlung eines Vektors vom addierenden Typ in einen Vektor vom iiberlappen-
den Typ erfordert Datenaustausch zwischen den Prozessoren. Dabei sind Daten beziiglich
der Vektorkomponenten zu kommunizieren, die zu Knoten auf den Teilgebietsrdndern 0€;
gehoren. Folglich ist die Menge der bei einer Typkonvertierung auszutauschenden Daten von
der GréBenordnung O(h~(@=1) (siehe anch Abschnitt 3.1.2).
Fiir die Steifigkeitsmatrizen A gilt eine analoge Darstellung wie fiir Vektoren vom ad-
dierenden Typ, d.h.
p
A=Y HL A H,,. (3.2)
i=1
Die Teilgebietssteifigkeitsmatrizen (Superelementsteifigkeitsmatrizen) Ay,; werden auf den
entsprechenden Prozessoren P; gespeichert. Diese Teilgebietssteifigkeitsmatrizen haben auf-
grund der auch lokal durchgefiihrten DD-Knotennumerierung eine zu (2.36) analoge Block-
struktur. Die Matrixblocke Ag 7, Ak rr, Arpr und Agyr sind aus Blockmatrizen Ay r;,
Ay rriy Ap priund Ay yr; zusammengesetzt. Wahrend die wahren Werte der Matrixeintrige
dieser Blocke auf dem Prozessor P; bekannt sind, sind die Matrixeintrdge von Ay v, Ak vp,
Akvr, Akg, Arpr und Ay p summarisch iiber die Prozessoren verteilt, d.h. jeder Prozessor
besitzt den Anteil an den Matrixeintrdgen, der bei der Finite-Elemente-Diskretisierung im
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Teilgebiet ; entsteht. In der Abbildung 3.2(a) ist als Beispiel die Besetztheitsstruktur der
Finite-Elemente-Matrix A; unter Nutzung der Vernetzung aus Abbildung 3.1 dargestellt.
Die Matrixeintrage des Matrixblocks

Ao = ( Avv  Arve >
’ Avpv Awp 7

deren wahrer Wert erst nach einem Datenaustausch mit benachbarten Teilgebieten und an-
schlieBender Summation bekannt ist, sind in der Abbildung 3.2(b) mit grauer Farbe markiert.
Die Abbildung 3.3 zeigt die Teilmatrizen H,CT,Z.A,C,Z»H,” aus der Beziehung (3.2).

Hier und in den Abschnitten 3.2 bzw. 3.3, d.h. bei der Beschreibung der Implementierung
der Losungsalgorithmen, werden Vektoren vom iiberlappenden Typ und Matrixeintrige, de-
ren wahrer Wert auf den Prozessoren bekannt ist, durch Fettschrift gekennzeichnet. Vektoren
vom addierenden Typ und nichtassemblierte Matrixeintrdge werden im iiblichen mathema-
tischen Modus geschrieben.
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Abbildung 3.1: Vernetzung eines Quadrates
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Abbildung 3.2: (a) Besetztheitsstruktur der Matrix A, entsprechend der Vernetzung in Abbildung 3.1,
(b) Block Ak,C der Matrix Ay

Im folgenden Lemma 3.1 werden Beziehungen zwischen den Matrizen Hj ;, HkT,i, Ak s,
Apoxs Ay und Ay oy (%, o stehen fiir V, E, F und I) bewiesen. Hierbei bezeichnen
Ay i und Ay o, ; die entsprechenden Matrixblécke von Ay . und Ay o, in assemblierter Form,
d.h. nach Datenaustausch mit benachbarten Prozessoren und anschliefender Summation.

Einige im Lemma 3.1 angegebene Beziehungen sind aus [92, 95| bereits bekannt.

Lemma 3.1 Es gilt

(1) Die Matrizen Hy,; haben eine Blockstruktur

Hyv, O 0 0
0 Hip, 0 0 (3.3)
0 0 Hyp; O '
0 0 0 Hir,i
(11) Hg,in:,i =R,, mit Ry,;= [Rk,i,mn]anlfn:I ) (3.4)
1 fir m =n, m ist die globale Knotennummer eines lokalen
Ry imn = Knotens aus €
0 sonst
Hl, H..;,=R..; (xstehtfirV, E, F, undI) (3.5)

Die Matrizen Ry, .; sind analog zu den Matrizen Ry, definiert.
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Abbildung 3.3: Matrizen H,CTJAMHM ((a) fiir @ = 1, (b) fiir i« = 2, (c) fiir ¢ = 3 und (d) fiir i = 4)
entsprechend der Vernetzung in Abbildung 3.1

P
(iii) S HlH.; =R, mit Ry=[Rimnlni_i, (3.6)

i=1

Anzahl der Teilgebiete Q;, zu denen der m-te Knoten (in der
Ri o = 4 Ylobalen Numerierung) gehort (fir m = n)

0 (fir m #mn)

p

S HL H,,.=R,, («steht firV, E, F undI) (3.7)

i=1

Die Matrizen Ry, . sind analog zu den Matrizen Ry, definiert.
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(iv) H,C,Z.H,Z,i = Iy, wobei I, ; die Einheitsmatriz im RN+ Nei jst, (3.8)
H,C’*,iH,Zj*,i = Tt i, wobei I .; die Einheitsmatriz im RNk iXNewi st (3.9)

Hy HE =041 (1 #§), wobei Oy g5 die Nullmatriz im RV Neni st (3.10)

(V) Ay..=H, A H.,  («steht fir V, E, F und I.) (3.11)
Apons = Hy o Ay HT

koiAkoxHwi (o und x stehen fir V., E, F und I.) (3.12)
(Agxi und Ay o, sind die auf dem Prozessor P; gespeicherten Anteile der Matrizen
Ap s und A o in assemblierter Form, d.h. sie enthalten die wahren Werte der entspre-

chenden Matrizeintrdge.)

(vi) Falls
Ak,*Rk,*,i = Rk,*,iAk,*Rk,*,i (313)
qilt, dann ist auch die Beziehung
A Hi, = HL, Aps (3.14)
richtig. Aus
AposxRi i = Rio i Akyos Rk i (3.15)
folgt die Beziehung
Ak,o*ng*,i - H/Z—:o,iAk,o*,i . (316)

Beweis:

zu (1): Die Darstellung (3.3) folgt unmittelbar aus der lokalen und globalen DD-Knotennu-
merierung.

zu (1) und (iv): Die Beziehungen (3.4), (3.5), (3.8), (3.9) und (3.10) ergeben sich sofort
durch Ausfiihrung der entsprechenden Matrixmultiplikationen.

zu (111): Die Beziehungen (3.6) und (3.7) folgen unmittelbar aus (7).
zu (v): Aus den offensichtlichen Beziehungen
HIZ:*,iAk,*,in,*,i = Rk,*,iAk,*Rk,*,i = HIZ:*,in,*,iAk,*HIZ—:*,ich,*,i

folgt nach Multiplikation von links mit Hy ,; und Multiplikation von rechts mit H,’ p
aufgrund von (3.9) die Beziehung (3.11).
Auf analoge Weise kann die Giiltigkeit von (3.12) gezeigt werden.

zu (vi): Wegen (3.5) und (3.11) ist die Voraussetzung (3.13) dquivalent zu
Ak,*lej*,in,*,i = HIZ:*,iHk,*,iAk,*HIZj*,in,*,i = HIZ?*,iAk,*,in,*,i .

Nach Multiplikation von rechts mit Hj, ; folgt unter Verwendung von (3.9) die Bezie-
hung (3.14).
Die Giiltigkeit von (3.16) kann auf analogem Weg bewiesen werden. O
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Bemerkung 3.1 Die Voraussetzung (3.13) ist fir k = 2,3,...,1 erfillt bei

x =V, falls auf jeder Koppelkante der grobsten Vernetzung T, wenigstens ein Knoten des
Netzes Ty, liegt;

x = F, falls es im Netz T}, keine Kanten ¢ibt, die Knoten auf verschiedenen Koppelkanten
verbinden;

x = F, falls es im Netz T}, keine Kanten gibt, die Knoten auf verschiedenen Koppelfliichen
verbinden.

Fiir « = I ist (3.13) immer erfillt, da zwischen inneren Knoten verschiedener Teilgebiete
keine Verbindungen bestehen (beziiglich der Definition der Koppelkanten und -flichen siehe
Definition 2.1). Die Bedingung (3.15) ist fiir ox = VE, VF, VI, EI und FI immer erfillt.
Sie gilt fiir ox = E'F, falls es im Netz T, keine Kanten gibt, die einen Flachenkoppelknoten
einer Koppelfiiche T'r mit einem Kantenkoppelknoten verbindet, der auf einer Koppelkante
lvegt, die nicht zum Rand von U'r gehdrt.

Typische Grundoperationen in den iterativen Losern sind Vektoradditionen, Matrix—
Vektor—Multiplikationen und die Berechnung von Skalarprodukten. Wie in den folgenden
Abschnitten deutlich wird, kénnen alle Loser so implementiert werden, dafl Vektoradditionen
nur zwischen Vektoren gleichen Typs durchzufiihren sind und somit keine Kommunikation
erforderlich ist. Matrix—Vektor—Multiplikationen treten nur mit Vektoren vom iiberlappen-
den Typ auf. Als Ergebnis erhélt man wegen

p p p

T T T

Apyy, = Z(Hk,iAk,z‘Hk,i)Qk = Z Hk,iAk,i(Hk,iQk) = Z Hk,i(Ak,iQk,i)
i=1 i=1 i=1
einen Vektor vom addierenden Typ. Die Berechnung von A ,v.,, © = 1,2,...,p, erfolgt
parallel ohne Datenaustausch zwischen den Prozessoren. Die Bildung von Skalarprodukten
zwischen einem Vektor v, vom iiberlappenden Typ und einem Vektor d;, vom addierenden
Typ erfordert einen globalen Datenaustausch zwischen den Prozessoren. Aus den Beziehun-
gen

14 p p p
(dy.,vy,) (Z H/Zidk,iaﬂk) = Z(ngidk,iagk) = Z(C—lk,ia Hk,iﬂk) = Z(dk,iaﬂk,i)
i=1 i=1 i=1 i=1
folgt, daB die lokalen Skalarprodukte (dj,;,v; ;) parallel auf den Prozessoren P; berechnet
werden kénnen. Die Summation der lokalen Skalarprodukte erfordert einen globalen Daten-
austausch, z.B. die Bildung einer Cube-Summe (fiir Details siehe [99]).

3.1.2 Kommunikation

Wie in den folgenden Abschnitten deutlich wird, ist in jedem Iterationsschritt der iterativen
Loser mindestens einmal ein Vektor vom addierenden Typ in einen Vektor vom iiberlap-
penden Typ zu konvertieren. Da bei dieser Typkonvertierung Daten beziiglich der Kreu-
zungsknoten, der Kantenkoppelknoten und der Fldchenkoppelknoten akkumuliert werden,
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um die wahren Werte der entsprechenden Vektorkomponenten zu erhalten (siehe auch Ab-
schnitt 3.1.1), wird im weiteren die Typkonvertierung auch als Akkumulation bezeichnet. Die
fiir den mit der Akkumulation verbundenen Datenaustausch erforderlichen Kommunikations-
algorithmen sind von APEL, HAASE, MEYER und PESTER entwickelt worden [4, 6, 97]. Im
weiteren werden einige Grundgedanken dieser Algorithmen zusammengestellt. Fiir die Kom-
munikationsalgorithmen wird vorausgesetzt, dal der zum Einsatz kommende Parallelrechner
zumindest eine logische Hypercube-Topologie [213, 214] besitzt.

Um die Kommunikation effizient ausfiihren zu kénnen, besitzt jeder Prozessor die folgen-
den Informationen: Auf jedem Prozessor ist fiir alle lokalen Kreuzungsknoten die entspre-
chende globale Knotennummer bekannt. Um bei der Kommunikation der Daten beziiglich der
Koppelkanten und der Koppelflichen (siehe Definition 2.1) den Aufwand an Suchoperationen
gering zu halten, wird an den Netzgenerator die Forderung gestellt, dafl die Knoten auf den
Koppelkanten bzw. -flichen jeweils fortlaufend und in gleicher Weise auf allen beteiligten
Prozessoren numeriert sind. Folglich kénnen die Knoten auf einer Koppelkante (Koppel-
fliche) durch die Angabe eines Zeigers auf den ersten Knoten, die Anzahl der Knoten und
eine Charakterisierung der Kante (Flidche), z.B. die globalen Knotennummern der begren-
zenden Kreuzungsknoten, identifiziert werden. Jeder Prozessor P; kennt diese Informationen
beziiglich der Koppelkanten bzw. Koppelfliichen, die zum Teilgebiet ; gehoren.

Da bei der Typkonvertierung Daten beziiglich der Kreuzungsknoten, der Kantenkoppel-
knoten und der Flichenkoppelknoten auszutauschen sind, zerfillt die Typkonvertierung in
drei Teilschritte. Zur Akkumulation der zu den Kreuzungsknoten gehérenden Daten wird
der folgende Algorithmus eingesetzt:

Algorithmus 3.1

(a) Initialisiere auf allen Prozessoren P; ein mit 0 belegtes Hilfsfeld H (Linge von H =
globale Anzahl der Kreuzungsknoten x Anzahl der Daten pro Kreuzungsknoten).

(b) Schreibe die Daten der lokalen Kreuzungsknoten auf jene Positionen des Vektors H,
die der zugehorigen globalen Knotennummer entsprechen.

(c) Bilde eine Cube-Summe fiir H.

(d) Lies aus H die akkumulierten Daten beziiglich der lokalen Kreuzungsknoten.

Da die Koppelkanten im 2D-Fall und die Koppelflichen im 3D-Fall héchstens zu zwei Prozes-
soren gehoren, kann der Datenaustausch in beiden Féllen auf die gleiche Art und Weise er-
folgen. In einem Vorbereitungsschritt wird zunéchst fiir jede Koppelkante bzw. Koppelfldche
das entsprechende Prozessorpaar ermittelt (siehe Algorithmus 3 in [4]). Bei der Typkonver-
tierung erfolgt der Datenaustausch zwischen den Prozessoren des jeweiligen Prozessorpaars,
und in beiden Prozessoren werden die Daten akkumuliert (Algorithmus 4 in [4]). Da im 3D-
Fall Koppelkanten im allgemeinen zu mehr als zwei Prozessoren gehoren, ist es wesentlich
komplizierter, den Datenaustausch effizient zu realisieren. Hier wird zuerst ein minimaler
Subhypercube bestimmt, der alle Prozessoren enthélt, die die jeweilige Koppelkante besit-
zen (Algorithmus 5 in [4]). Die Akkumulation erfolgt durch Bildung einer entsprechenden
Subcube-Summe (siehe Algorithmus 6 in [4]). Zur Reduzierung von Startup-Zeiten ist in
[4] ein Algorithmus angegeben (Algorithmus 7), in dem beim Datenaustausch beziiglich der
Koppelflichen Daten zugehoriger Koppelkanten mit ausgetauscht werden.
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3.2 Mehrgitter-Verfahren

Mehrgitter-Verfahren zéhlen zu den effizientesten Verfahren zur Losung grofldimensionier-
ter linearer Gleichungssysteme auf seriellen Rechnern. Folglich ist es erstrebenswert, diese
Verfahren auch auf Parallelrechnern zu implementieren, um sehr schnelle parallele Loser zur
Verfiigung zu haben. Die Parallelisierung von Mehrgitter-Verfahren ist ausfiihrlich in [183]
(siehe auch die darin zitierte Literatur) und in [27, 69] diskutiert worden.

Um ein effizientes paralleles Mehrgitter-Verfahren zu erhalten, miissen die Verfahrens-
komponenten, d.h. die Glétter, der Grobgitterloser sowie die Restriktions- und Interpola-
tionsoperatoren, so gewéhlt werden, dafl der zwischen den Prozessoren notwendige Daten-
austausch so gering wie mdglich ist. Natiirlich soll die Wahl der Verfahrenskomponenten
zu einem Mehrgitter-Verfahren mit guten Konvergenzeigenschaften fiihren. Es ist wohlbe-
kannt, dafl geddmpfte punktweise Jacobi-Glétter, gedampfte Block-Jacobi-Gldtter, bei de-
nen die jeweiligen Blocke ndherungsweise mit Gaufl-Seidel- oder ILU-Verfahren gelést wer-
den, und punktweise Gauf-Seidel-Glatter mit lexikografischer oder Mehrfarben-Ordnung
gute Glédtter in Mehrgitter-Verfahren zur Losung von skalaren Gleichungen 2. Ordnung
mit dominanter Diffusion und isotropen Diffusionsparametern sowie zur Losung linearer
Elastizitdtsprobleme mit einer Poissonschen Querkontraktionszahl nicht zu nahe an 0.5
sind. Im allgemeinen fiihrt der Einsatz der Gauf-Seidel-Glétter zu schneller konvergieren-
den Mehrgitter-Verfahren als bei der Nutzung des geddmpften Jacobi-Glétters [55, 206, 207,
229]. AuBlerdem erfordert die Bestimmung eines geeigneten Dampfungsparameters fiir das
Jacobi-Verfahren zusétzlichen Rechenaufwand. Gedampfte punktweise Jacobi-Verfahren und
geddampfte Block-Jacobi-Verfahren konnen sehr leicht parallelisiert werden [27, 183]. Glei-
ches gilt fiir punktweise Gauf-Seidel-Glatter mit Mehrfarben-Ordnung bei Problemen auf
strukturierten bzw. blockstrukturierten Gittern [2, 183]; ihre Anwendung bei Problemen
auf unstrukturierten Gittern ist jedoch nicht trivial. In [219] ist ein (sequentieller) blockwei-
ser GauB-Seidel-Glétter fiir Mehrgitter-Verfahren zur Losung der Navier-Stokes-Gleichungen
vorgeschlagen worden. Fiir die Implementierung des Glétters auf dem Parallelrechner wur-
de dieser modifiziert, um den Kommunikationsaufwand zu minimieren. Es wird unabhéngig
voneinander auf jedem Prozessor (Teilgebiet) eine Block-GauB-Seidel-Tteration durchgefiihrt.
Folglich erzeugen Prozessoren mit benachbarten Teilgebieten verschiedene Werte fiir die Un-
bekannten auf dem gemeinsamen Teil des Teilgebietsrandes. Daher ist es notwendig, nach
jedem Glattungsschritt diese Werte abzugleichen. Der Datenabgleich erfordert einen Daten-
austausch zwischen benachbarten Teilgebieten. Numerische Experimente in [219] zeigen, daf}
die Modifikation des seriellen Glétters nur zu einer leichten Verschlechterung der Mehrgitter-
Konvergenzraten fiihrt.

Im Abschnitt 3.2.1.1 wird die Implementierung eines punktweisen Gauf3-Seidel-Gléatters
diskutiert (siehe auch [143, 144, 146]). Dieser Glitter arbeitet in der Reihenfolge der DD-
Knotennumerierung (siehe Abschnitt 2.2.1). Die Nutzung dieser Knotennumerierung fiithrt
dazu, dafl der Gaufl-Seidel-Glétter den gleichen Kommunikationsaufwand erfordert wie der
geddmpfte Jacobi-Glatter. Wahrend die Implementierung des im Abschnitt 3.2.1.1 beschrie-
benen Gaufl-Seidel-Gléatters auf einer nichtiiberlappenden DD-Datenverteilung basiert, nutzt
der in [245] beschriebene parallele SOR-Glitter eine Uberlappungszone von einer Gitter-
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schrittweite. Auflerdem wird eine andere Numerierung der Knoten verwendet.

Sehr gute Glattungseigenschaften besitzt auch das in [95] fiir 2D-Probleme beschriebene
und in [146] auf 3D-Probleme erweiterte parallele unvollsténdige Cholesky-Verfahren (siehe
auch Abschnitt 3.2.1.1).

Mehrgitter-Algorithmen mit punktweisen Gauf-Seidel-Gléttern oder geddmpften punkt-
weisen Jacobi-Glédttern konvergieren sehr langsam bei Problemen mit anisotropen Operato-
ren, Finite-Elemente-Diskretisierungen mit anisotropen Netzen und Konvektions-Diffusions-
Gleichungen mit starker Konvektion. Fiir derartige Probleme sind alternierende Linien-Gauf}-
Seidel-Glétter und ILU-Glétter besser geeignet [108, 157, 229, 243]. Die Parallelisierung
dieser Glitter kann sehr effizient fiir Probleme auf strukturierten oder blockstrukturierten
Gittern erfolgen (siehe z.B. [30, 183]).

Ein zweites Problem bei der Implementierung eines Mehrgitter-Algorithmus auf einem
Parallelrechner ist die geeignete Wahl des Grobgitterlosers. Eine Moglichkeit ist die Anwen-
dung eines direkten Verfahrens, das auf einem Prozessor, z.B. dem Prozessor P;, arbeitet.
In diesem Fall hat bei der Losung der Gleichungssysteme auf dem grobsten Gitter jeder
Prozessor seinen Anteil an der rechten Seite des Grobgittergleichungssystems zum Prozessor
P, 7u senden. Dann wird das Grobgittersystem auf dem Prozessor P; gelost, und die jewei-
ligen Anteile am Losungsvektor werden wieder an die entsprechenden Prozessoren gesendet.
Eine andere Moglichkeit zur Losung des Grobgittergleichungssystems ist der Einsatz eines
iterativen Verfahrens. Dies ist giinstiger, wenn das Grobgittersystem schon relativ grofidi-
mensioniert ist. Im Abschnitt 3.2.1.3 werden vorkonditionierte Verfahren der konjugierten
Gradienten vorgeschlagen, welche auf ein vom Grobgittersystem abgeleitetes Schurkomple-
mentsystem angewendet werden.

Wiéhrend in der vorliegenden Arbeit vorausgesetzt wird, dafi auf allen Gitterebenen
des Mehrgitter-Algorithmus gleich viele Prozessoren verwendet werden, kénnen Mehrgitter-
Verfahren auch so organisiert werden, dafl auf den gréberen Gittern weniger Prozessoren
zum Einsatz kommen als auf den feineren Gittern (coarse-grid agglomeration). Dies fiithrt
auf ein gutes Verhéltnis zwischen Rechen- und Kommunikationsaufwand auf jeder Gittere-
bene, erfordert aber innerhalb der Gittertransfer-Operatoren (Restriktion und Interpolation)
Kommunikation [2, 27]. Wie im Abschnitt 3.2.1.2 gezeigt wird, arbeiten die Restriktions- und
Interpolations-Algorithmen bei der in der vorliegenden Arbeit verwendeten Datenaufteilung
kommunikationsfrei.

Im Unterschied zu der in dieser Arbeit verwendeten nichtiiberlappenden DD-Datenver-
teilung kann man auch eine iiberlappende DD-Datenstruktur, z.B. mit der Uberlappung von
einer Gitterschrittweite, nutzen (siehe z.B. [2, 183, 245]). In diesem Fall ist der Kommu-
nikationsaufwand in einem Glattungsschritt genauso grofl wie bei der nichtiiberlappenden
Datenverteilung. Verwendet man eine groBere Uberlappungszone, so kénnen mehr Glittungs-
schritte durchgefithrt werden, bevor ein Datenaustausch zwischen den Prozessoren erforder-
lich ist, jedoch der Umfang der auszutauschenden Daten wéchst, und der Anteil an Rechen-
aufwand, der durch Mehrfachberechnungen auf den Prozessoren entsteht, nimmt zu. Eine
iiberlappende Datenverteilung ermoglicht die Anwendung anderer Grobgitterloser als bei
der nichtiiberlappenden Datenstruktur, z.B. iiberlappende DD-Algorithmen (siehe [62] und
die darin zitierte Literatur).
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In den folgenden Abschnitten werden der Mehrgitter-Algorithmus beschrieben sowie die
Parallelisierung verschiedener Glétter (geddmpftes Jacobi-, GauB-Seidel-, unvollstéindiges
Cholesky-Verfahren), der Restriktion, der Interpolation und der Grobgitterloser diskutiert.
Weiterhin werden Konvergenzresultate formuliert und der Aufwand an arithmetischen Ope-
rationen sowie der Kommunikationsaufwand analysiert.

3.2.1 Mehrgitter-Algorithmus

Mehrgitter-Algorithmen sind aus der Literatur wohlbekannt (siehe z.B. [46, 53, 55, 57, 77, 78,
105, 108, 142, 165, 186, 212, 229, 215, 241]). Bevor im folgenden ein Mehrgitter-Algorithmus
angegeben wird, werden noch einige Bezeichnungen eingefiihrt.
Mit
uf™ = GV A, f D)

wird die Durchfithrung von I/lV[N] Iterationsschritten eines Glattungsverfahrens bezeichnet

(V steht fiir Vorgldttung und N fiir Nachgldttung). Dabei sind A; die Systemmatrix, f, die

rechte Seite, u!™ ") die Startniherung und w!"™ die nach v,’!

N Schritten erhaltene neue
Néherung. Weiterhin werden noch die Gittertransfer-Operatoren, d.h. der Interpolationsope-
rator

I, : Rt — RM

und der Restriktionsoperator
7' RM — RN

benotigt. Die konkrete Wahl der Gittertransfer-Operatoren wird im Abschnitt 3.2.1.2 disku-
tiert.
Ein Iterationsschritt eines Mehrgitter-Verfahrens lduft in folgenden Teilschritten ab:

Algorithmus 3.2 (Mehrgitter-Algorithmus (1-Gitter-Algorithmus))

Gegeben sei eine Startndherung ggj’m.

1. Vorglittung
ﬂl(%l) = GIV(VX Alvilvﬂgjj())) .

2. Grobgitterkorrektur

(a) Berechne den Defekt

(b) Schrinke den Defekt auf das Gitter 7;_; ein, d.h. berechne
iy =17'd).

(c) Lose das Grobgittersystem

Al - 1&5{)1 - C_ll(Jj

mittels g, ; Iterationsschritten eines (I — 1)-Gitter-Verfahrens (mit dem Null-
vektor als Startndherung) falls [ — 1 > 1, verwende sonst das Verfahren der
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konjugierten Gradienten mit einer geeigneten Vorkonditionierung oder nutze ein
direktes Verfahren. Die erhaltene (Naherungs)losung wird mit w bezelchnet

(d) Interpoliere die Grobgitterlgsung w, w auf das Gitter 7; und korrigiere die Néhe-
rung gg >, d.h. berechne

NEEI
3. Nachglittung
u = GY 0% A, £, ™)

Setze QEHI’O) _1(]3).

Fiir den Fehleriibergangsoperator des Zweigitter-Verfahrens bei exakter Grobgitterlosung
gilt
M= (SO = T AT A (S
Dabei bezeichnen SY und SY die Fehleriibergangsoperatoren der verwendeten Vor- und

Nachgldattungsverfahren. Der Fehleriibergangsoperator des Mehrgitter-Verfahrens ist rekur-
siv durch

M2:M21

3.17
My, = (SN (I, —IF [(Iyy — M)A TE YA ) SV fiir k= 3,4,...,1 (3.17)

definiert.

In Abhingigkeit von der Wahl der Parameter v¥, vy und pg_q, k = 1,1 —1,...,2, erhélt
man den V-Zyklus (v) = vy, vy = vo, ey = 1), den W-Zyklus (v = vy, vy = vy, pp_1 = 2)
und den verallgemeinerten V-Zyklus (v,_, = 2v), vi, = 2vy, pr—y = 1). Man kann auch
einen F-Zyklus, ein Zyklenregime zwischen dem V-Zyklus und dem W-Zyklus, durchfiihren.
Der F-Zyklus ist wie folgt definiert: Fiir [ = 2 sind der F- und der V-Zyklus identisch, fiir
[ > 2 wird zur Losung des Grobgittergleichungssystems auf der Gitterebene [ — 1 erst ein
F-Zyklus und dann ein V-Zyklus durchgefiihrt.

Bei der Implementierung des Mehrgitter Algorithmus auf dem Parallelrechner werden die
rechte Seite f, und die Defektvektoren d dl J 1y d(] als Vektoren vom addierenden Typ
sowie die Vektoren gl(J ™) ug T), . ,gg ™ m = 1,2,3, und die Vektoren QE_)l, Qg_)Q, . ,@9)
als Vektoren vom iiberlappenden Typ gespeichert.

3.2.1.1 Glattungsverfahren

Im folgenden wird die Parallelisierung von geddmpften Jacobi-Gléattern, Gaufl-Seidel-Glat-
tern und unvollstdndigen Cholesky-Gldttern beschrieben. Unter Nutzung der Blockstruk-
tur (2.36) des Finite-Elemente-Gleichungssystems konnen diese Glidtter so implementiert
werden, dafl pro Glattungsschritt nur eine Typkonvertierung eines Vektors vom addieren-
den Typ in einen Vektor vom iiberlappenden Typ notwendig ist, d.h. es sind O(h, (d- 1>) =
(’)(N,gd 1)/d), d = 2,3, Daten zu kommunizieren.
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o Geddampfter Jacobi-Glitter
Der geddmpfte Jacobi-Gléatter wird durch den Iterationsprozefl

Ql(cﬂ—l) _ ﬂ(]Cj)

D, + AL =f j=01,.., (3.18)

Wk

beschrieben. Dabei sind @(,Cm eine vorgegebene Startndherung, D, die Diagonale von A, und

wy ein geeignet gewdhlter Ddmpfungsparameter.

Fiir die Beschreibung des parallelen geddmpften Jacobi-Glétters (Algorithmus 3.3) wer-
den noch einige Bezeichnungen eingefiihrt. Fafit man die Kreuzungsknoten, die Kantenkop-
pelknoten und die Flidchenkoppelknoten zu den Koppelknoten zusammen, dann kann das
Finite-Elemente-Gleichungssystem (2.35) in der Blockform

( Are  Arcr ) ( Uy ¢ ) _ ( ik,c ) (3.19)

Alc,IC Apr U1 L@,I

aufgeschrieben werden. Die Matrizen Ay . sind als 4; , = Lk1*+Dk1*+L£’* darstellbar, wobei

Ly . eine streng untere Dreiecksmatrix ist, und Dy, = diag(A.) (* steht fiir C' bzw. I).
Bevor der Glétter erstmalig auf der k-ten Gitterebene gestartet wird, wird die Matrix

Dy, o akkumuliert, so daf auf jedem Prozessor P;, ¢« = 1,2,...,p, die akkumulierte Teilge-

. . _ T . . . . . .
bietsmatrix Dy o, = Hy ;D -Hy -, gespeichert ist. Dies erfordert einen einmaligen Daten-

d-1)/d
NI

Ein Iterationsschritt des parallelen geddmpften Jacobi-Verfahrens lauft in folgenden Teil-
schritten ab:

austausch von der GroBenordnung O(

Algorithmus 3.3  (geddmpftes Jacobi- Verfahren)

Gegeben sei eine Startnéherung u!’) = (g,(f)cjg(,f)[)T

(al) Berechne fiir i = 1,2, ..., p die Teilgebietsvektoren

(G+1) _ T (4) )
Tiei = ikm —(LycitLici) wic: — Apcri g,

(a2) Akkumuliere den Vektor zg ;1), so daf auf jedem Prozessor P; der akkumulierte Teil-
gebietsvektor r; -, gespeichert ist.

(a3) Berechne fiir i = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren

(G+1) _ (4) -1 (j4+1)
wylcid = (1 —w)wle, +wiDypcaricd -

(b) Berechne fiir i = 1,2, ..., p die Teilgebietsvektoren

- . B . .
Hg;rz) =(1- Wk)ﬂgc]}z + kak},i(ik,[,i - Ak,[C,i Hg)cg - (Lkz,I,i + Lf,[,i) Hg)u) .
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Die lokale Durchfiihrbarkeit der Berechnung von 7" im Schritt (al), d.h. die Méglich-

keit der parallelen Berechnung der Teilgebietsvektoren ri i » folgt aus den Beziehungen

- . .
ﬁgg )= ik,C — (Ly o+ Lg,c)@:],c - Ak,Clﬂg}

p p p
_ T T T )
= Z Hk,C,iihc,i - Z Hk,C,i(Lk,C,i + Lk,C z)Hk Cyi H Z Hk c, Ay ,C1I, sz Ii Ukt
’L:l ’L:l

=1
p
(j+1)
- ZH/Z—:C,i(ihC’i_(LkCz+LkCz) E:)C’ AkCIszIz ZHng—k]Cz .
=1
Aus der vom Iterationsprozef (3.18) abgeleiteten Berechnungsvorschrift
upe! = (1 —wi)ule + oD s (3.20)

(J+

fiir die neue Naherung u; ergibt sich nach Multiplikation mit Hy, ¢,

Hy o U%l) = (1 —wi) Hyop w4+ wpHy oDy b 2
= (1 —w)Hpopud ) + wi(Dy cH e )T rEl.
(

Da die Vektoren g,(f;gl) und r(kng (nach der Akkumulation im Schritt

penden Typ sind, und unter Verwendung einer zu (3.14) analogen Beziehung fiir die Matrix
D,;g folgt

a2)) vom iiberlap-

- B , , B ,
Hl(c]Jcr*z) = (1 - wk)“’(ch)Cz + Wk(HIZC,ka,g,i)Tﬂl(c],)c =(1- Wk)ﬂl(c])cz + kachCi zl(c])c’z )

d.h. die im Schritt (a3) durchgefiihrten lokalen Berechnungen des Vektors 'u,,(fg ) aus (3.20)
sind gerechtfertigt.

Der Schritt (b), d.h der Teilschritt beziiglich der inneren Knoten, kann véllig paral-
lel durchgefiihrt werden, da von allen in diesem Schritt verwendeten Vektorkomponenten
bzw. Matrixeintrdgen die wahren Werte auf dem jeweiligen Prozessor bekannt sind, und die
Matrix Ay ; und folglich Ly ; eine Blockdiagonalmatrix ist.

Der Aufwand an arithmetischen Operationen ist bei der Implementierung auf dem Par-
allelrechner in der Groflenordnung O(N,gdﬁl)/ d) hoher als bei der Implementierung auf einem
seriellen Rechner. Die Ursache dafiir liegt in der mehrfachen Berechnung gleicher Kompo-
nenten von ggf gl) auf verschiedenen Prozessoren (die entsprechenden Knoten gehéren i.a. zu
mehr als einem Teilgebiet ;).

o Gauf-Seidel-Glitter

Die im folgenden beschriebenen Glatter vom Gaufl-Seidel-Typ nutzen die im Abschnitt 2.2.1
eingefiihrte DD-Knotennumerierung, d.h. sie durchlaufen die Gleichungen in der Reihenfolge:
Kreuzungsknoten, Kantenkoppelknoten, Flichenkoppelknoten, innere Knoten oder in umge-
kehrter Reihenfolge. Fiir 2D-Probleme ist die Parallelisierung dieser Glatter ausfiihrlich in
(143, 144] diskutiert worden.

Genauso wie beim geddmpften Jacobi-Verfahren werden zur Beschreibung des Glétters
Zerlegungen von der Gestalt Ay, = Ly .+ Dy, + ij* genutzt. Hier steht x fiir V, E, F
oder I. Weiterhin sei

(D + Ly.,.) = blockdiag(Dy. . + Li..) (3.21)
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(x steht fiir £ oder F), wobei jeder Block mit den Knoten innerhalb einer Koppelkante
bzw. einer Koppelfliche korrespondiert. Falls es in der Vernetzung keine Kanten gibt, die
Knoten auf verschiedenen Koppelkanten bzw. Koppelflichen verbinden, dann gilt L; , = L .,
d.h. die Matrizen Dy, g+ Li g und Dy, p+ Ly r sind bereits Blockdiagonalmatrizen. Weiterhin
wird noch vorausgesetzt, daf§ auf jeder Koppelkante der grobsten Vernetzung 7; wenigstens
ein Knoten der Vernetzung 7, k = 2,3, ...,1[, liegt. Ist diese Voraussetzung erfiillt, dann ist
Ay v eine Diagonalmatrix.
Der Glétter vom Gauf-Seidel-Typ wird durch die Iterationsvorschrift

(Dp+ L) @™ —u) + A = £, G=01.... (3.22)
beschrieben. Der Vektor @g)) bezeichnet eine vorgegebene Startnédherung, und es gilt
Apyv 0 0 0
D +L/ . Ak1E‘V Dk,E-"_L;C,E' 0 0
k k=
Arrv  Arre Dyp+Lip O
Aprv Akre Ap.1r Dyr+ Ly 1

Vor dem erstmaligen Aufruf des Glatters auf der k-ten Gitterebene werden die Matrizen

Ay vy Dy gt+Ly pund Dy, p+Lj, - assembliert, so dafl jeder Prozessor P; seinen Anteil A, |/, =

Hk,v,iAk,VHkT,v,ia D,y +Lp;= Hk,E,i<Dk,E+L;c,E>HIZ:E,i und Dy, g+ Ly gy = Hy (D gt
v.p)HiL i besitzt.

Ein Iterationsschritt des parallelisierten Glétters besteht aus den folgenden Teilschritten:

Algorithmus 3.4 (Gaup-Seidel-Glitter)

Gegeben sei eine Startndherung gg) = (g,(g%,,g(kjg,g,?},gk]})T

(al) Berechne fiir i = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren
- , . .
fl(c],v,i) = isz - Ak,VE‘,i Hl(c])E‘z - Ak,VF,i u%z - Ak,VI,i ﬂ(lcﬁlz .

(a2) Akkumuliere den Vektor zg :;1), so daf auf jedem Prozessor P; der akkumulierte Teil-

gebietsvektor zgf ‘ti) gespeichert ist.

(a3) Berechne die Teilgebietsvektoren g(,cj ‘t? aus A v g(,cj ‘t? = g(,cj ‘t? :

(b1) Berechne fiir i = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren

(J+1) _ (5+1) (4) (9) (9)
TeEi = ikEl - Ak,E‘V,i Uy vy — Alc,E,i Uy pi — Ak,E‘F,i Uy i — Alc,EI,i UpT,-

(b2) Akkumuliere den Vektor zg JEFI), so daf auf jedem Prozessor P; der akkumulierte Teil-

gebietsvektor zgf ;511) gespeichert ist.

(b3) Berechne fiir i = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren Q%JEF? aus

! (G+1) _ (G+1)
(Dyp;+Lyp)wip, =rin, .
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(b4) Berechne fiir i = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren g(k{JEF?, d.h.

G+1) _ () (3+1)
Uy pi = U’k EitWip, -

(c1) Berechne fiir i = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren
+1 +1 +1 j
ﬁg,F,z‘) = Lch - Ak FV, ng) - Ak FE,i U’Ec]E z) - Ak Fyi _g}?z Ak,FI,z' Hg}z .

(¢2) Akkumuliere den Vektor f(kj J}l>7 so daB auf jedem Prozessor P; der akkumulierte Teil-

gebietsvektor rg J}l) gespeichert ist.

(¢3) Berechne fiir i = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren wg;ﬁl) aus

41 1
(Dy, s + L) wl(c]Fz) = z(lc],F,i) .

(c4) Berechne fiir i = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren g(,c{;li), d.h.
wlr = ulp +wlr)

(d1) Berechne fiir i = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren
7’%1 z) = fk,u - Ak IV, ng) - Ak IE,i ﬂgE z) - Ak IF,i Hgm) Llc,I,z —g)f i

(d2) Berechne fiir i = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren g(,jjl” aus

Die lokale Berechenbarkeit der Vektoren rg;;l), rggl und ﬁj}l) in den Schritten (al),

(b1) und (c1) 148t sich genauso begriinden wie die Durchfiihrbarkeit der lokalen Berechnung
des Vektors r(” ) im geddmpften Jacobi-Glétter.
Im Schritt (aS) wird das Gleichungssystem

i1
Asz SMJ;) ﬂg,;;) (3.23)

gelost. Wird (3.23) von links mit Hy y,; multipliziert, so folgt

Hk VzAk Vuk]J‘;l) Hy v, rgc]\tl) Eg\t? .
Hieraus erhélt man wegen (3.14)
+1 41 +1) 41 +1
(Ag,VHkT,Vz)T gv ) = (Hk VzAk: Vz) _Ecj,v ) = Ak Vsz: Vz/u’gc]V Ak,V,z' Hg,v,i) = gvz)a

d. h der Vektor u( Y kann durch die lokale Losung der Gleichungssysteme Ay y; 'u,,(f‘t? =

r! k V,L ) berechnet Werden Auf analoge Weise ergibt sich die lokale Durchfiihrbarkeit der Schrit-
te (b3) und (c3). Aufgrund der Blockdiagonalgestalt der Matrix Ay ; und folglich auch der
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Matrix Dy, ;4 Ly 1 ist die lokale Berechnung des Vektors g(,cj ;rl) gerechtfertigt. Da die Vekto-
ren gggl), wggl), g?j}l) und w?j}l) vom gleichen Typ sind, folgt unmittelbar die Lokalitét
der Schritte (b4) und (c4).

Aus den Algorithmen 3.3 und 3.4 ist ersichtlich, dafl beim geddmpften Jacobi-Glatter
und beim GauB-Seidel-Glédtter die gleiche Datenmenge zu kommunizieren ist. Wahrend
beim GauB-Seidel-Glatter die Kommunikation beziiglich der Kreuzungsknoten, der Kan-
tenkoppelknoten und der Flichenkoppelknoten voneinander getrennt erfolgen mufl, kénnen
beim Jacobi-Glétter z.B. Daten, die zu Kanten- und Flachenkoppelknoten gehéren, gemein-
sam ausgetauscht werden, so dal Startup-Zeiten reduziert werden konnen (siehe auch Ab-

schnitt 3.1.2 und Algorithmus 7 in [4]).

Bemerkung 3.2 Ist die Losung des betrachteten Randwertproblems eine Vektorfunktion,
d.h. w € [H'(Q)]* mit s > 1, dann werden Blockvarianten des geddmpften Jacobi-Glitters
bzw. des Gaufs-Seidel-Glitters genutzt, d.h. alle Operationen mit den Elementen der Matriz
Ay, werden durch Blockoperationen mit (s X s)-Blécken ersetzt.

e Unvollstindiger Cholesky-Gldtter

In [95] wird unter Anwendung einer nichtiiberlappenden DD-Datenverteilung die Imple-
mentierung unvollstdndiger Zerlegungen auf Parallelrechnern mit MIMD-Architektur ana-
lysiert. Insbesondere werden Zerlegungen fiir Matrizen betrachtet, die aus Finite-Elemente-
Diskretisierungen von 2D-Problemen resultieren. Die in [95] beschriebene Vorgehensweise
148t sich leicht auf den 3D-Fall erweitern. Dies wurde in [146] bereits kurz dargelegt und soll
im weiteren ausfiihrlicher erldutert werden.

Ausgehend von der Steifigkeitsmatrix A, wird eine Matrix

Apyv Arve  Awvre  Apvr

A pv / i A
k.E kEF kEIT
I ’ s 5 3
Al = B , , B (3.24)
k,FV k,FE k,F k,FI

Avrv Apre Arrr Ak

definiert, wobei A , = (Lj, + Dy .+ (L}.,)") (* steht fiir £ und F) gilt, mit L}, aus (3.21).
Die Blocke A} pp und A} pp = (A} pp)” entstehen aus dem Block Ay pp durch Weglas-
sen jener Matrixeintrige, die von Kanten zwischen Knoten auf einer Koppelfliche I'r und
Knoten auf einer Koppelkante, die nicht Teil des Randes von I'y ist, resultieren. Falls es
keine derartigen Kanten gibt, und falls im Netz 7, keine Kanten existieren, die Knoten auf
verschiedenen Koppelkanten bzw. Koppelflichen verbinden, dann gilt A = A,.
Im folgenden besteht das Ziel darin, eine unvollstindige Zerlegung U, Ul der Matrix A}
zu berechnen, so daf
AL =U, U+ S, (3.25)

gilt. Dabei sei Uy, eine obere Dreiecksmatrix, deren Besetztheitsmuster mit dem des oberen
Dreiecks der Matrix Aj iibereinstimmt, d.h. Uy ;; # 0, falls A} ;. # 0; S bezeichnet die
Restmatrix.
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Die Berechnung der Zerlegung (3.25) ist beispielsweise dann durchfithrbar, wenn Aj, eine
M-Matrix ist. Weitere Kriterien, welche die Durchfiihrbarkeit der unvollstindigen Zerlegung
garantieren, sind in [11, 111, 177] angegeben.

Aus der Literatur sind verschiedene Algorithmen zur Berechnung unvollsténdiger Zerle-
gungen bekannt (siehe z.B. [11, 93, 111, 177, 189]). Eine Variante eines derartigen Algorith-
mus ist der folgende Algorithmus 3.5.

Algorithmus 3.5  (Sequentieller Algorithmus zur Berechnung einer unvollstindigen Cho-
lesky-Zerlegung)

Essei A" = [AL]N._, und U = [U;]Y._,. (Der Index k wird zur Vereinfachung der Schreib-

ENES i,j=1*
weise weggelassen. )

(a) Berechne
(al) Uyn = /Ay und
(a2) UiN:A;N/UNN furz=N—1,N—2,,1

(b) Berechne fiir j=N—-1,N—-2,...,1

N
(b1) U= |A— > U2, und

m=j+1
N
(A;j . UimUjm> JUsi falls 4y, 0
(b2) Uy = m=j+1 firi=j—1,j—2,....1.
0 falls Aj; =0

Ausgehend vom Algorithmus 3.5 wird unter Verwendung der folgenden Beziehungen
(3.26) — (3.29) der parallele Algorithmus zur Berechnung der unvollstindigen Zerlegung
abgeleitet. Aufgrund der Blockstruktur (3.24) der Matrizen A, U, und S, ergeben sich aus
(3.25) die folgenden Beziehungen:

Ay = Uk,IUkT,I + Ser )
Appr = Ulc,FIUlz:I + Sk rr (3.26)
Avpr = UepiUlr+ Sk
Apvr = UviUls + Sivr )

A;C,F = Ulc,FUlz:F + Uk,FIUIz:FI + Slc,F )
A;C,EF = Ulc,EFUlz:F + Ulc,EIUlszI + Sk,E‘F (3-27)
Apvr = Uk,VFUkT,F + Uk,VIUkT,FI + Sivr J

A;C,E = Uk,EUlz:E + Uk,EFUlszF + Ulc,EIUlszI + Slc,E } (3.28)
Apve = Uk,VEUkT,E + Uk,VFUkT,EF + Uk,VIUkT,EI + Seve

Ay = U Ul + Uk,VEUIz:VE + Uk,VFUIz:VF + Uk,VIUJZVI + Sey - (3.29)
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Algorithmus 3.6  (Paralleler Algorithmus zur Berechnung einer unvollstindigen Choles-
ky-Zerlegung)

(a)

(b1)

(c3)

(d1)

Berechne fiir ¢ = 1,2,. .., P die Matrixblocke Uk,[,i; ka'[,i, Uk,EI,i und Uk7V[72‘ der
Matrizen Uy, 1, Uy pr, Ui pr und Uy, vy aus den Beziehungen (3.26). Verwende dazu den
Algorithmus 3.5.

Modifiziere die folgenden Matrixblocke, d.h. berechne fiir i =1,2,...,p
I Al T / Al T
Aeri = Ari = Uipri Ugrris Areri = Avpri — Uipri Uerris
— T / A T
Apvri = Avri = Uevri Uppr s ki = A = Ukpri Unpr

— T o T
Apvpi = Ak,VE,i —Uvri Uepris Ak,V,i = Ak,V,i — Uy Ugvr,i-

Akkumuliere die Matrizen A} p, A} pp und A; yp, so daf auf den Prozessoren P,
i = 1,2,...,p, die akkumulierten Teilgebietsmatrizen Aj ;, A} pp; und A,y p; ge-
speichert sind.

Berechne fiir : = 1,2,...,p die Matrixblocke Uy, r;, Uy pr; und Uy yp; der Matrizen
Uy r, Uy pr und U, vr aus den Beziehungen (3.27). Verwende den Algorithmus 3.5.

Modifiziere die folgenden Matrixblocke, d.h. berechne fiir t =1,2,...,p

! o li —1 T
k,Ejg Ak,E,i - Uk,EF,i Rlc,F,i Uk,EF,i )

— -1 T
Ak,VE,i T Ak,VE,i - Uk:,VF,i sz,F,i Uk,EF,i?

— -1 T
Ak,V,i = Ak,V,i - Uk,VF,i Rk,F,i Uk,VF,i
: -1 _ -1 T

Akkumuliere die Matrizen A} p und Ay v, so dafl auf den Prozessoren Pj, i =1,2,...,

p, die akkumulierten Teilgebietsmatrizen A} p; und A, yp; gespeichert sind.

Berechne fiir i = 1, 2,...,p die Matrixblécke Uy g ; und Uy, v ; der Matrizen Uy, p und
U,.vr aus den Beziehungen (3.28). Verwende den Algorithmus 3.5.

Modifiziere den Matrixblock Ay v, d.h. berechne fiir ¢ =1,2,...,p
-1 T
Arvi =4y —Uvpi Rip Usve
mit R, Y, = Hy 5, Ry y H 5, und Ry p aus (3.7).

Akkumuliere die Matrix Ay i, so dafl auf jedem Prozessor P;, i =1,2,...,p, die akku-
mulierte Teilgebietsmatrix Ay y,; gespeichert ist.

Berechne fiir ¢ = 1,2,...,p die Matrixblocke Uy y,; der Matrix Uy aus der Bezie-
hung (3.29). Verwende den Algorithmus 3.5.
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Die lokale Berechnung der Matrixblocke Uy 1, Uk rri, Uk.pri und Uy vy, auf den Pro-
zessoren P; im Schritt (a) ist aufgrund der Blockstruktur der Matrizen Uy 1, Uy pr, Uy pr
und Uy, vy (siehe auch Abschnitt 3.1.1) durchfiihrbar. Die Modifikationen der Matrixblocke
im Schritt (b1) sind von den Beziehungen (3.27) — (3.29) abgeleitet. Die erste Beziehung in
(3.27) kann beispielsweise wie folgt aufgeschrieben werden:

A;C,F - Ulc,FIUIz:FI = Uk,FUlz:F + Sk,F . (3-30)

Die linke Seite der Gleichung (3.30) hat die Gestalt

p p p
T / T T T
> Hipi Abpi Hiopi — ( > Hipi U rr, ch,l,z') ( > Hir;Uirr; Hkm‘) -

(3.30) dquivalent zu

p
T ' T _ T
Z Hk,F,i(Ak,F,i - Uk:,FI,z' Uk,FI,i)Hk,F,i = Uk,FUk,F + Skrs

=1

d.h. die Berechnung der linken Seite kann lokal erfolgen. Auf analoge Weise kann die lokale
Durchfiihrbarkeit der Berechnung der restlichen fiinf Matrixblocke im Schritt (b1) begriindet
werden.

Nach dem Schritt (b2) sind auf den Prozessoren P;, i = 1,2, ..., p, die akkumulierten Ma-
trizen A p; = Hy p AL pHipiv Alpri = HepideprHipy wd Ay ypg = He v Ay pHi
bekannt (siehe auch die Behauptung (v) im Lemma 3.1). Zur Berechnung der Blocke Uy, 5,
Uy pr; und Uy yp; werden die Beziehungen (3.27) genutzt. Wird noch die im Schritt (bl)
durchgefiihrte Modifikation der Matrizen A} , A} pp und Ag yp beachtet, dann erhdlt man
zum Beispiel Uy p aus der Beziehung

Apr= Uk,FUlc,TF + Spr- (3.31)

Nach Multiplikation mit Hj ; von links und Multiplikation mit H ,CT Fi VOIL rechts folgt aus
(3.31)
Hy g, A;C,F HkTFz =Hyp; U r UkTF HkTFz + Hy p; Sir HkTFz : (3.32)

Die Matrix A}, in (3.24) und folglich auch die Matrizen U, bzw. Ul erfiillen die Voraus-
setzungen (3.13) und (3.15) aus Lemma 3.1(vi) (siehe diesbeziiglich auch Bemerkung 3.1).
Somit ist wegen (3.14) die Gleichung (3.32) &quivalent zu

/ T T T T
Hk:,F,z' Ak,F Hk,F,i = Hk:,F,z' Up.r Hk:,F,z' Uk,F,i + Hk:,F,z' Sk,F Hk,F,i )

und mit (3.11) folgt
A;ch = Uk,F,i UlcTFz + Slc,F,ia

d.h. die Matrizen Uj, ., sind lokal berechenbar. Auf analoge Weise kann die lokale Berechen-
barkeit von Uy g, und U, i, begriindet werden.
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Die Modifikation der Matrixblocke im Schritt (c1) beruht auf den Beziehungen (3.28)
und (3.29). Aufgrund der ersten Beziehung in (3.28) muB zum Beispiel A} p — Uy ppUl pp
berechnet werden. Es gilt wegen (3.7), (3.9), (3.14) und (3.16)

/ T _ ! -1 T
Ak,E - Uk,EFUk:,EF - Ak,E - Uk,EFRk,FRk,FUk,EF

p
o ! —1 T T
- Ak,E - Uk,EF <Rk,F Z Hk:,F,z‘ Hk:,F,z‘) Uk,EF

=1

P
_ ! T -1 T
= Ak,E‘ - Ulc,EF < Z ch,F,i Rlc,F,i chFz) Uk,E‘F

i=1
p
= A;c,E - Z(HZEJ Uk,EF,i) R/;}:‘,l (H/Z—:E',z Uk,EF,i)T
=1
z T z T 1 T
! —
= Z Hk,E,i Akz,E‘,i Hk:,E',i - Z(Hk:,E',i Uk,EF,i) Rk,F,i (Uk,EF,in:,E',i)
i=1 =1

P

_ T li -1 T
- Z Hk,E‘,i(Alc,E,i - Uk,E‘F,iRlc,F,iUk,E‘F,i)Hk,E‘,i'
1=1

Hieraus folgt die lokale Berechenbarkeit der Modifikation der Matrix A} p, d.h. es ist auf
jedem Prozessor P; der entsprechende Block A} p. — U, pr; R,;}l U,;‘FEFl zu berechnen; fiir
die Matrizen Ay yp und Ay y kénnen analoge Uberlegungen durchgefiihrt werden.

Die lokale Durchfiihrbarkeit der Schritte (¢3), (d1) und (d3) 148t sich genauso wie bei
den Schritten (b3) und (c1) begriinden.

Der unvollstdndige Cholesky-Glétter wird durch den Iterationsprozef3

U UL ™ — )+ A’ = f,, j=0,1,..., (3.33)

(Q,(CO) eine vorgegebene Startndherung) beschrieben. Ein Iterationsschritt dieses Glatters be-
steht bei der Implementierung auf einem Parallelrechner aus den im Algorithmus 3.7 ange-
gebenen Teilschritten.

Algorithmus 3.7  (Unwollstindiger Cholesky-Glitter)
Gegeben sei eine Startndherung g,(cj).

(a) Berechne fiir i = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren zgzrl) = [~ Ak ggz

(b1) Lose fiir i =1,2,...,p das Gleichungssystem

U, o7 =7, (3.34)

)

(b2) Akkumuliere den Vektor ij ;rl), so daf§ auf jedem Prozessor P; der akkumulierte Teil-

gebietsvektor y,(g;:rl) = H,, y,(cjﬂ) gespeichert ist.

(b3) Lose fiir i =1,2,...,p das Gleichungssystem

Ul w7 = o (3.35)
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(¢) Berechne fiiri = 1,2,...,p die Teilgebietsvektoren der neuen Ndherung 'u,( Y d.h. be-

rechne ug:rl) = uéz + ngl) .

Die lokale Berechenbarkeit des Defektes r(] b =/, — A u im Schritt (a) folgt wegen
der Darstellung (3.1) der rechten Seite und der Darstellung (3 2) der Steifigkeitsmatrix aus
den Beziehungen

. p .
Egﬂ Zng_k]:rl :ZHkT,i i ZngAszkzuk ZHsz J Z_Aklﬂgb
=1

i=1

Im Schritt (bl) wird das Gleichungssystem
U0t = ity (3.36)

gelost. Wegen folgender Uberlegungen liefert die lokale Losung der Gleichungssysteme (3.34)
die Losung von (3.36). Fiir den Loésungsvektor V™ = (v,(f‘tl),v,(fgl),v,(f;l),v,(f;rl)) gilt

wegen (3.14), (3.16) und (3.34)

(G+1) —1_G+1) _ T U+
Vp.1 —Uk,fﬁk,f = Uk[ZHkIz Teri
i=1
p

_ LT (G+1) T (7+1) T G+
- ZUk Hk:[z kI, ZHkIzUkIz k[z ZHkIz—kIz

i=1

. . . P .
W = Uk 8~ Unrnad ) = Unh(( 3 HE g e — Ui Y- HE 1))

i=1 i=1
: (j+1) (j+1)
_ g7-1 T j
= Uk,FZHk,F,i(fk - U, FIz—chz)
i=1
: (j+1) )y - (j+1)
_ T J (4 J
= ZHkF,zUsz(lch UlcFuUku ZHsz—lch'
=1

Auf analoge Weise erhélt man

(J+1) _ (3+1) (5+1) (5+1)
Vpp = Uk,E(fk,E - Uk,EFﬂlc,F - Uk,Elﬂk,I )
T (rG+D (+1) G+ ~ T G
— J ] J
= Z ch,E,z Ulc E,i —lc,E,i - Uk,E‘F,i Ve Fi — Uk,E‘I i Y1 Z ch,E,z Vi Ei
und
(J+1) _ (J+1) (4+1) (5+1) (5+1)
vy = Uy @dv — Uevewdn ) — Usvred s’ — Usvivgds )

_ T -1 (3+1) (3+1) (3+1) (G+1)
= Z Hk:,V,z' Uk,V,z' (fk,v,z' - Uk,VE i Uk B Uk,VFz Vi Fi Uk,VI,z' Vp 1 )
= 1

_ T (J+1
- Z Hk: Vi —k Vi
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(G+1)

Folglich setzt sich der Losungsvektor v;’ "7 als Vektor vom addierenden Typ aus den mittels

der Gleichungssysteme (3.34) bestimmten Teilgebietsvektoren Q,(C]j— Y zusammen.

Im Schritt (b3) erfolgt die parallele Losung des Gleichungssystems
UTw ™) = Ut (3.37)

G+ G+ G+ (G+1)

Die Komponenten w;'y, ", wy’ ", wy'p’ und wy’; " des Losungsvektors von (3.37) werden

gemdf der Beziehungen

wii! = Uibely) (3.38)
wilp! = Ugp(ols” - Ulypwly?) (3.39)
wg;l) = Uprlv 2];1 — ULy pwy Y —U,ZEFwifgl)) (3.40)
Qgcj;;ﬂ) = ka( (JH) Uk,VIQ(IcJ,;D - Uk,mwl(c];l) - Ulc,FIw(lcj;;D) (3.41)

berechnet. Wird (3.38) mit Hj, y,; multipliziert, so erhélt man wegen (3.14)
j+1 1 1 1
Q(lcj,;z> ch vz_(lcjxt = ch szkv (H = (UkVHk w) I(c D= (Hk Vi Ulc Vz)T (lcj\t )

= UI;,V,z' Hk:,V,z' Qg,xtl Uk Vi _k]Jx;t) .
(3.42)
Auf analoge Weise liefert die Multiplikation der Gleichung (3.39) mit Hj r; wegen (3.14)
und (3.16) die Beziehungen

(G+1) _ wi ) — -1/, (+ (j+1)
Wrp; = Hk: EiWrp = Hk,E,i Uk,E(Qk E = Uk,VEQk,V )

_ 1 1

= (UikbHE )T (05" = ULy pwd V)
1 1

= (chEzUkE‘z) (v E;JJPE UIZVE&E:]J‘; )>

1 1
= UkEz(HkEz (J+> (Uk,VEHgEz) 'wl(c]xt )) (3.43)

1) 1
= UkE‘z( chJErz (HgVi Uk,VE‘z) ’w(lcjxt>>

(G+1) (5+1)
i VB UkVEszVzka)

k: E (v
_ T (3+1) (G+1)
= U, B (v Vi pi Uk,VE‘,i Wy v, ).

Multipliziert man noch die Gleichung (3.40) mit Hy p; und die Gleichung (3.41) mit Hy 1,
so folgt

j+1 +1 j+1 +1
w(lcj,F,z> Uk JFli (v (chF7,> UICI:VF,Z' M(lcj,v,z> Ulc EF,i —I(c]E‘ 7,)) (3.44)
und
+1) (G+1) (G+1) 41
ijI i Uk I, (v k:]I i Uk vig W w Uk ElLi k:]E i UkT,FI,i wgm)) . (3.45)

Die Gleichungen (3.42) — (3.45) sind gerade die Teilschritte zur lokalen Losung der Glei-
chungssysteme (3.35). Folglich ist die gem#f Schritt (b3) durchgefiihrte lokale Losung des
Gleichungssystems (3.37) gerechtfertigt.

Da im Schritt (c¢) Vektoren gleichen Typs addiert werden, ist die lokale Realisierbarkeit
offensichtlich.
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Bemerkung 3.3 Anstelle der Zerlegung (3.25) der Matriz A}, kann auch eine Zerlegung der
Gestalt
A, =L, LT +8S, (3.46)

mait einer unteren Dreiecksmatriz L, und der Restmatrix S”k berechnet werden. Ein unvoll-
standiger Cholesky-Glitter, der die Zerlequng (3.46) nutzt, erfordert bei der parallelen Abar-
beitung zwei Typumwandlungen von Vektoren (siehe [95]), d.h. der Kommunikationsaufwand
st doppelt so grof$ wie im Algorithmus 3.7.

3.2.1.2 Restriktion und Interpolation

Wie im Abschnitt 2.2.2 beschrieben wurde, sollen zur Diskretisierung des zu l6senden Rand-
wertproblems sowohl stiickweise lineare Ansatzfunktionen pgj )(x) als auch stiickweise qua-
dratische Ansatzfunktionen ql(j)(x) auf dem feinsten Gitter 7; verwendet werden. Auf den
groberen Gittern 7, k =1 — 1,1 — 2,...,1, sollen im Mehrgitteralgorithmus ausschliefllich
Diskretisierungen mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen genutzt werden. Aufgrund der

Darstellungen
i i 1 ; i i 1 ;
pglll) = pg V4 ) Z pgj) und pl(lll) = QI( U+ 2 Z QI(])
JEI(ir) J€I(ir)

fiir die Ansatzfunktionen pl(i’f) (siehe auch die Beziehungen (2.23) und (2.24)) wird als

Restriktionsmatrix 7/~ die Matrix
I~ =1 )", 7' RYM - RV (3.47)
gewihlt, wobei die Matrix I/_, wie folgt definiert ist: I!_, = PI}_,P}. Die Permutations-

matrizen P, und Pj_; aus (2.11) beschreiben den Ubergang von der hierarchischen Knoten-
numerierung zur DD-Numerierung. Fiir die Matrix I/_, gilt

T 7 Ny, Ni_q Il,
I, = [Illfl,z‘j]i:ll,jil = ( 7, ' ) ; (3.48)

1 firi=7,4,j=1,2....,N,

N [—

fiir y =4y und 7 =19, N;_1 < i < N;, wobei der i-te Knoten in
I_ll,l,ij = der Mitte derjenigen Dreiecksseite aus 7, ; liegt, welche durch (3.49)
den 7;-ten und den i5-ten Knoten begrenzt wird

0 sonst.

Die Matrix
I, : Rt — RM

ist die Interpolationsmatrix und entspricht der linearen Interpolation.
Die Restriktionsmatrizen I,ffl und die Interpolationsmatrizen I,fffl sind fiir £ = 2,3,
..., — 1 auf analoge Weise definiert.
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An dieser Stelle sei nochmals erwdhnt, daf§ bei der Implementierung des Mehrgitter-
Algorithmus auf dem Parallelrechner die DD-Knotennumerierung genutzt wird, und deshalb
auch die Algorithmen unter Nutzung dieser Numerierung formuliert werden. In der Literatur
wird zur Beschreibung der Mehrgitter-Algorithmen meist die hierarchische Knotennumerie-
rung verwendet.

Aus (3.49) ist ersichtlich, da8 nach der linearen Interpolation w, = I} w, , alle die
Komponenten von w,, die zu Knoten im Netz 7,_; gehoren, gleich den entsprechenden
Komponenten des Vektors w,_, sind. Die Komponenten, die mit neuen Knoten in 7 korres-
pondieren, ergeben sich aus dem arithmetischen Mittel der zu den Véaterknoten gehorenden
Komponenten von w,_,. Da die Viterknoten eines neuen Knotens aus ; ebenfalls in ©;
liegen, und da die Korrekturvektoren w, sowie w, _, als Vektoren vom iiberlappenden Typ
gespeichert werden, ist die Interpolation lokal auf den Prozessoren P; realisierbar, d.h. auf
jedem Prozessor P; wird die Interpolation

Wy, = I, W,y (3.50)

mit wy, ; = Hy, ; wy, wy,_y; = H,_;; w;,_, und Illcc—l,i = Hk,ifllcc—1H1cT—1,i durchgefiihrt.
Aus (3.50) folgen die Beziehungen

Ek,i = Ilf—l,i Hk—l,i w,,_; und Ek,i = ch,iflfqﬁkq .
Somit gilt
Ilf—l,i Hk—l,i = ch,i III:—I und HkT—Li (115—1,1')T = (Ilf—l)T Hsz (3.51)

Fiir die lokale Durchfiihrung der Restriktion der Defekte werden die lokalen Restriktions-
matrizen
Illf,;l = (I/]:fl,z)T = (Hk,illqugA,i)T = Hkq,ifllcc_lHlZi

eingefiihrt. Da die Defektvektoren als Vektoren vom addierenden Typ gespeichert werden,
gilt mit (3.51) fiir die Restriktion

p p p P
qu = Ilfildk = 111;71 Z H}Zidk,z‘ = lefing:idk,i = Z HkTA,iIt;ldk,i = Z HkTq,iqu,m

i=1 i=1 i=1 i=1
(3.52)
d.h. die lokale Durchfiihrung der Restriktionen

_ 7k—1
dy_y; = e dy;

ist gerechtfertigt. Aus den Beziehungen (3.50) und (3.52) folgt, dafi die Interpolation und
die Restriktion vollig parallel auf den Prozessoren P; ausgefiihrt werden koénnen, d.h. es ist
keine Kommunikation erforderlich.

3.2.1.3 Grobgitterloser

Zur Losung der Gleichungssysteme Alng ) = dgj ) auf dem grobsten Gitter sollen direkte
oder iterative Auflosungsverfahren eingesetzt werden. Als direkter Loser wird das Cholesky-

Verfahren verwendet. Hierbei wird die Matrix A; auf einem Prozessor, z.B. dem Prozessor
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Py, gespeichert. Vor dem erstmaligen Aufruf des Grobgitterlosers wird auf dem Prozessor P;
die Cholesky-Faktorisierung der Matrix A; berechnet. Innerhalb des Mehrgitter-Algorithmus
sind dann bei der Grobgitterlosung die folgenden drei Schritte durchzufiihren:

(a) Jeder Prozessor P; sendet seinen Anteil d?f an der rechten Seite glgj ) zum Prozessor Py

(b) Auf dem Prozessor P; wird die Losung w@ des Grobgittersystems berechnet, d.h. es

werden die Schritte des Vorwérts- und Riickwértseinsetzens ausgefiihrt.
(c) Der Prozessor P; sendet die entsprechenden Anteile ngz) zu den Prozessoren F;.
Als iterativer Loser wird das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) mit
Vorkonditionierung auf das Schurkomplementsystem

(Al,c - AI,CIA;,}AI,IC>Q§],)C = dgj)c - Al,CIAf,} dgj} (3.53)

angewendet. Die Blocke A; ¢, A1 o1, A1,7c und A, ; sind die Matrixblocke der Matrix A; mit
der Blockstruktur (3.19), wobei der Index C' den Koppelknoten (Kreuzungsknoten, Kanten-
und Fldchenkoppelknoten) entspricht und I fiir die inneren Knoten steht. Der Vektor Q%
ergibt sich als Losung des Gleichungssystems

Al,lﬂgj,} = C_l(]} - Al,IC’ng,é .

Innerhalb des CG-Verfahrens fiir das Schurkomplementsystem (3.53) ist in jedem Itera-
tionsschritt bei der Berechnung der beiden Skalarprodukte und in der Vorkonditionierungs-
prozedur Kommunikation zwischen den Prozessoren erforderlich. Alle anderen Operatio-
nen koénnen vollstdndig parallel durchgefiihrt werden (siehe auch die Abschnitte 3.1.1 und
3.3.1). Um bei der Kommunikation Startup-Zeiten zu sparen, wird eine Variante des CG-
Verfahrens genutzt, bei der die beiden Skalarprodukte unmittelbar nacheinander berechnet
werden konnen [192, 193], so daf§ die erforderliche Kommunikation zur Berechnung dieser
Skalarprodukte gemeinsam erfolgen kann. Bei der Matrix—Vektor-Multiplikation mit der
Schurkomplementmatrix (A; o — A} ;A7 [A; ;) wird eine Cholesky-Faktorisierung der Ma-
kann auf den Pozessoren P, unabhéngig voneinander jeweils die Faktorisierung der Matrix
Ay 1, berechnet werden.

Als Vorkonditionierer kann zum Beispiel ein BPX-Algorithmus mit einem globalen Cross-
point-Loser [52, 235] eingesetzt werden. Eine weitere Moglichkeit ist die Anwendung eines
BPS-Vorkonditionierers, in dem ein globaler Crosspoint-Loser und auf den Koppelrdndern ein
Vorkonditionierer basierend auf Ideen von DRYJA [72] arbeiten (siehe auch [50]). Fiir beide
Vorkonditionierer wird auf den Koppelrdndern eine Gitterhierarchie benotigt. Im Allgemei-
nen existiert fiir das grobste Gitter 7; keine derartige Hierarchie. Deshalb wird eine Folge von
Hilfsgittern konstruiert, deren grébstes Gitter nur die Kreuzungsknoten enthélt. Nach einer
Abbildung zwischen den Koppelknoten im Gitter 7; und den Knoten im feinsten Hilfsgitter
werden der BPX- bzw. BPS-Vorkonditionierer auf diesen Hilfsgittern durchgefiihrt.

Beide Vorkonditionierer erfordern einen Kommunikationsaufwand in der Groflenordnung
des Kommunikationsaufwandes bei der Typkonvertierung eines Vektors auf dem Gitter 7;.
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3.2.2 Konvergenzaussagen

Aus der Literatur sind in Abhéngigkeit von der Art des verwendeten Mehrgitter-Zyklus, der
Wahl des Glattungsverfahrens und der Glattheit der Losung des betrachteten Randwertpro-
blems Konvergenzaussagen fiir Mehrgitter-Verfahren bekannt. Um diese Konvergenzaussagen
zu erhalten, werden verschiedene Beweistechniken eingesetzt.

Fiir Spezialprobleme, wie z.B. selbstadjungierte elliptische Randwertprobleme mit kon-
stanten Koeffizienten in Rechteckgebieten, kann man mittels Fourieranalyse den Konver-
genzfaktor des Zweigitter-Verfahrens berechnen. Mit Hilfe rekursiver Beziehungen entspre-
chend der rekursiven Definition der Mehrgitter-Verfahren erhilt man unter Einbeziehung
der Zweigitter-Konvergenzraten vom Diskretisierungsparameter A unabhédngige Konvergenz-
faktoren fiir das Mehrgitter-Verfahren, z.B. den W-Zyklus. Diese Modellproblemanalyse er-
fordert die Kenntnis der Eigenfunktionen des diskreten Operators. Weiterhin miissen im
Zweigitter-Algorithmus die Glattungsverfahren sowie Restriktions- und Interpolationsope-
ratoren so gewdhlt werden, dafl der Fehleriibergangsoperator des Zweigitter-Verfahrens in
der aus den Eigenfunktionen gebildeten Basis als Blockdiagonalmatrix mit kleinen Blécken,
z.B. (4 x 4)-Blocken, darstellbar ist. Dies erreicht man zum Beispiel bei einer Fiinf-Punkte-
Diskretisierung des Laplace-Operators, wenn der geddmpfte Jacobi-Glétter, bilineare Inter-
polation und ,full weighting® als Restriktion angewendet werden. Die Untersuchung von
Zweigitter-Verfahren mit lexikografischen Gauf-Seidel-Gléttern und ILU-Glédttern ist mit-
tels der Modellproblemanalyse nicht méglich. Zur Analyse von derartigen Verfahren kann
die von BRANDT entwickelte lokale Fourier-Analyse (siehe [55] und die darin zitierte Litera-
tur) eingesetzt werden.

Fiir spezielle Mehrgitter-Verfahren, die als alternierende exakte oder ndherungsweise Pro-
jektion des Fehlers in nichtorthogonale Teilrdume des Finite-Elemente-Raumes V; aufge-
fafit werden konnen, 148t sich der Konvergenzfaktor unter Nutzung der Konstanten in der
verstirkten Cauchy-Ungleichung (2.76) berechnen. In [39] wird von BRAESS mit dieser Be-
weistechnik die Konvergenz eines Mehrgitter-Verfahrens zur Losung der Poisson-Gleichung
bewiesen. Dabei liefert das verwendete Glattungsverfahren eine exakte Projektion des Feh-
lers in den Finite-Elemente-Teilraum T} (V, = T; + T}; T;-ist das orthogonale Komplement
im Sinne des energetischen Skalarproduktes, T; ist in (2.77) definiert). SCHIEWECK [220]
gibt einen allgemeinen Konvergenzbeweis fiir den Fall, dafl sowohl das Glattungsverfahren
als auch die Grobgitterkorrektur ndherungsweise Projektionen der Fehler in die Teilrdume
T} und Vit sind. JUNG nutzt in [139, 140, 141] diese Herangehensweise zur Berechnung
von Konvergenzfaktoren fiir Zweigitter-Verfahren zur Losung ebener linearer Elastizitéits-
probleme. Weitere Untersuchungen zur Konvergenz von Zwei- bzw. Mehrgitter-Verfahren
vom Projektionstyp wurden u.a. von BRAESS [40], MAITRE, Musy [173], ME1s, BRANCA
[190], THOLE [233] und VERFURTH [238] durchgefiihrt.

Bei den , klassischen* Konvergenzbeweisen fiir selbstadjungierte elliptische Randwertpro-
bleme in beliebigen Gebieten werden vom Diskretisierungsparameter unabhédngige Konver-
genzraten fiir den Zweigitter-Algorithmus und unter Verwendung rekursiver Abschédtzungen
fiir den Mehrgitter-Algorithmus mit dem W-Zyklus bewiesen (siehe z.B. ASTRACHANT-
SEV [7], BAcHVALOV [17], BANK, DUPONT [22], FEDORENKO [77, 78], HACKBUSCH [106,
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107, 108], KORNEEV [161], LANGER [164, 166] und NICOLAIDES [202]). Bei diesen Konver-
genzbeweisen wird vorausgesetzt, daf} eine hinreichend grofle Anzahl von Glattungsschritten
durchgefiihrt wird, was aus praktischen Erfahrungen eine unrealistische Forderung ist. Dou-
GLAS zeigt in [68], dafl auch der V-Zyklus einen h-unabhéngigen Konvergenzfaktor hat, falls
hinreichend viele Glattungsschritte durchgefiihrt werden.

Unter Nutzung anderer Beweistechniken wurden von MAITRE, Musy [174], BANK,
DoucLras [21] und BRAMBLE, PASCIAK [47] bei einer beliebigen Anzahl von Gléttungs-
schritten h-unabhéngige Konvergenzraten fiir den W-Zyklus bewiesen.

Durch eine direkte Analyse des Mehrgitter-Verfahrens lassen sich Abschétzungen fiir den
Konvergenzfaktor des V-Zyklus bei jeder beliebigen Anzahl von Gléttungsschritten herlei-
ten. Falls die Losung u des betrachteten Randwertproblems regulir ist, d.h. v € H?*(2), dann
erhélt man fiir den Konvergenzfaktor Abschitzungen der Gestalt ¢/(c + 2v), wobei ¢ eine
vom Diskretisierungsparameter unabhéngige Konstante und 2v die Anzahl der Glattungs-
schritte auf jeder Gitterstufe sind. Dieses Resultat wurde fiir Mehrgitter-Verfahren mit ver-
schiedenen Gléttern bewiesen, z.B. von BRAESS und HACKBUSCH [44, 107] mit Richardson-
Gléttern, von BANK, DOUGLAS und BRAMBLE, PASCIAK [21, 47] mit Gléttern der Gestalt
u(kj> = y,(cj_l) + B,C_l(ik - Aky(,cj_D) (By. ist eine symmetrische, positiv definite Matrix), von
McCoORMICK [184] mit Jacobi- und GauB-Seidel-Gléttern und von BRAMBLE, PASCIAK mit
additiven und multiplikativen Glidttern basierend auf Raumzerlegungen (Punkt-, Linien- und
Blockversionen von Jacobi- und Gaufi-Seidel-Verfahren) [48].

Fiir nichtregulidre Losungen u, d.h. u € H'™*(Q), 0 < a < 1, wurde von BRAMBLE und
PASCIAK [47, 48] gezeigt, daB sich der Konvergenzfaktor des V-Zyklus wie 1—O(1(@=1/) (] ist
die Anzahl der verwendeten Gitter) verhélt. Ein analoges Resultat ist ohne Voraussetzungen
an die Glattheit der Losung fiir Mehrgitter-Verfahren mit geddmpften Jacobi-Glédttern von
BRAMBLE, PAsciak, WANG, XU [51] und mit SOR-Glétter von WANG [239] bewiesen
worden.

In [47, 48] ist auBerdem gezeigt worden, dafl der verallgemeinerte V-Zyklus auch bei
nichtreguldrer Losung eine h-unabhingige Konvergenzrate hat. Die Konvergenzrate des F-
Zyklus verhilt sich wie 1 — O(1~(-2/) [176].

In [49] zeigen BRAMBLE und PASCIAK, daff man auch fiir bestimmte Probleme mit nicht-
reguldrer Losung, z.B. die Poisson-Gleichung in nichtkonvexen Gebieten, eine vom Diskreti-
sierungsparameter unabhéngige Konvergenzrate des V-Zyklus erhélt.

3.2.3 Arithmetik- und Kommunikationsaufwand

Fiir die im Abschnitt 3.2.1.1 vorgestellten Glattungsverfahren, d.h. den geddmpften Jacobi-,
den GauB-Seidel- und den unvollstdndigen Cholesky-Glétter, kann die pro Glattungsschritt
auf jedem Prozessor durchzufiihrende Anzahl an arithmetischen Operationen durch agNy;
mit einer hier nicht niher spezifizierten Konstanten ag abgeschéitzt werden. Der Kommuni-
kationsaufwand entsteht bei allen drei Gléttern infolge der Konvertierung eines Vektors vom
addierenden Typ in einen Vektor vom iiberlappenden Typ. Folglich sind in jedem Gléttungs-
schritt ¢ Ng ¢ Daten zu kommunizieren (Nj ¢ bezeichnet die Anzahl der Koppelknoten, c¢
ist die Anzahl der Daten pro Koppelknoten). Wie im Abschnitt 3.1.2 erldutert wird, beinhal-
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tet die Typkonvertierung einen Datenaustausch beziiglich der Kreuzungsknoten, der Kanten-
und der Fldchenkoppelknoten. Bei den verwendeten Kommunikationsalgorithmen wird der
Datenaustausch beziiglich der Kreuzungsknoten durch die Bildung einer Cube-Summe rea-
lisiert. Fiir die Kommunikation der Daten beziiglich der Kanten- und Flachenkoppelknoten
werden Algorithmen genutzt, bei denen der Datenaustausch in separaten Schritten fiir die
Kanten- und Fldchenkoppelknoten erfolgt bzw. bei denen diese Daten gemeinsam ausge-
tauscht werden (siehe Abschnitt 3.1.2 und [4]). Im ersten Fall ist folglich die Anzahl der
notwendigen Startup-Schritte fiir die Initialisierung der Kommunikation héher. Beim Gauf3-
Seidel-Glédtter mufl der Datenaustausch in drei Teilschritten beziiglich der Kreuzungskno-
ten, der Kanten- und der Flichenkoppelknoten erfolgen (siehe auch Algorithmus 3.4); der
geddmpfte Jacobi- und der unvollstdndige Cholesky-Gléatter erlauben den Finsatz des Kom-
munikationsalgorithmus mit gemeinsamen Austausch von Daten der Kanten- und Fléchen-
koppelknoten. Somit ist die Anzahl der notwendigen Startup-Schritte beim Gauf}-Seidel-
Glétter hoher als bei den beiden anderen Gléttern.

Der Aufwand an arithmetischen Operationen fiir die im Abschnitt 3.2.1.2 beschriebenen
Restriktions- und Interpolationsprozeduren ist proportional zur Anzahl der Knoten N ; und
148t sich somit durch ayNj; mit einer Konstanten ay abschétzen. Wie im Abschnitt 3.2.1.2
erlautert wurde, erfordern die Restriktion und Interpolation keine Kommunikation.

Als Grobgitterloser werden im Abschnitt 3.2.1.3 direkte Verfahren und das vorkonditio-
nierte Verfahren der konjugierten Gradienten, das auf das vom Grobgittersystem abgeleitete
Schurkomplementsystem (3.53) angewendet wird, vorgestellt. Der Aufwand an arithmeti-

schen Operationen ist beim Cholesky-Verfahren durch &DNl(gd_Q)/  fiir den Zerlegungsalgo-
rithmus und durch a DNI(M*W * fiir das Vorwérts- und Riickwiirtseinsetzen abschitzbar (ap

und ap sind nicht ndher spezifizierte Konstanten). Kommunikationsaufwand entsteht da-
durch, dafl jeder Prozessor seinen Anteil an der rechten Seite des Grobgittersystems zum
ausgezeichneten Prozessor P; senden mufl und der Prozessor P; nach der Lésung des Grob-
gittersystems die jeweiligen Anteile am Losungsvektor zu den entsprechenden Prozessoren
sendet, d.h. es sind zwei Startup-Schritte erforderlich und zweimal ¢ N; Daten zu kommuni-
zieren. Die iterative Losung des Grobgittersystems erfordert auf jedem Prozessor a S,iNl(i-d*l)/ ¢
arithmetische Operationen pro Iterationsschritt, da bei der Multiplikation mit der Schurkom-
plementmatrix eine Cholesky-Zerlegung der Matrix A; ;; genutzt wird. Fiir die Berechnung
der Cholesky-Zerlegung der Matrix A, ;; ist einmalig ein Aufwand von dS,iNl(idﬁ)/ 4 arith-
metischen Operationen erforderlich. Werden I(¢) Iterationen zur ndherungsweisen Losung

N 1(,2;171)/  arithmetische Operationen

des Grobgittersystems durchgefiihrt, dann sind ag;/(¢)
notwendig. Wie im Abschnitt 3.2.1.3 erldutert, wird eine Version des Verfahrens der kon-
jugierten Gradienten eingesetzt, bei der der Datenaustausch fiir die Berechnung der beiden
Skalarprodukte in jedem Iterationsschritt gemeinsam erfolgen kann, so dafl nur ein Startup-
Schritt notwendig ist. In der Vorkonditionierung entsteht der Kommunikationsaufwand fiir
eine Typkonvertierung eines Vektors, d.h. es sind insgesamt I(<)ce NV o Daten zu kommuni-

zieren.

Auflerdem sind in jedem Mehrgitter-Schritt noch eine Matrix-Vektor-Multiplikation sowie
zwei Vektoradditionen durchzufiihren. Dies erfordert einen Aufwand von (ap + 2ay )N,
arithmetischen Operationen.
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In den Tabellen 3.1 und 3.2 sind der Aufwand an arithmetischen Operationen und der
Kommunikationsaufwand fiir den V-, F-, W- und den verallgemeinerten V-Zyklus (gV)
angegeben. Der in den eckigen Klammern angegebene Aufwand an arithmetischen Opera-
tionen entsteht durch die Anwendung des direkten Grobgitterlosers auf dem Prozessor P;.
Auf den anderen Prozessoren entfillt dieser Anteil. Die Konstante ap ist die Summe der
Konstanten ar und (ap; + 2ay ), und v ist die Anzahl der Glattungsschritte auf dem fein-
sten Gitter, d.h. v = v;; + ;5. In der Tabelle 3.2 beziehen sich die Angaben zur Anzahl
der Startup-Schritte auf die beiden Kommunikationsvarianten: Koppelkanten- und Koppel-
flichenkommunikation in einem gemeinsamen Schritt bzw. in separaten Schritten.

Der Aufwand an arithmetischen Operationen ist beim V-Zyklus proportional zur An-
zahl der Unbekannten Ny, falls 7 = N, /N, > 1 fiir k£ = 2,3,...,[ erfiillt ist. Fiir den
verallgemeinerten V-Zyklus und den W-Zyklus gilt diese Aussage bei 7 > 2 [108, 229].
Die Tabelle 3.2 zeigt, dafl der V-Zyklus den kleinsten Kommunikationsaufwand pro Itera-
tionsschritt eines Mehrgitter-Verfahrens erfordert. Obwohl Mehrgitter-Verfahren mit F-, W-
oder verallgemeinerten V-Zyklus schneller konvergieren als Mehrgitter-Verfahren mit dem
V-Zyklus, d.h. weniger Iterationen zum Erreichen einer vorgegebenen relativen Genauig-
keit benotigen, zeigen die im Abschnitt 3.3.7 und in [143, 144] vorgestellten Beispiele, daf}
der V-Zyklus in den meisten Féllen zum schnellsten Mehrgitter-Verfahren hinsichtlich der
benotigten Rechenzeit fithrt. Aus der Tabelle 3.2 und aus den numerischen Experimenten
(143, 144] kann man schliefien, daf§ nur der V- und der F-Zyklus fiir eine Implementierung
auf einem Parallelrechner geeignet sind.

Tabelle 3.1: Aufwand an arithmetischen Operationen fiir verschiedene Mehrgitter-Zyklen

direkter Grobgitterloser iterativer Grobgitterloser
Aufwand fiir Zerlegung von Ay Aufwand fiir Zerlegung von Aq 1 ;
&DN1(3d—2)/d &SNI(?;fi_z)/d

Aufwand an arithmetischen Operationen auf jedem Prozessor P;

l l

Vo | > (vag +ap)Ni; + [ap Ny > (vag + ag) Ny, + as,if(a)Nf?idil)/d
k=2 k=2
! I
F Z(l—k-l—l)(l/aa-l-aR)Nk,i Z(l_k+1)(yaG+aR)Nk,i
k=2 k=2
+[ - 1)CLDN1(2d71)/d] + (I - 1)aS,iI(6)N1(72id71)/d

l l
gV Z(Zlikl/aG + aR)Nk,i + [CLDNl(Mil)/d] Z(Zlikl/a@' + CLR)N]C’Z' + aS,iI(a)Nl(i-dil)/d

l l
w Z 2lik(7/aG + a,R)NkJ- Z 2l7k(UCLG + aR)Nk,i

+ 20D p NI/ + 202 qg, I(e) NI
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Tabelle 3.2: Kommunikationsaufwand fiir verschiedene Mehrgitter-Zyklen

Kommunikationsaufwand fiir

Gitter £ =2,3,...,1 grobstes Gitter
direkter Loser iterativer Loser
Datenmenge # Startup’s | Datenmenge |# Startup’s| Datenmenge # Startup’s
1 2v(l—-1) 31(¢)
1% Z Z/CGNk7C 2N1 2 I(S)CgNLC
k=2 3v(l—1) 41(e)
1
l > (1-k+1)2v 3(1—1)I()
F S (-k+lweaNie [T 21-1)N, | 20-1) | (-1)I(=)eaNrc
k=2 > (I-k+1)3v 4(1-1)I(e)
k=2
1
Z ol=k+1y, 31(e)
1
k=2
gV ZQl_kycGNk,c . 2N; 2 I(e)ea Ny o
k=2 Z ol=k 3, 41(e)
k=2
1
| kz ol—k+1,, 2!=2 31(¢e)
;=2
w ZQlikl/CGNk’C 1 21_1N1 2i—1 21_2I(€)CgN1’C
k=2 Z ol=k 3, 211 (¢)
k=2

3.3 Verfahren der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionie-

rung

In diesem Abschnitt werden verschiedene Méoglichkeiten zur Wahl von Vorkonditionierungs-
operatoren im Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) beschrieben, ihre
Parallelisierbarkeit diskutiert und Konvergenzabschidtzungen fiir die entsprechenden CG-
Verfahren mit Vorkonditionierung (PCG-Verfahren) angegeben. Die betrachteten Vorkon-
ditionierer basierend auf Mehrgitter-Verfahren, additive Multilevel-Vorkonditionierer, die
AMLI-Vorkonditionierer von AXELSSON/VASSILEVSKI und Domain-Decomposition-Vorkon-
ditionierer fiithren zu asymptotisch optimalen bzw. fast optimalen PCG-Verfahren. Das be-
deutet, dafl die Anzahl notwendiger Iterationen zum Erreichen einer vorgegebenen relativen
Genauigkeit ¢ in der GréBenordnung O(lne1)...O(Inh tlnet) liegt. Der Aufwand an
arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt ist proportional zur Anzahl der Unbekann-
ten des zu 16senden Gleichungssystems, und die Menge der zu kommunizierenden Daten liegt
in der Groenordnung (’)(hl_(d_l)) = (’)(Nl(d_l)/d).
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3.3.1 PCG-Algorithmus und Konvergenzaussagen

Unter Nutzung der in der Definition 3.1 eingefiihrten Vektortypen, d.h. Vektoren vom iiber-
lappenden und addierenden Typ, kann der parallele PCG-Algorithmus wie folgt aufgeschrie-
ben werden (siehe auch [102, 103, 171, 196]):

Algorithmus 3.8  (Parallelisiertes Verfahren der konjugierten Gradienten mit Vorkondi-
tionierung)

Fiihre fiir alle 2 = 1,2, ..., p die folgenden Schritte parallel aus:

Startschritt: Iterationsschritte j = 1,2, ...
Bestimme eine Startndherung ggg), Berechne
#B ggg) =0 Qg_l) = Az,iﬁgi_l)
Berechne »
o0 =, Al 00 = ;(ﬁz(ﬂ_l),@z(ﬂ_w)

() = ¢=1) /50)
p T o
QEO) = lel Z Hlj;fl(f?

i=1 Hgﬂ) _ Hl(i—l) + T(j>§§ﬂ_1)
59 =w?  (w = H w") P) = ) DD
(0) _ (0) (0) , P ,
o — w, Iy, — -
;(—l,z Li) wga) =cy! ;HZTZEEJZ)
o = 3 (wi) i)
=1

Hierbei sind die Vektoren gﬂ-), Qﬂ-) und §§f;) als Vektoren vom iiberlappenden Typ ge-

speichert, und rl¥) = 37, Hlj;fl(?, ) =5r Hﬂggi), f, =0 Hf,, sind Vektoren vom
addierenden Typ. Innerhalb eines Iterationsschrittes des PCG-Verfahrens ist Kommunikation
bei der Berechnung der beiden Skalarprodukte und bei der Losung des Vorkonditionierungs-

systems

. p ,
Caw =3 HIr (3.54)
=1

erforderlich. Alle anderen Operationen kénnen ohne Kommunikation durchgefiihrt werden,
da bei den Vektoroperationen in den {ibrigen Teilschritten stets nur Vektoren gleichen Typs
miteinander verkniipft werden.

Aus der Literatur ist der folgende Konvergenzsatz fiir das PCG-Verfahren bekannt (siehe
z.B. [11, 43, 111, 217]).
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Satz 3.1 FEs seien A; und C; symmetrische, positiv definite Matrizen, fir die gilt
11(Cwy,vp) < (A, ) < %2(Cy, ) Vo, € RM 9 > 0. (3.55)
Dann sind nicht mehr als
I(e) =[[In(e™" + (¢ +1)"")/In "]

Iterationen notwendig, um den Anfangsfehler ||u; — yl(0>||Al auf das —fache zu reduzieren
(0 <e<1). Auferdem gilt

/ ] 0
g — uPlla, < 0 gy — 1L,

mat
D =20/(1+07), o=(1—-O/1+), E=n/n.

Hierbei bezeichnet |[z] die kleinste ganze Zahl, die grofier oder gleich z ist. Die energeti-
sche Norm [y, || 4, ist durch [Jv||a, = /(Aiv;, v;) definiert.

Im weiteren besteht das Ziel darin, Vorkonditionierungsoperatoren C; zu finden, die zu
einem optimalen bzw. fast optimalen PCG-Verfahren fithren. Aus dem Algorithmus 3.8 und
dem Konvergenzsatz 3.1 lassen sich folgende Forderungen an den Vorkonditionierer C; ab-
leiten:

(i) Um eine schnelle Konvergenz zu erreichen, mufi die Matrix C; im spektralen Sinne
,nahe verwandt“ mit der Matrix A; sein, d.h. £ = 71 /72 &~ 1 und moglichst unabhéingig
vom Diskretisierungsparameter h;.

(ii) Da das Vorkonditionierungsgleichungssystem (3.54) in jedem Iterationsschritt zu 16sen
ist, mufl C; so gewihlt werden, dafl die Losung von (3.54) mit einem Aufwand an
arithmetischen Operationen proportional zur Anzahl der Unbekannten moglich ist.

(iii) Die Losung von (3.54) mufl effizient parallelisierbar sein.

In den folgenden Abschnitten werden Vorkonditionierungsoperatoren C; vorgestellt, die
diese Forderungen erfiillen.

3.3.2 Vorkonditionierung mittels Mehrgitterverfahren

Die Grundidee zur Konstruktion von Vorkonditionierungsoperatoren mittels Mehrgitter-
Verfahren besteht in folgendem. Man wéhlt zunéchst eine a-priori Vorkonditionierungsmatrix
él mit

1 (Crpyvy) < (A, vy) < 52(Crag,vy) Yoy € RN, (3.56)
wobei die Konstanten 7; und 7, nicht vom Diskretisierungsparameter h; abhéngen sollen.
Insbesondere ist auch die Wahl C; = A; méglich, so daB 5 = 7» = 1 gilt. Lost man das
a-priori Vorkonditionierungsgleichungssystem

Caw” =Y Hlwy)
i=1
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mittels m Schritten eines Mehrgitter-Verfahrens, dann erh#lt man eine N&herungslosung

wl(j) = @Ej’m), die als exakte Losung des Gleichungssystems

p ~
Z TTZ(JZ mit Cl = Cl(Il — Mlm)_l

aufgefafit werden kann (M, bezeichnet den Fehleriibergangsoperator des verwendeten Mehr-
gitter-Verfahrens, siehe auch (3.17)). Diese Vorkonditionierungsmatrix C; wird im weiteren
als MG(m)-Vorkonditionierer bezeichnet.

Die Idee einer derartigen Kombination von Mehrgitter-Verfahren mit dem Verfahren der
konjugierten Gradienten wurde von KETTLER in [157] beschrieben, und es wurde anhand
numerischer Beispiele gezeigt, dafl man PCG-Verfahren mit sehr guten Konvergenzeigen-
schaften erhilt. BRAESS [41, 42, 45] und JUNG, LANGER, MEYER, QUECK und SCHNEI-
DER [141, 148, 170] geben eine theoretische Fundierung fiir die Konstruktion derartiger
Vorkonditionierer. Um eine symmetrische, positiv definite Vorkonditionierungsmatrix C; =
6’;([1 — M™)~! 7u erhalten, miissen an das verwendete Mehrgitter-Verfahren bestimmte For-
derungen gestellt werden. Diese Forderungen sind im folgenden Satz 3.2 formuliert, und es
werden Abschétzungen fiir die entsprechenden Konstanten v und 7, in den Spektraldquiva-
lenzungleichungen (3.55) angegeben.

Satz 3.2 FEs seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:
(i) Die Matrizen K; und Cy sind symmetrisch und positiv definit.

(ii) Die im Mehrgitter-Verfahren verwendeten Grobgittermatrizen Co, k=1-1,1-2,...,1,
sind symmetrisch und positiv definit. Es gilt

(If 1 Cropt IF g, 11) < (Chagyvy) Vo, € RYE.

iii) Die Restriktionsmatrizen I¥Y sind die transponierten Matrizen der Interpolationsma-
k
trizen IF_,, k =2,3,...,1, d.h.

L= (I )"
Weiterhin seien die I}~ Vollrangmatrizen.

(iv) Fiir die Fehleriibergangsoperatoren SY und Sy der Vor- und Nachglittungsprozeduren
qilt
(Szykvyk)ak - (uka Sgyk)ak vukaﬂk € RNk ) (357)

d.h. SY ist adjungiert zu SY im Cy—energetischen Skalarprodukt (., Jg, = (Ch., ).

(v) Fiir den Fehleriibergangsperator M, gelte

1Ml
M|, = —— <m<n=const. <1. (3.58)
2, RN, v, #0 ||Ql||cl
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Dann ist die Matriz C; = C~‘I(Il — M™) ™t symmetrisch und positiv definit, und es gelten die
Spektraldquivalenzungleichungen (3.55) mit den Konstanten

7=l —=n") und 72 ="7.
Beweis:  siehe z.B. [80, 84, 141, 148, 170] . O

Die Voraussetzungen (ii) sind beispielsweise erfiillt, wenn die Grobgittermatrizen mit-
tels Galerkin-Projektion, d.h. gemif der Beziehung Cy = IF,,Cy 41 If*! berechnet werden,
bzw. wenn bestimmte Quadraturformeln bei der Berechnung der Matrixeintrige von Cip,
k=1-1,1—2,...,1 genutzt werden (siehe z.B. [80, 83, 84]). Bei den im Abschnitt 3.2.1.2
eingefiihrten Restriktions- und Interpolationsmatrizen ist aufgrund der Definition (3.47) die
Voraussetzung (i) automatisch erfiillt. Die Bedingung (v) bedeutet, dal das Mehrgitter-
Verfahren mit der Konvergenzrate 1 konvergiert. Voraussetzungen, unter denen Abschétzun-
gen fiir den Fehleriibergangsoperator des Mehrgitter-Vertfahrens, d.h. Abschédtzungen der
Gestalt (3.58), bewiesen werden koénnen, sind im Abschnitt 3.2.2 diskutiert worden. Im fol-
genden Satz 3.3 ist eine Bedingung an die Vor- und Nachgldttungsprozedur formuliert, die
das Erfiilltsein von (3.57) sichert.

Satz 3.3 Es seien die Fehleriibergangsoperatoren S\ und Sy der Vor- und Nachglittungs-
prozeduren von der Gestalt

SY = (It —we B\ G und SN = (I — wi, B, TCy )% (3.59)
mit vy = vy = vp. Dann gilt die Beziehung (3.57).
Beweis:  siehe [170]. O
Die im Abschnitt 3.2.1.1 eingefiihrten Glitter besitzen die Darstellung (3.59). Es gilt fiir
das gedimpfte Jacobi-Verfahren By, = Bf = diag(C}).

das GauB-Seidel-Verfahren By, = Dy + L} bzw. By, = Dy + (L) und

das unvollstéindige Cholesky-Verfahren B, = Bf = U, UL.

Die Bedingung (3.57) heifit bei der Anwendung des GauB-Seidel-Verfahrens, daf§ das Ver-
fahren in der Vorglittung vorwérts und in der Nachglidttung riickwérts (bzw. umgekehrt)
durchgefiihrt werden muf.

Da durch die im Abschnitt 3.2 beschriebenen Mehrgitterverfahren alle Voraussetzungen
des Satzes 3.2 erfiillt werden kénnen, sind diese Mehrgitter-Verfahren zur impliziten Defini-
tion von Vorkonditionierungsoperatoren geeignet. Wie im Abschnitt 3.2.3 erldutert wurde,
ist der Aufwand an arithmetischen Operationen in einem Iterationsschritt des Mehrgitter-
Verfahrens proportional zur Anzahl der Unbekannten des zu lésenden Gleichungssystems,
falls zwischen py, der Anzahl der Iterationsschritte zur Losung des Grobgittersystems auf
der Gitterstufe k£, und dem Verfeinerungsfaktor 7 = N, /N;_; die Beziehung p;, < 7 gilt.
Der Kommunikationsaufwand liegt in der Gréfienordnung (’)(Nl(d_w ). Damit erfiillen die
auf der Basis von Mehrgitter-Verfahren konstruierten Vorkonditionierungsoperatoren die
an eine Vorkonditionierungsmatrix gestellten Forderungen (i) — (iii) (sieche Ende des Ab-
schnitts 3.3.1).
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3.3.3 Additive Multilevel-Vorkonditionierer

Nachdem im Abschnitt 3.3.2 multiplikative Multilevel-Verfahren, d.h. klassische Mehrgitter-
Verfahren, bei der Konstruktion von Vorkonditionierungsoperatoren zum Einsatz kamen,
werden in diesem Abschnitt additive Multilevel-Verfahren zur Definition von Vorkonditionie-
rern genutzt. Ein erstes Beispiel fiir einen additiven Vorkonditionierer ist der von AXELSSON
und GUSTAFSSON [8, 12] vorgeschlagene Blockvorkonditionierer

_ C vV 0
co= " (3.60)
0 Ck,mm

fiir Finite-Elemente-Gleichungssysteme

1L 1Q ~Q g
jeza _ fQ o Al Abom Upw | | Li-1
S N R =Q ]
Alc,mv Akz,mm @k,m ik,m

die bei der Diskretisierung mittels zweistufig p-hierarchischer Basen

= Np_ Np_1+1 Np_1+2 N,
Q= 0oy o T g g™,

=: Py =! Gm

entstehen (siehe auch Abschnitt 2.2.2, Beziehung (2.22)). Falls fiir die Vorkonditionierer Cy ,,,
und C’k,mm die Spektraldquivalenzungleichungen

’Wc,v,l(ék,vvﬁk,mﬂk,v> S (Ai;lﬁk,mﬂk,z) S ’Wc,v,Z(C’k,vak,mﬂk,v> vﬂkﬂ) S RNk_l (361>

und

~ —~ - 1Q -~ ~ —~ -~ - Ni—Np_
f}/kz,m,l(ck,mmyk,mayk,m) S (Ak,mmyk,maﬂk,m) S f}/k,m,?(ck,mmyk,mayk,m) vyk:,m eER !

(3.62)
erfiillt sind, dann gelten fiir die Vorkonditionierungsmatrix C}, die Ungleichungen
Vi1 (Crigs By) < (AQDg, B1) < Yo (Crly, By) Vi, € RV (3.63)
mit
Vewd + Vemd | (Vewd = Vem1 1%
Y = T <— ’ I ) + Yewa Vem1 (7R)?
2 2
und
Vew2 + Vemz | | (Vw2 = Vemz )’ 1
iy = T (— — ) + Vi 0,2 Vem2 (V)

(siehe [12]). Dabei ist 7? die Konstante aus der verstirkten Cauchy-Ungleichung (2.76).
Die Losung der Vorkonditionierungsgleichungssysteme Cjaw,, = 7, zerfillt in die Losung der
beiden Gleichungssysteme

Clc,fufu@k;u = fk,v und Ck,mm@k,m = sz,m : (364)
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In [8, 12] wird als Matrix C},,, eine MIC-Zerlegung von AL, und als Cy yp, die Diagonale von
Aﬁmm genutzt. JUNG [141] und JUNG, LANGER und SEMMLER [149] betrachten zunéchst
anstelle der Gleichungssysteme (3.64) die beiden Systeme

ATy = Ty (3.65)
A i = Tim- (3.66)

Beide Gleichungssysteme werden ndherungsweise geldst, wobei fiir das System (3.65) s, Ite-

rationsschritte eines Mehrgitter-Verfahrens durchgefiihrt werden (siehe Abschnitt 3.3.2). Da
Q

k,mm

zahl hat [12, 22, 141], kann man zur ndherungsweisen Losung des Gleichungssystems (3.66)

die Systemmatrix A eine vom Diskretisierungsparameter h;, unabhéngige Konditions-
Sm Iterationsschritte sehr einfacher Iterationsverfahren, wie z.B. des Jacobi-Verfahrens oder
des symmetrischen Gauf}-Seidel-Verfahrens, ausfithren. Die ndherungsweise Losung der Glei-
chungssysteme (3.65) und (3.66) impliziert die Vorkonditionierer

Crww = Ap_ (Ieey — M) ™" und Gy = Agmm(fm — Mg )T (3.67)

k,mm

wobei Mj,_; den Fehleriibergangsoperator des verwendeten Mehrgitter-Verfahrens und My,
den Fehleriibergangsoperator des Iterationsverfahrens zur Losung von (3.66) bezeichnen. Fiir
den mittels der Matrizen Cj,, und Ci . aus (3.67) definierten Vorkonditionierer Cj, gelten
die Spektraliquivalenzungleichungen (3.63) mit vom Diskretisierungsparameter unabhéingi-
gen Konstanten 7, und vz ».

Die Entwicklung additiver Multilevel-Vorkonditionierer wurde wesentlich durch die Ar-
beiten von YSERENTANT [250] inspiriert. Fiir elliptische Randwertprobleme zweiter Ord-
nung in zweidimensionalen Gebieten erhélt man beim Einsatz des Vorkonditionierers von
YSERENTANT ein PCG-Verfahren, bei dem die Anzahl notwendiger Iterationen zum Errei-
chen einer vorgegebenen relativen Genauigkeit ¢ in der Gréfenordnung O(In ;' In =7 1) liegt,
fiir 3D-Probleme wichst die Tterationszahl wie h; " Ine~! [203, 250]. Die Grundidee die-
ses Vorkonditionierers besteht in folgendem: Man betrachtet zunéchst das Finite-Elemente-

Gleichungssystem
“Lx 2L
Aray = f (3.68)

in der h-hierarchischen Basis (2.19) und w#hlt als Vorkonditionierungsmatrix zum Beispiel

C) = ( 111)1 ? ) . (3.69)

Fiir elliptische Randwertprobleme zweiter Ordnung in 2D-Gebieten gelten die Spektraldqui-

die Blockdiagonalmatrix

valenzungleichungen
c(l+1)2(Crly, 1) < (E}ﬁzaﬁz) <e(Ciiy, ;) Vi, € RV (3.70)

mit Konstanten ¢ und ¢, die vom Diskretisierungsparameter h; unabhingig sind [250]. Folg-
lich konvergiert das PCG-Verfahren fiir das Gleichungssystem in der hierarchischen Basis
wesentlich schneller als fiir das Gleichungssystem in der Knotenbasis.

Aufgrund folgender Tatsachen wendet man aber das PCG-Verfahren mit der Vorkondi-
tionierungsmatrix (3.69) nicht direkt auf das Gleichungssystem (3.68) an:
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— Die Steifigkeitsmatrix jllL in der hierarchischen Basis hat wesentlich mehr Nicht-Null-
Elemente als die Steifigkeitsmatrix A in der Knotenbasis. Folglich erfordert eine Matrix-

Vektor-Multiplikation mit AIL mehr arithmetische Operationen als eine Multiplikation
mit A}

— Die hierarchische Steifigkeitsmatrix AIL kann nicht so einfach elementweise generiert wer-
den wie die Matrix AJ".

— Die Komponenten QILZ des Losungsvektors in der hierarchischen Basis stimmen fiir ¢ =
Ni1+1,Ny+2,..., N; nicht mit den Werten der entsprechenden Finite-Elemente-Funktion
u; € Vi im Knoten () iiberein.

Diese Probleme koénnen iiberwunden werden, wenn der Basiswechsel von der Knotenbasis in
die hierarchische Basis und umgekehrt im Vorkonditionierer realisiert wird. Dies soll kurz
anhand eines zweischichtigen Iterationsverfahrens mit Vorkonditionierung erldutert werden.
Auf analogem Weg kann diese Vorgehensweise auf das PCG-Verfahren {ibertragen werden.
Ein zweischichtiges Iterationsverfahren zur Losung von (3.68) hat die Gestalt:

N ﬁgﬁrl) _ ﬁl(j) L) AL
K kg ~(y .

CZT'FAIQI :il s ]ZO,]_,...7 (371)
mit einer vorgegebenen Startndherung Q(m. Werden alle Matrizen und Vektoren in (3.71)
durch entsprechende Ausdriicke in der Knotenbasis ersetzt, dann erhilt man mit zu (2.31)
und (2.37) analogen Beziehungen (Hier wird im Unterschied zu (2.31) und (2.37) die hierar-

chische Knotennumerierung genutzt.):

N j_1_(j+1) . j—l—(j) o ) o
= () - +J AR, Jz_lﬂlm:JlT_zL’ 7=01..,
und folglich
—(j+1) _ =()
o~ W — (5 =
JI_TCI Jl_l_l/rT_l_i_AlL‘El(J) :_lL7 j:0717“‘ 5

d.h. man erhilt zur Losung des Gleichungssystems Apap = f in der Knotenbasis ein zwei-
schichtiges Iterationsverfahren mit der Vorkonditionierungsmatrix

¢, =JTC, gt (3.72)

Offenbar gelten fiir die Vorkonditionierungsmatrix C; aus (3.72) die Spektraliquivalenzun-
gleichungen

cl+1)°(L TG T ) < (Ao w) <2 TC T o) Yo € RM

Die Abhéngigkeit der Iterationszahlen vom Diskretisierungsparameter h;, insbesondere
das Anwachsen wie h;*%Ins~! im 3D-Fall, ist unbefriedigend. Vom Diskretisierungspara-
meter unabhéngige Iterationszahlen erhélt man beim Finsatz des von BRAMBLE, PASCIAK
und XU vorgeschlagenen BPX-Vorkonditionierers [52, 246]. Nachdem von BRAMBLE, PAs-
CIAK, XU zunéchst ein logarithmisches Anwachsen der Iterationszahlen bewiesen wurde,
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zeigten BORNEMANN, YSERENTANT [38], BRAMBLE, PAsciak [49], DAEMEN, KUNOTH
[66], GRIEBEL [91], OSWALD [204, 205], XU [247] und ZHANG [255] mittels verschiedener
Beweistechniken die h;-Unabhéngigkeit der Iterationszahlen.

Der BPX-Vorkonditionierer ist ein Beispiel fiir einen additiven Multilevel-Vorkonditionie-
rer. Die Klasse der additiven Multilevel-Vorkonditionierer kann durch den Algorithmus 3.9
beschrieben werden. In diesem Algorithmus werden die im Abschnitt 3.2.1 eingefiihrten Glat-
tungsverfahren, Interpolations- und Restriktionsoperatoren genutzt.

Da der Algorithmus 3.9 auf dem Parallelrechner implementiert werden soll, wird bei der
Beschreibung des Algorithmus die DD-Knotennumerierung genutzt.

Algorithmus 3.9 (Addz'tz'ver Multilevel-Vorkonditionierer)

Gegeben sei der Vektor rl ) der rechten Seite des Vorkonditionierungsgleichungssystems.

1. Berechne fiir £ = 1,1 —1,...,2 die Vektoren
S
2. Loése das Gleichungssystem Alwg D = rg]).

Fiihre fiir £ = 1,1 — 1,...,2 jeweils v Glattungsschritte durch, wobei das Glattungs-
verfahren mit dem Nullvektor gestartet wird, d.h. berechne

wg,l/k) _ Gk(Vk, Ak,ﬁg), 0) .

3. Berechne fiir £ =2,3,...,1

W) = w1

Die Anwendung des Algorithmus 3.9 liefert wegen
wl(j) _ (J ) 4 I 1’w§ )1
T T 6 T )
= (I - Slul)Az 17'1(]) + Ill—1(Il—1 - Szyl I)Al 17“5 )1 o+ Ill—l-rll:21 IlAl ! (])
= (L= SAT + Iy (e = ST 4+ If_lffi% AT ---Ififfl‘*l]zl“)
die Vorkonditionierungsmatrix

l
T = QUATHQDT + D QI — S AT Q)T (3.73)

mit Q4 = It I=5 --- I}, Q) = I, und den Fehleriibergangsoperatoren S, der Glittungs-
verfahren.
Fiir S, = I, — D, ' A, d.h. den Fehleriibergangsoperator des Jacobi-Verfahrens, und

v, = 1 entspricht (3.73) dem MDS-Vorkonditionierer (MDS — Multilevel-Diagonal-Scaling)
von ZHANG [255]. In diesem Fall gelten die Spektraliquivalenzungleichungen

c(Cry,vy) < (A, ) <e(Cruy, ) Vo € RM (3.74)
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mit vom Diskretisierungsparameter h; unabhédngigen Konstanten ¢ und ¢. BRAMBLE und
PAscIAK geben in [49] Bedingungen an das Glattungsverfahren an, unter denen die Unglei-
chungen (3.74) gelten. Beispielsweise erfiillen additive Punkt-Glitter die gestellten Voraus-
setzungen.

Um einen symmetrischen und positiv definiten Vorkonditionierer C; zu erhalten, mufl man
solche Glittungsverfahren wihlen, daf die Matrizen (I, — Sp*)A;" (bzw. Ap(Ip — S*)™1)
symmetrisch und positiv definit sind. Im Satz 3.4 sind Bedingungen formuliert, unter denen
dies erreicht werden kann.

Satz 3.4 FEs seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

(i) IS lay < 1.
Dann ist die Matriz A,(I, — Sp*)™" symmetrisch und positiv definit.

Beweis:  siehe z.B. [217] . O

Das im Abschnitt 3.2.1.1 vorgestellte geddmpfte Jacobi-Verfahren und das unvollstdndige
Cholesky-Verfahren erfiillen die Voraussetzungen (i) und (%) fiir beliebige v;. Soll das Gauf-
Seidel-Verfahren eingesetzt werden, dann ist (i) beispielsweise erfiillt, wenn ein Gauf-Seidel-
Schritt vorwérts und anschliefend ein Gaufl-Seidel-Schritt riickwérts durchgefithrt werden.

Die Parallelisierung der Schritte 1., 2. und 3. im Algorithmus 3.9 erfolgt auf analoge Wei-
se wie im Mehrgitter-Verfahren. Die Restriktionen im ersten Schritt und die Interpolationen
im dritten Schritt werden, wie im Abschnitt 3.2.1.2 beschrieben, lokal auf den einzelnen Pro-
zessoren durchgefiihrt und erfordern keine Kommunikation zwischen den Prozessoren. Die
Parallelisierung der Glédttungsverfahren ist im Abschnitt 3.2.1.1 ausfiihrlich diskutiert wor-
den. Im additiven Multilevel-Vorkonditionierer sind genauso viele Daten zwischen den Pro-
zessoren auszutauschen wie beim Mehrgitter-Vorkonditionierer, falls gleich viele Glattungs-
schritte durchgefiihrt werden. Allerdings kénnen beim additiven Vorkonditionierer die aus-
zutauschenden Daten beziiglich aller Gitter 7, k£ = 2,3, ...,[, in einem Schritt kommuniziert
werden. Die Glattungsschritte auf den Gittern 7, &k = 2,3, ...,[, werden so ausgefiihrt, wie
es im Algorithmus 3.10 am Beispiel des geddmpften Jacobi-Verfahrens demonstriert wird.
Auf analoge Weise konnen die Gauf3-Seidel-Glatter und der unvollstindige Cholesky-Glétter
formuliert werden. Folglich ist die Anzahl der Startup-Schritte unabhéngig von der Anzahl
der verwendeten Gitter; im multiplikativen Fall ist sie proportional zur Gitteranzahl.

Algorithmus 3.10 (geddmpftes Jacobi-Verfahren fir additive Multilevel-Vorkonditionierer)
Gegeben seien die Startndherungen g(,cj> = (g,(f)cjg,(f})T fir k=10,1-1,...,2.
(al) Berechne fiir i =1,2,...,p und fiir alle k =1, — 1,...,2 die Teilgebietsvektoren

(G+1) _ T (4) )
Tiei = Lch — (LycitLiciuic: — Apori s,

(a2) Akkumuliere die Vektoren ﬁjg”, kE=1,1—1,...,2,so dafl auf jedem Prozessor P; die
akkumulierten Teilgebietsvektoren 7 ~; gespeichert sind.
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(a3) Berechne fiir i = 1,2,...,p und fiir alle k = [, — 1,...,2 die Teilgebietsvektoren

il = (1= wuge +oDie el

(b) Berechne fiir i =1,2,...,p und fiir alle k = [, — 1,...,2 die Teilgebietsvektoren

- : :
Qg,[,i) = (1 —wp)u Ec) + WkaIz (fk,u — Ay rc Qg)cg — (L g+ Lku) v )Iz) -

Wird ein direkter Grobgitterloser verwendet und ist am Parallelrechner ein Prozessor

reserviert, der nur das Grobgittersystem bearbeitet, dann kann die Losung des Grobgitter-

systems und die Durchfiihrung der Glattungsschritte auf den Gittern 7., k =1,1 —1,...,2,

gleichzeitig erfolgen.

Bemerkung 3.4 In [91] gibt GRIEBEL eine interessante Interpretation fir die BPX-artigen
Vorkonditionierer. Neben der Knotenbasis

_ N
o= pf? ™)
wird das Erzeugendensystem
_ N N N
o =" P e e e e ) (3.75)

betrachtet. Es qilt offenbar die Beziehung
b=

mit der Blockmatriz Q; = (Q} Q5 ... Q| ) und Q%, k=1,2,...,1—1, aus (3.73).
Definiert man mittels des Erzeugendensystems (3.75) das Finite-Elemente-Gleichungssy-
stem

Alal =/, (3.76)
dann gilt analog zu den Beziehungen (2.37)
— — _E —_
AP =QIAQ wund [ =Q[f,.

Der MDS-Vorkonditionierer

I
= QAT Q)T + Y Qi diag(Ay)) QYT = QDY) QT (3.77)
mat
Ay 0 0 0 0
0 (diag(Ay)) 0 0 0
Dl =
0 0 0 - 0 (diag(A;))

kann dann als Blockdiagonal-Vorkonditionierung DF fiir das indefinite Gleichungsystem
(3.76) interpretiert werden.
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3.3.4 AMLI-Vorkonditionierer von Axelsson und Vassilevski

In diesem Abschnitt werden die von AXELSSON und VASSILEVSKI vorgeschlagenen Algebraic-
Multilevel-Tteration-(AMLI)-Vorkonditionierer [15, 16, 236, 237] beschrieben und ihre Paral-
lelisierung diskutiert. Weiterhin werden die entsprechenden Spektraldquivalenzungleichungen
und Abschétzungen fiir den Aufwand an arithmetischen Operationen sowie den Kommuni-
kationsaufwand angegeben.

Zunidchst wird wieder das Finite-Elemente-Gleichungssystem

(3.78)

=+

|=>

All

in der hierarchischen Basis (2.19) betrachtet. Bei der hierarchischen Numerierung der Knoten
hat das Gleichungssystem (3.78) die Blockstruktur

A’fll v jl om ﬁl,v f
- ] P (3.79)
Al,mv Al,mm @l,m il,m
wobei der Index ,v*“ den Knoten im Netz 7;_; entspricht und ,m* den im Netz 7; neu

generierten Knoten. ~
Aufgrund der Blockstruktur (3.79) kann fiir die Matrix A, die folgende Blockfaktorisie-
rung aufgeschrieben werden:

= §l A’fll,vm Il,v 0
A= _ _ _ (3.80)
0 Al,mm Ali,r}zmAl;mv Il,m
mit dem Schurkomplement
‘§l = A’il,vv - jl,vmjl_,;mjl,mv .
Von der Faktorisierung (3.80) wird der Vorkonditionierer
~ Al—l A’il,vm Ila” 0
B = . =
0 Aiwm A

I,mm

_ (3.81)
Al,mv Il,m

abgeleitet. Dabei ist die Matrix A,_1, eine Approximation fiir das Schurkomplement, implizit
durch

A = (Imy — Pu(B,,S))S, ! (3.82)
bzw.

Al_—ll = (Il—l - PH(B;1141—1>>A;—11 (3-83)

definiert. Die Matrix él_l hat eine zu (3.81) analoge Darstellung, und es gilt él =;ll. P, ist
ein Polynom vom Grad g > 1 und erfiillt die Bedingungen

0<P(t)<1lfir0<t<1, P,(0)=1. (3.84)
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Die in (3.81) definierte Matrix B ist ein Vorkonditionierer fiir das Gleichungssystem
(3.78) in der hierarchischen Basis. Aufgrund der im Abschnitt 3.3.3 durchgefiihrten Uberle-
gungen ist dann die Matrix

B =J "B (3.85)

ein Vorkonditionierer fiir das Gleichungssystem A;i; = f , in der Knotenbasis. Bei der An-

wendung des Vorkonditionierers B; sind u.a. zwei Gleichungssystemen mit der Matrix Al mm
zu 16sen. Um einen Vorkonditionierer zu erhalten, der einen geringeren Aufwand an arith-
metischen Operationen erfordert, wird die Matrix A, mm = Apmm durch eine symmetrische
positiv definite Matrix Cz,mm ersetzt, wobei Gleichungssysteme mit der Matrix Cz,mm wesent-
lich einfacher 16sbar sein sollen als Systeme mit der Matrix Al,mm- Die Struktur des hierdurch
entstehenden Vorkonditionierers wird im folgenden hergeleitet. Wegen (2.37) und (2.28) gilt

jl e leA j (J Jl_l)TAl cjlliljlil (386)

= J1 0 , I, 0
Ji1 = und  J = : (3.87)
0 Il,m Jl,mv Il,m

Folglich haben die Teilmatrizen /L,vm und /L,mv die Darstellungen

mit

jlavm = jljil(Al,’um + ‘leval,mm> und El,mv = (Al ,mv + Al mmjl,m’u)jlfl . (388)
Weiterhin gilt
§l - jl,’u’u - jl,’umAl mmAl muv

= jo—1(Az,w + Jl,val,mv + Al,vm'jl,mv + ‘EvaAl,mmjl,mv>jl—l
~ T (A + o A ) AL (Ao + A Tm) 11
= jljil(Al,’u’u + ‘leval,mv + Al,vmjl,mv + ‘leval,mmz,mv
Ao Al mm ALme = Ao Time = T Arme = o A mm T o) Tt
= le71§1 jlfl

(3.89)

bzw. auf analoge Weise

~ _ — N

Sy =JLSCT_ mit S = Ay — Ay A wnd SE = Ay — Ay O A
(3.90)
Die Matrix J; ! hat die Darstellung

71

= ~—1 -7 1. 1—1 0 Ilﬂ) 0

Jt= T = , . (3.91)
0 Il,m _Jlmv Il,m

oy,
@
5
=
=
@D
=
jo
=
=
a9
@
=
D
w0
7
=5
<
=
o
=
0
g
=
I
.Mt
IS
<
~
<
=
=
)
<)
|
—_
D
=
=
&
=
=
o
=
=
D
)]
D
=
‘w
oo
=
=
=
jo
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(3.89) fiir A;_; aus (3.82) die Darstellung

f‘if—11 = (Il 1 P(Bz 1Sl>>5

© © )

= Za] Bz 1Sl Sl = _ZCLJ B 1S1)7 B
j=1 7=1
N —

= Za] Jz 1Bl 1Jz 1>(J£1Sl Ji 1) _I(Jl 1B J)
7=1

_ ( i ] IBI> 7-T

= 1) Y

7=1
= J (I = Pu(B4S)S VT

bzw. fiir A;_; aus (3.83)

Alill = jlill(jlq - PN(Blill

Mit (3.86) —
Vorkonditionierungsmatrix

_ Il v _ijv j:T 0
Cl _ ) I -1
0 I 0 I

R Cl,mm)jl,mv)
. LTZ:Jijl(j—l']_l:ll Al,vm + lemv (Al,mm - C_vl,m,m,)
- 0 Cjl,mm
Il v
C’linllm(Al mv (Al,mm - él,mm)z,mv)
mit
(Azc 1)71 = Jlill(Il—l - PM(Cl_lelC))(Sl )" ljlj
bzw.
(Alcfﬁfl = JZ:II(Ilfl - Pu(cz:11Al—1>>Aﬁ11Jz:€-

(3.92)

(3.93)

(3.93) entsteht aus (3.85) nach Ersetzen von /L,mm = Appm durch Cpp,y, die

0
Il,m
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Folglich hat die Vorkonditionierungsmatrix C; die Gestalt

0 CNflc—l Al,vm + jlj,—’mv (Al,mm - él,mm) Il,v 0
1= _ _ _ _ _ _
0 Cl,mm Cl?rrlzm(Al,mv + (Al,mm - Cl,mm>Jl,mv> Il,m

(3.94)
mit
(CE) ™ = (I = PUCASN(S)) ™! (3.95)
bzw.
(CE) =Ty = PUC A )AL (3.96)

Die Matrix C)_; ist analog zu C; definiert und es gelte C; = A;.
Beispiele fiir geeignete Polynome P, sind in [15, 16] angegeben, z.B. erfiillen die Polynome

Pu(t) = (1 — t)* (3.97)

P(t) = [TM /[Tu(i ij) + 1] (3.98)

die Bedingungen (3.84). In (3.98) bezeichnet T}, das Tschebyscheff-Polynom mit

und

(1+a—2t)+1

To(x) =22T, 1(x) = Ts_o(x), s=2,3,..., To(x)=1, Ti(x) ==,

und es gelte 0 < o < 1. Die konkrete Wahl von o wird im Satz 3.6 diskutiert.
Mit dem Polynom (3.97), d.h. (1 — ¢)*, gilt bei p =1

(élc—l)fl = (Ilfl - (Ilfl - 61111141—1))141111 = 01111-

Gilt auBerdem noch Cppnpm = Ajmm, dann entspricht der Vorkonditionierer einem in [39]
vorgeschlagenen Mehrgitter-Algorithmus zur Losung der Poisson-Gleichung.

Die Anwendung von CC | aus (3.95) beinhaltet die Lésung von g — 1 Gleichungssystemen
mit der Matrix Cj,,,,,. Bei der Wahl von CC, gemif (3.96) sind keine derartigen Gleichungs-
systeme zu losen. Deshalb wird im weiteren nur diese Variante genutzt.

Im folgenden werden Moglichkeiten zur Wahl der Matrix C_'l,mm diskutiert. Die Matrix
Clmm mufl symmetrisch und positiv definit sein, und es sollen die Spektraliquivalenzunglei-
chungen

(Al,mmﬁl,maﬂl,m> < (C’l,mmﬂl,mvﬂl,m> < (1 + b)(Al,mel,maﬂl,m> Vﬂl,m € RNZ_Nl_l (399)

mit b > 0 gelten.

Wie bereits im Abschnitt 3.3.3 bemerkt wurde, ist die Konditionszahl der Matrix Al,mm
vom Diskretisierungsparameter unabhéngig (siehe auch [12, 22, 141]). Folglich kénnen Glei-
chungssysteme mit der Matrix Al,mm mittels sehr einfacher Iterationsverfahren wie z.B. Ja-
cobi- oder Gaufl-Seidel-Verfahren unter optimalem Aufwand an arithmetischen Operationen
gelost werden. Deshalb werden im weiteren Matrizen Cl,mm genutzt, die implizit durch die
niherungsweise Losung von Gleichungssystemen mit der Matrix A, definiert sind.

Wird ein Gleichungssystem

Al im0y = Ty (3.100)
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niherungsweise mittels v Schritten eines Iterationsverfahrens (mit dem Startvektor @1(0721 =0)
(v)

gelost, dann kann die Néherungslosung w; ,,

auch als exakte Losung des Gleichungssystems
Cl,mmigﬁ =T
interpretiert werden, wobei
Clanm = Agm Ly = SH ) ™! (3.101)

gilt. Hierbei bezeichnet S'l,mm den Fehleriibergangsoperator des entsprechenden Iterationsver-
fahrens. Im Satz 3.5 werden Bedingungen an das verwendete Iterationsverfahren formuliert,
die sichern, daf die Matrix Cj,,,, aus (3.101) symmetrisch und positiv definit ist sowie den
Spektraldquivalenzungleichungen (3.99) geniigt.

Satz 3.5 FEs seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:
(1) (Stm)" Atmm = Amm St

(1) 117l Ay < 117 < 1 und

(110) Al mm S}y ist positiv semidefinit.

Dann ist Cppm aus (3.101) eine symmetrische, positiv definite Matriz, und es gilt fiir alle
Vym € RN —Ni-1

(Al,mmﬂl,maﬁl,m) S (Cl,mmﬂl,maﬁl,m> S (]- - 77V>_1(Al,mmﬂl,maﬂl,m) . (3102)
Beweis:  siehe z.B. [141, 168]. O
Folglich gilt wegen (3.102) fiir die Konstante b in (3.99) die Beziehung

1 v
b= S

1—n R
Zur ndherungsweisen Losung von Gleichungssystemen der Gestalt (3.100) werden im

(3.103)

weiteren folgende Verfahren genutzt:

— geddmpftes Jacobi-Verfahren

—(j+1) —(7)
_ W w _ :
Dy —m = Ay ) =1, 5 =0,1,. ., (3.104)
7— 9 9
mit @50721 =0, Dy = diag(A;mm) und 7 = 2/(7P +42), wobei

7?(Dl,mmﬂl,mvﬂl,m> < (Al,mmﬂl,maﬂl,m> < /Y;) (Dl,mmﬂl,maﬂl,m) Vﬂl,m € RNI_Nl_l ) (3105)

— symmetrisches Verfahren vom Gaufl-Seidel-Typ

(Dt + (L) )@Y — @) 4 Ay @), = 71

—Ll,m

(3.106)
(Dl mm + Ll mm)(wl(]ntl) w(]+0 5) ) + Al mmwl]+0 5) fl,m ) j = 0) 17 ey

mit wg%m = 0 Almm — lem + Dlmm + ( lmm) + I/T/lm,m,a Dlmm — dlag(Almm)
Lmm t Digmm, d.h. die Matrix, die man durch den Ubergang zur DD-Knotennumerie-
rung aus Lj ..

definiert ist.

+ Dy erhiilt, ist eine untere Dreiecksmatrix, welche analog zu (3.21)
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— unvollstdndige Cholesky-Verfahren

S0+ _ )

Ul,mmemmH A @) =Ty =01, (3.107)

mit ") 0 und 7 = 2/(~{ +75'), wobei

I,mm —

U T s i = =
Y (Ul,mmU mmyl,mv g m) S (Al,mmyl ms Ul m)
' ’ ’ e (3.108)
S /Y%J(Ul,mmUlj,ﬂmel,maﬂl,m> Vﬂl,m € RNZ_Nl_l ;
Upmm Ul st eine unvollsténdige Cholesky-Zerlegung der Matrix A7, (47 ,,,, ist analog

zur Matrix A] aus (3.24) definiert).

Beim Einsatz dieser Iterationsverfahren besitzt die gemif (3.101) definierte Matrix C7,,,,, die
geforderten Eigenschaften. Um dies zu beweisen, mufy das Erfiilltsein der Voraussetzungen
des Satzes 3.5 gezeigt werden. Dies erfolgt im Lemma 3.2.

Lemma 3.2 Die Fehleriibergangsoperatoren des Jacobi- (3.104) und des unwvollstindigen
Cholesky-Verfahrens (3.107) erfiillen die Voraussetzungen des Satzes 3.5, falls eine geradzah-
lige Anzahl v von Iterationsschritten durchgefiihrt wird. Beim symmetrischen Verfahren vom
Gauf-Seidel-Typ (3.106) sind diese Voraussetzungen erfiillt, falls die Matriz Dymm — Wimm

positiv definit ist.
Beweis:  Der Fehleriibergangsoperator des geddmpften Jacobi-Verfahrens hat die Gestalt

S’i],mm = (Il,m - TD_l Al,mm) . (3109)

[,mm

Fiir das symmetrische Gauf}-Seidel-Verfahren gilt

SGS — (Il,m - (Dl,mm + E;jmm>_1Al,mm>(Il,m - (Dl,mm + (7I >T>_1Al,mm> (311())

I,mm I,mm

und fiir das unvollstdndige Cholesky-Vertahren
5’l[,Jm,m, = (Il,m - T(Ul,mngmm>_1Al,mm> . (3].].]_)

In Analogie zum Satz 3.3 folgt fiir die Fehleriibergangsoperatoren (3.109) — (3.111) die Be-
dingung (7). Die Beziehung (i) ist mit n = (v — v§)/(v5 + 7)) (* entspricht D oder U)
erfiillt.

Zum Nachweis der Konvergenz des symmetrischen Verfahrens vom Gauf3-Seidel-Typ kann
das folgende aus [217] bekannte Resultat genutzt werden: Ein Iterationsverfahren

CW™ —uy 4+ 7AuD =7f, j=0,1,2,...,

mit einer symmetrischen positiv definiten Matrix A konvergiert, wenn C'— 3 A positiv definit
ist. Fiir das Iterationsverfahren (3.106) muf} also gezeigt werden, dafi Dy ,;,m + L]

LT
lmm §Al,mm
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und Dy + ( lmm) — %Al,mm positiv definite Matrizen sind. Es gilt

((Dl,mm + Lamm)gl,maﬂl,m) - %(Al mml] ,m» ) m)

= ((Dlmm + Ei,mm)yl,mﬂyl m (( Lmm T Dl mm T+ (LE mm) + Wl,mm)ﬂl,maﬂl,m)

m) —
= ((Dimm + L ) V000 V1)
~ 5(((L]ym + Dimm) + (Dimm + (L 1)") = (Dimm = Wimm) ) 2ms 2im)
= ((Diymm + Lz,mm)ﬂz,maﬂz,m)
= SIUL] o + Do )01 1> 0) + (Dt + (L] )" )02 15 01,)
— ((Dimm = Wimm)Vms Uim)]
= 3((Drm = Wimm)Ums Vm) > 0 Vi, € RNN1 gy 220,
da vorausgesetzt wurde, dal Dy ym — Wi mm positiv definit ist. Auf analoge Weise kann gezeigt
werden, daf} D, mm =+ ( lmm) — %Al,mm positiv definit ist. Somit folgen die Konvergenz des
Verfahrens (3.106) und das Erfiilltsein der Voraussetzung (ii) in Satz 3.5.
Wegen (i) gilt fiir das geddmpfte Jacobi-Verfahren bzw. das unvollsténdige Cholesky-
Verfahren bei einer geradzahligen Anzahl v = 27 von Iterationsschritten
At (S Zos Bin) = At (S (S ) B s B
= (((Stmm)”) T Atmin (S ) Lt s Tt rm)
= (AL (ST m) rmms (SEm ) Tt )
> )‘min(Al,mm>((‘S_Vlfmm)ﬁﬂl,mma (S’me)ﬁﬂl,mm) >0
fiir alle v;,, € RNZ_N’—l (% entspricht D bzw. U und Apin(Ajmm) bezeichnet den kleinsten
Eigenwert von A;,,m), d.h. die Voraussetzung (7i1) ist erfiillt. Fiir das symmetrische Gauf-
Seidel-Verfahren gilt fiir alle 7;,, € RN Ni-1
(Atmm (Iam = (Digmm + L ) ™ Avmm) (T = (Dimm + (L)) ™ Alimm )24 s Ty )
= (((Im = (D + (L] ) ") ™ Atinin) " At (T = (D + (L)) ™ Alinn )81 1)
= (Apmm(Im = (Dimm + (L)) ™ Al )8 (Tm = (Dimm + (L)) ™ At mm ) 8m)
> 0 Vi, € RMN-1,
d.h. Ay Siin,, ist positiv semidefinit. m
Die Matrix Dl,mm — I/T/lmm ist beispielsweise positiv definit, wenn sie streng diagonaldo-

minant ist. Dies 143t sich leicht iiberpriifen, da die Matrix I/T/l,mm nur in sehr wenigen Zeilen
von Null verschiedene Eintriage hat.

In [16, 237] werden die im Satz 3.6 zusammengefafiten Spektralabschidtzungen bewiesen.

Satz 3.6
(i) Fiir den Vorkonditionierer Cy definiert durch (3.94) mit dem Polynom (3.97) und pu = 1
gelten bei 2D-Problemen die Spektraliquivalenzungleichungen

(1+Cl2> (Clvz Uz) (Alvzavﬂ (Cﬂ}zavz)

Die Konstante ¢ ist unabhdingig vom Diskretisierungsparameter.
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(ii) Fiir den Vorkonditionierer C; definiert durch (3.94) und (3.96) mit dem Tschebyscheff-
Polynom (3.98) gilt

(Cl% Ul) (Alvz, Uz) (Clvlv Uz)

Lo (1+va)y +(1— oyl
:(“‘”)>{b+lu+V@w—«1—vﬂwl} ’

falls 1 > (1= (")?)7%5. Dabei bezeichnet ¥~ die Konstante in der verstirkten Cauchy-
Ungleichung (2.76), und b ist die Konstante aus den Spektraliquivalenzungleichungen
(3.99). Der Parameter o im Polynom (3.98) ist gleich der kleinsten positiven Wurzel
der Gleichung

1—(7L)2=tb+[2 (L+ Vi + (1= Vi) ] .

S (T VA= (1= Vi

Bevor der Algorithmus zur Losung eines Gleichungssystems mit der Matrix C; angegeben
wird, erfolgt zunichst die Beschreibung eines Algorithmus zur Losung von CF w, ; = 1, 4
mit C, aus (3.96) (siehe auch [15, 16]).

B ,
Fiir ein Polynom P,(t) = Y a;# mit ap = 1 erhélt man (siehe auch (3.92))

j=0

(échl)fl = (1171_PM(C'1_—11AI—1))AZ_—11 = ‘(01111A171>j_1éz_—11

HME

= _Cl 1<CL1 + Al ICl 1(&2 + Al ICl 1<CL3 + ...
A+ AL C T (e + A Ol ay) )

Folglich kann w,_; = (C{,)~'r,_, durch folgenden Algorithmus berechnet werden.

Algorithmus 3.11  (Ldsung von CC i, = 7;_,)

1. Setze @52)1 =0.

2. Berechne fiir j =1,2,...,
Cu? =a T+ A w( 2
1-1W;™y p—j+1T1-1 1—1W,

3. Setze w; | = —@l(f)l.

Auf dem grobsten Gitter gilt bei C; = A,

I
(CY) = (L = Pu()AT = ap AT" mit ap, =—3 a;.

Fiir die Polynome (3.97) erhdlt man ap, = 1 fiir alle ;o > 1. Gleiches gilt fiir die Polynome
(3.98) mit ungeradzahligem .
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Aufgrund der Struktur der Vorkonditionierungsmatrix C; aus (3.94) besteht die Lésung
eines Gleichungssytems C_’@EJ ) = z? ) aus den Teilschritten:

é;j I@I v Tl v (Al vm + Jl ,muv (Al mm C’me))vl(]n),l

= (fl(?z? - Al vmqjl(Jrzz> + Jl mv( /) Al,mmﬂgm)l)

Ilm
und
o = o)
@ = T = Cin (Ao + (A = Cronn) Ty )7,
= m -y, mm(Al mvw(J> + A mmz( )) + z},}l
mit 25721 =] mvw(])

Mit dem Ziel, den Losungsalgorithmus fiir ein Vorkonditionierungsgleichungssystem mit
der Matrix C; auf einem Parallelrechner zu implementieren, wird bei der Beschreibung des
entsprechenden Algorithmus 3.12 die DD-Knotennumerierung genutzt. (Aufgrund des Uber-
gangs von der hierarchischen zur DD-Knotennumerierung enthalten die Bezeichner fiir alle
Matrizen und Vektoren keinen .) Auflerdem sind wie in den vorangegangenen Algorithmen
die als Vektoren vom {iberlappenden Typ gespeicherten Vektoren durch Fettschrift hervor-

gehoben.

Algorithmus 3.12  (Lésung von Ciw! = ri )
(al) Berechne wl],’,’l = (|, mmrl(],ﬁz :

(a2) Berechne d%) = J; — Em A, mmwl(],ﬁ;l)).

(a3) Berechne rl(0>1 = (rl(iﬁ) A vme”’ >) +d§i’i.

Falls [ — 1 =1 fiihre Schritt (b) durch:

(b)  Lose das Gleichungssystem Alwg W ap, r§°> .

sonst die Schritte (c1) — (¢22):

(cl) Setze rl( )1 = aurl(o)l
(¢2) Fir i1 =1,2,...,1

(c21) Lose das Gleichungssystem Cj_ le“ D = [Ei’[l) mittels dieses Algorithmus 3.12

auf der Gitterebene [ — 1.
(c22) Berechne, falls j;_1 # pu, r§]’11+1> = a#_jl_lfgg)l + Al_lyl@{l).
(d1) Setze w(”) = —w".

(d2) Berechne ng,’n ZJz,mvwgii)-
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(d3) Berechne 4 = Azmvwgm—i—Almmw(m)_

=lm

Sv

(d4) Lose das Gleichungssystem C’lmmwl]” d

(d5) Berechne wl(m = Ql(ifr;l) 'wl(ang) + 'w(”’ ).

Aufler den Schritten (al), (b), (¢21) und (d4) kénnen alle anderen véllig parallel, d.h. oh-
ne Kommunikation zwischen den Prozessoren durchgefithrt werden. Dies gilt, da alle auftre-
tenden Matrix-Vektor-Multiplikationen mit Vektoren vom iiberlappenden Typ durchgefiihrt
werden und somit einen Vektor vom addierenden Typ liefern. Diese nach der Multiplikation
erhaltenen Vektoren werden stets nur mit Vektoren vom addierenden Typ (Schritte (a2), (a3),
(d3)) verkniipft, und folglich sind die Vektoradditionen kommunikationsfrei. Gleiches gilt fiir
den Schritt (d5). Die Anwendung der Matrix .J7,, bzw. Ji 5, im Schritt (a2) bzw. (d2) erfolgt
analog zur Restriktion und Interpolation im Mehrgitter-Verfahren und ist somit kommuni-
kationsfrei (siehe Abschnitt 3.2.1.2). Die Parallelisierung der Schritte (al) und (d4), d.h. die
Anwendung des geddmpften Jacobi-Verfahrens, des Gauf3-Seidel-Verfahrens oder des unvoll-
stdndigen Cholesky-Verfahrens, ist im Abschnitt 3.2.1.1 bei der Parallelisierung der Glatter
beschrieben worden. Es ist nur zu beachten, dafl hier die im Abschnitt 3.2.1.1 beschriebenen
Verfahren mit von der Matrix A; ., abgeleiteten Teilmatrizen wie z.B. der Diagonalmatrix
D ym anstelle von D; durchgefiihrt werden. Wie im Abschnitt 3.2.1.1 erldutert, ist pro Ite-
rationsschritt eine Typumwandlung eines Vektors d,; ,,, vom addierenden Typ in einen Vektor
vom {iberlappenden Typ notwendig. Da d, ,,, keine Komponenten enthélt, die zu Krenzungs-
knoten gehdren, entféllt bei der Typkonvertierung der Kommunikationsschritt beziiglich der
Kreuzungsknoten. Falls es im Finite-Elemente-Netz keine Kanten gibt, die Knoten auf ver-
schiedenen Koppelrandstiicken verbinden, erfordert das symmetrische Gauf3-Seidel-Verfahren
(3.106) bei der Anwendung auf 2D-Probleme nur eine Typkonvertierung im ersten Teil-
schritt. Die Ersparnis des Kommunikationsschrittes im zweiten Teilschritt ist durch folgen-
de Tatsache begriindet: Erfiillt das Netz die obige Bedingung, dann gilt L., = Limm
(Aimm = Limm + Dimm + Lfmm, Lj ymm ist eine streng untere Dreiecksmatrix). Bei einer
gleichméafigen Gitterverfeinerung und der verwendeten DD-Knotennumerierung sind die Ma-
trizen Dy, g+ Limm, g und Dy . 5 +Ll mm. B (d.h. die Matrixanteile, die zu Kantenkoppel-
knoten gehéren) Diagonalmatrizen, so dal Dy ym. g+ Limm, g = Dimm, g+ Lfmm,E = Diym,
gilt. Der erste Halbschritt des Verfahrens (3.106) wird in den Schritten:

( ) Berechne wEJJrO ) = (Dl mm,I + Ll ,mm, I) l(il m.I Ll,mm,fwl(,];q)a,l - Al,mm,fEmE?rZz,E) .

IS ]

(a2) Akkumuliere den Vektor 7“5]7:(}55) = L1 — Atmm EIWEJJOIS) :

(a3) Berechne w§”° 5) Dl_mmE' EJ,:(};)

ausgefiihrt und der zweite Halbschritt in den Schritten

(j+0.5)

(b1) Akkumuliere den Vektor rljrilbz Al BT, 1

fl,m,E'

(b2) Berechne wﬂilbz =Dj )., Erﬂ:lbz
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(G+1) _ -1 T (5+0.5) (G+1)
(h3) Berechne Wimr = (Dtmm,r + Limm,1) (Lm[ - Lz,mm,fwl,m,f - Al,mm,Isz,m,E>-

Die Schritte (a2) — (a3) und (b1) — (b2) sind identisch, folglich kann (b1) — (b2) entfallen.

Im 3D-Fall erfordern die beiden Halbschritte aufgrund obiger Uberlegungen eine Kom-
munikation beziiglich der Kantenkoppelknoten und zwei Schritte beziiglich der Fldchenkop-
pelknoten.

Im Algorithmus 3.12 sind auf den Gittern 7, k =1,1—1,...,2, ¢, ul*kl/N,Ed_wd Da-
ten auszutauschen (v ist die Gesamtanzahl der Iterationsschritte in (al) und (d4)). Dazu
sind im 2D-Fall 3k _, u*~*v Startup-Schritte notwendig, im 3D-Fall in Abhéngigkeit von der
verwendeten Kommunikationsroutine (siehe auch Abschnitte 3.1.2 und 3.2.1.1) % _, u" v
oder 3% _, ! 7F2v Startup-Schritte. AuBerdem ist noch Datenaustausch bei der Lésung des
Grobgittersystems (Schritt (b)) erforderlich. Bei direkter Grobgitterlosung sind 2./ 2Ny Da-
ten zu kommunizieren und 24'~2 Startup’s erforderlich, bei der iterativen Grobgitterlosung
sind ,ul_QI(s)Nl(d*l)/d Daten auszutauschen und p'~227(s) Startup-Schritte notwendig.

Die Schritte (al) und (d4) erfordern auf jedem Prozessor vag(Ny;— Ni_1 ;) arithmetische
Operationen auf jeder Gitterstufe k. Alle anderen Schritte haben einen Arithmetikaufwand
von arNy,; Operationen (ag und ap sind hier nicht niher spezifizierte Konstanten). Folglich
ist der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen:

l

Z Ulik[VaG(Nk,i — Ni—14) + arNg, ) + W
k=2

l
1 1 1
_ ) I—k I . W
= Ny kE_2u [V@G (le le+1> +aR7_lk] + Wy

—1
S (I/CLGT + aR> T Nl,i + W1 s
T T— I
falls p < 7 mit N &= 7Ny_1. Wi bezeichnet den Aufwand an arithmetischen Operationen zur
Losung des Grobgittersystems und ist gleich ul”aDNl(Qd_l)/d bei direkter Grobgitterlosung
und gleich p'2ag,I (s)Nl(i»d*l)/  heim Einsatz eines iterativen Grobgitterlsers (siehe auch

Abschnitt 3.2.3).

Bemerkung 3.5 In [236, 237] werden weitere Varianten des Vorkonditionierers (3.94) dis-
kutiert. Beuspielsweise wird vorgeschlagen, nur auf Gittern mit einem Index skq, ko > 1,
s =1,2,..., ein Polynom mit ;n > 1 einzusetzen. Bei geeigneter Wahl von p und ko fiihrt
dies ebenfalls auf einen Vorkonditionierer Cy, fiir den die entsprechenden Spektraliquivalenz-
ungleichungen mit vom Diskretisierungsparameter unabhdngigen Konstanten gelten.

Fine Schwierigkeit bei der Anwendung des Vorkonditionierers mit dem Tschebyscheff-
Polynom (3.98) besteht darin, daf der Parameter o bendtigt wird, welcher von der Konstan-
ten in der verstirkten Cauchy-Ungleichung (2.76) und vom Parameter b aus (3.99) abhdngt.
Diese Parameter sind nicht immer a priori bekannt. In [236] wird eine Mdéglichkeit beschrie-
ben, wie dieser Parameter o adaptiv mitberechnet werden kann.

In [13] werden Matrizen Cypm auf eine andere als in diesem Abschnitt beschriebene Weise
konstruiert. Diese Matrizen haben die Darstellung C'ZTT,IW = 783“71 + C’l(i)m, wober C’ﬁim

so gewdhlt wird, daf A[,Lm — C_‘l(jq)m nichtnegativ ist. C_‘l(;)m st eine Diagonalmatriz und
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wird so bestimmt, dafs (C’l(,}?)lm + C’l(,?zm)ﬁl,mmﬂl,mm = Upm 9ilt. Eine derartige Matriz C
existiert, wenn Ay, eine positiv definite Stieltjes-Matriz ist. In [13] ist eine Méglichkeit zur
Berechnung der Matriz Cy,mm angegeben, bei der die Matrizzeilen unabhingig voneinander,
und folglich parallel, berechnet werden kénnen.

In [9, 14, 200, 201] wird die Parallelisierung verschiedener additiver und multiplikativer
Varianten der AMLI-Vorkonditionierer diskutiert. Im Unterschied zu der in dieser Arbeit
beschriebenen Vorgehensweise wird bei der Parallelisierung eine zeilenweise Aufteilung der
Matriz auf die Prozessoren genutzt. Es zeigt sich, dafs man effiziente Verfahren erhdlt, wenn
nicht zu viele Gitter in den Algorithmus einbezogen werden. Dies wurde auch bei den wm
Abschnitt 3.3.7 dokumentierten Experimenten beobachtet.

WaNG und BAT [240] beschreiben einen parallelen Multilevel-Algorithmus mit einem
Blockdiagonalvorkonditionierer, wobei in jedem Block der AMLI-Vorkonditionierer zum Ein-

satz kommt.

3.3.5 Dirichlet-DD-Vorkonditionierer

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Vorkonditionierer vorgestellt, die auf globa-
len Verfahren beruhen. Im folgenden werden Domain-Decomposition-(DD)-Vorkonditionierer
angegeben, deren Struktur unmittelbar auf die Implementierung auf einem Mehrprozessor-
rechner ausgerichtet ist.

In den letzten 15 Jahren erschien eine Vielzahl von Veréffentlichungen zu DD-Vorkonditio-
nierern, siehe z.B. die Tagungsberichte zu den jahrlich stattfindenden DD-Konferenzen [36,
60, 61, 85, 86, 87, 158, 159, 209], die Monographie ,, Domain Decomposition* von BJ@RSTAD,
GropPP und SMITH [225] und den Ubersichtsartikel ,,Domain decomposition algorithms* von
CHAN und MATHEW [62].

Bei den Gebietszerlegungsmethoden (DD-Methoden) wird das Ausgangsproblem im Ge-
biet Q in Teilaufgaben iiber Teilgebieten §2; zerlegt. Dabei unterscheidet man iiberlappende
und nichtiiberlappende Methoden. In den iiberlappenden DD-Methoden erfolgt die Kopplung
zwischen Teilaufgaben durch eine lokale Kopplung iiber die Uberlappungszone benachbarter
Teilgebiete und iiber die Losung eines globalen Grobgitterproblems [62]. Bei den nichtiiber-
lappenden Methoden werden die Teilprobleme iiber das Schurkomplement und ebenfalls ein
globales Grobgittersystem gekoppelt. Im weiteren wird nur die nichtiiberlappende Gebiets-
zerlegung zur Konstruktion von Vorkonditionierungsoperatoren diskutiert.

Als Ausgangspunkt fiir die Definition der DD-Vorkonditionierer kann die klassische Fini-
te-Elemente-Substrukturtechnik genutzt werden [208]. Es wird das Gebiet  in p nichtiiber-
lappende Teilgebiete €2; zerlegt, d.h.

p
Q= , QN =0 fir i#7.
=1
Wie im Abschnitt 2.2.1 beschrieben, wird in jedem Teilgebiet eine Finite-Elemente-

Vernetzung generiert, so daf auch fiir das gesamte Gebiet Q eine zuldssige Vernetzung
entsteht. Die Knoten seien gemé&fi der DD-Numerierung geordnet. Dann hat das Finite-
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Elemente-Gleichungssystem Aju; = f, in der Knotenbasis die Blockstruktur

( A Aier ) ( Uy ) B ( L,c ) (3.112)
Al,IC’ Al,I U r il,[ 7

wobei der Index ,,C* den Koppelknoten und ,,7“ den inneren Knoten entspricht. Die Matrix

In der klassischen Substrukturtechnik werden zunéchst die Unbekannten u;; aus dem
Gleichungssystem eliminiert, so dafl man zur Bestimmung von u; » das Schurkomplement-
Gleichungssystem

Siou o = L,c - Al,CIAlTIlil,I mit  Sj o= Ao — Al,CIAZ[lAz,Ic (3.113)
erhilt. Der Vektor der Unbekannten w, ; wird aus
At = f, = Avrew e (3.114)

berechnet.
Die Gleichungssysteme (3.113) und (3.114) kénnen zum System

G jf | Sie O U ¢ fro— AvcrAr] fu (3.115)
iy =Jj, = X = .
- 0 Al,l Uy L,J

u Iic 0 u
mit ) = 1 e (3.116)
Upr _Al_,l Apre Iir U r

zusammengefait werden. Das Gleichungssystem (3.115) ist das Finite-Elemente-Gleichungs-
system, welches bei der Diskretisierung des Ausgangsproblems mittels der diskret harmoni-
schen Basis

*(1) *(2) *(Ni,c) EI(N!,OJFU

n=@"n? ... 1 )y

) =pv (3.117)

mit der Knotenbasis der stiickweise linearen Ansatzfunktionen p; aus (2.15) und

* Il,C’ 0
yi= " (3.118)
—AirAvie L

entsteht (siehe [94, 101, 102, 103, 169]). Offenbar gelten die Beziehungen

A= (S;z)TAz Y, und [, = (YZ)TL-
Die Losung des Gleichungssystems (3.115) beinhaltet die Losung eines Gleichungssystems mit
der Schurkomplementmatrix S; ¢ und die Losung von p unabhéngigen Gleichungssystemen
mit den Matrizen A;7;, ¢ =1,2,...,p. Die Losung dieser p Gleichungssysteme kann parallel
auf p Prozessoren erfolgen. Somit enthélt der Losungsalgorithmus fiir (3.115) auf natiirliche
Weise einen parallelen Anteil.



91

In der klassischen Substrukturtechnik wird im allgemeinen die Schurkomplementma-
trix S; ¢ berechnet, und die Losung der entsprechenden Gleichungssysteme mit den Ma-
trizen S; und A;r; erfolgt mittels direkter Verfahren. Im weiteren sind die Beziehungen
(3.115) — (3.118) der Ausgangspunkt fiir die Konstruktion von DD-Vorkonditionierern. HAA-
SE, LANGER und MEYER leiten von diesen Beziehungen verschiedenene Vorkonditionierer
ab [94, 101, 102, 103, 169].

Anstelle der diskret harmonischen Basis (3.117) wird im weiteren eine n&herungsweise
diskret harmonische Basis genutzt. Diese erhilt man, indem in (3.118) die Matrix A; ; durch
eine geeignet gewdhlte, nichtsinguldre, nicht notwendig symmetrische und positiv definite
Matrix B ersetzt wird. Es wird nur vorausgesetzt, dafl die Matrix B;; die gleiche Block-
diagonalstruktur wie A; ; besitzt, aber Gleichungssysteme mit B; ; wesentlich einfacher 16sbar
sind als Systeme mit A; ;. Wird die so definierte ndherungsweise diskret harmonische Basis

~ ~ ~ ~ (N, ~(Njc+1 ~ (N, Y
b= (pl(l) pl(2) "‘pl( L) pl( ,o+1) ---pl( z)) = Y (3.119)

~ Il,C 0
Y, = . (3.120)
—BirAire Inr

zur Diskretisierung des Finite-Elemente-Gleichungssystems genutzt, dann erhdlt man das
Gleichungssystem

Aiy=f, mit A=Y"AY, wd f=Y"f, (3.121)

d.h. das System

Sie+Tie Acr(Ar] = B ) A e\ fre— AverBi fur
Al,I(Al_JI — B[T[1>AI,IC Air L,I

Uy g
mit
Tic = Aicr (Af[l - BITIT) Apr (Af[l - Bl}l) Aprc.
Ein méglicher Vorkonditionierer fiir die Matrix A; ist die Blockdiagonalmatrix
. Sie+Tie 0
D, = , (3.122)
0 Apr

fiir die die Spektraldquivalenzungleichungen

(1 - —1iu> (Dizy, 1)) < (A, ) < (H’/—liu) (Didy, ;) Vi, e RV (3.123)

gelten, wobei y1 = p(S; AT},c) der Spektralradius von S; AT;, ¢ (siche [94, 102, 103]) ist. Werden
nun noch in (3.122) die Matrizen S; 47} und A, ; durch Vorkonditionierungsmatrizen Cj ¢
und C;; mit

1;70(01,6@1,0,@1,0) < ((Si,e + Tl,C)ﬁl,Can,C> < 71,C(Cl,cﬁl,0aﬁz,c) Vo, ¢ € RN.c (3.124)
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und
ll,[(cl,fﬁl,la Ql,[) < (Al,fﬂl,lv ﬁl,[) < TZ,I(CZ,IQI,D Ql,[) vﬂl,[ € RN[’I (3125)

ersetzt, dann erh&lt man den Vorkonditionierer

- Cl,C 0
Cl = )
0 Cir

und es gelten die Spektralquivalenzungleichungen

%G, 1) < (Aidy, 3y) <7(Cod, i) Vi € RY (3.126)
mit
v, =min{y, .7, [1- e und 3, = max{¥, . 7/} |1+ L (3.127)
oy RANGLEN 1+ p : ’ 1+ p

(siehe [94, 102, 103]). Wird in (3.126) %, = Y;"'v; gesetzt, dann erhilt man fiir die Vorkon-
ditionierungsmatrix

o Lc A BT C 0 I 0
C =V, 16V = ( o SLerPut ) ( he ) ( e ) (3.128)
0 I; 0 Cir B ;A e Iir

die Spektraldquivalenzungleichungen
L(Clﬂzaﬂl) < (A, vy) <7(Cy, ) Yy € RM

mit 7, und 7, aus (3.127). Der Ubergang von C; zu C; bedeutet genauso wie beim hierar-
chischen Vorkonditionierer (3.72) bzw. beim BPX-Vorkonditionierer (siehe Bemerkung 3.4),
daf} der Basiswechsel im Vorkonditionierer realisiert wird.

Die so konstruierte Vorkonditionierungsmatrix C; wird auch als ASM-DD-Vorkonditio-
nierer (ASM — Additive Schwarzsche Methode) bezeichnet.

Eine weitere Variante von DD-Vorkonditionierern sind die MSM-DD-Vorkonditionierer
(MSM — Multiplikative Schwarzsche Methode). Die Herleitung dieser Vorkonditionierer ist
beispielsweise in [94, 103] enthalten. In diesen Arbeiten wird auch eine Interpretation des
MSM-DD-Vorkonditionierungsoperators als spezieller ASM-DD-Vorkonditionierer gegeben.
Danach kann der MSM-DD-Vorkonditionierer C;™' als

Clicl‘ 0 Iic 0
Ui 7 —1 —1 —1 U mit U= —1 —1 —1 —1
0 20,7 —C 14,07 —(Bi; +Cir = Crr A Bir)Aie Iy
(3.129)
aufgeschrieben werden.

Zur Wahl der Matrizen By r, C) ¢ und Cj; sind aus der Literatur eine Reihe von Mdoglich-
implizit durch die Anwendung von Mehrgitter-Verfahren zur Losung der Gleichungssysteme
Ciriw, 1; = r17,; definiert werden (siehe Abschnitt 3.3.2), oder es kann ein entsprechender
additiver Multilevel-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.3.3) genutzt werden. Dann sind die
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Konstanten v, , und 7, ; aus den Spektraldquivalenzungleichungen (3.125) vom Diskretisie-
rungsparameter unabhéngig.
Wegen

(Sl cl;,c,2, c) ((Slc + TlC)”l C,Uzc) (1 + M)(Sl CUzCaUzc) Vﬂz,c € RMe (3-13())

kénnen zur Vorkonditionierung von S; ¢ + 1; ¢ alle bekannten Schurkomplement-Vorkondi-
tionierer C} ¢ genutzt werden. Fiir den Fall, dafl der Koppelrand keine Kreuzungsknoten
enthéilt, werden von DRyJA [72, 73], GOLUB, MAYERS [89], BIGRSTAD, WIDLUND [35],
CHAN [59] und CHAN, RESAScoO [63] Vorkonditionierer C;  vorgeschlagen, fiir die

ce(Crevesvie) < (Shevyes vie) < ee(Creve, vice) vﬂz,CEHNI’C (3.131)

mit vom Diskretisierungsparameter unabhingigen Konstanten ¢~ und ¢c gilt. Aus (3.130)
und (3.131) erhélt man dann die Spektraldquivalenzungleichungen

co(Crevie,ve) < ((SuetTio)ves vye) < (1+p)ec(Crev e v,e) Yoo € R (3.132)

Im allgemeinen Fall, bei dem der Koppelrand Kreuzungsknoten enthélt, wurde von BRAM-
BLE, PASCIAK, SCHATZ [50] ein Vorkonditionierer entwickelt, fiir den die Spektraldquiva-
lenzungleichungen (3.124) mit

h
zl7c—c<1+1n (i)) und 7,0 = (14 p)c

gelten. Ein gleiches Resultat erhdlt man, wenn zur Konstruktion des Vorkonditionierers
die hierarchische Technik von YSERENTANT [250] genutzt wird [102, 147]. Unter Anwen-
dung von BPX-artigen Techniken konstruieren NEPOMNYASCHICH [198] und OSWALD [205]
Schurkomplement-Vorkonditionierer, fiir die die Ungleichungen (3.131) mit vom Diskretisie-
rungsparameter unabhéngigen Konstanten ¢ und ¢ gelten (siehe auch [235]).

Werden zur Konstruktion von B ; ein Iterationsschritt eines Zweigitter- oder Mehrgitter-
Verfahrens genutzt, dann ist die Zahl p aus (3.123) abhéngig vom Diskretisierungsparame-
ter hy, etwa = O(h; ') [94]. Unter Nutzung hierarchischer Fortsetzungsoperatoren lassen
sich Vorkonditionierer konstruieren, die PCG-Verfahren liefern, mittels derer eine Nihe-
rungslosung mit einem Aufwand von O(h?In(lnh !)Ine~1) arithmetischen Operationen
bestimmt werden kann [104, 198, 199].

Die Implementierung der Vorkonditionierer (3.128) und (3.129) auf MIMD-Rechnern ist
in [94] ausfiihrlich beschrieben worden.

Der Aufwand an arithmetischen Operationen zur Lésung eines Vorkonditionierungsglei-
chungssystems ist bei der oben beschriebenen Wahl der Matrizen B;;, C ¢ und Cj; pro-
portional zur Anzahl der Unbekannten N;. Pro Vorkonditionierungsschritt ist innerhalb des
Vorkonditionierers Cj  eine Typumwandlung eines Vektors vom addierenden Typ in einen
Vektor vom iiberlappenden Typ erforderlich.
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3.3.6 Vergleich des Arithmetik- und Kommunikationsaufwandes

In diesem Abschnitt werden der Aufwand an arithmetischen Operationen und der Kommu-
nikationsaufwand fiir einige der in den vorangegangenen Abschnitten beschriebene Vorkon-
ditionierer miteinander verglichen. In den Vergleich werden MG(1)-Vorkonditionierer (siehe
Abschnitt 3.3.2), additive Multilevel-Vorkonditionierer (Abschnitt 3.3.3, Algorithmus 3.9),
AMLI-Vorkonditionierer unter Nutzung des Polynoms (1 — ¢) (Abschnitt 3.3.4) und ein
ASM-DD-Vorkonditionierer (Abschnitt 3.3.5, Beziehung (3.128)) einbezogen. Im ASM-DD-
Vorkonditionierer wird die Matrix C; implizit durch die Anwendung eines Mehrgitter-V-
Zyklus definiert. Als Vorkonditionierer ¢ wird der BPS-Vorkonditionierer [50] genutzt.
Die Basistransformation erfolgt mittels eines hierarchischen Fortsetzungsoperators gekop-
pelt mit § Glattungsschritten [96]. ITm MG(1)- und additiven Multilevel-Vorkonditionierer
(Add-ML) werden die im Abschnitt 3.2.1.1 beschriebenen Glétter eingesetzt. Der AMLI-
Vorkonditionierer nutzt eines der Iterationsverfahren (3.104), (3.106) bzw. (3.107).

In den Tabellen 3.3 und 3.4 bezeichnet v die Gesamtanzahl der auf dem k-ten Gitter
durchgefiihrten Gléttungsschritte bzw. der Schritte der Verfahren (3.104), (3.106), (3.107).
Weiter ist zum Beispiel ar Ny ; der Arithmetikaufwand fiir die Restriktion und Interpolation,
an Ny, der Aufwand fiir eine Matrix—Vektor-Multiplikation und ay Ny ; der Aufwand fiir eine
Vektoraddition im Mehrgitter-V-Zyklus. Alle fiir die anderen Vorkonditionierer genutzten
Bezeichnungen sind analog zu verstehen. Die verwendeten Gréflen wie z.B. ar, ajs sind nicht
naher sperzifizierte Konstanten.

Der Arithmetikaufwand fiir den Grobgitterloser im MG(1)-, Add-ML und AMLI-Vorkon-
ditionierer ergibt sich wie im Abschnitt 3.2.3 fiir den Mehrgitter-V -Zyklus beschrieben. Der in
der Tabelle 3.3 in eckigen Klammern angegebene Aufwand fiir den direkten Grobgitterloser
fallt nur auf dem ausgezeichneten Prozessor P, (siche Abschnitt 3.2.1.3) an. Beim DD-
Vorkonditionierer bezeichnet ac Ny ¢; + ay Ny den Aufwand fiir den BPS-Vorkonditionierer.

Im MG(1)-, Add-ML- bzw. AMLI-Vorkonditionierer ist innerhalb des Glattungsverfah-
rens bzw. der Verfahren (3.104), (3.106), (3.107) bei der Typkonvertierung eines Vektors
Kommunikation erforderlich. Weiterhin enthélt der Grobgitterloser einen Datenaustausch
zwischen den Prozessoren (siehe auch Abschnitt 3.2.3). Beim DD-Vorkonditionierer erfor-
dert der Schurkomplement-Vorkonditionierer Cj~ Kommunikation. Hierbei ist Datenaus-
tausch fiir die Typkonvertierung eines Vektors auf dem feinsten Gitter und ein globaler
Datenaustausch beziiglich der Kreuzungsknoten notwendig.

Setzt man voraus, dafl bei allen Verfahren die gleiche Anzahl v von Glattungsschritten
durchgefiihrt wird, dann erfordert der additive Multilevel-Vorkonditionierer den geringsten
Aufwand an arithmetischen Operationen und der DD-Vorkonditionierer den grofiten (siehe
Tabelle 3.3). Der Arithmetikaufwand fiir den MG(1)- und den AMLI-Vorkonditionierer ist
etwa gleich. Aus der Sicht des Kommunikationsaufwandes ist der DD-Vorkonditionierer der
effizienteste. Ein Vorteil des Add-ML-Vorkonditionierers im Vergleich zum MG(1)- bzw.
AMLI-Vorkonditionierer besteht in der geringeren Anzahl notwendiger Startup-Schritte.
Beim AMLI-Vorkonditionierer ist auf den Gittern k = 2,3, ..., [ kein Datenaustausch beziig-
lich der Kreuzungsknoten notwendig. Folglich ist die Anzahl der Startup-Schritte niedriger
als beim MG(1)-Vorkonditionierer.
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Tabelle 3.3: Aufwand an arithmetischen Operationen fiir verschiedene Vorkonditionierer

direkter Grobgitterloser iterativer Grobgitterloser
Aufwand fiir Zerlegung von A Aufwand fiir Zerlegung von A; r;
dDN1(3d—2)/d &SNl(SId.—Q)/d
Aufwand an arithmetischen Operationen auf jedem Prozessor P;
1 l
MG(].) Z(VQG+QT+‘1M+2(LV)Nk,i Z(I/GG’+0,T+(LM -|-2av)N1€,i
k=2 k=2
+[aDN1(2d—1)/d] +as’il(€)N1(,zid—1)/d
1 l
Add-ML | Y (vag + ar + av)Ni; + [apN{ ) 1S (vag + ar + av)Ne + asd(e) N0/
k=2 k=2
1
AMLI | Y (vag + ar + 2a)y + 2a}, )Ny > (vag + ar + 2d)y +2ay) Ny s
k=2 k=2
+Hap NPV tag ()N
1 l
DD Z{(QV@Z; + 2a’ + ay; + 3ay, )Nk 1.: Z{(Zua'g’ + 2af +ay; + 3ay, ) N1
k=2 k=2
+ac Ny, 0.} +acNg.c,i}
Tabelle 3.4: Kommunikationsaufwand fiir verschiedene Vorkonditionierer
Kommunikationsaufwand fiir
Gitter £ =2,3,...,1 grobstes Gitter
direkter Loser iterativer Loser
Datenmenge # Startup’s | Datenmenge |# Startup’s|Datenmenge|# Startup’s
! 2v(l—1) 31(¢)
MG(1) |> veaNic 2N, 2 I(2)eaNyc
k=2 3v(l-1) 41(e)
! 2v 31(e)
Add-ML Z vegNi.o 2N, 2 I(g)ea Ny o
k=2 3v 41(¢e)
, W(i-1) 31(c)
AMLI > vegNie 2N, 2 I(e)egNyo
k=2 2v(l-1) 41(e)
2
DD vee:Nio + ¢y Ny
3

Da beim DD-Vorkonditionierer der Arithmetikaufwand pro Vorkonditionierungsschritt
am hochsten, aber der Kommunikationsaufwand am geringsten ist, wird dieser Vorkonditio-
nierer die besten parallelen Effizienzen aufweisen (siehe auch Abschnitt 3.3.7).
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3.3.7 Numerische Resultate

In diesem Abschnitt wird die Leistungsfahigkeit der in den vorangegangenen Abschnitten
beschriebenen parallelen Auflosungsverfahren anhand von vier Testbeispielen demonstriert.
Als Beispiele dienen die Poisson-Gleichung in einem Quadrat und in einem Quader, ein ebe-
nes lineares Elastizitdtsproblem sowie ein stationéres lineares Magnetfeldproblem in einem
ebenen Gebiet. Alle parallelen Algorithmen zur Losung von Problemen in zweidimensio-
nalen Gebieten sind im Programm FEM@BEM [97] implementiert. Fiir dreidimensionale
Probleme erfolgte die Implementierung dieser Algorithmen im Programm SPC-PM Po 3D
3, 5].

Die numerischen Experimente wurden auf einem Parallelrechnersystem GC/PowerPlus
durchgefiihrt. Dieses System besteht aus 64 Knoten, die in einem 2D-Gitter angeordnet sind.
In jedem Knoten sind zwei Prozessoren vom Typ Motorola, PowerPC-601-80 fiir die Berech-
nungen und 4 Transputer IMS T805 fiir die Kommunikation installiert. Die Speicherkapazitét
pro Prozessor betrigt 16 MByte. Die Peak-Performance ist 80 MFlops fiir Berechnungen in
Double-Precision. In realen Anwendungen erreicht man etwa 15 MFlops. Die Startup-Zeit
fiir eine Kommunikation betrdgt 5 us, und man kann maximal 8.8 Mbyte/s zwischen zwei
Knoten austauschen.

Zum Vergleich von Berechnungen auf unterschiedlichen Anzahlen von Prozessoren, z.B.
auf p; und py Prozessoren, p; < py, wird in den folgenden Abschnitten die skalierte Effizienz

Tges(pl) P Tges(pz)
N(p1) /7 N(p2)

E(p1,p2) = p1 (3.133)

genutzt, wobei N(p;) die Anzahl der Unbekannten des auf p;, i = 1,2, Prozessoren gelosten
Problems bezeichnet. Ty ist die bendtigte Gesamtzeit.

Auf der Basis der Beziehung (3.133) sind verschiedene Effizienzvergleiche moglich. Man
kann den Fall betrachten, dafl ein Problem gleicher Grofie, d.h. N(p;) = N(ps), auf p; und
p2 > p1 Prozessoren gelost wird. In diesem Fall fillt der auf den Prozessoren lokal benétigte
Speicherplatzbedarf mit wachsender Anzahl von Prozessoren. Der praktisch interessantere
Fall ist jedoch der, daf} jeder Prozessor moglichst maximal ausgelastet wird. Man erwartet
zum Beispiel, daf ein Problem mit N(p;) Unbekannten auf p; Prozessoren und ein Problem
mit 4N (p;) Unbekannten auf 4p; Prozessoren in etwa gleicher Zeit gelost werden kénnen. Bei
einem guten parallelen Algorithmus sollte daher die benétigte Zeit Tyes(p2) fiir ein Problem
mit N(ps) = cxyN(p1) Unbekannten auf py = ¢,p; (¢, > 1) Prozessoren nicht wesentlich
grofer sein als die Zeit cyc, "Tyes(p1). Zwischen der Zeit Tyes(po) in der realen Anwendung
und der Zeit ¢y, Tyes(p1) besteht die Beziehung ey e Tyes(p1) = E(p1, p2)Tyes(p2). Folglich
ist ein Algorithmus gut parallelisierbar, wenn E(pq, py) nahe 1 ist.

3.3.7.1 Poisson-Gleichung im Quadrat

Es wird das Randwertproblem (2.1) mit

a(u,v)z/VTvVudx und (F,v}z/lvdx,
0 Q
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d.h. die Poisson-Gleichung, betrachtet. Dabei seien homogene Dirichlet-Randbedingungen
gestellt, so da§ der Raum V, durch Vo = {v € H'(Q) : v =0 auf 9Q} definiert ist.

Das Gebiet Q wurde in p (p = 4, 16 oder 64) kongruente nichtiiberlappende Teilgebiete 2;
zerlegt. Die grobste Vernetzung wurde, wie im Abschnitt 2.2.1 beschrieben, parallel mittels
des Netzgenerators PARMESH [82] erzeugt. Die Generierung der feineren Vernetzungen
erfolgte durch eine fortgesetzte Teilung der Dreiecke in vier kongruente Teildreiecke. In der
Abbildung 3.4 sind die Zerlegung in 16 Teilgebiete und die Vernetzung 7; dargestellt.

Abbildung 3.4: Zerlegung des Quadrates in 16 Teilgebiete und Darstellung der Vernetzung 7;

Zur Diskretisierung des Randwertproblems wurde auf jeder Vernetzung 7., k =1,2,...,1,
die stiickweise lineare Knotenbasis p; (siehe (2.15)) genutzt.

Im folgenden werden numerische Resultate dokumentiert, die bei der Anwendung der in
den Abschnitten 3.2 und 3.3 beschriebenen parallelen Losungsalgorithmen erzielt wurden.

Als Startvektor wurde bei allen Verfahren stets der Nullvektor gewéhlt. Die Mehrgitter-
Iterationen wurden abgebrochen, wenn eine Verringerung des Anfangsdefektes nm das 10 °-
fache, gemessen in der Euklidischen Norm, erreicht wurde. Der Abbruch des PCG-Verfahrens
mit den verschiedenen Vorkonditionierungen erfolgte beim Erreichen eines relativen Fehlers
von 107%, wobei hier der Fehler in der A,C; 'A,~Norm gemessen wurde.

Zuerst werden die Anwendung verschiedener Glattungsverfahren und verschiedener Zy-
klen im Mehrgitter-Algorithmus 3.2 miteinander verglichen. Die in der Tabelle 3.5 dokumen-
tierten Rechnungen wurden auf 16 Prozessoren durchgefiihrt.

Bei der Losung des Gleichungssystems auf dem gréobsten Gitter wurde das PCG-Verfahren
mit dem BPS-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.2.1.3 und [50]) auf das Schurkomple-
mentsystem (3.53) angewendet. Das Grobgittersystem wurde dabei mit einer relativen Ge-
nauigkeit von ¢ = 0.05 gelost. In der Tabelle 3.5 bezeichnen Jac-(1,1) bzw. Jac-(2,2) die
Anwendung von jeweils einem bzw. zwei Schritten des geddmpften Jacobi-Verfahrens (3.18)
in der Vor- und Nachgldttung, GS-(1v,1v) und GS-(2v,2v) stehen fiir die Anwendung von
ein bzw. zwei Schritten des Gaufl-Seidel-Verfahrens vorwirts (siehe (3.22)), und IUUT-(1,1)
bzw. IUUT-(2,2) kennzeichnet den Einsatz des unvollstindigen Cholesky-Glitters (3.33). Im
geddmpften Jacobi-Glitter wurde der Dampfungsparameter w = 0.8 genutzt.

Die Tabelle 3.5 zeigt, daf der V-Zyklus mit dem GS-(1v,1v)— bzw. dem TUUT-(1,1)-
Glatter fiir dieses Beispiel die effizientesten Mehrgitter-Verfahren liefert.
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Tabelle 3.5: Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Glittern und verschiedenen Zyklen
(#it — Anzahl der Iterationen, tges — bendtigte Gesamtzeit [s])

V-Zyklus F-Zyklus
[ | Jac-(1,1) | Jac-(2,2) | GS-(1v,1v) | GS-(2v,2v) | [UUT-(1,1) | ITUUT-(2,2) | GS-(1v,1v) | TUUT-(1,1)
#it| tges |#it| tges |#it| tges |#it| tges |Fit| faes |#it| tges |Fit| fges |Fit| fges
213 1.15| 8| 082 |6 | 054 | 5| 053 | 7| 063 | 5| 054 |6 | 054 | 7 0.64
3 (14| 152 9| 124 7| 078 | 6| 08 | 7| 08 | 5| 076 | 6| 110 | 6 1.15
4|115] 223 |10 2.06 | 8 | 1.19 | 6 | 1.29 | 7| 123 | 5| 125 | 6 | 1.88 | 6 2.03
5|116| 440 |10| 413 | 9 | 256 | 6 | 256 | 7| 271 | 5] 293 | 6| 349 | 6 4.14
6(16(11.88|10|11.45| 9 | 699 | 7| 831 | 7| 825 | 5| 925 | 6 | 789 | 6 | 10.82

Wie im Abschnitt 3.3.2 beschrieben, wurde der Mehrgitter-Algorithmus 3.2 auch zur
impliziten Definition von Vorkonditionierungsoperatoren fiir das PCG-Verfahren verwen-
det. Dabei wurde zur Losung der Vorkonditionierungsgleichungssysteme jeweils ein Itera-
tionsschritt des Algorithmus 3.2 durchgefiihrt (MG(1)-Vorkonditionierer), Die Tabelle 3.6
zeigt den EinfluB der Wahl des Glitters auf die Effektivitit des MG(1)-PCG-Verfahrens.
Um einen symmetrischen Vorkonditionierer zu erhalten, mufl im Gauf}-Seidel-Glétter in der
Nachgldttung der zur Vorgldttung entgegengesetzte Durchlaufsinn gewéhlt werden, d.h. zum
Beispiel Gauf}-Seidel-Verfahren riickwérts in der Vorgldttung und Gauf-Seidel-Verfahren
vorwérts in der Nachglittung (GS(1r,1v)). Da der V-Zyklus zum schnellsten Mehrgitter-
Algorithmus fiihrte, wurde dieser auch bei der Vorkonditionierung genutzt. Wie aus der
Tabelle 3.6 ersichtlich ist, fiihrt hier der Gauf-Seidel-Glétter zum effektivsten MG(1)-PCG-
Algorithmus.

Tabelle 3.6: MG(1)-PCG-Verfahren mit verschiedenen Gléttern
(#it — Anzahl der Iterationen, tges — bendtigte Gesamtzeit [s])

GS-(1r,1v) | GS-(1v,1r) | ITUUT-(1,1)
: #it Lges #it Lges #it tges
2| 6 0.58 6 0.59 5 0.49
3| 6 0.75 6 0.73 5 0.67
41 6 1.03 6 1.01 5 1.00
5| 6 1.98 6 1.98 5 1.89
6| 6 5.38 6 5.36 5 5.92

Umfangreiche Experimente mit dem AMLI-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.3.4) wur-
den von HEDWIG durchgefiihrt und sind in [116] dokumentiert. Im AMLI-Vorkonditionierer
(3.94) mit der Polynomapproximation (3.96) fiir das Schurkomplement wurden sowohl das
Polynom (1 —t)* als auch das Tschebyscheff-Polynom (3.98) genutzt. Die erzielten Resultate
bestétigen die theoretischen Aussagen aus dem Satz 3.6, d.h. beim Einsatz des Polynoms
(1 —t)* mit u = 1 wachsen die Tterationszahlen wie In h~". Die Anwendung dieses Polynoms
mit g > 1 bzw. des Tschebyscheff-Polynoms fiihrte zu konstanten Iterationszahlen. Auf ei-
nem Prozessor erhélt man das effizienteste AMLI-PCG-Verfahren, wenn die Polynome mit
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i = 2 eingesetzt werden. Fiir den Kinsatz auf dem Parallelrechner erwies sich das Polynom
(1 —t) am effektivsten. Deshalb wird bei den in diesem Abschnitt beschriebenen Experi-
menten nur dieses Polynom genutzt. Zuerst wird der Einflufy der Wahl der Matrix C‘l,mm auf
die Konvergenz des AMLI-PCG-Verfahrens untersucht. Dabei werden die im Abschnitt 3.3.4
beschriebenen Moglichkeiten zur Definition von C ., genutzt, d.h. es werden das geddmpfte
Jacobi-Verfahren (3.104), das symmetrische Gauf-Seidel-Verfahren (3.106) und das unvoll-
stdndige Cholesky-Verfahren (3.107) eingesetzt. Die Tabelle 3.7 enthélt die Iterationszahlen
und die beno6tigte Gesamtzeit f,.s. Bei den Berechnungen auf einem Prozessor wurde das in-
nerhalb des Vorkonditionierers zu losende Gleichungssystem auf dem grobsten Gitter mittels
des Cholesky-Verfahrens gelost. Bei den Rechnungen auf 4, 16, und 64 Prozessoren wur-
de das Grobgittersystem ndherungsweise mit einer relativen Genauigkeit ¢ = 0.05 gelost.
Hierbei wurde das PCG-Verfahren mit dem BPS-Vorkonditionierer auf das entsprechende
Schurkomplementsystem (3.53) angewendet. Wie die Experimente aus [116] zeigen, fiihrt die
ndherungsweise Losung des Grobgittersystems zu keiner Erhéhung der Iterationszahlen im
Vergleich zu einer exakten Grobgitterlosung.

Tabelle 3.7: AMLI-PCG-Verfahren mit verschiedener Wahl von C_'z,mm

C_’l,mm = Al,mm(Il,mm - (ggmm)%*l

1 Prozessor | 4 Prozessoren | 16 Prozessoren | 64 Prozessoren
L| #it | tges | #it | tges | #it | tges | #it | tges
2 7 | 0.30 8 0.40 9 0.84 8 1.53
3| 10 1.70 11 0.97 11 1.35 11 2.48
4| 12 8.16 13 2.97 13 2.34 13 3.35
5 15 11.40 15 5.63 14 4.51
6 17 19.31 16 8.71
7 18 24.45

C_’l,mm = Al,mm(Il,mm - Szc,;nslm)fl

1 Prozessor | 4 Prozessoren | 16 Prozessoren | 64 Prozessoren
L| #it | tges | #it | tges | #it | tges | #it | tges
2 7 | 0.32 8 0.35 8 0.72 8 1.47
3 9 1.67 | 10 0.83 10 1.06 10 2.03
4| 10 7.48 12 2.75 12 1.85 12 2.62
5 14 11.01 13 4.65 13 3.56
6 15 16.75 14 6.95
7 16 20.37

lymm — Az,mm(lzmm - (ggmm)g)_l

1 Prozessor | 4 Prozessoren | 16 Prozessoren | 64 Prozessoren
U] #it | tges | FHit tges #it tges #it tges
2 0.39 8 0.45 8 0.79 7 1.42
3 8 | 2.20 | 10 1.16 10 1.30 9 2.10
4 9.87 | 11 3.66 11 2.37 11 3.01
5 13 15.26 13 6.79 12 4.42
6 14 17.75 13 9.06
7 15 24.01
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Aus der Tabelle 3.7 ist ersichtlich, dafl sowohl bei der sequentiellen als auch bei der
parallelen Rechnung das symmetrische Gauf-Seidel-Verfahren das effektivste AMLI-PCG-
Verfahren liefert.
Im folgenden werden das Mehrgitter-Verfahren, das MG(1)-PCG-Verfahren, das MDS-
PCG-Verfahren (Multilevel-Diagonal-Scaling, siehe Abschnitt 3.3.3, Beziehung (3.77)), das
AMLI-PCG-Verfahren und das DD-PCG-Verfahren miteinander verglichen.
In den verschiedenen Verfahren wurden die folgenden Verfahrenskomponenten genutzt:
Mehrgitter-Verfahren: V-Zyklus mit jeweils einem Gauf-Seidel-Schritt vorwérts (siehe
(3.22)) in der Vor- und Nachglédttung

MG(1)-PCG-Verfahren: V-Zyklus mit jeweils einem Schritt des unvollstindigen Cholesky-
Glétters (3.33) in der Vor- und Nachglittung

AMLI-PCG-Verfahren:  Polynom (1 — ¢) bei der Schurkomplementapproximation (3.96),
Definition der Matrix C_’me mittels eines Iterationsschrittes des
symmetrischen Gauf-Seidel-Verfahrens (3.106)

DD-PCG-Verfahren: MSM-DD-Vorkonditionierer (3.129), wobei bei der Basistransfor-
mation ein hierarchischer Fortsetzungsoperator [104] genutzt wur-
de. (' ist durch einen Mehrgitter-V-Zyklus mit einem Gauf-
Seidel-Schritt in der Nachglédttung definiert. Als Vorkonditionie-
rer C; o wurde der BPS-Vorkonditionierer gewéhlt.

Im Mehrgitter-Verfahren, im MG(1)-PCG-Verfahren, im MDS-PCG-Verfahren und im
AMLI-PCG-Verfahren wurden bei den Berechnungen auf einem Prozessor die jeweiligen
Gleichungssysteme auf dem grébsten Gitter mittels des Cholesky-Verfahrens gelost. Bei der
parallelen Losung erfolgte die Grobgitterlosung mittels des PCG-Verfahrens angewendet auf
das Schurkomplementsystem (3.53). Hierbei wurde der BPS-Vorkonditionierer eingesetzt.
Die Grobgittersysteme wurden mit einer relativen Genauigkeit von ¢ = 0.05 gelost.

Bei den in der Tabelle 3.8 dokumentierten Experimenten wurde proportional zur steigen-
den Prozessorzahl die Anzahl der Unbekannten im grobsten Gitter erhoht, d.h. zum Beispiel,
dafl das auf 4 Prozessoren genutzte grobste Gitter etwa viermal soviele Knoten enthélt wie
das grobste Gitter bei den Berechnungen auf einem Prozessor. Auf einem Prozessor bzw. auf
4, 16, und 64 Prozessoren hat in diesem Beispiel das grobste Gitter 13, 41, 145 bzw. 545
Knoten und das feinste Gitter enthalt 33025, 131585, 525313 bzw. 2099201 Knoten.

Die in den Tabellen 3.8 und 3.9 angegebenen skalierten Effizienzen E(p1,ps), p1 < p2,
wurden gemif der Beziehung (3.133) berechnet, wobei jeweils die Daten aus der letzten Zeile
jeder Spalte genutzt wurden.

Bei diesem Testbeispiel sind das AMLI-PCG- und das DD-PCG-Verfahren sowohl bei den
sequentiellen als auch bei den parallelen Rechnungen deutlich langsamer als die anderen Ver-
fahren. Beide Algorithmen besitzen aber die besseren Effizienzen. Wie die Tabelle 3.8 auch
zeigt, steigen bei den MDS-PCG-, AMLI-PCG- und DD-PCG-Verfahren die Iterationszahlen
mit wachsender Gitteranzahl. Es entsteht die Frage, ob man schnellere Algorithmen erhélt,
wenn in den Losungsprozel weniger Gitter einbezogen werden und folglich weniger Iteratio-
nen notwendig sind. Entsprechende Experimente sind in der Tabelle 3.9 zusammengestellt.
Diese Tabelle enthélt die Iterationszahlen, die Gesamtzeiten, die Zeiten fiir die Arithme-
tik und die Anzahl [ der verwendeten Gitter fiir die jeweils schnellste Variante des Losers
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angewendet auf ein Gleichungssystem mit N Unbekannten.

Aus der Tabelle 3.9 ist ersichtlich, dafl im sequentiellen Fall das MDS-PCG-Verfahren
das schnellste Verfahren ist. Bei der parallelen Rechnung ist das MG(1)-PCG-Verfahren am
effizientesten. Dies kann wie folgt begriindet werden. Betrachtet man z.B. das Problem auf 16
Prozessoren, so bendtigt das MG(1)-PCG-Verfahren vier Iterationen, also einschliefilich der
Startrechnung fiinf Mehrgitter-Iterationen. Da jeweils ein Gldttungsschritt in der Vor- und
Nachgldattung durchgefiihrt wurde, sind insgesamt auf jeder Gitterstufe 10 Typkonvertierun-
gen eines Vektor vom addierenden Typ in einen Vektor vom iiberlappenden Typ erforderlich.
Beim MDS-PCG-Vertahren sind 19 Iterationen notwendig, und folglich miissen auf jeder Git-
terstufe 20 Typkonvertierungen ausgefithrt werden. Wie in den Abschnitten 3.3.3 und 3.3.6
erliutert wurde, kénnen im MDS-PCG-Verfahren die Daten aller Gitter in einem Kom-
munikationsschritt ausgetauscht werden, beim MG(1)-PCG-Verfahren erfolgt der Datenaus-
tausch getrennt auf jeder Gitterstufe. Daher sind fiir die Typkonvertierungen im Algorithmus
mit sechs Gittern 20 Startup-Schritte im MDS-PCG-Verfahren und 100 Startup-Schritte im
MG(1)-PCG-Verfahren notwendig. Die Anzahl der zu losenden Grobgittersysteme ist im
MDS-PCG-Verfahren hoher als im MG(1)-PCG-Verfahren, ndmlich 20 im Vergleich zu fiinf.
Somit ist der Kommunikationsaufwand im MDS-PCG-Verfahren hoher. Auflerdem besteht
beim MDS-PCG-Verfahren ein ungiinstigeres Verhéltnis zwischen Arithmetik- und Kommu-
nikationsaufwand pro Iterationsschritt. Dies fiihrt zu den schlechteren skalierten Effizienzen.
Eine weitere Ursache fiir die schlechteren Effizienzen beim MDS-PCG-Verfahren besteht in
der wachsenden Iterationszahl bei wachsender Anzahl verwendeter Gitter.

Offenbar erweist es sich als zweckméflig, beim Mehrgitter-, MG(1)-PCG- und MDS-PCG-
Verfahren viele Gitter und folglich ein relativ kleines Grobgittersystem zu nutzen. Bei den
AMLI- und DD-PCG-Verfahren wurden die schnelleren Algorithmen bei einer niedrigeren
Anzahl der verwendeten Gitter erhalten. Bei allen Verfahren wird deutlich, dafl es vorteilhaft
ist, bei Rechnungen auf einer gréofleren Anzahl von Prozessoren die Dimension des Grobgit-
tersystems zu erhohen.

Die Tabellen 3.8 und 3.9 zeigen, dafl beim DD-Vorkonditionierer der prozentuale Anteil
der Kommunikationszeit an der Gesamtzeit am geringsten ist. Dies bestétigt die im Ab-
schnitt 3.3.6 getroffenen Aussagen. Die niedrige skalierte Effizienz des DD-PCG-Verfahrens
beim Ubergang von vier auf 16 Prozessoren ist auf den grofien Unterschied in den Tterations-
zahlen zuriickzufiihren. Bezieht man diese Tatsache mit in die Betrachtungen ein, dann wird
deutlich, dafl der DD-Vorkonditionierer am besten parallelisierbar ist.

Die Abbildungen 3.5 und 3.6 zeigen einen grafischen Vergleich der verschiedenen Verfah-
ren auf einem und auf 16 Prozessoren.
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Tabelle 3.8: Vergleich der parallelen Loser (Anzahl der Knoten im grobsten Gitter wird vervierfacht bei
Vervierfachung der Anzahl der Prozessoren)
(I- Gitteranzahl, #it — Iterationszahl, tyes — Gesamtzeit [s], tarieh — Zeit fiir Arithmetik [s])

1 Prozessor 4 Prozessoren 16 Prozessoren 64 Prozessoren
l #lt ‘ tges #lt ‘ tges ‘ tarith #lt ‘ tges ‘ Larith #lt ‘ tges ‘ Larith
MG
2 5 0.00 6 0.17 0.03 6 0.52 0.06 6 1.21 0.07
3 6 0.00 7 0.25 0.04 7 0.70 0.08 7 1.65 0.11
4 7 0.03 8 0.38 0.08 8 0.98 0.15 8 2.21 0.18
5 8 0.19 8 0.59 0.26 9 1.49 0.40 8 2.77 0.41
6 8 0.84 9 1.53 1.10 9 2.67 1.44 9 4.51 1.50
7 8 3.45 9 4.81 4.30 9 7.05 5.61 9 9.42 5.97
E(1,p) 0.71 0.49 0.36
E(p,4p) 0.71 0.68 0.75
MG(1)-PCG
2 4 0.00 4 0.14 0.02 5 0.48 0.06 4 0.89 0.08
3 4 0.01 4 0.18 0.03 4 0.51 0.07 4 1.07 0.09
4 4 0.04 4 0.25 0.07 4 0.65 0.12 4 1.36 0.15
5 4 0.21 4 0.45 0.24 4 0.94 0.33 4 1.81 0.36
6 4 0.91 4 1.18 0.94 4 1.97 1.26 4 2.97 1.29
7 4 3.74 4 4.03 3.73 4 5.83 5.01 4 6.99 5.05
E(1,p) 0.92 0.64 0.53
E(p,4p) 0.92 0.69 0.83
MDS-PCG
2 6 0.00 11 0.28 0.04 13 1.05 0.08 12 2.21 0.16
3 13 0.01 16 0.40 0.06 16 1.34 0.11 15 2.86 0.21
4 16 0.04 18 0.51 0.11 18 1.58 0.17 17 3.42 0.28
5 18 0.23 | 20 0.76 0.31 19 1.88 0.41 18 3.95 0.52
6 20 1.04 | 21 1.62 1.12 20 3.03 1.46 19 5.30 1.51
7 21 4.31 21 4.83 4.28 21 7.51 5.77 20 9.77 5.61
E(1,p) 0.89 0.57 0.44
E(p,4p) 0.89 0.64 0.77
AMLI-PCG
2 6 0.01 8 0.21 0.04 8 0.67 0.06 8 1.47 0.13
3 9 0.03 10 0.32 0.06 10 0.93 0.11 10 2.03 0.18
4 11 0.12 12 0.51 0.18 12 1.31 0.25 12 2.62 0.32
5 13 0.57 13 1.06 0.65 13 2.12 0.87 13 3.56 0.96
6 14 2.52 15 3.36 2.84 15 5.36 3.84 14 6.95 3.75
7 16 11.51 16 12.73 | 11.89 17 18.96 | 17.00 16 | 20.37 | 16.29
E(1,p) 0.90 0.60 0.56
E(p,4p) 0.90 0.67 0.93
DD-PCG
2 8 0.07 0.05 11 0.24 0.03 12 0.58 0.07
3 9 0.10 0.06 12 0.30 0.06 13 0.67 0.11
4 10 0.20 0.13 13 0.44 0.19 14 0.88 0.23
5 12 0.69 0.60 15 1.20 0.91 51 1.64 0.94
6 13 2.78 2.68 16 4.54 4.22 17 5.26 4.48
7 14 11.86 | 11.72 18 19.57 | 19.20 18 | 20.09 | 19.23
E(p,4p) 0.60 0.97
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Tabelle 3.9: Verfahren mit bester Wahl der Anzahl verwendeter Gitter
(N — Anzahl der Unbekannten, [ - Gitterzahl, #it — Iterationszahl,
tges — Gesamtzeit [s], taritn — Zeit fiir Arithmetik [s])

1 Prozessor 4 Prozessoren 16 Prozessoren 64 Prozessoren
N l ‘ #lt ‘ tges l ‘ #lt ‘ tges ‘ Larith l ‘ #lt ‘ tges ‘ Larith l ‘ #lt ‘ tges ‘ Larith
MG
2113 | 4 7 0.17 | 3 7 0.31 0.08 | 2 6 0.54 0.06 | 2 6 1.21 0.07
8321 | 4 7 0.74 | 4 8 0.58 0.27 | 2 6 0.76 0.14 | 2 6 1.31 0.09
33025 | 4 8 341 | 5 8 1.34 098 | 3 7 1.19 035 |3 7 1.80 0.16
131585 5 8 4.32 3.84 | 4 8 2.32 1.33 | 3 8 2.52 0.46
525313 5 8 6.28 505 | 3 7 4.08 1.76
2099201 5 8 8.25 5.15
E(1,p) 0.79 0.54 0.41
E(p,4p) 0.79 0.69 0.76
MG(1)-PCG
2113 | 5 4 021 | 3 4 0.25 0.07 | 2 4 0.53 0.06 | 2 4 0.89 0.08
8321 | 6 4 091 |3 4 0.43 0.26 | 2 4 0.67 0.14 | 2 4 0.98 0.08
33025 | 4 4 3.72 | 4 4 1.17 096 | 5 4 0.94 033 |3 4 1.20 0.12
131585 6 4 4.03 3.71 | 5 4 1.89 1.26 | 4 4 1.64 0.35
525313 6 4 5.76 500 | 5 4 2.82 1.29
2099201 6 4 6.81 5.05
E(1,p) 0.92 0.70 0.53
E(p,4p) 0.92 0.68 0.85
MDS-PCG
2113 | 3 | 15 019 | 2| 12 0.47 0.15 | 2| 12 1.02 0.10 | 2| 12 2.21 0.16
8321 | 3 | 13 075 | 3| 15 0.73 033 |2 12 1.26 023 | 2] 12 2.32 0.18
33025 | 4 | 14 3.01 |4 17 1.50 1.01 | 4| 17 1.73 040 | 2| 11 2.40 0.30
131585 5| 18 4.38 3.82 | 5] 18 2.74 1.34 | 3| 14 3.41 0.53
525313 6| 19 6.81 524 | 4| 15 4.65 1.39
2099201 51 16 8.39 4.87
E(1,p) 0.68 0.44 0.53
E(p,4p) 0.68 0.64 0.81
AMLI-PCG
2113 | 2 7 032 | 2 8 0.35 0.16 | 2 8 0.72 0.09 | 2 8 1.47 0.13
8321 | 2 7 1.57 | 3| 10 0.83 0.54 | 2 8 0.92 022 | 2 8 1.54 0.14
33025 | 3 8 6.23 | 4| 12 2.75 237 |13 10 1.61 0.72 | 2 8 1.90 0.29
131585 5| 12 9.80 9.22 | 3| 10 4.06 3.14 | 3| 10 2.75 0.80
525313 4|12 | 1413 | 12.85 | 4 | 11 5.33 3.03
2099201 4| 11 | 15.00 | 12.13
E(1,p) 0.63 0.44 0.41
E(p,4p) 0.63 0.69 0.94
DD-PCG
2113 2 9 0.19 012 | 2| 12 0.29 0.06 | 2| 12 0.58 0.07
8321 31 10 0.59 051 | 2] 12 0.42 0.18 | 2| 13 0.66 0.08
33025 41 11 2.39 230 | 3| 14 1.13 085 | 3| 14 0.88 0.23
131585 41 11 9.60 947 | 4| 15 4.26 395 | 3| 15 1.63 0.92
525313 4116 | 17.68 | 17.30 | 4 | 16 4.94 4.20
2099201 4 | 17 | 19.39 | 18.44
E(p,4p) 0.54 0.91
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Abbildung 3.5: Vergleich verschiedener Losungsalgorithmen auf einem Prozessor
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Abbildung 3.6: Vergleich verschiedener Losungsalgorithmen auf 16 Prozessoren
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3.3.7.2 Lineares Magnetfeldproblem

Ein nichtlineares stationdres Magnetfeldproblem kann durch das Randwertproblem (2.8)
beschrieben werden, d.h.

Gesucht ist die Funktion v € V = {u € H'(Q) : u = 0 auf 99}, so daB

o, %,
/I/(x, (Vu|) VIoVu do = / <Sv — Hy Ez_v + Hy :rl—v ) dx
J A ’ 8x1 ’ 8x2

fiir alle v € V gilt.

Die Linearisierung erfolgt durch einen Full-Newton-Algorithmus (siehe Kapitel 5). In-
nerhalb jedes Newton-Schrittes werden dabei die im Kapitel 3 beschriebenen parallelen
Auflésungsverfahren zur Losung der entsprechenden linearen Gleichungssysteme genutzt.

In diesem Abschnitt wird die Nichtlinearitédt vernachlissigt. Es wird vorausgesetzt, daf
die Funktion v(x,|Vul) innerhalb jeden Materials konstant ist, d.h. es gelte v(x, |Vul|) =
v(x) = pg'p ' mit der absoluten Permeabilititszahl yo und der relativen Permeabilitits-
zahl p,. Anhand des so entstehenden linearen Randwertproblems wird demonstriert, wie
die parallelen Algorithmen bei Aufgaben mit stark springenden Koeffizienten arbeiten. Als
Testbeispiel dient ein Motor mit einer Erregung durch den Permanentmagneten. Die Abbil-
dung 3.7 zeigt den Querschnitt des Motors, das Gebiet €2, die Zerlegung in 64 Teilgebiete und
die grobste Vernetzung 7; (1456 Knoten, 3960 Dreiecke). Fiir die relative Permeabilitéitszahl
gilt im Material (a), d.h. fiir das Eisen, p, = 1353, im Material (b) fiir den Permanentma-

gneten p, = 1.15, im Material (c¢) fiir das Dynamoblech p, = 1687 und im Material (d) fiir
die Luft p, = 1.
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Abbildung 3.7: Zerlegung des Querschnitts des Elektromotors in 64 Teilgebiete und Darstellung der Vernet-
zung Ty

Um die Skalierbarkeit der parallelen Algorithmen untersuchen zu kénnen, wird das Ma-
gnetfeldproblem auch in einem Viertel des Gebietes 2 gelost. Somit konnen Rechnungen auf
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16 und 64 Prozessoren miteinander verglichen werden.

Die in der Abbildung 3.7 dargestellte grobste Vernetzung wurde parallel mittels des
Netzgenerators PARMESH [82] generiert, und die feineren Vernetzungen 7y, k = 2,3,...,1,
wurden durch eine sukzessive gleichméfige Verfeinerung erzeugt. Die Generierung der zu den
Vernetzungen 7, k = 1,2,...,[, gehorenden Finite-Elemente-Gleichungssysteme erfolgte
unter Anwendung der stiickweise linearen Knotenbasis py (siehe (2.15)).

Bei allen Experimenten diente stets der Nullvektor als Startvektor. Die Mehrgitter-
Iterationen wurden abgebrochen, wenn eine Verringerung des Anfangsdefektes um das 107%-
fache, gemessen in der Euklidischen Norm, erreicht wurde. Der Abbruch des PCG-Verfahrens
mit den verschiedenen Vorkonditionierungen erfolgte beim Erreichen eines relativen Fehlers
von 107%, wobei hier der Fehler in der A,C; ' A,—~Norm gemessen wurde.

Zuerst werden Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Gldttern miteinander verglichen.
Dabei wurde sowohl der Mehrgitter-V-Zyklus als auch der F-Zyklus durchgefiihrt. Die fiir
die Berechnungen auf 16 Prozessoren bendtigten Iterationszahlen und Rechenzeiten sind in
den Tabellen 3.10 und 3.11 enthalten. Die in diesen Tabellen verwendeten Bezeichnungen
entsprechen denen aus der Tabelle 3.5.

Fiir den geddmpften Jacobi-Glatter wurde als giinstigster Ddmpfungsparameter w =
0.71 experimentell bestimmt. Die Losung des Gleichungssystems auf dem grébsten Gitter
erfolgte iterativ mit einer relativen Genauigkeit von € = 0.1. Dabei wurde das PCG-Verfahren
mit dem BPS-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.2.1.3 und [50]) auf das entsprechende
Schurkomplementsystem (3.53) angewendet.

Tabelle 3.10: Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Glattern und V-Zyklus
(#it — Anzahl der Iterationen, tq.s — bendtigte Gesamtzeit [s])

Jac-(1,1) | Jac-(2,2) | GS-(1v,1v) | GS-(2v,2v) | TUUT-(1,1) | IUUT-(2,2)
Hit| lges |FL| fges | | fges | | fges | | fges | Qb | fges
19| 25812 205| 9| 133 7| 12210 139| 7| 1.21
31| 546 | 17| 370 | 14| 268 | 9| 201 | 12| 223| 8| 181
46| 968 | 25| 7.36| 19| 430 | 12| 363 | 14 | 337 | 10 | 3.20
58| 18.67 | 32| 15.14 | 25 | 841 | 15| 7.37 | 17 | 748 | 11| 6.63
67 | 47.23 | 37(39.89 | 29 | 21.14 | 16 | 17.90 | 19 | 19.77 | 12 | 19.28

S Ut B W N

Ein Vergleich der in den Tabellen 3.10 und 3.11 dokumentierten Experimente zeigt, daf3
die Anwendung des V-Zyklus mit zwei Schritten des Gauf-Seidel-Glatters vorwérts in der
Vor- und Nachglattung zum schnellsten Mehrgitter-Algorithmus fiithrt. Die Tabellen 3.10
und 3.11 lassen vermuten, dafl der F-Zyklus mit dem Gaufl-Seidel- oder dem unvollsténdi-
gen Cholesky-Glatter am giinstigsten ist, wenn Berechnungen mit einer noch héheren Anzahl
von Gittern durchgefithrt werden. Aufgrund fehlender Speicherplatzkapazitit waren derar-
tige Experimente nicht realisierbar. In [143] werden auch noch Experimente mit dem ver-
allgemeinerten V-Zyklus und dem W-Zyklus beschrieben. Bei beiden Varianten liegen die
benotigten Rechenzeiten hoher als bei der Anwendung des V- bzw. F-Zyklus.

Im folgenden wird der Einflu der Wahl des Glitters auf die Effektivitdt des MG(1)-
PCG-Verfahrens untersucht. Zur ndherungsweisen Losung der in jedem Iterationsschritt des
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Tabelle 3.11: Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Glittern und F-Zyklus
(#it — Anzahl der Iterationen, tqes — bendtigte Gesamtzeit [s])

GS-(1v,1v) | GS-(2v,2v) | IUUT-(1,1) | IUUT-(2,2)
DTHi] ten [#it] ten | #i0] tgen | #i0] fe
ol of 134 7] 12310 139] 7 | 121
3[11| 345| 8| 311 | 10| 342| 7 | 278
4l14| 715| 9| 595 | 11| 628| 7 | 5.06
5(16| 1288 | 9 | 10.05 | 11 | 1057 | 7 | 9.23
6|16| 2346 | 9 | 19.33 | 10 | 19.82 | 7 | 20.16

PCG-Verfahrens zu losenden Vorkonditionierungsgleichungssysteme wurde jeweils ein Ite-
rationsschritt des Mehrgitter-Algorithmus 3.2 durchgefiihrt. In der Tabelle 3.12 sind die
Iterationszahlen und Rechenzeiten in Abhéngigkeit von der Wahl der Glétter zusammenge-
stellt. Bei allen Rechnungen wurde der V-Zyklus durchgefiihrt, da er, wie oben beschrieben,
den effektivsten Mehrgitter-Algorithmus lieferte.

Tabelle 3.12: MG(1)-PCG-Verfahren mit verschiedenen Glédttern
(#it — Anzahl der Iterationen, tqes — bendtigte Gesamtzeit [s])

GS-(1r,1v) | GS-(1v,1r) | GS-(2r,2v) | TUUT-(1,1) | TUUT-(2,2)
e tges | Bt | fges | it | fges | FHb | tges | Fib | fges
20 8| 120 | 8| 121 | 6 | 1.06| 6 | 097 | 5 | 0.94
3110|170 [ 10| 170 | 7 | 1.57| 6 | 1.16 | 5 | 1.22
4111|229 | 11| 236 | 8 | 242| 7 | 1.76 | 6 | 2.07
5012 | 402 |12 ] 416 | 8 | 419 8 | 343 | 6 | 4.00
6| 13| 991 | 13| 964 | 9 | 1120 | 8 | 887 | 7 | 12.79

Aus der Tabelle 3.12 ist ersichtlich, daf§ die Anwendung des unvollstdndigen Cholesky-
Gléatters mit einem Iterationsschritt in der Vor- und Nachglédttung am geeignetsten ist.

Als weiteres Auflésungsverfahren wurde das PCG-Verfahren mit additiven Multilevel-
Vorkonditionierern eingesetzt. Dabei wurden im additiven Multilevel-Algorithmus (Algorith-
mus 3.9) als Glattungsverfahren zwei Iterationsschritte des gedampften Jacobi-Verfahrens
(3.18) (JAC-(2)), m-mal ein Iterationsschritt des GauB-Seidel-Verfahrens riickwirts gefolgt
von einem Schritt des Gauf-Seidel-Verfahrens (3.22) vorwirts (GS-(mrv)) sowie ein bzw. zwei
Iterationsschritte des unvollstindigen Cholesky-Verfahrens (3.33) (IUUT-(1) bzw. IUUT-(2))
eingesetzt. Im Jacobi-Verfahren wurde der Parameter w = 0.77 auf den Gittern 75 und 73,
w = 0.76 auf dem Gitter 7, sowie w = 0.75 auf den Gittern 75 und 75 verwendet. Aufler-
dem wurden Tests mit dem MDS-Vorkonditionierer (3.77) durchgefiihrt. In der Tabelle 3.13
sind die Iterationszahlen und die bendtigten Rechenzeiten angegeben. Bei diesem Beispiel
zeigt sich, dafl der Einsatz von einem Schritt des unvollstdndigen Cholesky-Glétters zum
schnellsten Verfahren fiihrt.

Umfangreiche Experimente mit dem AMLI-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.3.4) sind
in [116] beschrieben. Der Einsatz des Polynoms (1 — ¢) bei der Schurkomplementappro-
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Tabelle 3.13: Add-ML-PCG-Verfahren mit verschiedenen Gliattern
(#it — Anzahl der Iterationen, tq.s — bendtigte Gesamtzeit [s])

MDS JAC-(2) | GS-(1rv) | GS-(2rv) | IUUT-(1) | IUUT-(2)
Hit | tges | | tges | Ft | fges | FHb | fges | b | fges | it | fges
18 | 228 | 14| 201 | 13| 187 (12| 1.93| 14| 1.85 | 11 | 1.65
28 | 358 |20 | 3.03| 18| 269 | 16 | 2.71 | 18 | 243 | 14| 222
36 | 5.04 |25 | 428 | 22| 372| 19 | 409 |21 | 335| 17| 321
42 | 79328 | 719 |25 | 671 |21 | 820 | 24| 581 |19 | 6.22
46 | 16.68 | 30 | 16.98 | 26 | 16.47 | 23 | 23.71 | 26 | 14.39 | 20 | 17.14

S Ot W N

ximation (3.96) fiihrt zum effizientesten AMLI-PCG-Verfahren hinsichtlich der ben&tigten
Rechenzeit.

Die Tabelle 3.14 enthélt einen Vergleich von AMLI-PCG-Verfahren bei verschiedener
Wahl der Matrix Cl,mm- Es wurden die im Abschnitt 3.3.4 beschriebenen Mdoglichkeiten zur
Definition von Cl,mm genutzt, d.h. es wurden zwei [terationsschritte des geddmpften Jacobi-
Verfahrens (3.104) mit dem Dampfungsparameter 7 = 0.93, ein Iterationsschritt des sym-
metrischen Gaufl-Seidel-Verfahrens (3.106) und zwei Iterationsschritte des unvollstandigen
Cholesky-Verfahrens (3.107) eingesetzt. Das im AMLI-Vorkonditionierer zu l6sende Glei-
chungssystem auf dem grobsten Gitter wurde ndherungsweise mit einer relativen Genauig-
keit £ = 0.1 geldst. Hierbei wurde das PCG-Verfahren mit dem BPS-Vorkonditionierer auf
das entsprechende Schurkomplementsystem (3.53) angewendet. Die Experimente aus [116]
zeigen, dafl die ndherungsweise Grobgitterlosung im Vergleich zur exakten Grobgitterlosung
nur zu einer geringen Erhéhung der Iterationszahlen fiihrt.

Tabelle 3.14: AMLI-PCG-Verfahren mit verschiedener Wahl von Cj .,
(#it — Anzahl der Iterationen, ty.s — benotigte Gesamtzeit [s])

Al,mm(Il,mm - (ngm)g)_l Al,mm(Il,mm - S(lc,;'rrszm)_l Al,mm(Il,mm - (ggmm)g)_l
l 16 Proz. 64 Proz. 16 Proz. 64 Proz. 16 Proz. 64 Proz.

Hit | lges | | lges || H6 | fges | it | fges | Fit | fges | #ib | lges

12 1.77 11 3.65 10 1.43 10 3.28 11 1.67 10 3.41
17 2.93 15 5.67 13 2.03 12 4.25 13 2.36 13 5.12
21 4.69 19 8.62 16 3.24 15 6.14 15 3.87 15 7.50
25 9.60 22 14.36 18 6.41 17 9.96 18 9.09 17 13.39
29 27.85 26 33.09 21 19.66 19 23.19 20 28.75 18 32.63

S U o W N

Die Tabelle 3.14 zeigt deutlich, dal der Einsatz des symmetrischen Gauf-Seidel-Verfah-
rens am giinstigsten ist. Experimente mit mehr oder weniger Iterationen bei der Anwen-
dung des geddmpften Jacobi-, symmetrischen Gaufl-Seidel- und unvollstdndigen Cholesky-
Verfahrens fiihrten zu AMLI-PCG-Verfahren, die héhere Rechenzeiten benétigten als bei den
in der Tabelle 3.14 dokumentierten Tests.

Als weiteres Verfahren wurde ein DD-PCG-Algorithmus mit einem ASM-DD-Vorkon-
ditionierer (3.128) eingesetzt. Der Basistransformationsoperator Ej o = —B[}AUC wur-
de, wie von HAASE in [96] beschrieben, durch einen hierarchischen Fortsetzungsoperator,
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kombiniert mit v Glattungsschritten, definiert. Der Vorkonditionierungsoperator Cj; aus
(3.128) wurde implizit durch die Anwendung eines Mehrgitter-V-Zyklus mit v Glattungs-
schritten in der Vor- und Nachgldttung definiert. Als Vorkonditionierer () diente der
BPS-Vorkonditionierer [50]. In der Tabelle 3.15 sind die benétigten Iterationszahlen und
Rechenzeiten in Abhéngigkeit vom verwendeten Gliattungsverfahren (Gauf-Seidel- oder un-
vollsténdiges Cholesky-Verfahren) und der Anzahl der durchgefiihrten Glattungssschritte
angegeben. Dabei bezeichnen GS(v) bzw. TUUT(v) die Anwendung von v Schritten des
GaufB-Seidel- bzw. unvollstédndigen Cholesky-Verfahrens.

Tabelle 3.15: DD-Verfahren mit verschiedenen Glittern bei der Definition von Ej ;¢ und Cj r
(#it — Anzahl der Iterationen, tyes — benotigte Gesamtzeit [s])

16 Prozessoren 64 Prozessoren

1 GS(1) GS(2) Iuu™(1) U™ (2) GS(1) GS(2) IUU™(1) IUUT(2)

Hit| tgee |Fib| fges |FHb| fges |#it| tges || Fit| fges |Fit| fges |Hit| tges |Fit| fges

33| 1.66 |26| 1.30 |26 | 1.34 | 23| 1.20 (| 32| 4.49 | 27| 3.84 |26 | 3.70 | 24 | 3.42
41| 2.58 |31| 2.01 |28 | 187 |26| 187 (42| 712 |32| 555 |28 | 4.93 |27 | 4.86
50| 4.88 35| 4.06 | 32| 3.71 |28 | 4.08 | 50| 11.04 | 34| 811 |32| 7.71 |29 | 7.82
58 13.33 [ 39| 12.52 | 35| 11.46 | 30 | 1443 || 59 | 21.82 | 39 | 17.70 | 35 | 16.47 | 30 | 18.57
65| 48.18 | 41| 46.72 | 39 | 45.38 | 33 | 60.25 || 66 | 59.82 | 41 | 52.56 | 37 | 50.13 | 32 | 63.81

S Ut = W N

Bei den Experimenten auf 16 und 64 Prozessoren fiihren die Anwendung des Gauf-
Seidel-Verfahrens mit zwei Iterationsschritten und die Anwendung eines Iterationsschrittes
des unvollstdndigen Cholesky-Verfahrens zu Algorithmen, die etwa die gleiche Rechenzeit
benotigen.

Im folgenden werden das Mehrgitter-Verfahren, das MG(1)-PCG-Verfahren, PCG-Ver-
fahren mit additiven Multilevel-Vorkonditionierern (Add-ML-PCG und MDS-PCG (Multi-
level-Diagonal-Scaling, siehe Abschnitt 3.3.3, Beziehung (3.77)), das AMLI-PCG-Verfahren
und das DD-PCG-Verfahren miteinander verglichen.

Dabei wurden in den verschiedenen Verfahren die folgenden Verfahrenskomponenten ge-

nutzt:

Mehrgitter-Verfahren: V-Zyklus mit jeweils zwei Schritten des Gauf3-Seidel-Verfahrens
vorwérts (3.22) in der Vor- und Nachgldttung

MG(1)-PCG-Verfahren: ~ Vorkonditionierung mit einem V-Zyklus mit jeweils einem
Schritt des unvollstindigen Cholesky-Glatters (3.33) in der
Vor- und Nachglattung

Add-ML-PCG-Verfahren: Vorkonditionierung mit additiven Multilevel-Algorithmus (Al-
gorithmus 3.9) mit einem Iterationsschritt des unvollsténdigen
Cholesky-Verfahrens (3.33) als Glétter

AMLI-PCG-Verfahren: Polynom (1—t) bei der Schurkomplementapproximation (3.96),
Definition der Matrix C’me mittels eines Iterationsschrittes des
symmetrischen Gauf-Seidel-Verfahrens (3.106)
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DD-PCG-Verfahren: ASM-DD-Vorkonditionierer (3.128), wobei bei der Basistransforma-
tion ein hierarchischer Fortsetzungsoperator gekoppelt mit einem Ite-
rationsschritt des unvollstindigen Cholesky-Verfahrens [96] genutzt
wurde. () ist durch einen Mehrgitter-V-Zyklus mit einem Iterati-
onsschritt des unvollstindigen Cholesky-Verfahrens in der Vor- und
Nachgldttung definiert. Als Vorkonditionierer € wurde der BPS-
Vorkonditionierer gewéhlt.

Im Mehrgitter-, MG(1)-PCG-, Add-ML-PCG-, MDS-PCG- und AMLI-PCG-Verfahren
wurden die auf dem grébsten Gitter zu losenden Gleichungssysteme iterativ mit einer rela-
tiven Genauigkeit von ¢ = 0.1 gelost. Dies erfolgte mittels des PCG-Verfahrens mit BPS-
Vorkonditionierer angewendet, auf das Schurkomplementsystem (3.53).

Bei den Berechnungen auf 16 Prozessoren enthélt das grobste Gitter 406 Knoten und auf
64 Prozessoren 1456 Knoten. Im feinsten Gitter sind 375457 bzw. 1517056 Knoten enthalten.

Die in der Tabelle 3.16 angegebenen skalierten Effizienzen F(16,64) wurden gemifi der
Beziehung (3.133) unter Anwendung der Rechenzeiten fiir das Problem mit den meisten
Unbekannten berechnet.

Aus der Tabelle 3.16 ist ersichtlich, dal das MG(1)-PCG-Verfahren hinsichtlich der
benotigten Rechenzeit am effizientesten ist.

Das DD-PCG-Verfahren besitzt die beste skalierte Effizienz. Dies ist darin begriindet,
daff in diesem Verfahren in jedem Iterationsschritt nur eine Typkonvertierung auf dem
feinsten Gitter durchzufithren ist. Auflerdem ist beispielsweise im Vergleich zum MDS-
PCG-Verfahren der Aufwand an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt wesentlich
hoher. Somit besteht pro Iterationsschritt ein giinstigeres Verhéltnis zwischen Arithmetik-
und Kommunikationsaufwand.

Das MDS-PCG-Verfahren erfordert in diesem Beispiel die hochste Iterationszahl. Da in
jedem Vorkonditionierungsschritt ein Grobgittersystem zu losen ist, enthélt hier das MDS-
PCG-Verfahren im Vergleich zu allen anderen Verfahren die meisten derartigen Losungs-
schritte. Auflerdem ist im MDS-Vorkonditionierer der Aufwand an arithmetischen Opera-
tionen pro Iterationsschritt am niedrigsten und somit das Verhéltnis zwischen Arithmetik-
und Kommunikationsaufwand ungiinstig. Folglich erhédlt man beim Einsatz des MDS-Vor-
konditionierers die kleinste skalierte Effizienz. Fine gute skalierte Effizienz besitzt auch das
AMLI-Verfahren, da hier auf den Gittern 7, k = 2,3, ..., [, keine Kommunikation beziiglich
der Kreuzungsknoten erforderlich ist (siehe Abschnitt 3.3.4).

Es wurde auch getestet, ob die Verfahren bei Einbeziehung einer kleineren Anzahl an
Gittern effektiver arbeiten. Die entsprechenden Ergebnisse sind in der Tabelle 3.17 enthalten.
Es zeigt sich, dafl es meist vorteilhafter ist, weniger Gitter zu nutzen als in den Experimenten
aus der Tabelle 3.16. Die Ursache dafiir liegt in der mit wachsender Gitteranzahl ansteigenden
[terationszahl.

In der Abbildung 3.8 ist der Vergleich der verschiedenen Verfahren auf 16 Prozessoren
grafisch dargestellt.
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Tabelle 3.16: Vergleich der parallelen Loser
(I — Gitteranzahl, #it — Iterationszahl, tges — Gesamtzeit [s], tavien — Zeit fiir Arithmetik [s])

16 Prozessoren 64 Prozessoren
l #lt ‘ tges ‘ tarith #lt ‘ tges ‘ tarith
MG

2 7 1.22 0.17 7 3.07 0.35

3 9 2.01 0.32 9 5.03 0.58

4 12 3.63 0.86 11 7.90 1.18

5 15 7.37 3.13 12 12.02 3.05

6 16 17.90 12.19 13 22.72 10.85
E(16,64) 0.79

MG(1)-PCG

2 6 0.97 0.14 6 2.30 0.30

3 6 1.16 0.20 6 2.70 0.35

4 7 1.76 0.49 7 3.79 0.67

5 8 3.43 1.82 7 5.49 1.86

6 8 8.87 6.94 7 10.85 6.57
E(16,64) 0.83
Add-ML-PCG

2 14 1.85 0.27 13 4.10 0.54

3 18 2.43 0.41 17 5.66 0.79

4 21 3.35 0.85 21 8.06 1.56

5 24 5.81 2.80 24 11.42 3.49

6 26 14.39 10.74 25 20.47 11.33
E(16,64) 0.71

MDS-PCG

2 18 2.28 0.34 18 5.68 0.74
3 28 3.58 0.56 27 8.87 1.18
4 36 5.04 1.05 34 12.12 1.84
5 42 7.93 291 40 16.88 3.85
6 46 16.68 10.45 43 26.37 11.02
6

,64) 0.54

AMLI-PCG

2 10 1.43 0.22 10 3.28 0.46
3 13 2.03 0.40 12 4.25 0.67
4 16 3.24 1.07 15 6.14 1.41
)
6
6

18 6.41 3.78 17 9.96 4.23
21 19.66 16.33 19 23.19 16.18

,64) 0.86

DD-PCG

2 26 1.34 0.16 26 3.70 0.31
3 28 1.87 0.42 28 4.93 0.58
4 32 3.71 1.89 32 7.71 2.12
5
6
6

35 11.46 9.18 35 16.47 9.63
39 45.38 42.41 37 50.13 41.56

,64) 0.91
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Tabelle 3.17: Loser mit bester Wahl der Anzahl verwendeter Gitter
(N — Anzahl der Unbekannten, [ - Gitterzahl, #it — Iterationszahl,
tges — Gesamtzeit [s], tarith — Zeit fiir Arithmetik [s])

16 Prozessoren 64 Prozessoren
N ‘ l ‘ #lt ‘ tges ‘ tarith N ‘ l ‘ #lt ‘ tges ‘ tarith
MG
1507 | 2 7 1.22 0.17 6016 | 2 7 3.07 0.35
5941 | 2 9 1.84 0.37 23872 | 2 8 3.93 0.57
23593 | 2| 10 3.23 1.41 95104 | 2 9 6.14 2.02
94033 | 3 | 13 6.43 3.46 379648 | 3 | 12 11.30 4.01
375457 | 4| 14 15.99 11.68 1517056 | 4 | 13 21.80 11.86
E(16,64) = 0.74
MG(1)-PCG
1507 | 2 6 0.97 0.14 6016 | 2 6 2.30 0.30
5041 | 3 6 1.16 0.20 23872 | 3 6 2.70 0.35
23593 | 3 7 1.60 0.51 95104 | 3 7 3.51 0.72
94033 | 4 7 3.25 1.72 379648 | 4 7 5.30 1.91
375457 | 6 8 8.87 6.94 1517056 | 6 7 10.85 6.57
E(16,64) = 0.83
Add-ML-PCG
1507 | 2| 14 1.85 0.27 6016 | 2 | 13 4.10 0.54
5041 | 2 | 14 2.17 0.44 23872 | 2| 13 4.85 0.78
23593 | 3| 19 3.18 0.90 95104 | 3 | 18 7.13 1.38
94033 | 4 | 22 5.55 2.74 379648 | 4 | 22 10.87 3.43
375457 | 5| 25 14.04 10.54 1517056 | 5 | 24 20.10 11.23
E(16,64) =0.71
MDS-PCG
1507 | 2| 18 2.28 0.34 6016 | 2 | 18 5.68 0.74
5041 | 2 | 21 3.34 0.65 23872 | 2| 20 7.13 1.11
23593 | 3 | 31 4.83 1.17 95104 | 3 | 30 11.24 1.94
94033 | 4 | 38 7.62 2.97 379648 | 4 | 36 15.40 3.82
375457 | 5| 42 15.62 10.13 1517056 | 5 | 40 25.01 10.83
E(16,64) = 0.63
AMLI-PCG
1507 | 2| 10 1.43 0.22 6016 | 2 | 10 3.28 0.46
5041 | 2 | 12 2.00 0.46 23872 | 3| 12 4.25 0.67
23593 | 3| 15 3.08 1.08 95104 | 3 | 14 6.02 1.46
94033 | 4 | 17 6.17 3.73 379648 | 5 | 17 9.96 4.23
375457 | 4| 16 17.09 13.93 1517056 | 5 | 18 22.20 15.31
E(16,64) =0.78
DD-PCG
1507 | 2| 26 1.34 0.16 6016 | 2 | 26 3.70 0.31
5941 | 2 | 27 1.80 0.41 23872 | 2| 28 4.92 0.58
23593 | 4 | 32 3.71 1.89 95104 | 3 | 32 7.67 2.13
94033 | 3 | 33 10.92 8.71 379648 | 4 | 34 16.01 9.34
375457 | 4| 35 40.82 38.09 1517056 | 4 | 35 47.80 39.88

E(16,64) = 0.86
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Abbildung 3.8: Vergleich verschiedener Losungsalgorithmen auf 16 Prozessoren

3.3.7.3 Ebenes lineares Elastizitidtsproblem

Gesucht ist das durch die Wirkung einer Oberflichenkraft Gy = (gn1, gn2)T (siehe Abbil-
dung 3.9) verursachte Verschiebungsfeld @@ = (u, us)”. Dieses Verschiebungsfeld erhiilt man
durch Losung des linearen Elastizitétsproblems (2.5) fiir den ebenen Spannungszustand, d.h.:

Gesucht ist @ = (uy,u9)T € Vo, Vo ={@ € [H}(Q)]? : @ =0 auf I'p}, so dafl

/ (DB, BY) dx = / (G, ) ds
Q I'n
fiir alle 7 € V, gilt. Die Matrizen B und D sind in (2.6) und (2.7) definiert.

Im Testbeispiel wurde mit einem Elastizitdtsmodul £ = 1000, der Poissonschen Quer-
kontraktionszahl v = 0.3 und der Oberflichenkraft Gy = (0, 0.0625)7 gerechnet. Das Gebiet
Q ist in der Abbildung 3.9 dargestellt.

Das Gebiet Q wurde in p (p = 2, 8 oder 32) nichtiiberlappende Teilgebiete ; zerlegt
(siehe Abbildung 3.9). Ausgehend von der mittels des Netzgenerators PARMESH [82] par-
allel erzeugten grobsten Vernetzung 7; erfolgte die Generierung der feineren Vernetzungen
durch eine fortgesetzte Teilung der Dreiecke in vier kongruente Teildreiecke. Die zu den Ver-
netzungen 7; gehorenden Finite-Elemente-Gleichungssysteme wurden unter Verwendung der
stiickweise linearen Knotenbasis pj (siehe (2.15)) aufgebaut.

Wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten wurden zur Losung des Finite-Elemente-
Gleichungssystems Aju; = f, alle beschriebenen parallelen Auflosungsverfahren eingesetzt.
Als Startvektor diente dabei stets der Nullvektor. Die Mehrgitter-Iterationen wurden abge-
brochen, wenn eine Verringerung des Anfangsdefektes um das 10~%-fache, gemessen in der
Euklidischen Norm, erreicht wurde. Der Abbruch des PCG-Verfahrens mit den verschiedenen
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gn2 = 0.0625

I'p

Abbildung 3.9: Zerlegung des Gebietes in 8 Teilgebiete und Darstellung der Vernetzung 7y

Vorkonditionierungen erfolgte beim Erreichen eines relativen Fehlers von 107%, wobei hier
der Fehler in der A,C; 'A;Norm gemessen wurde.

Zuerst wird wieder der Einflul der Anwendung verschiedener Glattungsverfahren und
verschiedener Zyklen auf die Konvergenz des Mehrgitter-Algorithmus 3.2 untersucht. Bei den
Gléattern wurden die Blockvarianten mit (2x2)-Blécken verwendet (siehe Bemerkung 3.2).
Die benétigten Iterationszahlen und Rechenzeiten sind in der Tabelle 3.18 zusammengestellt.
Die entsprechenden Rechnungen wurden auf 32 Prozessoren durchgefiihrt.

Fiir das geddmpfte Jacobi-Verfahren wurde der Ddmpfungsparameter w = 0.75 experi-
mentell ermittelt. Als Loser fiir das Gleichungssystems auf dem grobsten Gitter diente das
Schurkomplement-PCG-Verfahren mit dem BPS-Vorkonditionierer (siehe Abschnitt 3.2.1.3
und [50]), wobei eine Grobgitterlosung mit einer relativen Genauigkeit von £ = 0.05 be-
stimmt wurde. In der Tabelle 3.18 werden die gleichen Bezeichnungen wie in der Tabelle 3.5

verwendet.

Tabelle 3.18: Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Glittern und verschiedenen Zyklen
(#it — Anzahl der Iterationen, ty.s — benotigte Gesamtzeit [s])

V-Zyklus F-Zyklus

1| Jac-(1,1) | Jac-(2,2) | GS-(1v,1v) | GS-(2v,2v) | GS-(2r,2r) | GS-(1v,1v) | GS-(2v,2v)
Hit | oo |#t] fgew |#10] fgoo |#i6] tgon |#it] fg |#it] fgen |#it] fue
82| 1847 | 42| 10.54 | 34| 7.67 | 18| 4.50 | 17| 423 |34 | 7.69 | 18| 4.50
100 | 25.46 | 52| 1593 | 41 | 10.50 | 22| 6.77 | 22| 6.72 | 38 | 17.65 | 19 | 10.27
110 | 31.37 | 61 | 23.26 | 47 | 14.13 | 26 | 10.16 | 26 | 10.00 | 39 | 28.80 | 20 | 18.27
116 | 4541 |69 | 37.21 | 51 | 20.99 | 30 | 17.44 | 30 | 17.37 | 39 | 43.32 | 20 | 29.57
121 | 83.34 |74 | 74.72 | 54 | 41.88 | 31 | 37.45 | 32 | 37.51 | 38 | 69.93 | 20 | 52.35

S Ut B W N
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Die Tabelle 3.18 zeigt, dafl die Anwendung des V-Zyklus mit zwei Gauf3-Seidel-Schritten
vorwérts zum schnellsten Mehrgitter-Algorithmus fiithrt. In [143, 144] wurden auch Gaufl-
Seidel-Glédtter mit anderen Reihenfolgen des Durchlaufs der Gleichungen getestet, z.B. Gauf-
Seidel-Schritte vorwérts in der Vorglidttung und riickwérts in der Nachgldttung oder ein
GaufB-Seidel-Schritt vorwérts gefolgt von einem riickwérts in der Vor- und der Nachgldttung.
Alle diese Varianten lieferten keine bessere Konvergenz des Mehrgitter-Verfahrens. Die An-
wendung des verallgemeinerten V-Zyklus bzw. des W-Zyklus ergab Mehrgitter-Verfahren
mit nahezu den gleichen Konvergenzeigenschaften wie beim Einsatz des F-Zyklus. Der ver-
allgemeinerte V-Zyklus benotigte etwas geringere Rechenzeiten als der F-Zyklus, die Re-
chenzeiten fiir den W-Zyklus waren wesentlich hoher.

Im folgenden wird ein Mehrgitter-V-Zyklus zur Definition eines Vorkonditionierers im
PCG-Verfahren genutzt. Auch in diesem Fall wurde der Einflufl der Wahl des Glétters auf
die Konvergenz des entstehenden MG(1)-PCG-Verfahrens untersucht. Um einen symmetri-
schen Vorkonditionierer zu erhalten, miissen beim Gauf-Seidel-Glédtter die Gleichungen in
der Vor- und Nachgldttung in entgegengesetzter Reihenfolge durchlaufen werden. Aus der
Tabelle 3.19 ist ersichtlich, dafl die Durchfiihrung von einem Gauf-Seidel-Schritt vorwarts
in der Vorgldttung und einem Schritt riickwérts in der Nachgldttung am geeignetsten ist.

Tabelle 3.19: MG(1)-PCG-Verfahren mit verschiedenen Glédttern
(#it — Anzahl der Iterationen, tyes — bendtigte Gesamtzeit [s])

GS-(1r,1v) | GS-(1v,1r) | GS-(2r,2v) | GS-(2v,2r)
B | taon | #10] faon | 00| lg | #it] taoe

13 2.61 | 13 2.71 8 2.02 8 2.01
14 3.34 | 14 3.29 9 2.79 9 2.82
15 4.25 | 14 3.96 | 10 3.96 9 3.66
15 6.04 | 14 5.58 | 11 6.55 | 10 6.01
15 | 11.83 | 14 | 11.19 | 11 | 14.31 | 10 | 12.67

l

S Ut W N

Als weiteres Auflésungsverfahren wurde das PCG-Verfahren mit additiven Multilevel-
Vorkonditionierern eingesetzt. Dabei wurden im additiven Multilevel-Algorithmus (Algorith-
mus 3.9) als Gliattungsverfahren zwei Iterationsschritte des geddmpften Jacobi-Verfahrens
(3.18), und m-mal ein Iterationsschritt des GauB-Seidel-Verfahrens riickwirts gefolgt von
einem Schritt des GauB-Seidel-Verfahrens (3.22) vorwirts eingesetzt. Hierbei wurden wie-
der die Blockvarianten dieser Verfahren mit (2 x 2)-Blécken verwendet. Im Jacobi-Verfahren
wurden auf dem Gitter 75 der Parameter w = 0.78, auf den Gittern 73, 74, 75 der Para-
meter w = 0.75 und auf dem Gitter 75 der Parameter w = 0.72 genutzt. Weiterhin wurden
Experimente mit dem MDS-Vorkonditionierer (3.77) durchgefiihrt. In der Tabelle 3.20 sind
die Iterationszahlen und die bendtigten Rechenzeiten angegeben. Die Anwendung von einem
symmetrischen Gaufi-Seidel-Schritt fiihrt zum schnellsten PCG-Algorithmus mit additiven
Multilevel-Vorkonditionierer.

Zahlreiche Experimente mit dem AMLI-Vorkonditionierer sind in [116] dokumentiert.
Es zeigte sich, dafi der Einsatz des Polynoms (1 — ¢) in der Schurkomplementapproxima-
tion (3.96) die besten Resultate hinsichtlich der benétigten Rechenzeit des AMLI-PCG-
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Tabelle 3.20: Add-ML-PCG-Verfahren mit verschiedenen Gliattern
(#it — Anzahl der Iterationen, tq.s — bendtigte Gesamtzeit [s])

MDS JAC-(2) | GS-(1rv) | GS-(2rv)
#it lges #it tges #it lges #it lges
31| 608 22| 444 |19 | 370 | 15| 3.33
41 | 841 |28 | 621 |24 | 507 | 20| 491
48 | 1047 | 32 | 7.73 | 28 | 6.63 | 23 | 647
52 | 13.03 | 35 | 10.79 | 30 | 9.52 | 25 | 10.73
55 | 2047 | 37 | 19.90 | 31 | 19.45 | 27 | 26.77

S Ut = W N

Verfahrens liefert.

In der Tabelle 3.21 wird der Einflufl der Wahl der Matrix Cl,mm auf die Konvergenz des
AMLI-PCG-Verfahrens gezeigt. Dabei werden das geddmpfte Jacobi-Verfahren (3.104) und
das symmetrische Gauf3-Seidel-Verfahren (3.106) genutzt. Bei den Berechnungen auf einem
Prozessor wurde das innerhalb des Vorkonditionierers zu l6sende Grobgittergleichungssystem
mittels des Cholesky-Verfahrens geltst. Bei den Rechnungen auf 2, 8 und 32 Prozessoren
erfolgte die Losung des Grobgittersystems iterativ mit einer relativen Genauigkeit € = 0.05.
Hierbei wurde das PCG-Verfahren mit dem BPS-Vorkonditionierer auf das entsprechende
Schurkomplementsystem (3.53) angewendet. Wie die Experimente aus [116] zeigen, fithrt die
ndherungsweise Losung des Grobgittersystems nur zu einer Erhéhung der Iterationszahlen
um zwei bis drei Iterationen im Vergleich zur exakten Grobgitterlosung.

Tabelle 3.21: AMLI-PCG-Verfahren mit verschiedener Wahl von C_'z,mm
(#it — Anzahl der Iterationen, tq.s — bendtigte Gesamtzeit [s])

Cl7mm = Ame(Ime - (gl:{mm)g)_l

1 Prozessor | 2 Prozessoren | 8 Prozessoren | 32 Prozessoren
[ | #it | fges | #it | tges | FHb | fges | #it | fges
2| 16 6.02 | 18 1.98 18 1.96 17 3.41
3] 23 | 2115 | 24 4.47 24 3.50 22 5.00
4 32 15.69 33 8.45 29 7.63
5 42 28.56 36 14.05
6 41 34.24

C’l,mm = Al,mm(ll,mm - S’lc,;rrszm)_l

1 Prozessor | 2 Prozessoren | 8 Prozessoren | 32 Prozessoren
U] #t | tges | #it tges #it tges #it tges
2| 15 7.44 | 16 1.79 16 1.67 16 3.02
3| 17 | 19.92 | 20 4.10 20 2.85 19 3.93
4 24 14.02 23 6.19 23 5.68
5 27 20.87 27 10.26
6 31 27.77

Offenbar ist sowohl bei der sequentiellen Rechnung als auch bei der parallelen Abarbei-
tung das symmetrische Gaufl-Seidel-Verfahren das geeignetere Verfahren.
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Im folgenden werden das Mehrgitter-Verfahren, das MG(1)-PCG-Verfahren, PCG-Ver-
fahren mit additiven Multilevel-Vorkonditionierern (Add-ML-PCG und MDS-PCG (Multi-
level-Diagonal-Scaling, siehe Abschnitt 3.3.3, Beziehung (3.77)), das AMLI-PCG-Verfahren
und das DD-PCG-Verfahren miteinander verglichen.

In den verschiedenen Verfahren wurden die folgenden Verfahrenskomponenten genutzt:
Mehrgitter-Verfahren: V-Zyklus mit jeweils zwei Schritten des Gaufl-Seidel-Verfahrens

(3.22) vorwirts in der Vor- und Nachglittung
MG(1)-PCG-Verfahren: ~ Vorkonditionierung mit einem V-Zyklus mit jeweils einem
Schritt des GauB-Seidel-Verfahrens (3.22) vorwiérts in der Vor-
glattung und einem Gauf-Seidel-Schritt riickwérts in der Nach-
glattung
Add-ML-PCG-Verfahren Vorkonditionierung mit additiven Multilevel-Algorithmus (Algo-
rithmus 3.9) mit einem GauB-Seidel-Schritt riickwirts gefolgt
von einem Gauf-Seidel-Schritt vorwirts als Glatter
AMLI-PCG-Verfahren: ~ Polynom (1 —t) bei der Schurkomplementapproximation (3.96),
Definition der Matrix C_’me mittels eines Iterationsschrittes des
symmetrischen Gauf-Seidel-Verfahrens (3.106)
DD-PCG-Verfahren: ASM-DD-Vorkonditionierer (3.128), wobei bei der Basistrans-
formation ein hierarchischer Fortsetzungsoperator gekoppelt mit
zwei Iterationsschritten des Gauf-Seidel-Verfahrens vorwirts ge-
nutzt wurde. Cj s ist durch einen Mehrgitter-1-Zyklus mit zwei
Iterationsschritten des Gauf-Seidel-Verfahrens in der Vor- und
Nachgldttung definiert. Als Vorkonditionierer Cj+ wurde der
BPS-Vorkonditionierer gewéhlt.

Im Mehrgitter-Verfahren, im MG(1)-PCG-Verfahren, im Add-ML-PCG-Verfahren, im
MDS-PCG-Verfahren und im AMLI-PCG-Verfahren wurden bei den Berechnungen auf ei-
nem Prozessor die jeweiligen Gleichungssysteme auf dem grobsten Gitter mittels des Choles-
ky-Verfahrens gelost. Bei der parallelen Losung erfolgte die Grobgitterlosung mittels des
PCG-Verfahrens angewendet auf das Schurkomplementsystem (3.53). Hierbei wurde der
BPS-Vorkonditionierer eingesetzt. Die Grobgittersysteme wurden mit einer relativen Ge-
nauigkeit von ¢ = 0.05 gelost.

Bei den Vergleichsrechnungen in der Tabelle 3.22 hat das grobste Gitter auf einem und
auf zwei Prozessoren 23 Knoten, auf 8 Prozessoren 77 Knoten und auf 32 Prozessoren 281
Knoten. Das feinste Gitter enthélt auf einem und zwei Prozessoren 16577 Knoten, auf 8
Prozessoren 65921 Knoten und auf 32 Prozessoren 262913 Knoten.

Das Mehrgitter-Verfahren, das MG(1)-PCG-Verfahren und das Add-ML-PCG-Verfahren
weisen ungefdhr die gleichen skalierten Effizienzen auf. Eine bessere Skalierbarkeit besit-
zen wiederum das DD- und das AMLI-PCG-Verfahren. Die Ursache dafiir ist, dal im DD-
Verfahren nur auf dem feinsten Gitter Kommunikation bei der Typumwandlung eines Vektors
erforderlich ist, und daff beim AMLI-Vorkonditionierer auf den Gittern 7, k = 2,3, ..., 1, kei-
ne Kommunikation beziiglich der Kreuzungsknoten durchgefithrt werden mufl. Das MG(1)-
PCG-Verfahren ist sowohl im sequentiellen als auch im parallelen Fall der schnellste Algo-
rithmus.
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Tabelle 3.22: Vergleich der parallelen Loser

Gesamtzeit [s], tarith —

Zeit fiir Arithmetik [s])

1 Prozessor 2 Prozessoren 8 Prozessoren 32 Prozessoren
l #lt ‘ tges #lt ‘ tges ‘ tarith #lt ‘ tges ‘ Larith #lt ‘ tges ‘ Larith
MG
2 17 0.04 15 0.48 0.12 16 1.53 0.22 18 4.50 0.45
3 23 035 | 21 0.93 0.32 21 2.50 047 | 22 6.77 0.77
4 27 1.82 | 25 1.94 1.08 25 4.24 1.37 | 26 10.16 1.77
5 30 813 | 29 5.69 4.52 31 10.04 5.89 30 17.44 6.14
6 35 | 38.18 | 34 | 21.84 | 20.11 35 | 31.20 | 25.70 31 37.45 | 23.39
E(1,p) 0.87 0.61 0.50
E(1,2) =0.87 E(2,8) =0.70 E(8,32)=0.83
MG(1)-PCG
2 13 0.02 13 0.36 0.09 13 1.08 0.16 13 2.71 0.29
3 14 0.14 14 0.48 0.16 14 1.34 0.25 14 3.29 0.38
4 15 0.65 15 0.81 0.43 15 1.84 0.55 14 3.96 0.67
5 15 2.69 16 2.04 1.59 15 3.32 1.89 14 5.58 1.94
6 16 11.30 16 6.55 6.02 16 9.40 7.71 14 11.19 6.97
E(1,p) 0.86 0.60 0.50
E(1,2) =0.86 E(2,8) =0.69 E(8,32) =0.84
Add-ML-PCG
2 19 0.03 19 0.48 0.12 20 1.54 0.23 19 3.70 0.40
3 25 0.20 | 25 0.73 0.25 25 2.09 0.39 24 5.07 0.62
4 30 1.01 30 1.33 0.72 29 2.93 0.93 28 6.63 1.21
5 33 4.52 | 33 3.44 2.76 33 5.88 3.54 | 30 9.52 3.56
6 36 | 20.00 | 36 11.99 | 11.19 | 36 17.32 | 14.73 31 19.45 | 13.06
E(1,p) 0.83 0.57 0.51
E(1,2) =0.83 E(2,8) =0.69 E(8,32) = 0.89
MDS-PCG
2 29 0.03 | 30 0.74 0.17 | 31 2.35 0.33 31 6.08 0.64
3 42 0.16 | 41 1.03 0.28 43 3.38 0.52 | 41 8.41 0.94
4 49 0.76 | 50 1.53 0.60 50 4.25 0.91 48 10.47 1.42
5 55 3.28 | 56 3.00 1.93 56 6.36 2.63 52 13.03 3.09
6 60 14.25 | 61 8.58 7.36 60 13.85 9.64 | 55 20.47 9.72
E(1,p) 0.83 0.51 0.34
E(1,2) =0.83 E(2,8) = 0.62 E(8,32) = 0.67
AMLI-PCG
2 14 0.05 15 0.41 0.12 16 1.25 0.20 16 3.02 0.35
3 18 0.27 | 20 0.66 0.26 20 1.81 0.38 19 3.93 0.55
4 23 1.44 | 24 1.36 0.86 24 2.94 1.16 23 5.68 1.33
5 27 6.90 | 29 4.49 3.84 28 7.01 4.83 27 10.26 4.93
6 31 31.25 | 33 17.75 | 16.90 | 32 24.01 | 21.30 31 27.77 | 21.17
E(1,p) 0.88 0.65 0.56
E(1,2) =0.88 E(2,8) =0.73 E(8,32) = 0.86
DD-PCG
2 34 0.25 0.08 38 0.79 0.14 | 38 2.10 0.21
3 42 0.54 0.29 45 1.30 0.41 44 3.14 0.48
4 50 1.73 1.39 53 2.89 1.74 | 52 5.48 1.81
5 60 7.46 6.96 62 10.23 8.72 64 14.22 9.17
6 76 | 36.64 | 35.67 | 79 | 47.54 | 45.09 81 54.26 | 46.83
E(2,8) =0.77 E(8,32) = 0.87
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Wie in den vorangegangenen Abschnitten wurde wieder getestet, ob man schnellere Al-
gorithmen erhalten kann, wenn in den Losungsprozefl eine kleinere Anzahl von Gittern ein-
bezogen wird. In der Tabelle 3.23 sind die entsprechenden Resultate zusammengestellt. Die
Tabelle enthélt fiir die Losung eines Gleichungssystems mit N Unbekannten die Anzahl der
verwendeten Gitter, die Anzahl der benotigten Iterationen, die Gesamtzeit und die Zeit fiir
die Arithmetik. Ein vergleich der Tabellen 3.22 und 3.23 zeigt, dafl insbesondere beim AMLI-
und beim DD-Vorkonditionierer der Einsatz von weniger Gittern zu einer Reduzierung der
Rechenzeit fithrte. Weiterhin ist bei allen Verfahren erkennbar, daf es bei den Experimenten
auf 32 Prozessoren giinstig ist, weniger Gitter und somit ein gréfleres Grobgittersystem zu
nutzen.

Die Abbildungen 3.10 und 3.11 zeigen ebenfalls den Vergleich der verschiedenen Verfahren
auf einem Prozessor und auf 8 Prozessoren.

Tges 4 MG, V22 &

354  MG(1)-PCG *—

Add-ML-PCG +—

30+ MDS-PCG B~

AMLI-PCG &~
25-
20-
154
10+
5_
0_

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 N,

Abbildung 3.10: Vergleich verschiedener Losungsalgorithmen auf einem Prozessor

tges b MG, V22 &

354 MG(1)-PCG *—
Add-ML-PCG +—
30+ MDS-PCG &~
AMLI-PCG -o—

254 DD-PCG A

0 20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000 N,

Abbildung 3.11: Vergleich verschiedener Losungsalgorithmen auf 8 Prozessoren
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Tabelle 3.23: Vergleich mit bester Wahl der Anzahl verwendeter Gitter
(N - Anzahl der Unbekannten, [ - Gitterzahl, #it — Tterationszahl,
tges — Gesamtzeit [s], tarith — Zeit fiir Arithmetik [s])

1 Prozessor 2 Prozessoren 8 Prozessoren 32 Prozessoren
N l ‘ #lt ‘ tges l ‘ #lt ‘ tges ‘ tarith l ‘ #lt ‘ tges ‘ Larith l ‘ #lt ‘ tges ‘ Larith
MG
2146 | 2 | 19 1.43 | 3| 22 1.72 1.02 | 2| 18 2.48 053 | 2] 18 4.50 0.45
8386 | 3 | 28 767 | 4| 28 5.54 443 | 2| 19 4.20 1.93 | 2| 19 6.00 0.80
33154 | 3| 28 | 3344 | 6| 34 | 21.84 | 20.11 | 3 | 27 9.49 6.11 | 2| 20 8.85 2.32
131842 4|33 12982 | 2530 | 4| 26 | 15.45 5.50
525826 41 26 | 32.52 | 20.76
E(1,p) 0.77 0.56 0.51
E(1,2) =0.77 E(2,8) =0.73 E(8,32) = 0.91
MG(1)-PCG
2146 | 3 | 14 061 | 4| 15 0.81 043 | 3| 14 1.34 025 | 2| 13 2.71 0.29
8386 | 3 | 14 249 | 4| 15 1.97 153 | 4| 15 1.84 055 | 3] 14 3.29 0.38
33154 | 4 | 14 | 10.21 | 5| 15 6.29 578 | 5] 15 3.32 1.89 | 4| 14 3.96 0.67
131842 6| 16 9.40 771 | 5| 14 5.58 1.94
525826 6| 14 | 11.19 6.97
E(1,p) 0.81 0.54 0.45
E(1,2) =0.81 E(2,8) = 0.67 E(8,32) = 0.84
Add-ML-PCG
2146 | 3 | 26 0.89 | 4| 30 1.33 072 | 2] 20 2.05 044 | 2] 19 3.70 0.40
8386 | 3 | 26 390 | 4| 30 3.37 262 | 4| 29 2.93 093 |21 19 4.74 0.65
33154 | 4|30 | 1693 |5 | 34 | 11.71 | 10.83 | 5| 33 5.88 3.54 | 4| 28 6.63 1.21
131842 4129|1599 | 13.11 | 5| 30 9.52 3.56
525826 4| 25| 18.73 | 11.82
E(1,p) 0.72 0.53 0.45
E(1,2) =0.72 E(2,8) =0.73 E(8,32) = 0.85
MDS-PCG
2146 | 3 | 43 069 | 4| 50 1.53 060 | 2| 32 3.10 061 | 2| 31 6.08 0.64
8386 | 3 | 43 3.10 | 5| 56 3.00 1.93 | 4| 50 4.25 091 |2 31 7.53 0.98
33154 | 4| 50 | 1272 | 6 | 61 8.58 736 | 5| 56 6.36 263 | 3| 39 9.92 1.49
131842 6| 60 | 13.85 964 | 3| 38 | 12.98 3.96
525826 6 | 55 | 20.47 9.72
E(1,p) 0.74 0.46 0.31
E(1,2) =0.74 E(2,8) = 0.62 E(8,32) = 0.68
AMLI-PCG
2146 | 3 | 18 1.13 13| 20 1.33 083 | 2] 16 1.66 039 | 2| 16 3.04 0.35
8386 | 3 | 18 478 | 4| 24 3.99 331 | 3] 20 2.81 1.08 | 2| 16 3.75 0.57
33154 | 4| 21 | 2151 | 4| 24 | 14.12 | 13.30 | 3 | 19 6.04 419 | 3| 19 5.42 1.25
131842 4123 119.05| 16.59 | 3| 18 9.00 4.20
525826 41 22| 23.00 | 16.36
E(1,p) 0.76 0.56 0.46
E(1,2) =0.76 E(2,8) =0.74 E(8,32) = 0.83
DD-PCG
2146 2| 41 1.52 1.24 | 2| 42 1.20 037 | 2] 38 2.10 0.21
8386 3| 48 6.03 566 | 2 | 45 2.59 1.59 | 2| 43 3.07 0.46
33154 3149 | 26.03 | 25.50 | 3| 48 8.02 6.81 | 2| 43 4.70 1.62
131842 3|47 | 31.00 | 29.55 | 3| 45 | 10.13 6.54
525826 3| 44 | 32.03 | 27.93
E(2,8) = 0.83 E(8,32) = 0.97
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3.3.7.4 Poisson-Gleichung im Quader

In diesem Abschnitt werden verschiedene parallele Auflésungsverfahren anhand der Poisson-
Gleichung in einem Quader verglichen. Die numerischen Experimente wurden auf dem GC/
PowerPlus und auf einem Parsytec Parallelrechnersystem GCel-192 durchgefiihrt. Das GCel-
System besteht aus 192 Transputern T805 mit je 4 MByte Speicherkapazitit. Die technischen
Daten beziiglich des GC/PowerPlus wurden bereits am Anfang des Abschnittes 3.3.7 ange-
geben.

Im weiteren wird folgendes Randwertproblem betrachtet:

Gesucht ist u € V), so dafl

/VTv(x)Vu(x) dr = /f(x)v(x) dx—i—/gz(x)v(x) ds (3.134)

fir alle v € Vp mit Vo = {u € HY(Q) : u = 0 auf I';} gilt. Das Gebiet Q ist der Quader
(0,2) x (0,2) x (0,2), 'y = {(x1,29,23) : 0 < x1,29 <2, 23 =0} und T'y = 9Q \ T';. Die
Funktionen f(x) und g»(x) wurden so gewéhlt, daf

w(z) =x1(2 — x1) sin(%w) 13(2 — x3) exp (% + % + %)

die exakte Losung des Randwertproblems (3.134) ist.

Fiir das Gebiet Q2 wurde eine grobe Vernetzung 7; mit 768 Tetraederelementen und 205
Knoten sequentiell erzeugt. Diese Grobgitterelemente wurden auf 8 bzw. 64 Prozessoren ver-
teilt. Die Generierung der feineren Vernetzungen 7, k = 2,3,...,1, erfolgte durch einen
fortgesetzten Verfeinerungsproze$ unter Nutzung der Verfeinerungsregeln von BEY [33], wo-
bei jedes Tetraeder in jeweils acht Teiltetraeder zerlegt wurde. Die Gitter 7, k = 2,3,...,1,
enthalten 1305, 9265, 69729 und 540865 Knoten.

Die Diskretisierung des Randwertproblems (3.134) auf den Gittern 7, £ = 1,...,1 —
1, basiert auf der stiickweise linearen Knotenbasis (2.12). Fiir die feinste Diskretisierung
wurden sowohl die stiickweise linearen Ansatzfunktionen (2.12) auf dem Netz 7; als auch die
stiickweise quadratischen Ansatzfunktionen (2.13) auf dem Netz 7;_; genutzt.

Zur Losung des Finite-Elemente-Gleichungssystems A;u; = f, wurden Mehrgitter-Ver-
fahren und das Verfahren der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierern basierend auf
Mehrgitter-Verfahren (siehe Abschnitt 3.3.2) bzw. additiven Multilevel-Vorkonditionierern
(siehe Abschnitt 3.3.3) eingesetzt. Als Startvektor wurde bei allen Verfahren der Nullvektor
gewihlt. Die Mehrgitter-Iterationen wurden beim Erreichen eines relativen Defektes (in der
Euklidischen Norm) kleiner oder gleich 10~* abgebrochen. Der Abbruch des PCG-Verfahrens
erfolgte, wenn ein relativer Fehler von 107#, gemessen in der A, C;"' A,~Norm, erreicht wurde.

Zuerst wird der Einflul der Wahl der Glatter auf die Konvergenz des Mehrgitter-Verfah-
rens getestet. Im Mehrgitter-Algorithmus wurde der V-Zyklus mit jeweils zwei Glattungs-
schritten in der Vor- und Nachgldttung durchgefiihrt, wobei die im Abschnitt 3.2.1.1 be-
schriebenen Glétter, d.h. das geddmpfte Jacobi-Verfahren, das Gauf-Seidel-Verfahren und
das unvollstédndige Cholesky-Verfahren, eingesetzt wurden. In der Tabelle 3.24 sind die Ite-
rationszahlen und die benotigten Rechenzeiten auf einem Prozessor und auf 8 bzw. 64 Pro-
zessoren zusammengestellt. Die skalierten Effizienzen E wurden unter Nutzung der jeweils
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letzten Zeile jeder Spalte geméfl der Beziehung (3.133) berechnet. Die Tabelle 3.24 enthélt
fiir die Experimente auf dem GC/PowerPlus-128 auBerdem skalierte Effizienzen F, die unter
Verwendung der Zeiten aus der jeweils vorletzten Zeile jeder Spalte berechnet wurden, so
daB diese Effizienzen E mit den Effizienzen F vom GCel-192 vergleichbar sind. In den folgen-
den Tabellen bezeichnet GS(2v,2v) die Anwendung von zwei Iterationsschritten des Gauf-
Seidel-Glétters vorwirts in der Vor- und Nachglittung, Jac-(2,2) steht fiir die Anwendung
des gedémpften Jacobi-Glitters und TUUT-(2,2) fiir das unvollstindige Cholesky-Verfahren.
Als Dampfungsparameter wurde fiir das Jacobi-Verfahren w;, = 0.96 experimentell ermittelt.

Die Tabelle 3.24 zeigt, dafl der Einsatz des unvollstdndigen Cholesky-Glétters zum Mehr-
gitter-Algorithmus mit den besten Konvergenzeigenschaften und auch zum schnellsten Al-
gorithmus fiithrt. Die fallende Anzahl von Mehrgitter-Iterationen mit dem unvollstédndi-
gen Cholesky-Glatter bei wachsender Anzahl von Gittern im Mehrgitter-Algorithmus ist
durch folgendes begriindet: Die unvollstdndige Cholesky-Faktorisierung wurde fiir die Ma-
trix A} aus (3.24) berechnet. Diese Matrix erhélt man durch Streichen von gewissen Nicht-
Nulleintragen der Steifigkeitsmatrix Ay, (siehe Abschnitt 3.2.1.1). Die Anzahl der gestrichenen
Eintriage ist unabhingig von der Gitternummer & und folglich unterscheiden sich Aj und Aj,
immer weniger fiir wachsendes k.

Wie im Abschnitt 3.2.1.1 beschrieben wurde, kann die Kommunikation beim geddampf-
ten Jacobi- und beim unvollstdndigen Cholesky-Verfahren effektiver durchgefiihrt werden
als beim Gauf}-Seidel-Verfahren, d.h. Daten beziiglich der Kanten- und Fléchenkoppelkno-
ten konnen bei den ersteren Verfahren gemeinsam ausgetauscht werden (siehe auch Ab-
schnitt 3.1.2). Dies fiihrt zu den zum Teil besseren skalierten Effizienzen im Vergleich zum
Gauf3-Seidel-Verfahren.

Vergleicht man die Effizienzen E bei den Berechnungen auf dem GC/PowerPlus-128
und die Effizienzen E auf dem GCel-192, dann wird deutlich, dafl die skalierten Effizienzen
auf dem GCel-System wesentlich besser sind. Die Ursache dafiir liegt in der relativ ho-
hen Prozessorleistung und der niedrigen Kommunikationsleistung beim GC/PowerPlus-128.
Aus den Resultaten in der Tabelle 3.24 kann man schlieffen, dafl die Arithmetik auf dem
GC/PowerPlus etwa 25mal schneller durchgefiihrt wird als auf dem GCel-192, die Kommu-
nikationsleistung ist aber nur etwa doppelt so hoch.

Beim Einsatz eines Mehrgitter-V'-Zyklus zur Definition eines Vorkonditionierers im PCG-
Verfahren wurde jeweils ein Glattungsschritt in der Vor- und Nachgléttung durchgefiihrt. Die
numerischen Experimente sind in der Tabelle 3.25 dokumentiert. Es zeigt sich, dafl hier die
Anwendung des geddmpften Jacobi-Glitters zum schnellsten Verfahren fiihrt.

Weiterhin wurden noch additive Multilevel-Vorkonditionierer gem&fl Algorithmus 3.9 ge-
testet. Dabei wurden sowohl das Jacobi-Verfahren (Jac-1, Jac-2) als auch das unvollstédndige
Cholesky-Verfahren (IUUT — 1, TUUT — 2) mit einem Iterationsschritt bzw. zwei Iterations-
schritten eingesetzt. Wie bereits im Abschnitt 3.3.3 bemerkt wurde, fiihrt die Anwendung ei-
nes Iterationsschrittes des Jacobi-Verfahrens zum MDS-Vorkonditionierer von ZHANG [255].
Aus der Tabelle 3.26 wird deutlich, dafl bei diesem Testproblem der MDS-Vorkonditionierer
den schnellsten PCG-Algorithmus mit additivem Multilevel-Vorkonditionierer liefert. Ein
Vergleich der Tabellen 3.25 und 3.26 zeigt, dafl die PCG-Verfahren mit additiven Vorkon-
ditionierern bessere skalierte Effizienzen besitzen. Die Ursache hierfiir liegt darin, dafl im
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additiven Fall die zu kommunizierenden Daten aller Gitter gemeinsam ausgetauscht werden
konnen, so dafl die Anzahl der Startup-Schritte unabhéngig ist von der Anzahl der verwende-
ten Gitter, wihrend sie im Fall des Mehrgitter-Vorkonditionierers mit der Anzahl der Gitter
wiéchst.

Bei den hier prasentierten Experimenten ist das PCG-Verfahren mit Vorkonditionierer
basierend auf einem Mehrgitter-V-Zyklus mit gedampften Jacobi-Glétter das schnellste Ver-
fahren.

Im folgenden werden noch Algorithmen zur Losung des Finite-Elemente-Gleichungssy-
stems Afw, = fF in der stiickweise linearen Knotenbasis (2.12) und des Gleichungssystems

ARy, = i? in der stiickweise quadratischen Knotenbasis (2.13) miteinander verglichen. Tm

Mehrgitter-Algorithmus zur Losung des Gleichungssystems A?@l =f ? werden auf den Hilfs-
gittern 7, k = 1,2,...,1 — 1, die Steifigkeitsmatrizen A}, d.h. die Diskretisierungen mit
stiickweise linearen Funktionen, genutzt. In der Tabelle 3.27 sind die Diskretisierungsfehler,
die Zeiten fiir die Generierung der Netze und der Finite-Elemente-Gleichungssysteme so-
wie fiir die Losungsalgorithmen enthalten. Es bezeichnet MG-V-GS(2v,2v) die Anwendung
des Mehrgitter-Algorithmus mit V-Zyklus und zwei Gauf3-Seidel-Schritten vorwérts in der
Vor- und Nachglittung. Beim MG(1)-PCG-V-GS(1v,1r)-Verfahren wurde zur Definition
des Vorkonditionierers ein Mehrgitter-V-Zyklus mit einem Gauf}-Seidel-Schritt vorwérts in
der Vorglattung und einem riickwérts in der Nachgldttung durchgefiihrt. Die Tabelle 3.27
zeigt, dafl man fiir dieses Beispiel bei einer Diskretisierung mit stiickweise linearen Funk-
tionen und 540865 Knoten nahezu den gleichen Fehler in der H'-Norm erhilt wie bei ei-
ner Diskretisierung mit stiickweise quadratischen Funktionen und 9265 Knoten. Auflerdem
kann man beobachten, dafl die Rechenzeiten zur Generierung der Steifigkeitsmatrizen bei
beiden Diskretisierungen bei gleicher Anzahl von Knoten ungefdhr gleich sind. Da die Stei-
figkeitsmatrix aus der Diskretisierung mit stiickweise quadratischen Ansatzfunktionen mehr
Nicht-Null-Eintrége hat als bei einer Diskretisierung mit stiickweise linearen Funktionen,
erfordern Operationen mit dieser Matrix wie z.B. eine Matrix-Vektor-Multiplikation mehr
arithmetische Operationen. Daher sind die Rechenzeiten fiir die Losungsalgorithmen auch
etwas hoher als bei den Diskretisierungen mit stiickweise linearen Funktionen.

Die Tabelle 3.27 zeigt aber deutlich, dafl die insgesamt benétigte Zeit zur Berechnung von
Néherungslosungen mit gleichem Diskretisierungsfehler beim Einsatz der Diskretisierung mit
stiickweise quadratischen Funktionen wesentlich niedriger ist als beim Einsatz der stiickweise
linearen Funktionen.
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Tabelle 3.24: Mehrgitter-Verfahren mit verschiedenen Glattern
(#it — Anzahl der Iterationen, tges (taricn) — benotigte Gesamtzeit (Zeit fiir die Arithmetik))

GC/PowerPlus-128

GS-(2v,2v) Jac-(2,2)
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l Fit | tges toes | tarith | tges | farith || #it | tges tges | tarith | fges | farith
2 9 0.57 0.79 | 0.26 1.34 | 0.12 9 0.55 0.67 | 0.16 1.29 | 0.08
3 9 4.77 252 | 0.94 3.19 | 0.29 12 4.66 2.08 | 0.80 3.16 | 0.25
4 9 7.71 | 4.94 5.87 | 0.93 13 744 | 5.00 6.03 | 0.93
5 9 13.06 | 4.89 13 14.36 | 5.36
E(l,p) 0.20 0.08 0.23 0.08
E(p, 8p) 0.20 0.40 0.23 0.32
E(1,p) 0.58 0.33 0.59 0.29
E(p,8p) 0.58 0.57 0.59 0.50
10UT-(2,2)
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l Fit | tges tges | tarith | lges | tarith
2 9 0.54 0.80 0.26 1.36 | 0.12
3 8 4.81 1.65 0.73 2.22 | 0.20
4 7 5.61 | 4.20 3.59 | 0.71
5 6 8.37 | 3.94
E(1,p) 0.29 0.13
E(p,8p) 0.29 0.43
E(1,p) 0.81 0.52
E(p,8p) 0.81 0.65
GCel-192
GS-(2v,2v) Jac-(2,2)
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l Fit | tges toes | tarith | tges | farith || #it | tges tges | tarith | fges | farith
2 9 15.90 857 | 6.92 | 6.52 | 2.87 9| 13.38 499 | 395 | 525 | 2.05
3 9 28.65 | 25.26 | 13.76 | 7.38 || 12 24.43 | 21.65 | 14.54 | 5.98
4 9 36.05 | 25.49 || 13 39.80 | 24.30
E(1,p) 0.49 0.37 0.49 0.28
E(p,8p) 0.49 0.75 0.49 0.58
UuT-(2,2)
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l F#it | tges tges | tarith | lges | tarith
2 9 13.72 829 | 6.63 | 6.53 | 2.82
3 8 20.71 | 18.78 | 10.65 | 4.64
4 7 27.03 | 18.33
E(1,p) 0.59 0.43
E(p,8p) 0.59 0.72
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Tabelle 3.25: MG(1)-PCG-Verfahren mit verschiedenen Gléittern
(#it — Anzahl der Iterationen, tges (farith) — bendtigte Gesamtzeit (Zeit fiir die Arithmetik))

GC/PowerPlus-128

GS-(1v,1r) Jac-(1,1)
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l Fit | tges toes | tarith | tges | farith || #it | tges tges | tarith | lges | farith
2 7 0.26 0.35 | 0.12 | 0.62 | 0.05 7 0.25 | 031 | 0.08 | 0.59 | 0.04
3 7 2.24 1.08 | 0.42 1.37 | 0.13 8 1.80 | 0.79 | 0.32 | 1.18 | 0.11
4 7 3.47 | 2.31 2.54 | 042 8 2.62 | 1.80 | 2.07 | 0.33
5 7 580 | 2.32 8 4.85 | 1.90
E(1,p) 0.61 0.35 0.65 0.34
E(p,8p) 0.61 0.58 0.65 0.52
IUUT-(1,1)
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l Fit | tges tges | tarith | fges | farith
2 7 0.31 0.37 | 0.12 | 0.63 | 0.05
3 6 2.99 0.84 | 043 1.02 | 0.11
4 6 3.36 | 2.65 1.88 | 0.43
5 6 5.41 2.82
E(1,p) 0.84 0.50
E(p,8p) 0.84 0.60
GCel-192
GS-(1v,1r) Jac-(1,1)
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l Fit | tges toes | tarith | tges | farith || #it | tges tges | tarith | lges | farith
2 7 7.25 3.87 1 320 | 3.12 1.51 7 598 | 2.64 | 2.18 2.65 | 1.30
3 7 12,70 | 11.28 | 6.25 | 3.11 8 9.27 | 8.25 5.67 | 2.62
4 7 16.00 | 11.16 || 8 13.46 | 7.97
E(1,p) 0.51 0.38 0.58 0.37
E(p,8p) 0.51 0.75 0.58 0.65
IUUT-(1,1)
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l Fit | tges tges | tarith | fges | farith
2 7 7.80 3.97 | 3.28 | 3.18 1.52
3 6 11.77 | 10.92 5.30 | 2.68
4 15.55 | 10.99
E(1,p) 0.59 0.42
E(p,8p) 0.59 0.71
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Tabelle 3.26: Additive Multilevel-Vorkonditionierer mit verschiedenen Glattern
#it — Anzahl der Tterationen, tges (taritn) — benotigte Gesamtzeit (Zeit fiir die Arithmetik
g

GC/PowerPlus-128

Jac-1 (MDS) Jac-2
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l #Hit | fges tges | tarith | tges | farith || #it | tges tges | tarith | fges | tarith
2 14 0.37 0.40 | 0.13 | 0.73 | 0.07 || 11 0.60 0.50 | 0.16 | 0.88 | 0.07
3 20 2.03 0.89 | 0.39 | 1.29 | 0.14 || 13 2.86 1.05 | 0.49 | 1.39 | 0.15
4 23 2.84 | 2.01 | 2.17 | 0.37 || 16 399 | 291 | 270 | 0.50
5 25 5.47 2.17 17 7.25 3.11
E(1,p) 0.67 0.34 0.67 0.36
E(p,8p) 0.67 0.50 0.67 0.53
10UT-1 uT-2
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l Fit | tges toes | tarith | tges | farith || #it | tges tges | tarith | fges | farith
2 15 0.53 0.48 | 0.17 | 0.81 | 0.08 10 0.63 0.52 | 0.19 | 0.85 | 0.08
3 17 | 3.83 1.04 | 0.55 | 1.22 | 0.15 11 4.25 1.14 | 0.61 1.28 | 0.15
4 18 4.01 | 3.24 | 2.06 | 0.51 12 4.62 | 3.72 | 237 | 0.59
5 19 6.20 | 3.45 12 7.04 | 3.84
E(1,p) 0.90 0.56 0.86 0.55
E(p,8p) 0.90 0.63 0.86 0.64
GCel-192
Jac-1 (MDS) Jac-2
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l Fit | tges toes | tarith | tges | farith || #it | tges tges | tarith | fges | farith
2 14 8.17 3.82 | 3.29 3.68 | 2.10 11 12.69 5.85 4.88 4.06 2.03
3 20 10.53 | 9.51 7.15 | 3.78 13 14.48 | 12.69 | 7.60 | 3.63
4 23 15.06 | 9.01 16 20.04 | 11.92
E(1,p) 0.69 0.46 0.78 0.53
E(p,8p) 0.69 0.66 0.78 0.68
wuT-1 TUuT-2
1 Proz. 8 Proz. 64 Proz. 1 Proz. 8 Proz. 64 Proz.
l #Hit | fges tges | tarith | tges | farith || #it | tges tges | tarith | fges | tarith
2 15 | 12.14 542 | 4.61 | 4.42 | 246 | 10 | 13.91 583 | 490 | 4.39 | 2.15
3 17 1538 | 14.29 | 7.31 | 4.13 || 11 16.81 | 15.57 | 7.57 | 3.89
4 18 19.26 | 13.62 || 12 22.16 | 15.23
E(1,p) 0.70 0.53 0.74 0.53
E(p,8p) 0.70 0.75 0.74 0.71
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Tabelle 3.27: Vergleich der Algorithmen bei verschiedenen Diskretisierungen

‘ N; 9265 69729 540865 ‘
‘ Diskretisierung mit stiickweise linearen Funktionen ‘
Fehler: C-Norm 0.5891—1 0.1996—1 0.6312—2

L>-Norm 0.2934—1 0.7465—2 0.1876—2
H!'-Norm 0.8548+0 0.4305+0 0.2158+0
Zeit [s] fiir Generierung
des Gitters 0.03 0.13 0.97
des FE Systems 0.20 1.12 7.99
Zeit [s] fiir die Loser
(Anzahl der Iterationen)
MG-V-GS(2v,2v) 3.19 (9) 5.87 (9) 13.06 (9)
MG(1)-PCG-V-GS(1v,1r) 1.37 (7) 2.54 (7) 5.80 (7)
MDS-PCG 1.29 (20) 2.17 (23) 5.47 (25)

‘ Diskretisierung mit stiickweise quadratischen Funktionen ‘

Fehler: C-Norm 0.5291—1 0.1323—1 0.3306—2
L>-Norm 0.4601—2 0.5899—-3 0.7935—4
H'-Norm 0.1760+0 0.4488—1 0.1133—1

Zeit [s] fiir Generierung

des Gitters 0.03 0.13 0.97
des FE Systems 0.20 1.09 8.10

Zeit [s] fiir die Loser

(Anzahl der Tterationen)

MG-V-GS(2v,2v) 2.90 (8) 5.46 (8) 13.70 (8)
MG(1)-PCG-V-GS(1v,1r) 1.38 (7) 2.65 (7) 6.86 (7)
MDS-PCG 1.30 (20) 2.25 (23) 6.03 (25)

3.4 Mehrgitterverfahren und Extrapolation

In diesem Abschnitt werden sogenannte Mehrgitter-Methoden mit 7-Extrapolation betrach-
tet (siehe z.B. BRANDT [56], HACKBUSCH [108|, SCHAFFER [218] und BERNERT [31, 32]).
Diese liefern durch die implizite Anwendung von Approximationen héherer Ordnung Néhe-
rungslosungen mit einer hoheren Genauigkeit.

Bei der klassischen Richardson-Extrapolation werden zwei oder mehr Ndherungslésungen
verschiedener Gitterniveaus linear kombiniert, um Terme niedriger Ordnung in der Fehler-
entwicklung zu eliminieren. Fiir partielle Differentialgleichungen ist diese Technik bei Diffe-
renzenverfahren z.B. von MARCHUK und SHAIDUROV [179] untersucht worden, im Rahmen
der Finite-Elemente-Methode wurde dies von BLUM, LIN und RANNACHER [37] analysiert.

Im Unterschied dazu werden in den Mehrgitter-Verfahren mit impliziter Extrapolation
nicht die berechneten Ndherungslosungen kombiniert, sondern es erfolgt eine Extrapolation
der Residuen verschiedener Gitterniveaus. Dies ist dquivalent zur Bildung von Linearkom-
binationen von Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren verschiedener Gitterstufen (sieche Ab-
schnitt 3.4.1).

Fiir elliptische Randwertprobleme in zweidimensionalen Gebieten, wie z.B. skalare ellip-
tische Probleme (2.1) oder lineare Elastizitdtsprobleme (2.5), ist bei Verwendung stiickweise
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linearer Ansatzfunktionen das durch die 7-Extrapolation implizit definierte Steifigkeitssy-
stem dquivalent zum Steifigkeitssystem, welches man bei einer Diskretisierung mittels stiick-
weise quadratischer Funktionen erhalten wiirde (siehe JuNG und RUDE [152, 153, 154, 155,
156]). Diese Eigenschaft ist der wesentliche Baustein zum Nachweis, dafi die Iterierten des
Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation gegen eine Losung héherer Ordnung
konvergieren, ndmlich gegen die Losung aus der Diskretisierung mit stiickweise quadratischen
Ansatzfunktionen. Diese Beweistechnik wurde erstmals von JUNG und RUDE eingesetzt.

3.4.1 Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation

Bei der Beschreibung der einzelnen Verfahrenskomponenten wie Glattung, Interpolation und
Restriktion wird im weiteren die hierarchische Knotennumerierung genutzt. Auf dem feinsten
Gitter 7; wird auflerdem noch die Darstellung

Al Az “om Uy, ;sz

(o)) [
fiir das Finite-Elemente-Gleichungssystem verwendet. Dabei entspricht der Index ,v“ den

Knoten im Gitter 7; ; und der Index ,m* den im Gitter 7; neu generierten Knoten.

Weiterhin wird wie im Abschnitt 2.2.3 vorausgesetzt, dafl die Bilinearform und die rechte
Seite des zu losenden Randwertproblems Linearkombinationen von Termen der Gestalt (2.39)
bzw. (2.57) sind. Dabei seien die Koeffizientenfunktionen in der Bilinearform stiickweise
konstant, d.h. konstant iiber den Dreiecken der Vernetzung 7;,_;, oder es seien im Falle
variabler Koeffizienten die in [154, 156] beschriebenen Quadraturformeln bei der Berechnung
der Elemente der Steifigkeitsmatrix eingesetzt worden. Die Funktionen f und ¢, in der
rechten Seite (siehe z.B. (2.2) oder (2.4)) seien ebenfalls stiickweise konstant, oder es seien

zur Berechnung der rechten Seiten fI sowie LL die in der Bemerkung 2.3 angegebenen

L
Quadraturformeln verwendet worden.
In dem im folgenden beschriebenen Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation

sollen Glattungsverfahren folgender Gestalt verwendet werden:

e Vorglattungsverfahren GV(yl ,A L 7l(]s 1)).
Es sei die Startndherung u(J n_ (ul(ﬂvs 1) ﬂl(gnj 1)> gegeben.
Berechne die neue Ndherung u(J °) durch folgenden Algorithmus: Setze ﬂgj’” — ugjj 1)

und berechne eine Ndherungslosung z *) fiir die Losung z,; ,, des Gleichungssystems

Al mm_ =fl - Al mv_(J ) Al mm (]’s K (3135>

—Lm Uy U ,m

mittels v Schritten eines Iterationsverfahren, wobei mit dem Nullvektor gestartet wird.
Der Fehleriibergangsoperator des verwendeten Iterationsverfahrens sei von der Gestalt

Ml,m - (I - C’linlfzmAlem)
Setre 21 = (8l afis 1 )7
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e Nachgléttungsverfahren G} (1}, A}, f* _l(“ Dy

Zur Nachglattung wird der gleiche oder ein zur Vorgldttung analoger Algorithmus ge-
nutzt, bei dem der Fehleriibergangsoperator des Iterationsverfahrens zur ndherungsweisen
Losung eines Gleichungssystems (3.135) die Gestalt M, = (1,,, — C;,\ AF, ) hat.

Beispielsweise kénnen zur ndherungsweisen Losung der Gleichungssysteme (3.135) die im
Abschnitt 3.2.1.1 beschriebenen geddmpften Jacobi-Verfahren, Gauss-Seidel-Verfahren und
unvollstdndigen Cholesky-Verfahren genutzt werden, wobei sie hier auf Gleichungssysteme
mit der Matrix Al,mm anstelle der Matrix A; angewendet werden (siehe auch die Wahl der
Matrix Cj,nm im Abschnitt 3.3.4).

Neben dem im Abschnitt 3.2.1.2 eingefiihrten Restriktionsoperator I}~' (siehe Beziehun-
gen (3.47 und (3.48)) wird noch der Injektionsoperator

Il 1,inj RNZ N RNl_l

bendtigt, bei dessen Anwendung

_(4,8) __ 7l—1,inj _(J,s)
=1 Uy

=l

El(j's) ((JS) — (4,8 ))T

mit 'y s Uy,
gilt.

Bei der Beschreibung des Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation (Algo-
rithmus 3.13) wird wieder mit Blick auf die Implementierung auf einem Parallelrechner die
DD-Knotennumerierung genutzt.

Algorithmus 3.13  (Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation)
Gegeben sei eine Startndherung ggj’m.

1. Vorglittung
(Jl) GV(VlaA flv OO)‘

2. Grobgitterkorrektur

(a) Berechne den Defekt
o) _ 4 WY Z L 1= Linj (7.1
4 =17 (fF - ) = 5 (kA ).

(b) Lose das Grobgittersystem
AILAQE@l = dl@1

mittels ;1 Iterationsschritten eines iiblichen (I —1)-Gitter-Verfahrens, z.B. mit-
tels Algorithmus 3.2, (mit dem Nullvektor als Startndherung) falls [ —1 > 1,
verwende sonst das Verfahren der konjugierten Gradienten mit einer geeigne-
ten Vorkonditionierung oder nutze ein direktes Verfahren. Die erhaltene (Néhe-

(J)

rungs)lésung wird mit w,;”’; bezeichnet.
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(c) Interpohere die Grobgitterlosung w(J ) auf das Gitter 7; und korrigiere die Néhe-

rung Uz , d.h. berechne
S

3. Nachglittung
_( 3= GN(UlaAlLafla (J2>‘

Setze QEHI’O) = gl(j’?’) .
Bevor im Abschnitt 3.4.2 eine alternative Formulierung fiir den Algorithmus 3.13 angege-

ben wird, werden die im Algorithmus 3.13 verwendeten Glattungsschritte und die Berechnung

des Defektes ndher analysiert
_(j s—1)

Die wesentliche Operation in den Glattungsschritten ist die ndherungsweise Losung der
Gleichungssysteme (3.135). Offenbar kann die Gleichung (3.135) durch
gl — —AL (3.136)

4 _
L. _ ~ AL
Al mv—lv lmm—lm

Alele,m = g—l,m
ersetzt werden. Aufgrund der Bemerkungen 2.2 und 2.3 sowie der Lemmata 2.1 und 2.2 gilt
SAL e = APy 2AE = AP und 2f1 = R Folglich ist (3.136) dquivalent zu
_ _AQ 50Ge) _ 4Q (s
fl m A Uy Ko Al mmul m : (3137>

Al mm I,m
Der Schritt 2(a) im Algorithmus 3.13 kann auch durch Ausdriicke in der quadratischen

[

Knotenbasis ersetzt werden. Es gilt
R (F - AlaP D) — S(F, — AL 1Y)
31 \L 3\t -1 Y
4 (I jT ) __qu; Alva AlLvm Eloz;l)
= 3 Wi l,mv = _ i
1(( Ao [ a
- -1 | = =1 v (3.138)
3 0 0 O 0
4 fr 1 fr
= (Il v va> o jlm Y it
S S\ ) 3\ 0
Al AL 1A, 0 a(j’l)
N lov L,vm = -1 =l

ALex—U»”) — ffﬁl(fg_"i?@z] 1))

Il 1( rL,ex
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Abex — = A Alum 1 Aiy 0 und f}” floex _ 4 7lLv 21 I
! 1L iL 1 .
Al muv Al ,mm 3 0 0 f 3 0

Wegen der Aquivalenz der Gleichungen (3.135) und (3.137) konnen die Vor- und Nach-
gliattungsschritte durch die Vor- und Nachgldttungsverfahren

GY (Y AL fRa™ ) und - GR (Y, AR, FR )

ersetzt werden.
Weiterhin folgt aus (3.138), dafi die Berechnung des Defektes im Schritt 2(a) des Algo-
rithmus 3.13 dquivalent zur Defektberechnung

N o
dy =477 - Aa)

ist. Folglich kann der Algorithmus 3.13 auch als Mehrgitter-Algorithmus zur Losung des
Finite-Elemente-Gleichungssystems A?@l = _? betrachtet werden.

Der Algorithmus 3.13 kann auch in Termen der zweistufigen h- oder p-hierarchischen
Basis (siehe (2.21) und (2.22)) formuliert werden. Wegen der aus (2.32), (2.28) und (2.38)
abgeleiteten Beziehungen

—(jas_1> — cjll_lﬁgj’s_1>, dh l—[/(jas_1> "’(Js 1) l—[/(j'us_l) Jl ol (]‘9 1) +u(jas_1>

Uy Uy, Uy, » U, Uy, U

mit J/7" aus (2.28), f1 = L und Ay, = AF,.,, folgt aus (3.136)

4 = 4 _
_Alemm—(JS _f fL( )_ —AL

l ;mu—l.v I,mm

(Jl,mvﬁl(i;s_l) + ﬁ(jjs_1)> .

I,m

G — gle ) (= g0 = g

Wird noch beachtet, dal in den Glattungsverfahren u s,
+ AL Jimo (siehe (2.38)) gilt, dann erhélt man

gesetzt wird, und daB /zllL = Al

l,mv
Az EmmZi) = —f Al L") — —Al LY (3.139)
oder die wegen (2.44) dquivalente Beziehung

AR 208 = fQ _AQ g Qg (3.140)

[,mm lmv l,v lmm—lm

Eine einfache Rechnung liefert bei Anwendung der Beziehungen (2.28), (3.47), (3.48) und
(2.38) die Aquivalenz des Grobgitterkorrektur-Schrittes

2 1 —1 n —17l—1/ pL,ex AL.ex (7,1
5" =g+ I = METAL) T T (™ - Ar)
aus Algorithmus 3.13 und des Grobgitterkorrektur-Schrittes

— (A @Y ¢ Ay E)

lvm =l,m

=(7,2 =(7,1 _ T _
gt = @l (I - MM (AR )T

Zlv Zlv

=(72) _ =1
Zlm - @l,m

-1 (3.141)
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in der zweistufig h-hierarchischen Basis bzw.

=(4,2 = 1 =(4,1 =(5,1
i = (e = M)A - ARl - AR
iy =

in der zweistufig p-hierarchischen Basis. Mit M;_; ist hier wie im Abschnitt 3.2.1 der Feh-
leriibergangsoperator des (I — 1)-Gitter-Verfahrens bezeichnet.

Die Formulierung des Algorithmus 3.13 in der zweistufig h- bzw. p hierarchischen Basis
erhdlt man dann, wenn als Startnédherung der Vektor u(] 0) = (JH! ul o 30) genutzt wird, die
Vor- und Nachgliattungsschritte durch die wegen (3.139) und (3.140) dquivalenten Verfahren

GV(VI 712LL Eaﬁl(j’o)> und G}\I( Al 7faﬁ§j’2>>

bzw.
GV AR L) wd G0N AR FL )

und der Grobgitterkorrektur-Schritt durch (3.141) bzw. (3.142) ersetzt werden. Somit existie-
ren fiir den Algorithmus 3.13 vier dquivalente Formulierungen, ndmlich die Formulierungen
in der stiickweise linearen bzw. stiickweise quadratischen Knotenbasis sowie in der zweistufig
h- bzw. p-hierarchischen Basis.

Unter Ausnutzung dieser Tatsache werden im folgenden Abschnitt Konvergenzeigenschaf-
ten des Algorithmus 3.13 bewiesen.

3.4.2 Konvergenzresultat

Entsprechend der im vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten Aquivalenz des Mehrgitter-
Algorithmus mit impliziter Extrapolation zu einem Mehrgitter-Algorithmus fiir das Fini-
te-Elemente-Gleichungssystem in der zweistufig p-hierarchischen Basis kann der Algorith-
mus 3.13 in der folgenden abstrakteren Form formuliert werden.

Unter Nutzung der Zerlegung

V=Vt =VE 4T

des Finite-Elemente-Raumes V,? mit V¥, aus (2.12) und T2 aus (2.78) kann der Algorith-
mus 3.13 auch wie folgt aufgeschrieben werden.

Algorithmus 3.13’

(00 ¢ VlQ gegeben.

Sei die Startndherung wu,
1. Vorglattung
Bestimme  u € uf” + T o [lu =itV || < orlfu” =it
wobei ugj*l) cu’” + TR a(ug* vy =(Fv) YoeTR.
2. Grobgitterkorrektur

Bestimme  u{™” € u + V| o [[uf? —ulZP|| < opllul — uh?),

wobei ul(J*Q) € u}j’” + Vllil : G(UE,*2>, U) = (F, U> Vo € Vlliy
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3. Nachglédttung

Bestimme (] = ugj 2y TQ : ||u(] 3) _ ul(]*?’ | < 93||u(] 2 _ ul(]*3)|| ,
wobei ul(]*?’) cu’? + TR - a(ug* vy =(Fv) YoeTR.
Setze ul/ T = Y.

Fiir einen derartigen Mehrgitter-Algorithmus hat SCHIEWECK [220] das folgende Kon-
vergenzresultat bewiesen. Es gilt

i+1,0 7,0
a0 — || < g luf =], (3.143)

mit
n=o0+ (1= 0)[or + (1= 01)7%[os + (1 — 03)7Y] . (3.144)

Dabei ist u; die Losung des Problems
Gesucht ist u; € V2 1 a(u, v) = (F,v) Yo, € V2,

|I.II> = a(.,.) und 4 bezeichnet die Konstante aus der verstirkten Cauchy-Ungleichung
(2.76).

Mittels dieses Konvergenzresultats kann der folgende Konvergenzsatz fiir den Mehrgitter-
Algorithmus mit impliziter Extrapolation bewiesen werden.

Satz 3.7 FEs seien die Koeffizienten in der Bilinearform des betrachteten Randwertproblems
stiickweise konstant, d.h. konstant tiber den Dreiecken der Vernetzung T,_1, und es seien die
Funktionen f und go (siehe z.B. (2.2) oder (2.4)) ebenfalls stiickweise konstant oder es seien
zur Berechnung der rechten Seiten Eil sowie ZIL die in der Bemerkung 2.3 angegebenen Qua-
draturformeln verwendet worden. Weiterhin seien die Glittungsverfahren, die Interpolations-
und Restriktionsoperatoren so definiert, wie es im Abschnitt 3.4.1 beschrieben wurde. Dann
sind die folgenden Aussagen richtig.

(i) Die Iterierten des Algorithmus 3.13 konvergieren gegen eine Niherungslosung, welche
man bei einer Finite-Elemente-Diskretisierung mit stickweise quadratischen Funktio-
nen erhalten wiirde.

(i1) Es gilt die Konvergenzabschitzung
j+1,0 ,0
™ — e < lluf™” = (3.145)

wobei ||.||2 = (A7 ., .), und w, ist die Lisung des Finite-Elemente-Gleichungssystems

AZL’EXQZ — __lL,ex )
Die Konvergenzrate n hingt gemdf der Beziehung (3.144) von der Anzahl der Itera-
tionsschritte zur Losung der Gleichungssysteme (3.135), vom Konvergenzfaktor des im
Schritt 2(b) des Algorithmus 3.13 verwendeten (I — 1)—Gitter-Algorithmus und von der
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Konstanten in der verstirkten Cauchy-Ungleichung (2.76) ab. Die Konvergenzrate 1 ist
vom Diskretisierungsparameter unabhdngig, falls der Konvergenzfaktor des im Schritt
2(b) verwendeten Mehrgitter-Algorithmus vom Diskretisierungsparameter unabhingig
15t.

Beweis:
Die Behauptung (i) folgt unmittelbar aus der Interpretation des Algorithmus 3.13 als

Mehrgitter-Algorithmus zur Losung des Finite-Elemente-Gleichungssystems Aggl = f?

Die Konvergenzabschitzung (3.145) folgt wegen der Aquivalenz der Algorithmen 3.13 und
3.13" aus der Abschétzung (3.143). Aus [12, 22, 141] ist bekannt, dafl die Konditionszahlen der
Matrizen AF,,,, und A;?mm vom Diskretisierungsparameter unabhiingig sind. Folglich hiingen
die Konstanten g; und g3 in (3.144) nicht vom Diskretisierungsparameter ab. Wenn aufierdem
die Konvergenzrate des (I — 1)-Gitter-Algorithmus zur Losung des Grobgittersystems im
Schritt 2(b) unabhéngig vom Diskretisierungsparameter ist, dann gilt dies auch fiir die durch

die Beziehung (3.144) definierte Konvergenzrate 7. O

Bemerkung 3.6 Die Aussage des Satzes 3.7 gilt auch fiir Mehrgitter-Algorithmen mit im-
pliziter Extrapolation zur Losung von Randwertproblemen, deren Bilinearform die Gestalt

/ (A(2)Vau(z), Vao(z)) de

hat, wobei die Koeffizienten in der Matriz A(x) = [a;;(x)]} ,—, variabel sind, d.h. nicht not-
wendig stiickweise konstant (siehe [154, 155, 156]).

Bemerkung 3.7 Abschitzungen fir die Konstante v® aus der verstirkten Cauchy-Unglei-
chung (2.76) im Falle der Bilinearformen (2.2) und (2.5) sind beispielsweise in [141, 149, 150,
173] angegeben. Die Abhdingigkeit der Konstanten o1 und o3 von der Poissonschen Querkon-
traktionszahl bei linearen FElastizititsproblemen ist in [141, 149] untersucht worden.

Bemerkung 3.8 Der Algorithmus 3.13 kann auch in Analogie zur Vorgehensweise im Ab-
schnitt 3.3.2 zur impliziten Definition eines Vorkonditionierers genutzt werden. Hierber wird
der Vorkonditionierer im PCG-Verfahren zur Losung des Gleichungssystems

ApTu, = [ (3.146)

eingesetzt. Die Iterierten des PCG-Verfahrens fir das Gleichungssystem (3.146) konvergieren
ebenfalls gegen die Niherungslosung, die man bei einer Finite-Elemente-Diskretisierung mit
stiickweise quadratischen Funktionen erhalten wiirde. Da im PCG-Verfahren die Matriz aus
(3.146) nur zur Matriz- Vektor-Multiplikation bendétigt wird, muf sie nicht assembliert wer-
den, d.h. man kann bei der Multiplikation mit den Matrizen A und A} | arbeiten. Ebenso

st die Assemblierung der rechten Seite LL’QX fiir die Berechnung des Defektes im Startschritt
des PCG-Verfahrens nicht erforderlich. Folglich kénnen alle Operationen im PCG-Verfahren
mit AF, AL | LL und f}_l durchgefiihrt werden.
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3.4.3 Numerische Resultate

Die im Abschnitt 3.4.2 getroffenen Konvergenzaussagen werden anhand numerischer Bei-
spiele bestétigt, d.h. es wird demonstriert, dafl die Iterierten des Algorithmus 3.13 gegen die
Finite-Elemente-Losung konvergieren, die man bei einer Diskretisierung mittels stiickweise
quadratischer Ansatzfunktionen erhalten wiirde. Auflerdem wird gezeigt, dafl die Konver-
genzrate des Algorithmus 3.13 vom Diskretisierungsparameter unabhéngig ist.

Der Algorithmus 3.13 wurde im Programmsystem FEMGP [142, 226] implementiert. Alle
Testrechnungen wurden auf einem PC 80486 (33 MHz) unter Nutzung des LAHEY-Fortran-
Compilers durchgefiihrt.

Als erstes Testbeispiel wird das folgende betrachtet.

Gesucht ist u € H'(Q) so da

/(Aqu,va) dr = /fv dx (3.147)
Q Q

fiir alle v € H' (Q) gilt. Dabei sei das Gebiet 2 das Einheitsquadrat (0,1) x (0, 1),

(1)

und f = 72(9sin 7z sin Ty — 8 cos T cos Ty). Die exakte Losung der Aufgabe (3.147) ist dann
u = sin mx sin Ty.

Die grobste Vernetzung 7; des Gebietes 2 besteht aus zwei kongruenten gleichschenkli-
gen rechtwinkligen Dreiecken. Die feineren Vernetzungen 7y, k = 2,3,...,[, wurden durch
eine sukzessive gleichméflige Verfeinerung erhalten, d.h. es wurde jeweils jedes Dreieck in
vier kongruente Teildreiecke zerlegt, indem die Seitenmittelpunkte miteinander verbunden
wurden.

Im Abschnitt 3.4.1 wurden drei dquivalente Formulierungen fiir den Algorithmus 3.13
angegeben, ndmlich die Formulierung in der stiickweise quadratischen Knotenbasis sowie in
der zweistufigen h- und p-hierarchischen Basis. Eine detaillierte Analyse des Aufwandes an
arithmetischen Operationen zur Generierung der jeweils notwendigen Steifigkeitsmatrizen
und Lastvektoren sowie des Aufwandes fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation zeigt, dafl die
Implementierung des Algorithmus 3.13 (Implementierung in der stiickweise linearen Kno-
tenbasis) bzw. die Implementierung des Algorithmus 3.13' (Implementierung in der zwei-
stufig p-hierarchischen Basis) die besten im Bezug auf die notwendige CPU-Zeit sind (siehe
[152]). Die Tabelle 3.28 zeigt einen Rechenzeitvergleich fiir die Generierung der Steifigkeits-
matrizen und Lastvektoren im Fall der stiickweise linearen Knotenbasis und der zweistufig
p-hierarchischen Basis.

Im folgenden wird der Algorithmus 3.13 mit dem dquivalenten Algorithmus 3.13" in der
zweistufig p-hierarchischen Basis verglichen. Innerhalb beider Algorithmen wurden bei der
Vorglattung zwei Gauf3-Seidel Schritte vorwérts zur Losung des entsprechenden Gleichungs-
systems (3.135), ein Tterationsschritt eines (I —1)-Gitter-Verfahrens zur Losung der Grobgit-
tergleichung und in der Nachglattung zwei Gaufl-Seidel-Schritte riickwérts zur Losung von
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Tabelle 3.28: Vergleich der CPU—Zeit fiir die Generierung der Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren

Gitter- Anzahl der Anzahl der CPU-Zeit fiir die Generierung von
anzahl [ | Freiheitsgrade | Dreiecke in 7, | A}, A}, Eil’ LL ;19, f?

3 49 32 0.007 s 0.011 s

4 225 128 0.029 s 0.044 s

5 961 512 0.118 s 0.178 s

6 3969 2048 0.473 s 0.713 s

7 16129 8192 1.892 s 2.851s

(3.135) durchgefiihrt. Die Startndherung wurde durch eine Full-Multigrid-Strategie berech-
net, wobei auf den Gittern £ = 2,3,...,1 — 1 ein Mehrgitter-Algorithmus zur Lésung des
entsprechenden Finite-Elemente-Gleichungssystems in der stiickweise linearen Knotenbasis
verwendet wurde. In diesen k-Gitter-Algorithmen wurden zwei W-Zyklen mit jeweils zwei
Gauf3-Seidel-Schritten vorwérts in der Vorgldttung und zwei Gaufl-Seidel-Schritten riickwarts
in der Nachgldttung durchgefiihrt. Fiir die k-Gitter-Algorithmen wurde eine Konvergenzrate
von 0.085 beobachtet. Die Iteration des Algorithmus 3.13 bzw. 3.13' wurde abgebrochen,
wenn das Defektkriterium

Ifre = A= et < 107 L - A

bzw. _ - _
7Q TQ=(j+1,0 — FQ 1Q=(1,0
IF2 = AREZO <1074 £2 - AREY|

erfiillt war. Hier bezeichnet ||.|| die Euklidische Norm im Raum RV und @\*” bzw. " ist

die Startndherung.

In der Tabelle 3.29 sind die Iterationszahlen und die CPU-Zeiten bei der Anwendung
der Algorithmen 3.13 und 3.13" angegeben. Die Resultate zeigen, dafl die Anzahl der Itera-
tionen vom Diskretisierungsparameter unabhéngig ist. Auflerdem sieht man, daf§ der Algo-
rithmus 3.13 etwas schneller als der Algorithmus 3.13' ist.

Wenn ein Iterationsschritt des Algorithmus 3.13 zur Definition eines Vorkonditionierers
im PCG-Verfahren fiir das Gleichungssystem

AP, = (3.148)

genutzt wird, dann erhélt man einen MG(1)-PCG-Algorithmus (siehe auch die Bemer-
kung 3.8). Wie die Tabelle 3.29 zeigt, besitzt dieser Algorithmus bessere Konvergenzeigen-
schaften als der reine Algorithmus 3.13.

In der Tabelle 3.30 werden noch die Diskretisierungsfehler u—ulL’eX und u—u? der mittels
Algorithmus 3.13 ermittelten Losung u; "™ und der mittels Algorithmus 3.13' ermittelten
Losung u? verglichen. Die Ergebnisse aus der Tabelle 3.30 bestétigen, dafl die Iterierten des
Algorithmus 3.13 gegen eine Losung konvergieren, die man bei einer Diskretisierung mittels
stiickweise quadratischer Ansatzfunktionen erhalt. Weiterhin kann man die fiir solch eine
Diskretisierung typische Ordnung des Diskretisierungsfehlers beobachten, nimlich O(h?) in

der H'-Norm und O(h3) in der L,-Norm.
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l Algorithmus 3.13 Algorithmus 3.13' MG(1)-PCG
AHZ&}‘II der CPU_Zeit AHZ&}‘II der CPU_Zeit AHZ&}‘II der CPU_Zeit
Tterationen Tterationen Tterationen

3 13 0.11 s 13 0.11 s 5 0.06 s

4 14 0.54 s 14 0.55 s 6 0.28 s

5 14 2.36 s 14 241 s 6 1.15s

6 14 9.83 s 14 10.48 s 6 4.83 s

7 14 41.58 s 14 44.33 s 6 19.83 s

Tabelle 3.30: Vergleich der Diskretisierungsfehler in der H'-Norm und Ly-Norm

Als zweites Beispiel wird ein ebenes lineares Elastizitatsproblem (siehe (2.5)) betrachtet.

Gitter [ | flu— 1wz | llw =g | e = Nrs | lu =,
3 0.1306 0.1426 0.4074-02 0.4226-02
4 0.3347-01 0.3481-01 0.5404-03 0.5440-03
5 0.8426-02 0.8539-02 0.6850-04 0.6864-04
6 0.2110-02 0.2118-02 0.8577-05 0.8582-05
7 0.5278-03 0.5283-03 0.9328-06 0.9331-06

Das Gebiet €2 und die Vernetzung 7; sind in der Abbildung 3.12 dargestellt.

Die feineren Vernetzungen 7, k = 2,3,...
Verfeinerung erhalten, d.h. jedes Dreieck wurde in jeweils vier kongruente Teildreiecke zerlegt.

A

tbyyriiiay F

92,1

92,2

196 GPa

0.3
0

F =1000 N am oberen Rand

0

sonst

Abbildung 3.12: Gebiet 2 und Vernetzung 7;

, [, wurden durch eine sukzessive gleichméflige
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Es werden wieder der Algorithmus 3.13 (der Algorithmus in der stiickweise linearen Kno-
tenbasis), der Algorithmus 3.13" (der Algorithmus in der zweistufig p-hierarchischen Basis)
und der MG(1)-PCG-Algorithmus zur Losung des Gleichungssystems (3.148) verglichen. In
den Algorithmen wurden die Verfahrensparameter wie z.B. die Anzahl der Glattungsschritte,
die Anzahl der Grobgitteriterationen, Startvektor und Abbruchkriterium genauso gewéhlt
wie im ersten Beispiel. Da es sich beim ebenen Elastizitdtsproblem um ein System zwei-
er gekoppelter Differentialgleichungen handelt, wurde bei den Gléttern eine entsprechende
Blockversion mit (2 x 2)-Blocken genutzt.

Die Tabelle 3.31 enthélt die Iterationszahlen und die benotigten CPU-Zeiten. Es sind
wieder vom Diskretisierungsparameter unabhéngige Iterationszahlen zu beobachten. Der
MG(1)-PCG-Algorithmus besitzt wesentlich bessere Konvergenzeigenschaften als der Algo-
rithmus 3.13. Fiir dieses Beispiel gilt fiir die Konstante in der verstdrkten Cauchy-Unglei-
chung die Abschiitzung v? < 0.94 (siehe [141]). Fiir den (I — 1)-Gitter-Algorithmus wurde
eine Konvergenzrate von 0.371 beobachtet. Folglich kann wegen (3.143) — (3.144) die theo-
retische Konvergenzrate des Algorithmus 3.13 nicht besser als 0.93 sein. Aus den in der
Tabelle 3.31 angegebenen Iterationszahlen kann man eine Konvergenzrate von etwa 0.69
ablesen.

Tabelle 3.31: Vergleich des Algorithmus 3.13, des Algorithmus 3.13' und des MG(1)-PCG-Verfahrens

l Algorithmus 3.13 Algorithmus 3.13' MG(1)-PCG
Anzal‘ll der CPU_TZeit Anzal‘ll der CPU_TZeit Anzal}l der CPU_Zeit
Tterationen Tterationen Iterationen

3 25 3.51 s 25 3.81s 9 1.32 s

4 26 15.37 s 26 16.88 s 9 5.87s

5 25 63.11 s 25 70.24 s 9 23.40 s

Weitere Beispiele sind in den Arbeiten [154, 155, 156] enthalten.



Kapitel 4

Iterationsverfahren mit variablen

Vorkonditionierungsoperatoren

4.1 Problemstellung

Im Kapitel 3 wurden verschiedene additive Vorkonditionierer wie z.B. der Vorkonditionierer
(3.60) bei Diskretisierungen mit zweistufig p-hierarchischen Basen, der additive Multilevel-
Vorkonditionierer (3.73) und der ASM-DD-Vorkonditionierer (3.128) betrachtet. Alle diese
Vorkonditionierer besitzen die allgemeine Gestalt

lel - 651)01(1) + 61(2>Cl(2) + tet + 6[(”)0["1) (41)

mit reellen Parametern 61(3), s = 1,2,...,n. In den Vorkonditionierern (3.60), (3.73) und
(3.128) wurden als Parameter die Wichtungsfaktoren 61(3) = 1 gewéhlt. Es besteht die Fra-
ge, ob eine andere Wahl der Parameter einen Vorkonditionierer liefert, mit dem das PCG-
Verfahren schneller konvergiert. Betrachtet man 7.B. anstelle des Vorkonditionierers (3.60)
die Vorkonditionierungsmatrix

_ SY=1¢, 0
G = (6:) 2 2 i 7 (4.2)
0 (6) 1 Clynm

dann gelten wegen (3.61) und (3.62) die Spektraldquivalenzungleichungen

(SZ(D/Yl,v,l((51(1)>710l,vv£l,mQl,v) S (A}‘—lﬂla”’ﬂl’v>
< 6l(1>7l,v,2((5l(1))7101,1)1)@[,1)7ﬂl,v) vﬂlﬂ) < RNFI
und
6 mt (6) Crmms Brn) < (A s Br)
S 6l(2>7l,m,2((5l(2))7lél,mmﬂl,mvﬂl,m) vﬂl'um = RNliNFl ’

In Analogie zu (3.63) erhiilt man fiir die Matrix C; aus (4.2) die Spektraliquivalenzunglei-
chungen

111Gy, 1) < (AR0,,7) < 212Gy, 0) Yo, € RM
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mit
2) 5811+ 65 Vi 55t — 8 Ym : (1) (2) 5 "
", 1(5 J07) = — 5 — — — 5 — + 6 Y018 Nma (V)
und
0.5
0 on 80 6 ms | (89000 = 6P mn L ) Qy2
71,2(51 ,07) = > + 5 + O Vw20 71,m,2(7 )
Die geeignetsten Parameter 61(1) und 51(2) sind diejenigen, fiir die der Quotient
(87, 67 a8, 67)
maximal wird. Die Bestimmung der Parameter 51(3)7 s =1,2,...,n, erfordert die Kenntnis

der Spektralgrenzen 7,1, Vi.0.25 Vium,1 Und Ym0 aus (3.61) und (3.62).

Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, Algorithmen zu entwickeln, bei denen die Para-
meter im Iterationsprozel mitberechnet werden. Es ist relativ einfach, das herkémmliche
Gradientenverfahren (siehe z.B. [43, 217]) so zu modifizieren, dafl man ein zum Gradien-
tenverfahren &hnliches Verfahren erhélt, in dem die Parameter in jedem Iterationsschritt so
berechnet werden, da§ der Fehler minimiert wird (siehe Abschnitt 4.2). Dies fiihrt zu einem
Iterationsverfahren mit einem variablen Vorkonditionierer, d.h. anstelle von (4.1) wird im
j-ten Iterationsschritt die Vorkonditionierungsmatrix

crt =0 + o - 5O (43)

verwendet.

Die Ubertragung dieser Idee auf das Verfahren der konjugierten Gradienten ist wesentlich
schwieriger. Im PCG-Verfahren werden die Iterationsparameter wie folgt aus der Minimie-
rung des Fehlers nach j* Iterationsschritten bestimmt. Ausgehend vom Iterationsprozefl

) (4-1)
U — U —-1) -
Cl ) +Alul ilaj_1a27"'7
gilt fiir den Fehler ggj*) = @Ej*) — u; der j*-ten Iterierten die Beziehung

20 = (1= 79T A (I = I A - (L — 7D 420

d.h.
RN WO S
L+Za LA ,alll #0, (4.4)
mit dem Anfangsfehler zl(0> und Parametern a¥’ ), die von 7V, 72, . ,.T(j*> abhiingen. Die
Parameter al’ ), i = 1,2,...,j* werden so bestimmt, daf die Norm ||g1(3*)||3h minimal wird.

Dies fiihrt fiir 2 = 1,2,..., 7" zu den j* Gleichungen

Sk

0 d »
||;, ”A’—zz A AT (O A ) + 24 (G A" 57 =0 (45)
ai
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)

i

kann die j*-te Iterierte geméafl der Beziehung

zur Bestimmung der Parameter a;” . Nach der Losung dieses linearen Gleichungssystems

*
sk

) =+ 5l

=1

(T A (uf” — uy)

sk

J

= o + a7 (A e (A — A (4.6)

7
=1

sk

] y 3k .
= u” + 3 a! (G A) O (A — )
i=1
berechnet werden. Diese Vorgehensweise ist jedoch uneffektiv, da fiir jedes neue j* das
Gleichungssystem (4.5) gelost werden mufl. Anstelle der Berechnungsvorschrift (4.6) wird
zundchst das dreischichtige Iterationsschema

Cl@l(j) = a(C - T(j)Al)Ql(H) +(1— a(J))Cl@l(jﬁ) + oAJ')T(J')L y ] =2,3,...,7" )
o) = (0 — WAL + 7O |
i (Cr =P A +70f,

betrachtet. Eine einfache Rechnung zeigt, dafl sich der Fehler der j*-ten Iterierten dieses Ite-
rationsprozesses auch in der Form (4.4) darstellen 148t. Werden nun die Tterationsparameter
o) und 79 so berechnet, daf fiir j* = 1,2, ... die Gleichungen (4.5) erfiillt sind, dann sind
die geméfl der Iterationsvorschriften (4.6) bzw. (4.7) bestimmten N&herungslosungen @Ej Y
identisch.

Die Bedingungen
(C7 A2, 4,29y =0, i=0,1,...,5"— 1, (4.8)

sind notwendig und hinreichend dafiir, dafi die Norm ||g§j*)||,4, minimal ist fiir alle j* > 1,
siehe [217]. Unter Nutzung dieser Beziehungen konnen rekursive Berechnungsformeln fiir die
Iterationsparameter a) und 7U) angegeben werden. Der Tterationsprozef (4.7) mit den so
bestimmten Iterationsparametern 1at sich in die iiblichen Formeln fiir das PCG-Verfahren
umschreiben (siehe [217]).

Geht man auf analoge Weise bei einem Vorkonditionierer mit variablen Parametern vor,
so konnen dhnlich wie in (4.8) notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Minimie-
rung des Fehlers nach j* Iterationsschritten angegeben werden (siche Lemma 4.1 und [151]).
Es ist jedoch noch eine offene Frage, wie aus diesen Bedingungen Formeln zur effizienten Be-
rechnung der Iterationsparameter abzuleiten sind. Deshalb werden im folgenden Abschnitt
CG-artige Verfahren vorgeschlagen, bei denen nicht alle notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir die Minimierung des Fehlers nach j* Iterationsschritten erfiillt werden. Fiir
diese Verfahren wird bewiesen, daf sie konvergieren. Es ist jedoch noch ein offenes Problem,
ob fiir diese Verfahren die fiir CG-Verfahren typischen Konvergenzabschitzungen bewiesen
werden kdnnen.

Die im Abschnitt 4.3 angegebenen numerischen Beispiele zeigen, dafl die neuen Verfahren
oft nahezu die gleichen Iterationszahlen erfordern wie das CG-Verfahren mit dem Vorkondi-

tionierer (4.1) mit optimal gewdhlten Parametern 51(3)'



142

4.2 Algorithmische Varianten und Konvergenzaussagen

Zur Losung von Finite-Elemente-Gleichungssystemen der Gestalt
Ay = L

werden, ausgehend von dem Vorkonditionierer (4.1), verschiedene Iterationsverfahren mit va-
riablen Vorkonditionierungsoperatoren entwickelt. Fiir die Vorkonditionierungsmatrix (4.1)
seien die Spektraldquivalenzungleichungen

Y1 (Crvg, vy) < (A, ) < ma(Crug,vy) Vo € R (4.9)

erfiillt.

Zuerst wird ein zum Gradientenverfahren dhnliches Verfahren mit variablen Vorkondi-
tionierungsoperatoren hergeleitet. Den Ausgangspunkt bildet das Gradientenverfahren mit
einem additiven Vorkonditionierer mit festen Parametern. Dieses wird geméafl folgender Ite-
rationsvorschrift durchgefiihrt:

) Z A OGO 1 N A~ 1) L, (810
mit der Startniherung Qlw) € RM. Der Parameter 79 wird so bestimmt, daf die Norm
||§Z(J>||124! = ||luf? — u, 1%, minimiert wird. Aus dieser Forderung folgt

1) 1)
T(]) o (Cl IA 2l(] Alz(] )

(AzCl 1AZZ(J 1) C 1Al§§] 1))
(siehe [43, 111, 217]).

Sollen fiir den Vorkonditionierer (4.1) geeignete Parameter (51(5) in jedem Iterationsschritt
berechnet werden, dann ist die Iterationsvorschrift:

w” =™ = GOV ) (AT - f) =120, (411

mit der Startndherung @EO) € R™ eine naheliegende Verallgemeinerung des Iterationsprozes-

ses (4.10). Die Parameter 7U»*) werden dabei so gewihlt, daB die Norm ||§l(j)||2

wird. Es gilt

minimiert
_] (Alu Laﬂgj) — 1)

= (Alu ] (ip@l] >+(il’@l>

= <Alu“ Do) = 2(f uf ) + (fw)

—9 ZT 7,8) (] 1) LW JS _|_ iiT (]t ng,s),ng,t))

s=11t=1

1201, = (A, 2

mit T(J = Alyl(j_D — [, und wl(j‘s) = C’ls>fl(j_1>. Die notwendigen Bedingungen

a3,
aT(jas) - ’
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fiir ein Minimum der Norm ||§Z(J >||1241 liefern die n Gleichungen

> 0 (A, w) = (7, )

t=1

zur Bestimmung der Parameter 709, ¢ = 1,2,...,n. Somit kann die Tteration (4.11) nach
folgendem Algorithmus ablaufen.

Algorithmus 4.1  (Gradientenverfahren mit variablem Vorkonditionierer)

Gegeben sei eine Startndherung QEO). Berechne flw) = A,QEO) — [/, und berechne fiir j =

1,2,...

(a) QZ(LS) = C’ls>£l(j_1> ) § = 17 2) R n
(b) G (w1
7(5,2) o (wgﬂ),zl(j*l))
7in) (wl(j’”), £I<H>)
(A wi) (A, wi?) (A w™)
,2 7,1 ,2 2 2 n
N wi'” wi™) (A ) e (A w)™)
mi =
RO 7,1 J,n ,2 J,n RO
(Aw?, w?") (Awd™ w?) - (AP wf™)
(C) gl(]) = gloil) — T(jvl)ng’l) — e — T(],n)wl(],n)
(d) r = pITY G0 4 qp Y L ) 4 )

Der folgende Satz 4.1 enthélt eine Konvergenzaussage fiir den Algorithmus 4.1.

Satz 4.1 Es emistiert eine Konstante o < 1, so daf$ fiir die Iterierten des Algorithmus 4.1
die Abschditzung
: 0
e = wla < @ =l

qgilt.

Beweis:  Da die Parameter 70*) im Algorithmus 4.1 aus der Minimierung der Norm ||gl(j) 1%,
gewonnen werden, gilt offenbar

= wlla, < 115" — 2, (4.12)
fiir jedes ng ), das gemé&f der Iterationsvorschrift
B = I < (aC et ) (A — 1)

= el o 0 (A )
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mit einem reellen Parameter 7 berechnet wird. Wahlt man 7 = 2/(y,1 + 71.2), so gilt, siehe
[217],

~ (5 V2 — 7
2 = ulla, < 22 ™ = (4.13)
Y2+ Vi
Aus (4.12) und (4.13) folgt unmittelbar die Behauptung des Satzes. O

Im folgenden werden ausgehend vom Iterationsprozefl (4.11) CG-&hnliche Verfahren her-
geleitet. Der Fehler der j*-ten Iterierten von (4.11) hat die Darstellung

290 = (I, = (9 4o 2T Ay (1 — (PO 4 7B 4)) 20

(4.14)
In Analogie zum CG-Verfahren (siehe Abschnitt 4.1) besteht im weiteren das Ziel darin,
die Parameter 7U), j = 1,2,...,j% s =1,2,...,n, so zu wihlen, daf die Norm ||gl(J >||§11

minimiert wird. Bevor diese Problemstellung ndher untersucht wird, werden noch einige
Bezeichnungen eingefiihrt. Es sei

a=(may...q;), ap € {1,2,...,n}

ein Multiindex der Léinge || = j. Weiter bezeichne Bl(a> den Operator

Bl(a) — Cl(al)AlCl(aQ)Al L Cl(aJ)Al .
Offenbar gilt mit o = (ayay ... a;) und § = (515, . .. 3m) die Beziehung

Bl(a)Bl(ﬂ) aﬂ N (&ﬂ) (&1&2...0&jﬂ1ﬂ2...ﬂm).
(")

Die Bestimmung der nj* Parameter 7*) aus der Minimierung der Norm von 2’ ’ ist ein
streng nichtlineares Problem. Deshalb wird anstelle von (4.14) die dquivalente Darstellung

V= (14X S OB o) R, (415)

i=1 |al=i

fiir den Fehler nach j* Iterationen betrachtet Die (n/"*' —1)/(n — 1) — 1 Parameter a{")
sind so zu wihlen, dafi die Norm ||zl || %, minimal wird.

Aus dem Vergleich von (4.14) und (4.15) folgt, daf diese (n?"*1—1)/(n—1)—1 Parameter
a") nicht unabh#ingig voneinander sind. Zum Beispiel erhilt man fiir j* = 2 und n = 2

a(l) o 7'(211) _|_ 7—(1;1> , a(2) — 7'(272> + 7—(112) ,

2,2).(1,2)

woraus die Bedingung a a
(11) (12)

@) G2
folgt. Wird die Minimierung der Norm des Fehlers gl(j ) durch eine Minimierung beziiglich
der Parameter aU") realisiert, so ist folglich ein Minimierungsproblem mit Nebenbedingungen
zu l6sen. Dies ist aufgrund der Nichtlinearitdt der Nebenbedingungen ebenfalls sehr kompli-
ziert. Vernachlissigt man die Nebenbedingungen, dann ist offenbar die Norm ||zl || %, nach
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Minimierung beziiglich der Parameter a¥”) nicht groBer als nach Minimierung beziiglich der
Parameter 70:%).
Die afj*) konnen aus den Gleichungen

d||z
Qo i= 1|ﬁ\—z

berechnet werden.
Offenbar sind wegen (4.15) die Gleichungen (4.16) dquivalent zu den Beziehungen

(B0 A0y =0 fir 1< ol <j*. (4.17)
Lemma 4.1 Die Beziehungen (4.17) sind dquivalent zu den Bedingungen
(A7) B9y =0, 1< |a|<j* =), j=0,1,...,5"— 1. (4.18)

Beweis:  Es ist offensichtlich, dafi aus (4.18) die Beziehungen (4.17) folgen. Wegen

) J .
(4,207, B,y — (Az&l(] ) B <§l(0) 3 ag>Bl<ﬂ>§l<o>>>

und |af| = |a] + |3] folgt aus (4.17) die Giiltigkeit von (4.18). O

Die Beziehungen (4.18) sind die analogen Beziehungen zu den Bedingungen (4.8) im
iiblichen PCG-Verfahren.

Nach der Bestimmung der Parameter ag*) als Losung des Gleichungssystems (4.16) kann

die Tteration
0
=u” + Z 3 b AT (A" ~ f) (4.19)
i=1|p|=i
durchgefiihrt werden. Die Generierung des Gleichungssystems (4.16) zur Berechnung der Pa-

rameter ag*)

und die Durchfiihrung der Iterationsvorschrift (4.19) sind jedoch sehr aufwendig
und somit nicht praktikabel.

Wie im Abschnitt 4.1 beschrieben, erhélt man das iibliche CG-Verfahren ausgehend von
der Iterationsvorschrift (4.6). Man betrachtet das dreischichtige Iterationsschema (4.7) und
leitet unter Nutzung der Beziehungen (4.8) rekursive Berechnungsformeln fiir die Iterations-
parameter her. Somit steht ein effizient durchfiihrbares Iterationsverfahren zur Verfiigung,
bei dem der Fehler nach j* Iterationen minimal ist. Derzeit ist es noch ein offenes Problem,
wie anstelle von (4.19) ein effektiver Algorithmus konstruiert werden kann. Ein dhnliches
Vorgehen wie beim iiblichen CG-Verfahren, d.h. die Nutzung der zu (4.8) analogen Bezie-
hungen (4.18) aus Lemma 4.1 zur Berechnung der Iterationsparametern, fithrte bisher nicht

zum Ziel.
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Deshalb werden im weiteren CG-&hnliche Verfahren konstruiert. Bei diesen Verfahren
werden nicht alle Beziehungen (4.18) und folglich auch nicht die Gleichungen (4.16) erfiillt,
d.h. der Fehler der ITterierten wird nach j* Iterationen nicht minimal sein. Wie die numeri-
schen Beispiele im Abschnitt 4.3 jedoch zeigen, erfordern diese CG-dhnlichen Algorithmen
oft nahezu die gleichen Iterationszahlen wie das iibliche PCG-Verfahren mit einem additiven
Vorkonditionierer mit optimal gewihlten festen Parametern.

Algorithmus 4.2 (Verfahren mit variablem Vorkonditionierer und 2n Parametern)

Gegeben sei eine Startndherung ggo).

Startschritt:
Berechne QEL”, s = 1,2,...,n, die Ndherungslosung %(1) und den Defekt zl(l) gemif
Algorithmus 4.1. Setze §§1’5) = wgl’s).

Iteration (j = 2,3,...):

Berechne

(a) ng’s> = C{s)ﬁj‘l) ,s=1,2,....n

-1
(pT)_(c% Qm) (bf)
pa Qom‘ Qa ba
mit  Q, = (4w wN? . Qu=[(A4sY 7 s
QTO‘ = [(Alﬁl(jil,tkmgjﬁ)) ?,t:h Qom’ = Zoﬂ
—1 1)\ 1n —1 1—1,8)\1n
b = [(rf Vw1, b = [V, s,

pr = [TUI0,, po = [rU930

(b)

(c) s = w4+ g s =12,

Fiir diesen Algorithmus erhélt man die folgende Konvergenzaussage.

Satz 4.2 FEs emistiert eine Konstante o < 1, so daf fiir die Iterierten des Algorithmus 4.2
die Abschditzung

] ; 0
luf? — w4, < &l — ]l a,

qgilt.
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Beweis:  Im Algorithmus 4.2 werden die Parameter 70>*) und 49 aus den Gleichungen

8ngOLIAZ _ (i A0, W) + Za(” (00 ) (zgj—l)ngj,S))> )
und
Al 12, _ (z":T]t S019y ¢ Za(]t 710 L)y G s(jl,s))> _ 0
BN 2 8 18] IS
fir alle s = 1,2,...,n und o9 = 7030 hestimmt, d.h. aus der Minimierung der Norm

12013, = llut” — |3, Folglich gilt
s = lla < 12" = ], (4.20)

fiir jedes ng ), das gemé&f der Iterationsvorschrift
@9 = g Z%os ()

= WY 3 FONCW (4,407 -3 F) 3 (L)

s=1 o
= Ql(j—l) _ ZT6§S)CZS>(Alu§j_1) _ iz) . ZTél(s)B(j,s)ﬁl(j_Ls)
s=1 s=1

() (s -
s=1

mit einem reellen Parameter 7 und 30*) = 0 berechnet wird. Wahlt man 7 = 2/(v, + Yi2),
so gilt, siehe [217],

~ (5 V2 —
87 = wllay € =2 ™ =l (4.21)
Y2+
Aus (4.20) und (4.21) folgt unmittelbar die Behauptung des Satzes. 0

Werden anstelle der 2n Parameter im Algorithmus 4.2 nur » + 1 Parameter genutzt, dann
erhilt man z.B. den folgenden Algorithmus 4.3.

Algorithmus 4.3  (Verfahren mit variablem Vorkonditionierer und n + 1 Parametern)

Gegeben sei eine Startndherung @EO).

Startschritt:
Berechne Q§1’8>, s =1,2,...,n, die Parameter 70-*), die Niherungslosung glﬂ) und den
Defekt zgl) geméf Algorithmus 4.1.

Setze §§1) = T(l’DQl(l’l) + 7(1’2>Ql(1’2) +oop 70 >—z(1 ™)
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Iteration (j = 2,3,...):

Berechne

(a) ng’s> = C’l( )7”5] Dos=1,2....n

(b) B
(pT)_(QT Q75> (b)
Ds Qﬂﬂ' Qﬂ bﬂ
mit Q= [(Awf w7 . Qs = (As9 7V, s,
Qrp = [(Alﬁgj_l)vwlo s Qpr = Qfﬂ,

—1 N 1 —1
bT: [(EEJ )awl(] )>]s 15 bﬂ _( gy Sl(] )>7

Pr = [T(jas>]?:1, g = ﬁ(])

(d) ﬂgj) — ul(ﬂ 1) §l(j>
@) P9 g 0 4 G LG g ayGm) 50 4 6D

Es gilt die folgende Konvergenzaussage.

Satz 4.3 FEs existiert eine Konstante o < 1 so daf fiir die Iterierten des Algorithmus 4.3
die Abschditzung

| o
luf? — w4, < &l — | a,

qilt.

Beweis:  Analog wie im Algorithmus 4.2 werden die Parameter 7*) und 3Y) im Algorith-
mus 4.3 aus den Gleichungen

a1, GO A, ) () G-1) . ()
0 Ge 2 Z M) 4 B A ) = (@ w) ) = 0
fir alle s =1,2,...,n und
ll=i” 1% G g G0 () ) G G-1) G-
WZQ ZT (A, 5 )+5 ( zSz s ) = (s ) =0
t=1
bestimmt, d.h. wiederum aus der Minimierung der Norm ||§z(j>||ixl = ||lui — w|%,-
Der Rest des Beweises erfolgt analog wie im Beweis des Satzes 4.2. O

In den Algorithmen 4.2 und 4.3 gelten fiir die Fehler ggj) und gl(j*) die Beziehungen (4.18)
fiir j = j* — 1, d.h. fiir alle @ mit |a] = 1, denn man erhélt z.B. beim Algorithmus 4.2 fiir
ein beliebiges s € {1,2,...,n}
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(B0, 4,207)
= (P A4,27 7, 4,207y = (@Y 1) = (@l )

(7%5) (j*—l))

= (wl azl
— (wl(j*,S), T(J*,l)Alwl(J*,l) + T(]*71>ﬁ(]*71>Al§l(J*_1a1)

e 7 A P U TRy Ty

+ T(]*vl)ﬁ(]*vl) (w(]*as) A S(j*flvl)) + o+ T(]*vn)ﬁ(]*vn)(wl(]*as)7 Alél(]*flan))]

==l =

= (w ") = @) = 0.

In dem folgenden Algorithmus 4.4 erfiillen die Fehler gl(j ) und gl(j ") die Bedingungen (4.18)
fiir alle @ mit |o| = 1 und fiir alle j =0,1,...,5* — 1.

Algorithmus 4.4  (Verfahren mit variablem Vorkonditionierer)

Gegeben sei eine Startndherung QEO).

Startschritt:
Berechne
() o’ =Aw” -/
b w" =" s=12...n
Setze 3" = w!™” s =1,2,...,n und orthogonalisiere die Vektoren 3", d.h. berechne
@ & =g"
a1 ~(Ls) _(1t)
519 = 3 g0 gL | 500) (et) s s )
(Aisi™, 5"
(0) (L)
() ulV = 0 (7DD 0D 02 ) )y ) (r;,8")
(A S(l,s) (1 s)>
181758
(e) P = O (0D 4 gD 02 4 02 Ly )y ()

Iteration (j = 2,3,...):

Berechne
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(g> ég];s> — Q§]7‘9> + /B(jas;j_lal)ﬁgj_Ll) + ﬁ(jasuj_172>§l(j_112) + e + /B(j1s;j_11n)§]_1an>

(
[
+/B(jasvj72a1)§§j72vl) _|_ ﬁ(jvsaj7272)§l(j72a2) + . + /B(jasvj72an)§§j72vn)

I ﬁ(j,s,1,1)§§1,1) n ﬂ(j,s,1,2)§l(1,2) g ﬂ(j,s,l,n)ﬁl(l,n)

o (4,5) A (i,t)
IIllt ﬂ(%s’%t) = _(wl (ijt) lﬁ(it) ) ’ ? :.]_ ]-7.] - 27"'717 Sat = ]_,2,...,71
(Al§l7 ,8)
Orthogonalisiere die Vektoren s , d.h. berechne
) s =5
s—1 (s (Gt)
S(jvs) _ Z Q(jasvt)s(jvt) _|_ "‘S’(]vs) a(jvsat) — (Alﬁl ’§lj ) s = 2 3 n
2] - 2] 2] ’ - A (5,t) (]t) ) Dkt I
t=1 (A3 87)
Berechne
1 N
LG8) — (7“1(] ) Sz(] ))
o (d,5) (4:8)
(Alﬁz » 8 )

Aufgrund der obigen Konstruktion der Vektoren §l(i’s>7 1=1,2,...,7,s=1,2,...,n, gilt
offenbar

(Alﬁf’” §l(k,t)):0 fir [s—t|+|i—k|#£0, i,k=1,2,...,5, s,t=1,2,...,n. (4.22)

)

Weiterhin sind die Orthogonalitédtsbeziehungen
) "N =0 fiir i=1,2,....5, s=1,2,....n, (4.23)

erfiillt, denn fiir 7 = 1 gilt

) = (z 0,50

t=1

_ s(19)) iT(l D (4,50, 1)

t=1

0 1,s 1,s 1,s 1,s
= (@ 5") =T (A" )

0 1,s
— ((0) (1,s)>_ (EE )aﬁg )) (A (1,5) (1»5)) - 0
- ro,5 (A 8(1,3) 8(1,8)) 150 ' Sy - ’
121 ) 2]

Seien die Beziehungen

(D sy =0 fir i=1,2,...,5—1,s=1,2,....n, (4.24)
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giiltig, dann folgen mit (4.24) und (4.22) die Beziehungen (4.23) fiir i = 1,2,...,j — 1,
s=1,2,...,n, denn
(Egj),ﬁgi,s)) _ (fgjl) B ZT(j,t)Alél(jt l(z s)) _ (E( (zs ZT (1,6) (A Sl(]t Sl(z s))
t=1 t=1
= 0-Y. "

t=1

Fiir i = j erhélt man (4.23) wegen

(rl(ﬁ, 85 )) _ (TZ(J 1) (J s ZT (J:t) AIS(J *) ,_(J S)> _ (ﬁl(j_1>,§§j’s>) _ T(j,S)(Alﬁgj,S)7§5j13)>

(=1) 4(3:9)
—1 s (T S ) s /,$
= W) - g (A ) = 0
CERE

Aus (4.23) folgen auch unmittelbar die Beziehungen

(4,29, 094,27 = ¢ w0y =0 fiir i=1,2,...,5,s=1,2,....n,  (4.25)
da
i) = (5 - > 30 glnko )
k=1t=1
- (7“1(”,551"5))—Hanﬁ(i’s’k’t)(fl(j),§§k’t)) = 0 - Sat ) = 0,
k=1t=1 t=1

Folglich erfiillen die Fehler gg D und 277 die Bedingungen (4.18) fiir alle @ mit |a| =1 und
fiir alle j =0,1,...,7* — 1.

Im Algorithmus 4.4 kénnen anstelle der Schritte (h) — (j) auch die folgenden Teilschritte
durchgefiihrt werden.

Berechne

(h') die Parameter 709 s =1,2,...,n, aus

Q:pz = b: (4.26)
mit Q = (4,5, 8]ty 7 = wmmwm&zmﬁﬂf%sl

(i") Hl(]) _ ul(J 1) (T(] 1) < (J 1) 4+ 5 ~(7,2) 5 (J 2) R ~(Jn )

(i) P = plih) (%o,l Aém 40D 4 50D L e g gy
Orthogonalisiere die Vektoren s , d.h. berechne

() s =5""

s—1 ) 4 4 (A =(3,8) ,_l(J t))

§§j’s> = Z a(J‘s’t>sl(J’t) + .§§]’s> ) ot = , §=2,3,...,n

= R %ﬁ%ﬁ%
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Diese Modifikation fithrt zum Algorithmus 4.4, der dieselben Iterierten liefert wie der Algo-
rithmus 4.4. Die Aquivalenz beider Algorithmen kann wie folgt begriindet werden. Nach der
Durchfithrung der Gauflschen Eliminationsschritte [227] hat das Gleichungssystem (4.26) die
Form
Q:p- = b- (4.27)

mit

Qr = [Qrot]l ey s Qrps =0 fiir t=2,3,...,n, s=1,2,...,t -1,

Qs st = (A,gl(j’s),gl(j’”) fir s=1,2,...,n—1,t=s5+1,5+2,...,n

Q’F,ss — (Alﬁl(j’s>7§§j’s>) fur S = ]-7 27 cee, N, b’? — [(ng_l)a 85] s>> s=1»

wobei die Vektoren §l(j’s), s = 1,2,...,n, die gleiche Gestalt wie im Schritt (h) aus Algo-
rithmus 4.4 haben. Als Losung des Gleichungssystems (4.27) erhilt man die Parameter 7%

mit
Hi0) = 209 4 3 qlitarG0 4 Z S Uit U i
t=s+1 t=s+1 u=t+1
n—(n—s)+1n—(n—s+1)+1 n—1 n
+ e + Z Z [ Z Z a(jatﬂs)a(jau1t) e a(j1w7v)7—(j1w) .
t=s+1 u=t+1 v=n—1w=n

(4.28)

Eine direkte Rechnung liefert die Beziehung

@Ej) _ ngfl) . (7:( 1)~ (J 1) 4+ 7.( 2)~ (J 2) 4ot 7_(] n)_(] n))
mit 709 aus dem Algorithmus 4.4, 7U*) aus (4.26) und égj’s> bzw. §l(j’s), s =1,2,...,n,

gemdf der Definition im Algorithmus 4.4.
Fiir den Algorithmus 4.4 kann analog wie fiir die Algorithmen 4.2 und 4.3 der folgende
Konvergenzsatz bewiesen werden.

Satz 4.4 Fs existiert eine Konstante o < 1, so daf fiir die Iterierten u ) im Algorithmus 4.4
qult

Beweis:  Es wird anstelle des Algorithmus 4.4 der dquivalente Algorithmus mit den Teil-
schritten (h') — (k') betrachtet. Die neue Ndherung @EJ) hat die Darstellung

s=1
n j—1 n
—1 ~(7,8 /,$ ,8,k,t) (k,t
= a3 >(w53 '+ 3 ) (4.29
s=1 k=1t=1

_ @l(jfl) . (] s Z Z C(kt (k,t)

s=1 k=1t=1
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mit

D 3 #0) gk,
s=1

Die Berechnung der Parameter 3U%F*) gem#f Schritt (g) und die Bestimmung der Parameter
70:5) aus (4.27) minimiert die Norm ||§§])||?4!. Dies gilt aufgrund folgender Uberlegungen.

Ausgehend von der Darstellung (4.29) erhélt man fiir die Minimierung der Norm ||§Z(J ) 1%, die

Bedingungen
A1,
57G) =0,s=12,...,n,
und
6)Hgl(j)”’?“’—o E=1,2.. . j—1.t=12
W_ ) =L2Z,...,7—1, =1L4...,Nn

Die Gleichungen (4.30) und (4.31) bilden das Gleichungssystem

Q- Qzc Qicr  ++ Qzei-» Qs cG-1) Ps
Qs Qo Qeme - Qewei-o  Qrwyci-v Pe
Qci-v: Qri-vew Qei-ve -+ Qei-nei-  Qei-v PeG-n

(4.30)

(4.31)

bs

bew

bei-1
(4.32)

zur Bestimmung der Parameter 70*) und ¢(**. Unter Ausnutzung der Orthogonalititsbe-

ziehungen (4.22) und (4.23) gilt

/,$ L E)\N1n
Q‘T’ = [(Alng )ang )) s,t=1"

QFC(’“) - [(Alng s) Sl(k t)) s,t=1" k - ]-7 27 e 7j - ]-7 Qc(k).; = QZ:C(k) 9

QC(’C) —dlag{( lsl ko) Sl(k S))}s:1,2 ..... n> Q((k)((m) =0, kam: L2...,7—1, k#ma

pr = [T pew = KB B =1,2,..,5 -1,
br = [l = 10 8

s=

bC(’“) = [(Egjil)’ﬁgkﬁ)) ?:1 = [0]2:17 k= 17 2a s aj - 1.

Aufgrund der Diagonalgestalt der Matrizen ).t und wegen b.x) = 0 erhélt man sofort

4,505 26
o Bt
(A s

)

d.h. ¢ hat tatsdchlich die Darstellung
i 7~_ 7,8 5(] ,8,k,t)

mit den Parametern 3U%F aus dem Schritt (g).

(4.33)
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Setzt man die Darstellung (4.33) in das Gleichungssystem (4.32) ein, so erhidlt man
zundchst die n Gleichungen

_1n

Z(AZMZ(J"S) (J t (J t + Z Z Alw(J »S 7_("“ u))C(k7u> — (£§]_1)335]’8>>

t=1 k=1u=1

n =1 n n

] t t) ~(7,t ,tk,u kyau 1) ~(7,s

= Z(Alwl(] ) (J z(:t) +ZZZT(J )5(3 )(Alwg 5) Sl( ))—(ﬁl(] ),§l(1 ))

t=1 k=1u=1t=1 (434)
= S (Alw?s (G | Z Z gtk (i) ) — (7D, 50

t=1 k=1u=1

PO A 5Y) = (5.

Il
NE

o~
Il
_

Wegen (4,559 300) — 0 fiir k= 1,2,...,j =1, s,t = 1,2,...,n, gilt
(A 5300) = (457,50

und folglich sind die Gleichungen (4.34) dquivalent zu
S AT = @ 5) s =12, (4.35)

Die Gleichungen (4.35) sind gerade das Gleichungssystem (4.26) zur Berechnung der Para-
meter 70>°). Damit ist gezeigt, daf die im Algorithmus 4.4 bzw. 4.4’ genutzten Beziehungen
zur Berechnung der Parameter 70°) und 30*%% ein Minimum der Norm ||gl(j>||3h liefern.
Der Rest des Beweises erfolgt auf analoge Weise wie im Beweis des Satzes 4.2, d.h. es gilt
offenbar
i = gL, < Ml = (4.36)

fiir jedes ul(J >7 das geméf der Iterationsvorschrift

s=1
n n j—1 n
_ ﬂgj_l) 27%(] S)Cls)(Al (7—-1) fl) N Z Z ( ﬂ(JSkt (k,t)
s=1 T s=lk=lt=1
1 L g i
s s “ s t k.t
= Zns( DA™ = £ =SS e )
_ s=1k=1t=1

mit #0%) = 76 und FU=kH = 0 berechnet wird. Wahlt man 7 = 2/(y.1 + Y2), so gilt,
siehe [217],

(g Y,2 — Vi1
i — ||, < T2 |y

—u . 4.37
e L, (4.37)
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Aus (4.36) und (4.37) folgt unmittelbar die Behauptung des Satzes.

Vereinfacht man den Algorithmus 4.4, indem in die Berechnung der Vektoren s
1,2,...,n, nur die Vektoren §l(3‘1=3)

dann erhélt man den folgenden Algorithmus 4.5.

Algorithmus 4.5  (Verfahren mit variablem Vorkonditionierer)

Gegeben sei eine Startndherung QEO).

(7,s)
!

|

S =
aus der vorangegangenen Iteration einbezogen werden,

Startschritt:
Berechne
0 0
(a) " = Aw” - f,
(b) Ql(l‘s) = C’ls>£§0) ,s=1,2,....n
Setze 3" = w!™” s =1,2,...,n, und orthogonalisiere die Vektoren &\"*, d.h. berechne
(C) §§1,1) — &l(l,l)
s—1 ~(1,s) (Lt)
(1,5) (o) (16)  ~(Ls)  (Lsi) (A,;8,77,877)
s = a s +s , Q = — , s=2,3,...,n
Bap> B (A", s")
(0) (1,s)
() uf = u® - ((I0SED 0D ey e Eos )
(A S(l,s) S(l,s)>
1818
(e) P = 0 (0D 4 g0 02 4 02 L) g ey
Iteration (j = 2,3,...):
Berechne
(f) Ql(j’s)zCls>fl(j_1>, s=1,2,...,n
(g) é;]vs) — ngvs) + /B(jasvl)égj*lvl) _|_ ﬁ(j78,2)§l(j71,2) + P + /6(.7‘,5,n)§§j71,’n) ,
(j,S) (jflvt)
BUs = _ (wl(, ’ll?)él(, ”)) . s,t=1,2,...,n
(Ais’ ", 8777)
Orthogonalisiere die Vektoren él(j’s), d.h. berechne
() s =sp
. s—1 . 3 . . A "’(jas) (jat)
) — 30 U glit) o 5l0) st s s ) s,

(A8 571
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Berechne
—1 /1,8
LGs) — (Ez(] )7§l(] ))
- (7,5) (G:8)
(A8, 877)
Die im Algorithmus 4.5 konstruierten Vektoren zgj), §§j’s) und §l(j71’s), s =1,2,...,n,

geniigen den Orthogonalitdtsbeziehungen
(4,87 85Dy =0 fiir [s—t|+[j—k|#£0, k=j—1,j, s,;t=1,2,....n,

und
(A G A = (1 wl) = (07, 877) = 0 fiir s =12, 0m

d.h. die Bedingungen (4.18) werden fiir |«| = 1 und j = j*—1 erfiillt. Diese Orthogonalitéits-
beziehungen konnen auf analoge Weise wie bei den Beziehungen (4.22) und (4.23) gezeigt
werden.

Fiir den Algorithmus 4.5 kann der folgende Konvergenzsatz bewiesen werden. Der Beweis
erfolgt vollig analog zum Beweis des Satzes 4.4, so dafl hier auf die Angabe des Beweises
verzichtet werden kann.

Satz 4.5 FEs existiert eine Konstante o < 1, so daf$ fiir die Iterierten glw im Algorithmus 4.5

| .
luf? — w4, < &l — wyla,

qilt.

In diesem Abschnitt wurden vier CG-&hnliche Iterationsverfahren mit additiven Vor-
konditionierern vorgestellt, und es wurde gezeigt, dafl diese Verfahren konvergieren. Die er-
haltenen Konvergenzaussagen wurden unter Zuhilfenahme der Konvergenzaussagen fiir die
Richardson-Tteration [111, 217] erzielt. Die getroffenen Aussagen lassen keinen qualitativen
Vergleich der Algorithmen 4.2 — 4.5 zu. Im folgenden werden diese Algorithmen anhand
numerischer Experimente miteinander verglichen.

Bemerkung 4.1 In einem von HACKBUSCH [112] vorgeschlagenen parallelen CG-Algorith-
mus wird dhnlich wie in den Algorithmen 4.4 und 4.5 ein Satz von Suchrichtungen ggj’s>,
s =1,2,...,n, genutzt. Die Ursache fiir die Verwendung von n Suchrichtungen ist in [112]
jedoch eine vollig andere als in den in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen. HACK-
BUSCH untersucht einen CG-Algorithmus, bei dem ausgehend von n Startndherungen in je-
dem Iterationsschritt n neue Ndiherungslésungen parallel berechnet werden, aus denen eine
Linearkombination als neue Niherung fir die Lésung des betrachteten Gleichungssystems

gebildet wird.
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4.3 Numerische Resultate

In diesem Abschnitt werden die Konvergenzeigenschaften der Algorithmen 4.1 — 4.5 anhand
numerischer Experimente analysiert. Auflerdem werden diese Algorithmen mit dem PCG-
Verfahren mit einem entsprechenden additiven Vorkonditionierer mit fixierten Gewichten
(51(5) verglichen. Dabei zeigt sich, dafl die neuen Iterationsverfahren zum Teil schneller kon-
vergieren als das iibliche PCG-Verfahren mit den betrachteten additiven Vorkonditionierern
mit festen Parametern. Die neuen Algorithmen erfordern jedoch einen hoéheren Aufwand
an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt. Somit entsteht die Frage, welcher Al-
gorithmus letztendlich in der kiirzesten Zeit eine Ndherungslosung mit einer gewiinschten
Genauigkeit liefert.

Im Abschnitt 4.3.1 wird der Aufwand an arithmetischen Operationen fiir die Algorith-
men 4.1 — 4.5 und den {iblichen PCG-Algorithmus analysiert.

4.3.1 Analyse des Arithmetik- und Kommunikationsaufwandes

Innerhalb jedes Iterationsschrittes der Algorithmen 4.1 — 4.5 sind Skalarprodukte zu be-
rechnen und Matrix-Vektor-Multiplikationen sowie Vektoroperationen vom Typ y := ax +y
(sogenannte DAXPY-Operationen) durchzufiihren. Auflerdem miissen in jedem Iterations-

schritt einmal die Operationen C’l(s>[l(j>, s=1,2,...,n, ausgefiihrt werden. In der Tabelle 4.1
wird die in den verschiedenen Algorithmen erforderliche Anzahl derartiger Operationen zu-
sammengestellt.
Tabelle 4.1: Aufwand an arithmetischen Operationen
Anzahl von
Verfahren Skalarprodukten | Matrix-Vektor-Mult. | DAXPY-Operationen C’l(s) 1§j )
PCG-Verfahren 2 1 3 1
Algorithmus 4.1 nn+1)/24+n n 2n 1
Algorithmus 4.2 n(2n + 3) n n? + 3n 1
Algorithmus 4.3 | (n+1)(n +4)/2 n n+3 1
Algorithmus 4.4 | n((25 + 1)n — 3)/2 n gn? +3n+n(n—1)/2 1
Algorithmus 4.5 3n(n+1)/2 n n?+3n+n(n—-1)/2 1

Zusétzlich ist zur Bestimmung der Iterationsparameter in den Algorithmen 4.2 und 4.3
je Iterationsschritt noch ein Gleichungssystem mit 2n bzw. n + 1 Unbekannten zu l6sen.

Im Algorithmus 4.4 erhoht sich der Aufwand pro Iteration mit wachsendem Index j.
Dies wird durch den steigenden Aufwand bei der Orthogonalisierung der Vektoren §§k’t),
E=1,2,...,5,t=1,2,...,n, verursacht.

Die Tabelle 4.1 zeigt, daf} fiir grofle n der Aufwand an arithmetischen Operationen in den
neuen Verfahren wesentlich grofier ist als beim iiblichen PCG-Verfahren.

Bei einer Implementierung auf einem Parallelrechner ist Kommunikation bei der Berech-
J

nung der Skalarprodukte und bei der Durchfiihrung der Operationen Cl(s)zg ) erforderlich.

In den Algorithmen 4.1 — 4.3 konnen bei der Berechnung der Skalarprodukte alle Daten in
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einem Schritt gemeinsam ausgetauscht werden, so dafl nur ein Startup-Schritt ausgefiihrt
werden muf}. Bei den Algorithmen 4.4 und 4.5 ist es moglich, bei der Berechnung der Ska-
larprodukte in den Schritten (g) und (i) die Daten gemeinsam auszutauschen. Im Schritt (h)
mufl der Datenaustausch in n — 1 Teilschritten erfolgen. Somit sind in beiden Algorithmen
fiir die Skalarproduktberechnung n + 1 Startup-Schritte notwendig. Der Kommunikations-
aufwand zur Losung des Vorkonditionierungsgleichungssystems, d.h. der Aufwand bei den
Operationen C}”ﬂj ), ist jedoch in allen Verfahren gleich. Da sich der Zeitaufwand fiir den
Datenaustausch zur Berechnung eines Skalarproduktes und zur Berechnung von n(2n + 3)
Skalarprodukten, wie z.B. im Algorithmus 4.2, kaum unterscheiden, ist der Kommunikati-
onsaufwand bei den Algorithmen 4.1 — 4.3 und beim {iblichen PCG-Verfahren nahezu gleich.
Bei den Algorithmen 4.4 und 4.5 ist aufgrund der hoheren Anzahl von Startup-Schritten bei
der Skalarproduktberechnung der Kommunikationsaufwand héher als beim {iblichen PCG-
Verfahren.

Aufgrund der obigen Uberlegungen zum Arithmetik- und Kommunikationsaufwand wer-
den die neuen Verfahren nur dann dem iiblichen PCG-Verfahren hinsichtlich der beno6tigten
Zeit iiberlegen sein, wenn sie schneller konvergieren. Dies wird in den folgenden Beispielen
auch deutlich werden.

4.3.2 Zweistufig p-hierarchischer Vorkonditionierer

In diesem Abschnitt wird wie im Abschnitt 3.3.7.2 als Testbeispiel die Berechnung eines
linearen stationdren Magnetfeldproblems in einem Elektromotor genutzt. Im Unterschied
zum Abschnitt 3.3.7.2 wird hier bei der Finite-Elemente-Diskretisierung die zweistufige p-
hierarchische Basis (2.22) verwendet. Zur Losung des Finite-Elemente-Gleichungssystems

AL 1Q =Q FL
Al—l Al,vm ul,v . L1
1Q AQ ~Q FQ
Al,mv Al,mm Ml,rn il,m

werden die im Abschnitt 4.2 vorgestellten Iterationsverfahren mit den Vorkonditionierern
c = Cr,, und c® = Cim eingesetzt. Zum Vergleich wurde auch das iibliche PCG-
Verfahren mit dem Vorkonditionierer (3.60) verwendet. Die Matrix C_’lw wurde implizit durch
die Anwendung eines [ — 1-Gitter-Verfahrens definiert, wobei ein V-Zyklus mit zwei Gauf3-
Seidel-Schritten vorwérts in der Vorgldttung und zwei Gauf-Seidel-Schritten riickwérts in
der Nachglittung durchgefiihrt wurde. Die Definition der Matrix Cj ,,, erfolgte durch die An-
wendung eines Iterationsschrittes des symmetrischen Gaufi-Seidel-Verfahrens (3.106). Folg-
lich gilt

C_1l,vv = Alll1([

l,ov

— M) und Chpm = A9

l,mm(

T o S_rGS )71

[,mm [,mm

mit den Fehleriibergangsoperatoren M;_; fiir den [ —1-Gitter-Algorithmus und S{5, . fiir das
symmetrische GauB-Seidel-Verfahren (bzgl. der Definition dieser Operatoren siehe (3.17) und
(3.110)). Zusétzlich wurden noch Experimente mit dem PCG-Verfahren mit dem Vorkon-
ditionierer (4.2) durchgefiihrt. Die Bestimmung der Parameter (51(1) und (51(2) erfolgte mittels

des Verfahrens 4.1.
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Die vorgestellten Losungsalgorithmen wurden im Programm FEMGP [142, 226] imple-
mentiert. Alle Testrechnungen wurden auf einem Pentium-PC (90 MHz) unter Nutzung des
LAHEY-Fortran-Compilers durchgefiihrt.

Die Magnetfeldberechnung, d.h. die Ermittlung der x3-Komponente des Vektorpotentials
/Y, erfolgte fiir den in der Abbildung 3.7 dargestellten Elektromotor. Hierbei wurde als Gebiet
Q) ein Viertel des Querschnitts des Motors genutzt.

Als Startvektor fiir die iterativen Loser diente der Nullvektor. Die Tteration wurde beim
Erreichen eines relativen Defektes ||i? — A?QE”H/M? — AR"V|| < 10-°, gemessen in der
Euklidischen Norm, abgebrochen.

Die Tabelle 4.2 enthilt fiir die verschiedenen Loésungsverfahren die benétigten CPU-
Zeiten und die Tterationszahlen. Aufgrund des zu hohen Speicherplatzbedarfs im Algorith-
mus 4.4 konnte die Testrechnung mit vier Gittern nicht durchgefithrt werden.

Tabelle 4.2: CPU-Zeiten [s] und Iterationszahlen der verschiedenen Loser

I 2 3 4
N, 1580 6203 24581
Verfahren #it | CPU-Zeit | #it | CPU-Zeit | #it | CPU-Zeit

PCG 18 0.71 21 374 | 23| 1823
Algorithmus 4.1 36 116 | 44 714 | 46 | 3246
Algorithmus 4.2 17 | 066 19 | 357 | 20| 1631
Algorithmus 4.3 17 | 0.60 19 | 324 |20 | 1500
Algorithmus 4.4 16 1.54 19 8.18
Algorithmus 4.5 18 0.82 19 | 434 19 | 2247
53 /5 1.10 1.19 1.40
PCG mit Vork. (4.2) | 18 |  0.66 21 3.79 22 | 17.74

Aus der Tabelle 4.2 ist ersichtlich, dafl die Algorithmen 4.2 — 4.5 bei diesem Beispiel
weniger [terationen benétigten als das iibliche PCG-Verfahren mit dem entsprechenden Vor-
konditionierer (3.60). Die notwendige CPU-Zeit war bei den Algorithmen 4.2 und 4.3 niedri-
ger als beim iiblichen PCG-Algorithmus. Da bei den Algorithmen 4.4 und 4.5 der Aufwand
an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt doch wesentlich hoher ist als beim iibli-
chen PCG-Verfahren (siehe auch Tabelle 4.1), fiihrte der relativ kleine Gewinn an Iterationen
nicht zu einem schnelleren Algorithmus.

Wie die Quotienten 61(2> / 51(1) aus der Tabelle 4.2 zeigen, liegen die im Vorkonditionierer
(3.60) verwendeten Wichtungsfaktoren 61(3) = 1 relativ nahe an den giinstigsten Parametern.
Folglich ist auch nicht zu erwarten, daf§ die Anwendung der neuen Algorithmen und des
PCG-Algorithmus mit dem Vorkonditionierer (4.2) zu einer wesentlichen Reduzierung der
Iterationszahlen fiihrt.
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4.3.3 ASM-DD-Vorkonditionierer

In diesem Abschnitt werden die im Abschnitt 4.2 entwickelten Algorithmen im Zusammen-
hang mit einem ASM-DD-Vorkonditionierer der Gestalt (3.128) getestet. Als Beispiel dient
die Poisson-Gleichung im Gebiet Q = (0,4) x (0,4). Das Gebiet Q wurde in 16 Teilge-
biete zerlegt. Bei der Finite-Elemente-Diskretisierung wurde in jedem Teilgebiet eine Folge
ineinander enthaltener Vernetzungen mittels Dreieckelementen erzeugt, so dafi auch eine
zuléssige Vernetzung fiir das gesamte Gebiet € entsteht. Die Generierung des zu jeder Ver-
netzung 7, £ = 1,2,...,[, gehérenden Finite-Elemente-Gleichungssystems erfolgte unter
Nutzung der stiickweise linearen Knotenbasis (2.12). In der DD-Knotennumerierung hat das
Finite-Elemente-Gleichungssystem die Gestalt

( A Aier ) ( U ¢ ) _ ( fie )
Arre Aur U g I

(siehe auch Abschnitt 3.3.5, Beziehung (3.112)).
Im Vorkonditionierer

C = vTe vl ( Lic Al,C’IBlTIT ) ( Cic 0 ) ( I 0 )
1= I 4 = _
0 Il,[ 0 Cl,[ BUIA[,[C Il,I

wurde die Matrix € durch einen BPS-Vorkonditionierer [50] definiert. Dieser Vorkonditio-
nierer beinhaltet einen Algorithmus von DRyJA [72] fiir die zu den Koppelridndern gehoren-
den Anteile und einen globalen Crosspoint-Loser. Die Definition des Vorkonditionierers Cj r
erfolgte implizit durch die Anwendung eines Mehrgitter-V-Zyklus mit jeweils einem Gauf}-
Seidel-Schritt vorwarts in der Vorglattung und einem Gaufl-Seidel-Schritt riickwérts in der
Nachglittung. Fiir die Basistransformation ¥; wurde eine in [104] beschriebene hierarchische
Fortsetzungstechnik genutzt.

Beim Einsatz dieses ASM-DD-Vorkonditionierers iibernimmt in den Algorithmen 4.1 —
4.5 die Matrix leclv die Rolle von Cl(l) und C’ITII die Rolle von C’l@).

Als Startvektor fiir die iterativen Loser diente ein Vektor, dessen Komponenten mit
den Funktionswerten der Funktion 23(4 — z)y(4 — y)® in den entsprechenden Knotenpunk-
ten belegt wurde. Die Iterationsverfahren wurden beim Erreichen eines relativen Fehlers
12811, /112”14, < 107* abgebrochen.

Neben den Tests mit den Algorithmen 4.1 — 4.5 wurden auch Experimente mit dem PCG-
Verfahren mit dem Vorkonditionierer (4.2) durchgefiihrt. Die Bestimmung der Parameter 6l(l>
und 51(2) erfolgte mittels des Verfahrens 4.1.

Die in der Tabelle 4.3 prisentierten Experimente wurden auf 16 Prozessoren des Paral-
lelrechnersystems GC/PowerPlus-128 durchgefiihrt.

Die Tabelle 4.3 zeigt, dal die Algorithmen 4.2 — 4.5 in den meisten Féllen eine kiirzere
Zeit bendtigen als der iibliche PCG-Algorithmus mit dem Vorkonditionierer (3.128). Bei den
Algorithmen 4.2 — 4.5 sind die Iterationszahlen zum Teil deutlich niedriger als beim iiblichen
PCG-Verfahren. Der wesentliche Kommunikationsaufwand pro Iterationsschritt entsteht bei
der Anwendung der Matrix Cj und ist in allen Algorithmen gleich. Da beim Parallelrech-
nersystem GC/PowerPlus-128 die Kommunikationsleistung relativ gering ist im Vergleich
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Tabelle 4.3: Rechenzeiten und Iterationszahlen der verschiedenen Loser

N, 497 2001 8081 32529 130577 523281
Verfahren #it | Zeit | #it | Zeit | #it | Zeit | Fit | Zeit | #it | Zeit | #it | Zeit

CG 14 [ 030 | 20 | 047 | 26 [ 080 | 34| 233 | 42| 9.58 | 50| 43.75
Algorithmus 4.1 38 | 0.74 ]| 55 | 1.20 | 89 | 2.68 | 142 | 10.34 | 225 | 58.69 | 359 | 363.24
Algorithmus 4.2 14 |1 029 | 17 | 039 | 21 |0.66 | 27| 223 | 35| 10.36 | 47| 53.81
Algorithmus 4.3 13 1027 | 15 | 034 | 20 |0.62| 23| 1.73| 28| 756 | 34| 3544
Algorithmus 4.4 13 {034 | 16 | 047 | 20 | 0.83 | 23| 3.02

Algorithmus 4.5 13 1033 | 15 | 042 | 20 | 0.72 24 2.05 29 8.62 36 | 41.04
5 /61 1.33 1.41 2.53 3.19 3.75 4.03
PCG mit Vork. (4.2) | 13 ‘ 0.28 | 18 | 0.42 | 19 | 0.59 23 1.58 27 6.21 31| 27.17

zur Rechenleistung, wirkt sich die geringere Anzahl an durchzufiihrenden Iterationen trotz
hoherem Aufwand an arithmetischen Operationen bei den Algorithmen 4.2 — 4.5 positiv auf
die Gesamtlaufzeit aus.

Die Parameter (51(1) und (51(2) fiir die Quotienten (51(2)/(51(1) in der Tabelle 4.3 wurden mittels
des Algorithmus 4.1 berechnet. Es wird deutlich, daf} fiir die Probleme mit wenigen Unbe-
kannten die iiblicherweise genutzte Skalierung von Cj ¢ und C;; mit den Wichtungsfaktoren
(51(1) = (51(2) = 1 nahe an der besten Wahl liegt. Die Tabelle 4.3 zeigt auch, dafl beim Einsatz
der Algorithmen 4.3 — 4.5 etwa die gleichen Iterationszahlen bené6tigt werden wie bei der
Verwendung des Vorkonditionierer (4.2) mit den mittels des Algorithmus 4.1 ermittelten
Faktoren 51(1) und 51(2).

Bemerkung 4.2 In [151] wurden die iterativen Liser 4.1 — 4.5 auch im Zusammenhang
mit einem BPX-Vorkonditionierer der Form

[
Gl =7QiA Q)T + X o QL@
k=2

genutzt (siehe Abschnitt 3.3.3). Dabei wurden diese Algorithmen zur Ldsung der Finite-
Elemente-Gleichungssysteme eingesetzt, die bei der Diskretisierung der Aufgabe

—div(p gradu) + qu = f(z) inQ, u=0 auf OQ

entstehen. Auf analytischem Weg wurden die Parameter 6l(k> = (p+ 2 2%q)"t ermittelt. Der
in [151] angegebene Vergleich der bendtigten Iterationszahlen zeigt, daf$ die Algorithmen 4.2 —

4.5 schneller konvergieren als der tibliche PCG-Algorithmus mit diesen festen Parametern
5",
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Kapitel 5

Parallele Algorithmen fiir nichtlineare

Randwertprobleme

Zur Losung nichtlinearer Randwertprobleme mittels Mehrgitter-Verfahren existieren zwei
grundlegende Zugidnge. Eine Moglichkeit besteht in der direkten Anpassung der Gliattungs-
verfahren und des Grobgitterkorrekturschrittes an das nichtlineare Problem. Dies fiihrt zu
den sogenannten nichtlinearen Mehrgitter-Verfahren (siehe z.B. [55, 107, 108]). Einen an-
deren Weg zur Anwendung der Mehrgitteridee auf nichtlineare Probleme bietet der Einsatz
eines Linearisierungsverfahrens, z.B. des Newton-Verfahrens, und die Losung der entstehen-
den linearen Probleme mittels der bekannten Multilevel-Algorithmen fiir lineare Gleichungs-
systeme [108, 119, 121, 162, 167].

In diesem Kapitel werden als Beispiel fiir nichtlineare Randwertprobleme die im Ab-
schnitt 2.1.3 formulierten nichtlinearen stationdren Magnetfeldprobleme betrachtet. Die Li-
nearisierung erfolgt mittels des Newton-Verfahrens. Zur Losung der in jedem Linearisierungs-
schritt entstehenden linearen Gleichungssysteme werden verschiedene Multilevel-Verfahren
wie z.B. Mehrgitter-Verfahren, MG(1)-PCG-Verfahren und das MDS-PCG-Verfahren einge-
setzt. Um eine geeignete Startndherung fiir das Newton-Verfahren zu erhalten, wird die Idee
der geschachtelten Iteration (Full-Mehrgitter-Verfahren) genutzt (siehe auch [108, 229]).

Im Abschnitt 5.1 wird ein paralleler Full-Newton-Multilevel-Algorithmus (PFNM-Algo-
rithmus) beschrieben und im Abschnitt 5.2 werden PFNM-Algorithmen mit verschiedenen
Multilevel-Algorithmen zur Losung der entstehenden linearen Gleichungssysteme anhand
von zwei Beispielen miteinander verglichen. Weitere Beispiele enthalten die Arbeiten [126,
127, 128, 129, 130].

5.1 Paralleler Full-Newton-Multilevel-Algorithmus

Die stationdren nichtlinearen Magnetfeldprobleme werden durch das Randwertproblem (2.8)
— (2.9) beschrieben. Wie im Abschnitt 2.1.3 wird vorausgesetzt, dafl das zugrundeliegende
Gebiet € in N, Teilgebiete Qj zerlegt sei, die die verschiedenen Materialien reprisentie-
ren. Die weitere Zerlegung dieser Teilgebiete kann mittels einer automatischen adaptiven
Gebietszerlegungsprozedur, siehe 7.B. [90, 98], erfolgen, so daf letztendlich eine Zerlegung
des Gebietes €2 in p nichtiiberlappende Teilgebiete €2; vorliegt. Diese werden den p Prozesso-
ren P; eines MIMD-Parallelrechners zugeordnet. Danach erfolgt die Generierung einer Folge
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hierarchisch aufgebauter Dreiecksnetze 7y, k = 1,2...,[, auf die im Abschnitt 2.2 beschrie-
bene Weise. Unter Nutzung der stiickweise linearen Ansatzfunktionen (2.12) erhélt man eine
Folge nichtlinearer Gleichungssysteme

mit nichtlinearen Operatoren Aj.

Zur Bestimmung der Lésung u; wird im weiteren ein Full-Newton-Multilevel-Algorithmus
genutzt. In diesem Algorithmus wird die Fréchet-Ableitung A} [v,] von Ay an der Stelle v,
bendtigt. Die Fréchet-Ableitung Aj [v,] ist ein linearer Operator und wird durch die Jacobi-
Matrix reprisentiert (siehe z.B. [121, 123, 124, 125]).

Bei der Beschreibung des PFNM-Algorithmus (Algorithmus 5.1) werden wie bereits in
den vorangegangenen Abschnitten die als Vektor vom iiberlappenden Typ gespeicherten
Vektoren durch Fettschrift gekennzeichnet.

Algorithmus 5.1  (Paralleler Full-Newton-Multilevel-Algorithmus)

a) Setze k = 1.

(
(b) Bestimme die Startndherung fiir das Newton-Verfahren auf dem Gitter 7.
(b1) Wenn k =1, setze ul” = 0.

(

b2) Wenn %k > 1, berechne QECO) = I} u; ,, d.h. interpoliere die auf dem Gitter 7;_;
erhaltene Ndherungslosung auf das aktuelle Gitter.

(b3) Setze den Zéhler fiir die Newton-Iteration, d.h. setze j = 0.
¢) Berechne die Jacobi-Matrix J© = A’ g(m und den Defektvektor d(l) = — Akg(o).
k KU ko= Ly k
(d) Lose das lineare Defektgleichungssystem
Jlgj>ml(cj+1) — dl(cj+1) ) (52)

Falls £ = 1, verwende einen direkten Loser oder das PCG-Verfahren angewendet auf
das entsprechende Schurkomplementsystem (3.53). Falls & > 1, nutze einen parallelen
Multilevel-Loser (Algorithmus 3.2, PCG-Verfahren mit Vorkonditionierung basierend
auf den Algorithmen 3.2, 3.9, 3.12 bzw. DD-Vorkonditionierung). Bestimme eine N#he-

. —~—(j7+1 . . . . .
rungslésung Qg ) it einer relativen Genauigkeit y,.

(e) Berechne die neue Newton-Ndherung

2Eﬁjﬂ) _ gg) 4+ T,Ej@i””

mit einem geeignet gewéhlten Parameter r,ﬁj >7 0< r,ﬁj ) <1

(f) Kontrolliere die Konvergenz (der Parameter ¢, fiir die Steuerung der Dampfung wird
a priori mit ¢, < 1 gewdhlt).
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(f1) Berechne den neuen Defektvektor c_l,(€j+2) =f, - Alc!/(cjﬂ)-
(f2) Berechne die neue Jacobi-Matrix JU = A7 [ul/ ]

(£3) Berechne die Defektnormen d" = ||¢/*"|| und V™ = ||dV?].

(f4) Wenn dg 2> de H), berechne einen neuen Dampfungsparameter T,Ej ) geméaf

(3) 4(5+1)
() : Gy T di
T, =MINS C Ty 57
k { k d}(€a+1) +d1(f+2)}

und gehe zu Schritt (e), setze sonst bei Schritt (f5) fort.

(f5) Wenn d(,ch) > ed(,cD , gehe zu Schritt (f6), sonst setze uj = g,(cjﬂ).
Falls & < [, dann setze k = k41 und gehe zu Schritt (b), sonst beende den Algorithmus.

(f6) Fiihre einen neuen Newton-Schritt aus, d.h. setze j = j + 1 und gehe zu Schritt (d).

Wird im Schritt (f2) JV = J) gesetzt, dann erhélt man das modifizierte Newton-
Verfahren.

Bei der parallelen Abarbeitung des Algorithmus 5.1 ist Datenaustausch zwischen den
Prozessoren im Schritt (e), d.h. innerhalb des Loser fiir das lineare Defektgleichungssystem,
und bei der Normberechnung im Schritt (f3) erforderlich. Alle anderen Teilschritte konnen
vollig parallel ausgefiihrt werden.

HEISE hat in [119, 121] Konvergenzresultate fiir ein geddmpftes modifiziertes Newton-
Mehrgitter-Verfahren bewiesen. Unter den in Satz 3.2 formulierten Voraussetzungen an das
verwendete Mehrgitter-Verfahren konvergiert das geddmpfte modifizierte Newton-Mehrgit-
ter-Verfahren auf einem Gitter 7, linear. Damit kann die globale Konvergenz fiir den Full-
Newton-Multilevel-Algorithmus mit einem geddmpften modifizierten Newton-Verfahren ge-
zeigt werden (siehe Korollar 3 in [121]).

5.2 Numerische Resultate

In diesem Abschnitt werden numerische Experimente mit parallelen Full-Newton-Multilevel-
Algorithmen dokumentiert, in denen verschiedene der im Kapitel 3 beschriebenen parallelen
Algorithmen zur Losung des linearen Defektgleichungssystems eingesetzt werden. Als Test-
beispiel fiir die Anwendung des Algorithmus 5.1 dient die Losung des nichtlinearen statio-
niren Magnetfeldproblems (2.8) — (2.9) in elektrischen Maschinen.

Der Algorithmus 5.1 wurde im Programm FEMG@BEM [97] implementiert. Die Test-
rechnungen erfolgten auf verschiedenen Parallelrechnersystemen mit MIMD-Architektur, wie
z.B. einem GC/PowerPlus, einem Multicluster-2-System mit 16 Transputern vom Typ T805
bzw. einem Workstationcluster mit 8 SPARC-2-Workstations.

Dem ersten Testbeispiel liegt die in der Abbildung 3.7 dargestellte elektrische Maschine
zugrunde. Wie in dieser Abbildung gezeigt, wurde das Gebiet 2, d.h. der Querschnitt des
Elektromotors, in 64 Teilgebiete zerlegt.
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Im Algorithmus 5.1 wurden folgende Parameter genutzt. Auf allen Gittern 7, k =
2,3...,1 — 1, wurde die maximale Anzahl von Newton-Iterationen auf j < 2 begrenzt.
Die ITteration auf dem feinsten Gitter wurde beim Erreichen einer relativen Genauigkeit von
£ = 10"* abgebrochen. Als Steuerparameter ¢, bei der Definition des Didmpfungsparameters
T,gj ) wurde ¢, = 0.25 gewihlt. Der Parameter )3, kann an das quadratische Konvergenzverhal-
ten des Newton-Verfahrens angepafit werden (siehe [121]). Die besten Resultate hinsichtlich
der benotigten Rechenzeit wurden bei diesem Beispiel mit 5, = 0.01 erzielt. Die Losung der
linearen Defektsysteme im Schritt (d) des Algorithmus 5.1 erfolgte mittels eines MSM-DD-
PCG-Verfahrens bzw. mittels eines Mehrgitter-Verfahrens. Im MSM-DD-Vorkonditionierer
(3.129) erfolgte die Definition der Matrix C; ; implizit durch die Anwendung eines Mehrgitter-
V-Zyklus mit jeweils einem Gauf-Seidel-Schritt in der Vor- und Nachgldttung. Als Vorkon-
ditionierer fiir das Schurkomplement wurde ein BPS-Vorkonditionierer [50] verwendet, der
beziiglich der zu den Kantenkoppelknoten gehérenden Anteile einen Algorithmus von DRYJA
[72] nutzt und einen globalen Crosspoint-Loser enthilt. Die verwendete Basistransformation
basiert auf einer hierarchischen Fortsetzungstechnik [104]. Im globalen Mehrgitter-Verfahren
zur Losung des Defektgleichungssystems wurde der V-Zyklus mit jeweils zwei Gauf3-Seidel-
Schritten (Algorithmus 3.4) in der Vor- und Nachgldttung durchgefiihrt. Als Grobgitterloser
diente das PCG-Verfahren mit einem BPS-Vorkonditionierer angewendet auf das entspre-
chende Schurkomplementsystem (3.53). Dabei wurde die Grobgitterlosung mit einer relativen
Genauigkeit von 0.1 berechnet.

Um die Effizienz der parallelen Algorithmen untersuchen zu kénnen, wurden auch Berech-
nungen in einem Viertel des Elektromotors durchgefiihrt, so dafl Resultate von Berechnungen
auf 16 und 64 Prozessoren vorliegen. Die Tabelle 5.1 enthélt die benotigten Iterationszahlen
und die Rechenzeiten fiir die Generierung der Gleichungssysteme (5.2) sowie deren Losung.
Die skalierten Effizienzen wurden geméfl der Beziehung

1 Thes(16) N,(64)
4 N(16) T,e(64)

E(16,64) = (5.3)
berechnet, wobei N;(p), p = 16,64, die Anzahl der Unbekannten auf p Prozessoren und
Tyes(p) die bendtigte Gesamtzeit bezeichnen.

Die Tabelle 5.1 zeigt, dafi der Full-Newton-Multilevel-Algorithmus mit dem Mehrgitter-
Verfahren zur Losung der Defektgleichungssysteme (5.2) schneller ist als der Algorithmus
mit dem MSM-DD-PCG-Verfahren. Die bessere Skalierbarkeit erhélt man beim Einsatz des
DD-Verfahrens.

In der Abbildung 5.1 ist fiir die einzelnen Prozessoren das Verhéltnis zwischen Kom-
munikations- und Arithmetikzeit grafisch dargestellt. In den einzelnen Balken ist die Zeit
fiir Datenempfang einschlieilich Wartezeit (links, grau), die Zeit fiir das Senden von Daten
einschliefllich Wartezeit (Mitte, schwarz) und die Arithmetikzeit (rechts, weifl) markiert. Die
Arithmetikzeiten fiir die einzelnen Prozessoren unterscheiden sich durch die unterschiedliche
Anzahl von Knoten in den Teilgebieten €2;.

Um die Effizienz des Algorithmus 5.1 auf verschiedenen Mehrprozessorsystemen zu de-
monstrieren, wurden Rechnungen auf einem Power Xplorer (mit 16 Prozessoren vom Typ
Motorola PowerPC-601), auf einem Multicluster-2-System (mit 16 Prozessoren vom Typ
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Loser MSM-DD-PCG Mehrgitter-Verfahren
Anzahl der Prozessoren 16 64 16 64
Anzahl der Unbekannten 374129 1514008 374129 1514008
Newton-Iterationen (1. Gitter) 3 3 3 3
CG-Tterationen (1. Gitter) 6,11,12 6,11,11 6,11,12 6,11,11
Newton-Iterationen (2. Gitter) 2 2 2 2
CG/MG-Iterationen (2. Gitter) 9,10 9,11 1,2 1,2
Newton-Iterationen (3. Gitter) 2 2 2 2
CG/MG-Iterationen (3. Gitter) 10,12 10,12 1,2 2,2
Newton-Iterationen (4. Gitter) 2 2 2 2
CG/MG-Iterationen (4. Gitter) 11,13 11,13 1,2 1,2
Newton-Iterationen (5. Gitter) 2 2 2 2
CG/MG-Iterationen (5. Gitter) 11,15 11,15 1,2 1,2
Newton-Iterationen (6. Gitter) 2 2 2 2
CG/MG-Iterations (6. Gitter) 12,16 13,16 1,2 1,2
Zeit [s] (Systemgenerierung) 15.8 17.3 15.0 16.5
Zeit [s] (Loser) 45.5 52.2 8.9 18.3
Gesamtzeit [s] 61.3 69.6 23.9 34.8
Skalierte Effizienz E(16,64) 0.89 0.69

N 61.32s
0
2
4
6
8
10
12
14
N 2391

B
BBEowonrnvoO

Abbildung 5.1: Kommunikations- und Arithmetikzeit (oben: MSM-DD-PCG, unten: Mehrgitter-Verfahren)
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T805) und auf einem Workstationcluster bestehend aus 8 SPARC-2-Workstations durch-
gefiihrt. Die Berechnungen erfolgten im Viertel des Querschnitts des Elektromotors, d.h. mit
16 Teilgebieten. Das als feinstes Gitter genutzte Netz 75 enthielt 93 377 Knoten. Die Néhe-
rungslosung des nichtlinearen Gleichungssystems auf dem feinsten Gitter wurde mit einer
relativen Genauigkeit von £ = 5-107° berechnet. Dazu waren drei Newton-Iterationen er-
forderlich. In der Tabelle 5.2 sind die Rechenzeiten auf den verschiedenen Rechnersystemen
angegeben. Das Rechenzeitverhiltnis ergibt sich aus dem Quotienten der Gesamtzeiten fiir
den Algorithmus 5.1 mit dem MSM-DD-PCG-Verfahren und dem Mehrgitter-Verfahren.

Tabelle 5.2: PENM-Algorithmus auf verschiedenen MIMD-Rechnern

Rechnersystem Power Xplorer Multicluster-2 Workstation cluster
Parix Parix PVM
Processortyp 16 * Power PC 601 16 * Transputer T805 8 * SPARC 2
Loser DD-PCG MG DD-PCG MG DD-PCG MG
Zeit [s] (Systemgenerierung) 5.1 4.8 61.4 56.3 52.4 48.4
Zeit [s] (Loser) 15.7 7.6 356.9 64.3 203.6 154.6
Gesamtzeit [s] 20.8 124 418.3 120.6 256.0 203.0
Rechenzeitverhéltnis 1:1.68 1 : 347 1:1.26

Aus der Tabelle 5.2 ist ersichtlich, daf§ der Algorithmus 5.1 mit dem Mehrgitter-Verfahren
auf allen Rechnerplattformen den schnelleren Algorithmus liefert. Die Ursache fiir die unter-
schiedlichen Rechenzeitverhéltnisse liegt im unterschiedlichen Verhéltnis zwischen Arithme-
tik- und Kommunikationsleistung bei den verschiedenen Rechnern. Beim Power Xplorer und
beim Workstationcluster ist die Kommunikationsleistung im Vergleich zur Rechenleistung
wesentlich ungiinstiger als beim Multicluster-2-System.

Abbildung 5.2: Gebietszerlegung in 32 (links) und 64 (rechts) Teilgebiete

Im zweiten Beispiel wird die Magnetfeldberechnung in dem in der Abbildung 5.2 dar-
gestellten Gleichstrommotor durchgefithrt. Die Zerlegung des Querschnitts des Motors in
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32 bzw. 64 Teilgebiete erfolgte mittels des automatischen Gebietszerlegungstools ADDPRE
[90, 98]. Diese Zerlegungen wurden unabhéngig voneinander erzeugt, so daff man z.B. nicht
erwarten kann, daf} jeweils zwei der 64 Teilgebiete eines der 32 Teilgebiete bilden.

In jedem Teilgebiet wurde eine Folge hierarchischer Dreiecksnetze generiert, und als
Finite-Elemente-Ansatzfunktionen wurden die stiickweise linearen Ansatzfunktionen (2.12)
genutzt.

Im PFNM-Algorithmus wurden die folgenden Algorithmen zur Losung der linearen De-
fektgleichungssysteme (5.2) eingesetzt:

MSM-DD-PCG  PCG-Verfahren mit MSM-DD-Vorkonditionierer (3.129)
(V11,S-MDS)  C;; = V11, d.h.
Anwendung eines Mehrgitter-V-Zyklus mit jeweils einem Gauf-Seidel-
Schritt in der Vor- und Nachglidttung
Cr.c = S-MDS, d.h.
MDS-Vorkonditionierer fiir das Schurkomplement
Basistransformation nutzt eine hierarchische Fortsetzungstechnik [104]

(MDS,S-MDS) €y = MDS, d.h.
MDS-Vorkonditionierer fiir die Probleme in den Teilgebieten
Ci.c = S-MDS, d.h.
MDS-Vorkonditionierer fiir das Schurkomplement
Basistransformation nutzt eine hierarchische Fortsetzungstechnik [104]

Mehrgitter Mehrgitter-Verfahren mit V-Zyklus und jeweils zwei Schritten des Gauf3-
Seidel-Verfahrens (3.22), als Grobgitterloser wurde ein PCG-Verfahren
mit BPS-Vorkonditionierer fiir das entsprechende Schurkomplementsy-
stem genutzt, Bestimmung der Grobgitterlésung mit einer relativen Ge-
nauigkeit von 0.1

MG(1)-PCG Verwendung eines Mehrgitter-V-Zyklus mit zwei Gauf-Seidel-Schritten
vorwérts in der Vorgldttung und zwei Gaufl-Seidel-Schritten riickwérts
in der Nachgldttung als Vorkonditionierer

MDS-PCG PCG-Verfahren mit MDS-Vorkonditionierer (3.77), die Grobgitterlosung
erfolgte wie beim Mehrgitter-Verfahren

Die Losung der linearen Gleichungssysteme (5.2) erfolgte mit einer relativen Genauigkeit
von 0.01. Fiir die Losung des nichtlinearen Gleichungssystem auf dem feinsten Gitter wurde
eine relative Genanigkeit von 1075 gefordert.

In der Tabelle 5.3 sind die Anzahl der Newton-Iterationen und die Anzahl der Iterationen
der Loser fiir die linearen Probleme angegeben. Weiterhin enthélt diese Tabelle die Rechen-
zeiten fiir den Algorithmus 5.1 mit den verschiedenen Lésern fiir die linearen Probleme. Die
angegebenen skalierten Effizienzen wurden analog zur Formel (5.3) berechnet.

Aus der Tabelle 5.3 ist ersichtlich, dafl der Einsatz des Mehrgitter-Verfahrens bzw. des
MG(1)-PCG-Verfahrens zum schnellsten Loser fiir das nichtlineare Problem fiihrt. Die ska-
lierten Effizienzen sind schlechter als beim ersten Beispiel (siehe Tabelle 5.2). Eine Ursa-
che ist, dafl hier die linearen Loser bei der Rechnung auf 64 Prozessoren mehr Iterationen
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benotigten als bei den Berechnungen auf 32 Prozessoren.

Tabelle 5.3: Vergleich des Newton-Verfahrens mit verschiedenen linearen Losern

Loser MSM-DD-POG | MSM-DD-PCG Mehrgitter | MG(1)-PCG | MDS-PCG
(V11,S-MDS) | (MDS,S-MDS)
32 Teilgebiete, 32 Prozessoren, 364 637 Unbekannte
1. Gitter: Newton-Iter. 6 6 6 6 6
2. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2
CG/MG-Tter. 16,27 17,18 2,2 2,2 14,11
3. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2
CG/MG Tter. 17,17 17,22 2,2 2,2 13,11
4. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2
CG/MG-Iter. 16,22 20,25 2,3 2,2 14,15
5. Gitter: Newton-Iter. 4 4 4 4 4
CG/MG-Iter. 16,23,17,16 21,30,23,19 2,4,2.2 2,3,2,2 14,17,17,14
Zeiten [s]
Systemgenerierung 18.3 18.3 17.0 17.0 17.3
Loser 92.9 141.4 36.1 42.6 100.4
Gesamtzeit [s] 111.2 159.7 53.1 59.6 117.7
64 Teilgebiete, 64 Prozessoren, 688 892 Unbekannte
1. Gitter: Newton-Iter. 6 6 6 6
2. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2
CG/MG-Iter. 18,18 19,22 2,2 2,2 9,7
3. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2
CG/MG-Tter. 18,21 20,28 2.6 2,3 11,13
4. Gitter: Newton-Iter. 2 2 2 2 2
CG/MG iter. 19,31 24,38 3,10 3.4 15,22
5. Gitter: Newton-Iter. 3 4 3 3 3
CG/MG-Tter. 23,37,31 28,48,43,52 3,10,8 3,6,5 17,37,35
Zeiten [s]
Systemgenerierung 17.9 20.0 17.1 17.2 17.2
Loser 150.0 302.8 110.5 93.3 205.4
Gesamtzeit [s] 167.9 322.8 127.6 110.5 222.6
‘ E(32,64) 0.63 0.47 0.39 0.51 0.50

Beide vorgestellten Beispiele zeigen, dafl die Anwendung des Mehrgitter-Verfahrens als
linearer Loser im Algorithmus 5.1 zu einem schnelleren Algorithmus fithrt als die Anwendung
des PCG-Verfahrens mit DD-Vorkonditionierern. Allerdings besitzt der PEFNM-Algorithmus
mit dem DD-PCG-Verfahren die bessere Skalierbarkeit. Ein &hnliches Verhalten wurde auch
schon bei der Anwendung der verschiedenen Loser auf lineare Randwertprobleme beobachtet
(siehe Abschnitt 3.3.7).
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Liste verwendeter Bezeichnungen

QcCR?

ST~

beschrinktes d-dimensionales Gebiet (d = 2,3)
Teilgebiet von

Rand des Gebietes €2

Q=0QuUQ

Randstiick mit Randbedingungen 1. Art
Randstiick mit Randbedingungen 2. Art

Vernetzung des Gebietes €2 mittels Dreiecks- bzw. Tetraederelementen mit der
Schrittweite hy

Raum der Funktionen, deren verallgemeinerte Ableitungen bis zur ersten Ord-
nung iiber {2 quadratisch summierbar sind

Raum der Vektorfunktionen, deren s Komponenten (s = 2, 3) jeweils Elemente
des Raumes H'(2) sind

Teilmengen des Raumes H'(Q) bzw. [H'(Q)]*
zu V dualer Raum

Element des Raumes H'(()

Element des Raumes [H'(Q)]*, s = 2,3

Bilinearform, a(.,.) : YV xV — R
Linearform, (.,.) : V* xV — R!
Knotenbasis der stiickweise linearen Ansatzfunktionen, Numerierung der An-

satzfunktionen gemif der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knotennu-
merierung); siehe (2.15), S. 22 und S. 21

h-hierarchische Basis stiickweise linearer Ansatzfunktionen, Numerierung der
Ansatzfunktionen gemifi der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knoten-
numerierung); siehe (2.19), S. 23

zweistufig h-hierarchische Basis stiickweise linearer Ansatzfunktionen, Nume-
rierung der Ansatzfunktionen gemifl der DD-Knotennumerierung (hierarchi-
schen Knotennumerierung); siehe (2.21), S. 23
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Knotenbasis der stiickweise quadratischen Ansatzfunktionen, Numerierung
der Ansatzfunktionen gemifi der DD-Knotennumerierung (hierarchischen
Knotennumerierung); siehe (2.15), S. 22 und S. 21

h-p-hierarchische Basis stiickweise linearer und stiickweise quadratischer
Ansatzfunktionen, Numerierung der Ansatzfunktionen gemé&fl der DD-
Knotennumerierung (hierarchischen Knotennumerierung); siehe (2.20),
S. 23

zweistufig p-hierarchische Basis stiickweise linearer und stiickweise qua-
dratischer Ansatzfunktionen, Numerierung der Ansatzfunktionen gemé&f
der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knotennumerierung); siehe
(2.22), S. 23

stiickweise lineare Ansatzfunktion, linear iiber den Dreiecken aus 7
stiickweise quadratische Ansatzfunktion, quadratisch iiber den Dreiecken
aus T,

Finite-Elemente-Raum mit der Basis py (qx)

Finite-Elemente-Raum mit der Basis py. (Gx)

Konstante in der verstiarkten Cauchy-Ungleichung im zweistufig h-(p)-hie-
rarchischen Fall; siehe (2.76), S. 35

Anzahl der Knoten in der Vernetzung 7,

Anzahl der Knoten in der Vernetzung 7 eingeschrinkt auf das Teilgebiet
Q

Euklidischer Vektorraum der Dimension N,

Vektor des RV*, gespeichert als Vektor vom iiberlappenden Typ; siehe De-
finition 3.1, S. 38

Vektor des R+, gespeichert als Vektor vom addierenden Typ; siehe Defi-
nition 3.1, S. 38

Boolesche Teilgebietszusammenhangsmatrix Hy; : RV — RNei: siehe
S. 38

Vektor der Knotenparameter fiir eine Finite-Elemente-Funktion in der
Knotenbasis in der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knotennume-
rierung)

Vektor der Knotenparameter fiir eine Finite-Elemente-Funktion in der A-
bzw. h-p-hierarchischen Basis in der DD-Knotennumerierung (hierarchi-
schen Knotennumerierung)

Vektor der Knotenparameter fiir eine Finite-Elemente-Funktion in der
zweistufig h- bzw. zweistufig p-hierarchischen Basis in der DD-Knoten-
numerierung (hierarchischen Knotennumerierung)

Steifigkeitsmatrix in der Knotenbasis in der DD-Knotennumerierung (hier-
archischen Knotennumerierung)
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Steifigkeitsmatrix in der h- bzw. h-p-hierarchischen Basis in der DD-
Knotennumerierung (hierarchischen Knotennumerierung)

Steifigkeitsmatrix in der zweistufig h- bzw. zweistufig p-hierarchischen
Basis in der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knotennumerie-
rung)

Blocke aus der Matrix Ay; *, o stehen fiir V, E, F, C', I

(Die Indizes V', E, F', C, I entsprechen den Kreuzungsknoten, den Kan-
tenkoppelknoten, den Flachenkoppelknoten, den Koppelknoten und
den inneren Knoten; siehe Definitionen 2.2 — 2.4, S. 20 — 21)

zum Teilgebiet €2; gehorende Teilgebietssteifigkeitsmatrix
Blocke aus der Matrix Ay ; in assemblierter Form; siehe Lemma 3.1,

S. 40

Steifigkeitsmatrix in der stiickweise linearen (quadratischen) Knoten-
basis in der hierarchischen Knotennumerierung

Steifigkeitsmatrix in der h- (h-p)-hierarchischen Basis in der hierarchi-
schen Knotennumerierung

Steifigkeitsmatrix in der zweistufig h- (p)-hierarchischen Basis in der
hierarchischen Knotennumerierung

Lastvektor in der Knotenbasis in der DD-Knotennumerierung (hierar-
chischen Knotennumerierung)

Lastvektor in der h- bzw. h-p-hierarchischen Basis in der DD-Knoten-
numerierung (hierarchischen Knotennumerierung)

Lastvektor in der zweistufig h- bzw. zweistufig p-hierarchischen Basis

in der DD-Knotennumerierung (hierarchischen Knotennumerierung)

Lastvektor in der Knotenbasis stiickweise linearer (quadratischer) An-
satzfunktionen in der hierarchischen Knotennumerierung

Lastvektor in der h- (h-p-)hierarchischen Basis in der hierarchischen
Knotennumerierung

Lastvektor in der zweistufig h- (p-)hierarchischen Basis in der hierar-
chischen Knotennumerierung

beschreibt Ubergang von der hierarchischen zur Knotenbasis; siehe
(2.28), S. 24

beschreibt Ubergang von der zweistufig hierarchischen zur Knotenbasis;
siehe (2.28), S. 24

Restriktionsoperator; siehe (3.47), S. 60
Interpolationsoperator; siehe (3.48), S. 60
Fehleriibergangsoperator des k-Gitter-Verfahrens; siehe (3.17), S. 48

Vorkonditionierungsmatrix
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Thesen

zu der an der Fakultét fiir Mathematik der Technischen Universitdt Chemnitz eingereichten
Habilitationsschrift zum Thema

FEinige Klassen paralleler iterativer Auflosungsverfahren

vorgelegt von Dr. rer. nat. Michael Jung

1. Die numerische Simulation komplexer Feldprobleme erfordert neben einer leistungsféhi-
gen Comptertechnik vor allem auch Algorithmen, welche die durch die Hardware gege-
benen Moglichkeiten effizient ausnutzen.

Die mathematische Beschreibung der entsprechenden thermischen, mechanischen, elektri-
schen und magnetischen Felder erfolgt im allgemeinen mittels gewohnlicher und partieller
Differentialgleichungen oder Integralgleichungen. Fiir die Computersimulation mufl von
diesen kontinuierlichen Modellen zu einem diskreten Ersatzmodell iibergegangen werden.
Bei partiellen Differentialgleichungen wird meist die Finite-Elemente-Methode als Dis-
kretisierungsverfahren genutzt. Da diese Methode eng mit der Gebietszerlegungsidee ver-
bunden ist, erscheint es naheliegend, die Computersimulation auf Multiple-Instruction-
Multiple-Data (MIMD)-Parallelcomputern durchzufithren. Im Ergebnis des Diskretisie-
rungsprozesses entstehen grofidimensionierte (nicht)lineare Gleichungssysteme. Folglich
ist die effiziente parallele Losung derartiger Gleichungssysteme eine Grundaufgabe bei
der numerischen Simulation.

2. Zur Losung grofidimensionierter linearer Gleichungssysteme sind eine Reihe iterativer
Auflésungsverfahren bekannt, bei denen sich der Aufwand an arithmetischen Opera-
tionen zur Berechnung einer N&dherungslosung mit einer relativen Genauigkeit = wie
O(h lnet)...O(h ¢Inh '1Ine"1) verhilt. Dabei bezeichnet h den Diskretisierungs-
parameter, z.B. den mittleren Elementdurchmesser, und d die rdumliche Dimension des
Gebietes, in dem das zu 16sende Feldproblem betrachtet wird. Beispiele fiir derartige effi-
ziente Loser sind die klassischen Mehrgitter-Verfahren [9, 12] oder das Verfahren der kon-
jugierten Gradienten (CG-Verfahren) mit Vorkonditionierung. Geeignete Vorkonditionie-
rer sind Vorkonditionierer basierend auf klassischen Mehrgitter-Verfahren [4, 14], addi-
tive Multilevel-Vorkonditionierer [5, 7, 10, 16], Algebraic-Multilevel-Iteration (AMLI)-
Vorkonditionierer [1, 2] und Gebietszerlegungs-(DD)-Vorkonditionierer [6, 11, 17]. Mit
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der Bereitstellung von Lésern mit einem Arithmetikaufwand von O(h ?Ine™!) ist ei-
ne Entwicklungsgrenze erreicht, d.h. Algorithmen mit einem Aufwand an arithmetischen
Operationen von niedrigerer Ordnung sind nicht konstruierbar. Eine Moglichkeit zur wei-
teren Beschleunigung der Losungsalgorithmen ist der Einsatz von Parallelrechentechnik,
z.B. von MIMD-Computern.

. Alle in der zweiten These erwdhnten Auflésungsverfahren kénnen nach einem einheit-
lichen Konzept parallelisiert werden. Den Ausgangspunkt der Parallelisierung bildet
die Zerlegung des Gebietes Q in nichtiiberlappende Teilgebiete ;, d.h. Q = UL, Q,
2, NQ; =0 fiir i # j. Bei der Parallelisierung des Losungsalgorithmus wird jedem
Prozessor P; ein Teilgebiet €2; zugeordnet. Die Gebietszerlegung kann vom Anwender
vorgegeben werden, oder sie wird z.B. infolge der Verteilung der Elemente einer groben
Vernetzung des Gebietes €2 auf die Prozessoren P;, i = 1,2, ..., p, definiert.

Da alle effizienten Losungsalgorithmen eine Folge von Diskretisierungen in den Losungs-
prozefl einbeziehen, wird in den Teilgebieten €2; parallel eine Folge von Vernetzungen 7,
k=1,2,... 1, generiert, so daf} eine zuldssige Vernetzung des gesamten Gebietes €2 ent-
steht. Bei dieser Vorgehensweise sind auf allen Prozessoren Daten beziiglich aller Gitter
gespeichert.

Werden in jeder Vernetzung die Knoten in Kreuzungsknoten, Kantenkoppelknoten, Fl&-
chenkoppelknoten sowie innere Knoten unterteilt und in dieser Reihenfolge numeriert,
dann hat das Finite-Elemente-Gleichungssystem auf der Gitterstufe k& die Blockstruktur

Ak,v Ak,VE‘ Alc,VF Ak,VI U v ik,V

Ak,EV App Ak,EF ApEr U, E LCE (1>
Arrv Arre Arr  Arrr U, F LCF .

Avrv Arre Awrr Awr Uy 1 i

)

Hierbei beziehen sich die Indizes ,V*, ,E“, [ F“ und ,I“ auf die Kreuzungsknoten (ver-
tices), die Kantenkoppelknoten (edge coupling nodes), die Flichenkoppelknoten (face
coupling nodes) und die inneren Knoten (inner nodes).

. Fiir die Implementierung der Loésungsalgorithmen auf Parallelrechnern hat es sich als
zweckméflig erwiesen, hinsichtlich der Verteilung von Vektoren auf die Prozessoren, Vek-
toren vom addierenden Typ und Vektoren vom iiberlappenden Typ einzufiihren [3, 11].
Vektoren v, € RV vom iiberlappenden Typ werden auf den Prozessoren P; als Vektoren
vy, = Hy v, gespeichert, und bei einem Vektor d;, vom addierenden Typ werden auf den
Prozessoren P; Teilgebietsvektoren d; ; gespeichert, so da dj, = >7_; H, ,f :dy. ; gilt. Hier-
bei bezeichnen Hj; Boolesche Matrizen der Dimension Ny ; X Ny, welche einen Vektor
wy, € RM, der alle Knotenparameter enthéls, in einen Teilgebietsvektor wy,; € RV ab-
bilden, der nur die zu Q; gehérenden Knotenparameter beinhaltet. Unter Nutzung dieser
Matrizen Hy ; konnen die Steifigkeitsmatrizen Ay in der Form A, = >F_, HkT,iAk,in,i dar-
gestellt werden. Auf dem Prozessor P; wird die zum Teilgebiet €2; gehtrende Teilgebiets-
steifigkeitsmatrix Ay, gespeichert. Die Matrizen Ay ; besitzen die gleiche Blockstruktur
wie die Matrix Ay, in (1).
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Mittels der Matrizen Hj; werden verschiedene Beziehungen zwischen den Teilblécken
Ap o und Ay ., sowie Ay o, und Ay o.; (%, 0 stehen fiir V| E, F und I) bewiesen. Hier
bezeichnen Ay ,; und Aj..; die entsprechenden Matrixblocke von Ay, in assemblier-
ter Form, d.h. sie enthalten die wahren Werte der entsprechenden Matrixeintrage von
Ap« bzw. Ap .. Beispielsweise gilt unter gewissen Voraussetzungen an die Vernetzung
A H ., = H, jApwi und Ay HI ;= H[ ;Aj .. Diese Beziehungen werden zur
Begriindung der parallelen Durchfiihrbarkeit verschiedener Algorithmen, wie z.B. der
Glatter im Mehrgitter-Algorithmus, genutzt.

. Werden bei der Implementierung von Mehrgitter-Verfahren auf einem MIMD-Rechner
die in der vierten These beschriebenen Vektortypen genutzt, dann erfordern nur die
Glattungsverfahren und der Loser fiir das Gleichungssystem auf dem grébsten Gitter Da-
tenaustausch zwischen den Prozessoren. Die Restriktions- und Interpolationsprozeduren
kénnen kommunikationsfrei durchgefiihrt werden. Es wird gezeigt, dafl unter Ausnutzung
der Blockstruktur (1) geddmpfte Jacobi-Glétter, Glatter vom GauB-Seidel-Typ und un-
vollstdndige Cholesky-Glétter so implementiert werden kénnen, daff pro Glattungsschritt
nur eine Typkonvertierung eines Vektors vom addierenden Typ in einen Vektor vom
iiberlappenden Typ notwendig ist. Das bedeutet, dafi pro Glittungsschritt (’)(h,:(dfl))
Daten zu kommunizieren sind. Wéhrend bei den Jacobi- und unvollstdndigen Cholesky-
Glattern Kommunikationsroutinen eingesetzt werden kénnen, bei denen Daten beziiglich
der Kanten- und Fldchenkoppelknoten gemeinsam ausgetauscht werden, mufl bei den
GauB-Seidel-Glattern dieser Datenaustausch getrennt voneinander erfolgen. Folglich er-
fordern die Gauf-Seidel-Glatter mehr Startup-Schritte.

. In jedem Iterationsschritt des Verfahrens der konjugierten Gradienten mit Vorkonditio-
nierung ist nur bei der Berechnung der Skalarprodukte und bei der Losung des Vor-
konditionierungsgleichungssystems Kommunikation erforderlich [11, 15]. Bei allen in der
zweiten These genannten Vorkonditionierern liegt die zwischen den Prozessoren auszu-
tauschende Datenmenge in der gleichen Groflenordnung. Wéahrend bei den klassischen
(multiplikativen) Mehrgitter-Verfahren die auf verschiedenen Gitterstufen zu kommu-
nizierenden Daten getrennt voneinander ausgetauscht werden miissen, kann im addi-
tiven Multilevel-Vorkonditionierer der Datenaustausch beziiglich aller Gitter in einem
Schritt erfolgen. Somit ist die Anzahl der Startup-Schritte beim additiven Multilevel-
Vorkonditionierer unabhéngig von der Anzahl der verwendeten Gitter. Aus der Sicht
der Kommunikationsanforderungen sind die additiven Multilevel-Vorkonditionierer den
auf klassischen Mehrgitter-Verfahren basierenden Vorkonditionierern vorzuziehen. Aller-
dings fiihrt die Anwendung der klassischen Mehrgitter-Verfahren zu vorkonditionierten
Verfahren der konjugierten Gradienten mit besseren Konvergenzeigenschaften. Folglich
kann nicht unmittelbar geschlossen werden, welcher Vorkonditionierer den schnelleren
parallelen Loser liefert.

Beziiglich der AMLI-Vorkonditionierer wird gezeigt, dafl Jacobi-Verfahren, symmetrische
Gauf3-Seidel-Verfahren und unvollstdndige Cholesky-Verfahren als Loser fiir die Teilpro-
bleme genutzt werden konnen, die zu den im jeweiligen Gitter neu generierten Kno-
ten gehoren. Folglich ist eine analoge Parallelisierung wie bei den Mehrgitter-Verfahren
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moglich. Die AMLI-Vorkonditionierer erfordern nur im Grobgitterloser Kommunikation
von Daten beziiglich der Kreuzungsknoten. Die DD-Vorkonditionierer enthalten nur einen
Datenaustausch auf dem feinsten Gitter. Aufgrund dieser verschiedenen Anforderungen
an die Kommunikation ist zu erwarten, daf$ die AMLI- und die DD-Vorkonditionierer die
Algorithmen mit der besten Skalierbarkeit liefern.

. Die durchgefiihrten numerischen Experimente zeigen, daf§ die Anwendung von Vorkon-
ditionierern basierend auf einem Mehrgitter-V-Zyklus und von additiven Multilevel-
Vorkonditionierern die schnellsten Losungsalgorithmen liefern. Die CG-Verfahren mit
AMLI- und DD-Vorkonditionierung weisen die besten skalierten Effizienzen auf. Die
CG-Verfahren mit DD-Vorkonditionierung erfordern in den meisten betrachteten Bei-
spielen eine wesentlich hohere Rechenzeit als das CG-Verfahren mit den anderen Vor-
konditionierern. Der Einsatz der DD-Vorkonditionierer erscheint daher nur dann sinn-
voll, wenn z.B. bei der Diskretisierung in den Teilgebieten verschiedene Verfahren, etwa
Finite-Elemente- und Randelemente-Diskretisierungen, benutzt werden, und somit die
Anwendung globaler Algorithmen (Mehrgitter-, additive Multilevel, AMLI-Verfahren)
nicht mdoglich ist.

. Moglichkeiten zur Erhéhung der Genauigkeit der Finite-Elemente-Naherungslésung sind
die Verkleinerung der Diskretisierungsschrittweite, die Erhéhung des Polynomgrades der
Ansatzfunktionen oder der Einsatz von Extrapolationstechniken. In Verbindung mit der
Mehrgitter-Idee kénnen sogenannte Mehrgitter-Verfahren mit impliziter Extrapolation
(t-Extrapolation) [8, 12] entwickelt werden. Fiir Probleme in zweidimensionalen Gebie-
ten wird gezeigt, dafl bei Verwendung von Gléttern, die nur beziiglich der Feingitter-
punkte arbeiten, der Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation als {iblicher
Mehrgitter-Algorithmus fiir das extrapolierte Gleichungssystem

A = (2)
mit
_ 4 A- AR 1{ AL, 0 , 4 fr 1{ fr
AlL,ex _ = 7l, 7l, 4t -1 und flL,eX _ = fl’v = Jrq

interpretiert werden kann. Die Matrixblocke Aj,,, A, Ay, und A7, der Matrix
Al resultieren aus der Diskretisierung mit stiickweise linearen Funktionen iiber dem
Dreiecksnetz mit der Schrittweite h;, und Al , entsteht bei der analogen Diskretisierung

auf dem Netz mit der Schrittweite h;_; = 2h;.

Es wird bewiesen, dafl die Steifigkeitsmatrix und der Lastvektor in (2) dquivalent sind

zu der Steifigkeitsmatrix A? und dem Lastvektor Z?, die bei der Diskretisierung mittels
stiickweise quadratischer Ansatzfunktionen iiber dem Dreiecksnetz mit der Schrittweite
h;_1 entstehen. Folglich kann der Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation
auch als {ibliches Mehrgitter-Verfahren fiir das Gleichungssystem

A?@z = Z? (3)
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interpretiert werden. Unter Ausnutzung dieser Interpretationsmoglichkeiten wird gezeigt,
daf} die Tterierten des Mehrgitter-Algorithmus mit impliziter Extrapolation gegen eine
Losung mit hoherer Genauigkeit konvergieren, ndmlich gegen die Néherungslosung, die
man bei einer Diskretisierung mit stiickweise quadratischen Ansatzfunktionen erhalten
wiirde.

. Die in der achten These genannte Aquivalenz der Gleichungssysteme (2) und (3) gilt bei

der Definition der Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren unter Verwendung der iiblichen
Knotenbasen und auch bei der Verwendung zweistufig h- bzw. zweistufig p-hierarchischer
Basen.

Unter Nutzung der Aquivalenz der Matrizen in (2) und (3) wird gezeigt, daff sich die
Konstanten in den entsprechenden verstdrkten Cauchy-Ungleichungen im zweistufig h-
und zweistufig p-hierarchischen Fall um den Faktor % unterscheiden. Damit kann z.B. aus
der Kenntnis der Konstanten im hA-hierarchischen Fall sofort auf die Konstante im p-
hierarchischen Fall geschlossen werden. Weiterhin erhélt man sofort % als obere Schranke
fiir die Konstante in der verstidrkten Cauchy-Ungleichung im h-hierarchischen Fall.

Die in der zweiten These genannten und andere additive Vorkonditionierer haben die
allgemeine Gestalt C; ' = 6§70 4+ 6P0® + ... 4 5™ mit geeignet zu wihlenden
Parametern 51(5), s=1,2,...,n. Die Wahl der Parameter (51(5) erfordert z.B. die Kenntnis

der Spektralgrenzen der mit C’l(s> vorkonditionierten Operatoren.

In der Arbeit werden CG-dhnliche Iterationsverfahren mit variablen Vorkonditionierern
crt = 5l(j’1>C’l(1> + 6l(j’2)Cl(2) +---+ 6l(j’")Cl(") entwickelt, wobei die Parameter 5l(j’s> in
jedem Tterationsschritt berechnet werden. Fiir diese Verfahren wird die Konvergenz be-
wiesen und der Aufwand an arithmetischen Operationen sowie der Kommunikationsauf-
wand analysiert. Der Arithmetikaufwand pro Iterationsschritt ist bei den neuen Verfah-
ren hoher als im herkémmlichen CG-Verfahren mit dem Vorkonditionierer mit fixierten
Parametern 51(3). Die durchgefithrten numerischen Experimente zeigen, dafi die neuen
Verfahren nahezu die gleiche ITterationszahl erfordern wie das CG-Verfahren mit dem
Vorkonditionierer mit fixierten optimalen Parametern. Der Einsatz der neuen Verfahren

erscheint besonders dann sinnvoll, wenn keine optimalen Parameter 51(3) bekannt sind.

Zur Losung nichtlinearer Randwertprobleme kann das Newton-Verfahren gekoppelt mit
der Full-Mehrgitter-Strategie [12, 13] eingesetzt werden. Die Losung der in jedem New-
ton-Schritt auftretenden linearen Gleichungssysteme kann mittels der in der zweiten
These genannten parallelen iterativen Algorithmen erfolgen. Im Vergleich zum linearen
Loser erfordert der Newton-Algorithmus lediglich noch zusdtzlich Kommunikation bei
der Berechnung von Normen fiir das Abbruchkriterium.

Die anhand stationdrer nichtlinearer Magnetfeldprobleme durchgefiihrten numerischen
Experimente zeigen, dafl der Einsatz von Mehrgitter-Verfahren und CG-Verfahren mit
Vorkonditionierung basierend auf einem Mehrgitter-V-Zyklus zu den effizientesten par-
allelen Losern fiir das nichtlineare Problem fiihren.
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