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Zusammenfassung

Spitestens seit dem Buch ,,Mathematical Foundations of Elasticity“ von J.E. Mars-
den, T.J.R. Hughes [MH83] ist allgemein anerkannt, dafl es hilfreich ist bei der Be-
trachtung mechanischer Deformationsvorginge eine geometrische Betrachtungsweise
heranzuziehen. Interessant ist z.B., daf§ aus der Erfilllung Kompatibilititshedingung
nach Saint-Venant folgt, daff die Ausgangskonfikuration ausgestattet mit der Me-
trik C® eine flache, torsionsfreie Riemann’sche Mannigfaltigkeit darstellt. Bei der
Modellierung plastischer Deformationsprozesse wird iiblicherweise eine inkompatible
Zwischenkonfiguration eingefiihrt. Offen bleibt die Frage, wie eine inkompatible Kon-
figuration geometrisch zu charakterisieren ist. Es soll gezeigt werden, dafl aus dem
Verzicht der Annahme der Torsionsfreiheit und der Flachheit ein Modell entsteht,
das reich genug ist, um viele der derzeit noch kontrovers diskutierten Zuginge zur
Behandlung grofler elastisch-plastischer Deformationen in sich zu vereinen.

1 Vorbemerkungen

Eine allgemeine Theorie der Elasto—Plastizitdt bei Annahme grofler Deformationen ist
derzeit noch Gegenstand einer breiten kontroversen Diskussion. Neben Modellen, die auf
phénomenologischen ad hoc Annahmen basieren, finden auch Formulierungen die durch ein
gut verstandenes mikromechanisches Bild der Einkristallplastizitat motiviert sind [SH98]
breite Anwendung. Fin wesentlicher Aspekt dieser mikromechanischen Beschreibung ist die
Einfithrung einer lokalen Zwischenkonfiguration Z beziiglich derer das elastische Verhalten
des Materials beschrieben wird. Von einem phanomenologischen Standpunkt aus fithrt diese
Vorgehensweise zu einer lokalen multiplikativen Aufspaltung des Deformationsgradienten

F der Form

F(X,1)= F(X.t)o F(X,1) (1.1)
fiir jeden Punkt X € B der Ausgangskonfiguration B C & des betrachteten Festkorpers
e —1

gelegen im physikalischen Raum 8. Die Inverse F' des elastischen® Deformationsgra-
dienten wird tiblicherweise als eine lokale Deformation interpretiert, die eine Umgebung
U(x) C B,(B) eines Punktes @ € ®,(B) in der Momentankonfiguration ®,(B) entlastet.

Die Zwischenkonfiguration Z wird folglich implizit als spannungsfrei angenommen. Die so
e —1
durch F' definierte Zwischenkonfiguration Z wird als inkompatibel bezeichnet.

Wirft man einen Blick in ein Standardlehrbuch der Plastizitdtstheorie bei kleinen De-
formationen, so findet man obige Argumente wieder. In diesem Licht betrachtet, kann
die lokale multiplikative Aufspaltung des Deformationsgradienten als einfachste Annahme
beim Ubergang zu geometrisch nichtlinearen Problemen angesehen werden. Desweiteren
folgt (1.1), beschreibt man einen physikalischen Kérper als eine n—dimensionale C* Man-
niglaltigkeit [Zei97] B, aus der bei geeigneter Wahl von Z immer moglichen Aufspaltung

der Bewegung ®;: B+— S von B im physikalischen Raum & in eine Abbildung CIp>t BT
und in eine Abbildung ®;:Z— S mit



unmittelbar aus den Eigenschaften der Tangentialabbildung' ®; : TXB — T<I> X S mit
()

® = C% 0 <I> Wobei zu beachten ist, daf falls ®; als Bewegung oder Deformation ver-

standen wird, ®} mit F' zu identifizieren ist. Da die Abbildungen <I>t, <I>t fiir eine bekannte
Bewegung ®, mcht eindeutig definiert sind, bestehen bei der Beschreibung der Zwischen-
konfiguration I gewisse Freiheiten.

Bereits in weiter zuriickliegenden Arbeiten [Ko55a, Kob5b, Bi60, Kr70] gibt es Ansitze
die Zwischenkonfiguration als nicht Riemann’sche Mannigfaltigkeit zu beschreiben. Insbe-
sondere der Zusammenhang zwischen den geometrischen und mikromechanischen Gréfien:

Torsiontensor <= Versetzungsdichte
Riemann’scher Krimmungstensor <= Dichte von Punktdefekten

konnte dort gezeigt werden. Die genannten Arbeiten bauen auf der im folgenden angegebe-
nen , kontinuumsmechanischen® Deutung der Inkompatibilitit? auf, der mit der Annahme

einer nicht differenzierbaren Abbildung C%t einher geht. Hiermit ist verbunden, daf} F nicht
existiert, so dafl dieser Zugang die Betrachtung auf die Zwischenkonfiguration Z einengt
und Aussagen beziiglich der Momentan—bzw. der Ausgangskonfiguration extrem erschwert,
wenn nicht sogar unméglich macht.

Im weiteren soll gezeigt werden, dafl unter der Annahme, dafl die Zwischenkonfigura-
tion als affine Riemann’sche Mannigfaltigkeit beschrieben werden kann, es moglich ist,
aus den inneren geometrischen Figenschaften von Z Aussagen iiber daraus resultierende
Eigenschaften der Momentan— bzw. der Ausgangskonfiguration abzuleiten.

2 Riemann’sche Mannigfaltigkeiten

Eine zentrale Rolle der weiteren Betrachtungen spielt die Annahme, dafl neben der Aus-
gangskonfiguration B und der Momentankonfiguration ®,(B) auch die Zwischenkonfigu-
ration I als n—dimensionale Mannigtaltigkeiten betrachtet werden kénnen. Zur Definition
von Mannigfaltigkeiten gibt es verschiedene mogliche Zugange. Oft wird eine Mannigfaltig-
keit als Haussdorff Raum ausgestattet mit einem C'* Atlas definiert [Lee97][Sha97][MM98].
Ein anderer in [Zei97] angegebener Weg geht von einer offenen Menge M aus, die ausge-
stattet mit einem abstrakten C* Atlas zu einer Mannigfaltigkeit wird (siehe Kapitel 5.2).
Das Vorhandensein eines solchen Atlanten impliziert dann in natiirlicher Weise die Fxi-
stenz einer Topologie auf M. Die Forderung der C*-Kompatibilitit macht M dann zu
einem Haussdorff Raum.

Da es bei den vorliegenden Betrachtungen vorrangig darum geht, die inneren Eigen-
schaften von Riemann’schen Mannigfaltigkeiten zu charakterisieren und daraus Aussagen
iiber mogliche Eigenschaften der Zwischenkonfiguration abzuleiten, erscheint es nicht als

Lyvergleiche Satz 5.3.1
Zvergleiche Kapitel 3.1



hilfreich eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit als eine in dem Fuklidischen Raum R" ein-
gebettete Mannigfaltigkeit zu betrachten, wie es modernen Zugéngen zur Geometrie ent-
spricht.

Ein geeignetes Werkzeug zur Charakterisierung der inneren Eigenschaften von Rie-
mann’sche Mannigfaltigkeiten sind Kurven in M und insbesondere die Geodétischen (Kur-
ven die zwei Punkte in einer Mannigfaltigkeit auf dem ,kiirzesten® Weg verbinden), Bei-
spiele dafiir sind Geraden im Fuklidischen Raum R" und Grofikreise aut Kugeln. Fiir jeden
Punkt & € M kann der Tangentialraum T, M dann als Menge von Aquivalenzklassen®
von Kurven ¢(t) durch @ in irgendeiner Parametrisierung ¢ € [a, b)) C R mit einer geeigneten
Aquivalenzrelation charakterisiert werden. Mit anderen Worten, Vektoren sind ,,Geschwin-
digkeiten® ¢.

2.1 Einfithrung eines Abstandsbegriffs — Riemannsche Metrik

Der Abstand d(@,y) zweier Punkte &,y € M kann auf einer Mannigfaltigkeit M definiert
werden als

dla,y) i=min [ [E]dc. Ve(-) € M mit @ = e(s).y = elt)s )T, M

C)

d.h. d(x,y) ist definiert als Linge der Geodétischen zwischen @ und y. Fithrt man eine

Norm |[¢]] g(¢, ¢) ein mit
g(u,v) = g(v,u); Yu,vel, M
glu,u) > 0; VO #£uel M

(d.h. g sei positive definite und folglich invertierbar) wird M zu einer Riemann’schen
Mannigfaltigkeit (M., g), falls g(@) ein kovariantes Tensorfeld vom Typ (g) ist

g(x): TyMxT , M—TR; Yec M.

Weitere Verallgemeinerungen sind moglich [Lee97], erscheinen im vorliegenden Zusammen-
hang aber nicht als erforderlich.

Mit (u,v) = g(u,v) verfiigt T, M iiber ein inneres Produkt. Wie im Fuklidischen
Raum ist die Lange oder Norm eines Tangentenvektors w € T,, M dann definiert durch

|lu|| := 1/(u,u) und der Winkel 6 zwischen zwei von Null verschiedenen Vektoren
u,v €T, M durch cosf := ﬁ%’ULH .

2.2 Affine Konnexion und Richtungableitungen

Bei der Definition des Abstandes zweier Punkte @,y € M wurde der Begriff der Geodati-
schen als Kurve, die den Abstand zumindest zweier benachbarter Punkte minimiert ver-
wendet. Somit kann eine Geodétische als Verallgemeinerung des Geradenbegriffs im Eukli-
dischen Raum verstanden werden. Eine Gerade ¢(?) ist bekanntlich dadurch charakterisiert,

3siehe Definition 5.3.3



daf} ihre ,,Beschleunigung® ¢ verschwindet. Diese Eigenschaft kann zur Beschreibung der
Eigenschaften einer Geodétischen in einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit herangezogen
werden.

Zur Berechnung von € auf einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit (M, g) kann der Diffe-

renzenquotient? von é(t 4+ h)eT M und ¢é(t) € Tc(t)M nicht herangezogen werden,

c(t+h
da beide verschiedenen Tangentém—‘i—éiuznen angehoren. Um diese Frage klédren zu kénnen
ist es erforderlich ein Konzept zu entwickeln, um Vektorfelder an benachbarten Punkten
miteinander vergleichen bzw. Vektoren lings von Kurven ,transportieren® zu kénnen. Die-
ser Zusammenhang (auch als Konnexion bezeichnet) zwischen Tangentenrdumen ist dann
folglich eine zusatzliche Figenschaft V der betrachteten Mannigfaltigkeit M. die nicht
notwendig mit einer Metrik verbunden sein mufl und M zu einer affinen Mannigfaltigkeit
(M, V) macht. Eine solche Riemann’sche Mannigfaltigkeit soll als affine Riemann’sche

Mannigtaltigkeit (M, g, V) bezeichnet werden.

Richtungsableitung skalarer Funktionen

GeméfB dem im Satz 5.3.1 enthaltenen Spezialfall y: M — R existiert eine lineare stetige
Abbildung p': T, M+ R, folglich ist ;" ein Kovektor u' € T;;M. p' v, veT, M heifit
Richtungsableitung V i von p in Richtung v. Es ist auch iiblich die Bezeichnung Vi zu
verwenden, mit Vy := u'.

Es kann auch wie folgt vorgegangen werden:
Sei ¢(-) eine Kurve in M mit dem Tangentenvektor ¢ = v im Punkt ¢(t), dann kann
die Ableitung einer skalaren Funktion p(e(t)) langs der Kurve ¢(-) definiert werden als

o ple(t+ R)) — ple(t))
Veri=lim h

=Vu-v (2.1)

Lie Ableitung

Auf einer O'*Mannigfaltigkeit M existiert ohne zusétzliche Einschrinkungen eine Tan-
gentialabbildung Wy, ., im folgenden Sinne:

Sei ¥, ; eine C"-Abbildung in M ¥, ;. : M — M in dem Sinne, daB fiir eine Kurve
c(-) in M gilt e(t) = W, 4(c(s)) mit ¥, 0o ¥, = W, und ¢(t) = ¥ 4(c(t)), so heildt
W, , ein Fluff. Die Abbildung \Il;5 transportiert dann einen Vektor w, € Tc M nach

(s)
5 -
thTc(t)M ‘IltvS'Tc(s)M'_)Tc(t)M'
Auf Grundlage dieser Abbildung kann die Ableitung eines Vektors langs der Kurve ¢(-)

definiert werden als

L.w:=lim WoenWern = Wi _ i\Il' w
¢ h—o0 h \ds " WE°

|5:t

4verstanden im Sinne der Frechet Ableitung Definition 5.1.6
Svergleiche Satz 5.3.1



Wiahlt man ¢(t) zugehdrig zu einen Vektor v € T,, M ergibt sich die Lie Ableitung von
w e T, M in Richtung v folglich zu

d /
Lyw = (%‘I’t,SWS) (2.2)

Wie aus einer kurzen Rechnung folgt, gilt:

d
Low = (£T;7Sws) = w'v —v'w =: [v,w] (2.3)
|5 =1

Der Ausdruck [v, w] := w'v — v'w wird auch als Lie Klammer bezeichnet.
Mit £.¢é = 0 besteht allerdings keine Moglichkeit ein Kriterium zur Auffindung einer

Kurve zwischen zwei benachbarten Punkten mit minimale Linge zu finden.

Kovariante Ableitung

Eine weitere interessante Frage ist der ,,Paralleltransport® von Vektoren entlang von Kur-
ven. Diese Problematik ist mit einer Abbildung genannt Shifter im folgenden Sinne ver-
bunden:

Sei ¢(t) eine Kurve in M und S, : Tc(s)M — Tc(t)M eine Abbildung mit den
Eigenschaften S, 0 S,, = S, S;S1 = 5, und sei S, die identische Abbildung. S

heifit dann Shifter wenn er einen Vektor ,parallel“ langs ¢(-) transportiert, d.h. wenn es

eine Operation V: T, MxT, M —T, M gibt mit VC.St,s’ws =0 ‘v’wSETc(S)M.

Auf Grundlage dieser Abbildung kann die Ableitung eines Vektors langs der Kurve ¢(-)
definiert werden als

Vc.w = lim StithWith — Wy = (ist,s’ws)

h—0 h dS
|5 =1

Wiéhlt man ¢(?) zugehdrig zu einen Vektor v € T, M ergibt sich die Kovariante Ableitung
von w €Ty, M in Richtung v folglich zu

d
V,w = (gsmws) (2.4)

Wie aus einer kurzen Rechnung folgt, gilt:

d
V,w = (gsmws) =w'v+ I'(v,w) (2.5)



mit I' := (S;S) , bzw. mit w := ¢

0=V, i=E+T(é¢) (2.6)

womit eine Differentialgleichung zur Bestimmung der Geodétischen zur Verfiigung steht,
eine Analyse der Eigenschaften kann z.B. in [Lee97] gefunden werden.
Die in (2.4) definierte Operation V: T, M xT,, M T, M wird als affine Konnexion
bezeichnet. Wie aus (2.5) entnommen werden kann, besitzt sie die Eigenschaften
V)\u+/ww = AV, w+uV w
Vv +pw) =V v+ V Avo4+uV, w+V, 1w

(u,v,wcT)pM; A\ : M—R). Eine Mannigfaltigkeit M ausgestattet mit einer affinen
Konnexion V heifit affine Mannigfaltigkeit (M, V).
Richtungsableitung eines inneren Produktes

Auf einer affinen Riemann’schen Mannigfaltigkeit (M, g, V) kann die Richtungsableitung
von (u,v) analog zu (2.1) zu

T (Wigh, Vign) — (g, vy)
Vap (u,v) = |im h

definiert werden. Analog zu (2.4) kann man unter Beachtung von Definition 5.1.6 schreiben
. d
St,t+hut+h — Uy = Ht,t-l—hh + E(h)|h| mit Ht,t-l—h = %St,sws
|5 =t+h

folglich gilt
Vol v)=(V uv)+(uV, o) (2.7)

Gilt (2.7), so heifit die affine Konnexion V vertraglich mit der Metrik g.

Torsion
Unter Beachtung von 2.5 gilt auch

V. (u,v) = (v'w,v) + (u,v'w) + (['(w,w),v) + (u, (v, w))

w !
mit (w, (v, w)) = (I'(w, u),v) kann man auch schreiben
Vg (1) = (', ) + {ur, ') + (D, ) + Dlaw, ), v).

Nach Abanderung von I' zu I'+ T durch eine Torsion T(u,w) = —T'(w, u) (ein Tensorfeld
vom Typ (;)) bleibt folglich (2.7) erhalten.

T(v,w): =V w—-V, v—[v,w] (2.8)

6



Die Torsion (2.8) einer affinen Konnexion V ist auf affinen Mannigfaltigkeiten (M, V)
unabhéngig von der Giiltigkeit von (2.5) durch (2.8) definiert.

Ist T'= 0 und gilt (2.7), so heifit die affine Konnexion V Riemann’sche Konnexion. In
diesem Fall kann gezeigt werden [Lee97], dafl die Losung von Gleichung (2.6) zumindest fiir
benachbarte Punkte die Kurve mit minimaler Lange zwischen zwei Punkten unabhingig
von der Wahl der Anfangsbedingung fiir ¢ liefert. Fiir T' # 0 kann dies nicht abgesichert
werden.

Krimmung

Die Kriimmung einer affinen Mannigfaltigkeit ist definiert als

R(u,v,w) :=[V,,,V,]Jw— V[u v]'w (2.9)

Ist das (:1))) Tensorfeld R = 0, so heifit die Mannigfaltigkeit flach. Wenn V eine Rie-

mann’sche Konnexion ist, kann gezeigt werden [Lee97], daB eine n dimensionale C*-
Mannigfaltigkeit M C R" lokal isometrisch zum R" ist, falls R verschwindet. Fiir jeden
Punkt & € M existiert dann folglich eine Umgebung U(x) C M mit einer Karte (U, ¢)
die C*—kompatibel zu einem Karthesischen Koordinatensystem ist.

3 Die Kompatibilitatsbedingungen

3.1 Kontinuumsmechanische Interpretation

Die erstmalig von Saint-Venant fiir geometrisch lineare Probleme angegebenen Kompa-
tibilitdtsbedingungen geben in Form einer partielle Differentialgleichung 2. Ordnung

Inc(C")=0

die Bedingungen an, denen ein (g) symmetrischer, positiv definiter Tensor® C® geniigen
muf, um ein Deformationstensor zu sein. In ihrer ,mechanischen® Deutung sichert diese
Bedingung, dafl wahrend einer Deformation (der Bewegung ®;) keine Uberlappungen bzw.
Liicken im Material des deformierten Korpers auftreten kénnen.

Fulend auf dieser Interpretation wird gewohnlich die inkompatible Zwischenkonfigu-
ration I als spannungsfrei und durchsetzt von Materialdurchdringungen und Liicken ver-
standen. Bei diesen Figenschaften kann im allgemeinen nicht gesichert werden, dafl es sich
bei Z um eine C'*~Mannigfaltigkeit (k > 0) handelt, so daB offen bleibt, wie hier eine
mathematisch fundierte Kontinuumstheorie formuliert werden soll.

6und somit ein Riemann’scher Metriktensor



3.2 Geometrische Interpretation

In ihrer geometrischen Interpretation [MHS83] besagen die Kompatibilititsbedingungen
Inc(C”)=0 nichts anderes als daB eine affine Mannigfaltigkeit (B, V) ausgestattet mit der
Riemann’schen Metrik C® und einer Riemann’schen Konnexion V. die definitionsgemif
eindeutig durch C” bestimmt und folglich torsionsfrei ist, flach ist. So ist Ine(C") =0
dquivalent zu R=0 aus Gleichung (2.9) und fiir eine Bewegung ®;: B+ R" ergibt sich,
daB B ausgestattet mit der Riemann’schen Metrik C® zumindest lokal isometrisch zum R"
ist, d.h. C* = ®*g. Dies ist die bekannte Definition des rechten Cauchy-Green Tensors
[MHS83] [MM98], wobei g fiir die Metrik des euklidischen R" steht.

Definition 3.1.1:

Eine affine Riemann’sche Mannigfaltigkeit (B, V,C") heiBt kompatible Konfiguration
[B, C"] dann und nur dann, wenn

— V Riemann’sch ist
d.h. kompatibel zu C*  V_ (u,v) = (V , u,v)+ (u,V,  v); (v,v):=C"(u,v)
und torsionfrei T(v,w) = V w -V, v—
— und flach R(u,v,w) := [V, .V Jw -V
(3.1)
(u,v,wETXB, VX eB).
Auf Grundlage von Definition 3.1.1 ist es naheliegend im Gegensatz zur klassischen In-

terpretation von Kapitel 3.1 zu definieren:

Definition 3.1.2:

eb
Eine affine Riemann’sche Mannigfaltigkeit (Z,V,C ) heifit inkompatible Konfiguration

eb
[Z,C ,G% T] dann und nur dann, wenn

— V nicht Riemann’sch ist
d.h. kompatibel zu G* V. (u,v) = (V ,u,v)+ (u,V, v); (u,v):=G"(u,v)
oder nicht torsionfrei T(v,w) := V, w—V,, [v,w] #0

— oder nicht flach R(u,v,w) = [V, V w # 0 ist

(3.2)
eb
(w,v,we Tyl', Yy €T), wobei G® £ C ein (g) symmetrischer, positive definiter Tensor

1st.



4 Geometrische Eigenschaften inkompatibler Konfi-
gurationen

Als zentrales Problem steht die Frage welche geometrische FEigenschaften einer inkompati-
blen Konfiguration billigerweise zukommen kénnen.

Aus dem in Kapitel 3.1 skizzierten Verstindnis der Zwischenkonfiguration, und das ist
die einzige inkompatible Konfiguration deren geometrische Eigenschaften hier von Interesse

sind, entsteht selbige durch eine ,elastische* Riicktransformation C%* aus der Momentan-
konfiguration, die verbunden ist mit einem lokalen ,,Auftrennen® gewisser Bereiche, um die
Spannungsfreiheit in dieser Konfiguration gewéhrleisten zu kénnen. Eine solche Modell-
vorstellung ist unmittelbar damit verbunden, dafl der innere Zusammenhang” und somit
jegliche Grundlage Ableitungen, die in der gesamten Konfiguration existieren, zu bilden
verloren geht. Die Zwischenkonfiguration wire also bestenfalls als C°— bzw. topologische
Mannigfaltigkeit zu charakterisieren.

Es erhebt sich folglich die Frage, ob weniger einschneidende Annahmen zu einem Modell
fiihren, das reich genug ist, um das Ph&nomen der plastischen Deformation geometrisch
zu interpretieren und trotzdem noch moéglichst viel von dem Kalkiil, der auf kompatiblen
Konfigurationen giiltig ist, beibehalten zu kénnen. Der einfachste denkbare alternative Zu-
gang ist das in Definition 3.1.2 vorgeschlagene Verstandnis des Begriffes Inkompatibilitét,

zumindest ist eine solche Konfiguration [T, C ,G", T] im Sinne von Definition 3.1.1 nicht
kompatibel.

Auf Grund der Antisymmetrie von T kann der Torsionstensor unter Verwendung des
kovarianten Levi-Civita Pseudotensors® vom Typ (g) €” und eines kontravarianten Tensors

Wt vom Typ ((2)) dargestellt werden als T = € : W4, Ist die Zwischenkonfiguration

orientierbar, so ist sie vollstangig charakterisiert als inkompatible Konfiguration

T.Ch 6" W),

Geht man davon aus, daf die Prinzipien der rationalen Thermodynamik auch auf der Zwi-
schenkonfiguration giiltig sind und folgt man dem Prinzip der Kovarianz [MH83] [MM9§],
so ist die spezifische freie Energie U anzusetzen als Funktion der Groflen, die den Zustand
der Zwischenkonfiguration beschreiben.

¥ = W(CP, G, W), (4.3)

Fiir die Definition des zu W# assoziierten Tensors W’ sind die folgenden zwei Varianten
gleichberechtigt:

W= C" W!. C® oder W' :=G" - W*.G".
Da der multiplikative Split (1.1) im Rahmen des vorgeschlagenen Modells ohne Einschran-
kungen méglich ist, kénnen die korrespondierenden Groflen fiir alle drei Konfigurationen

siehe Definition 5.2.5
8vergleiche Kapitel 5.4



B, ®(B), I= CIp>t(B) = C%t 1(<I>t(B)) durch Anwendung der Operationen ,pull back“ und
wpush forward* [MH83] gewonnen werden. Versteht man G* und W als interne Variablen
im gleichen Sinne wie die internen Variablen, die erlauben das Phénomen der Ver— oder
Entfestigung zu modellieren, so ergeben sich die letztlich gesuchten Evolutionsgleichungen
unter Voraussetzung des Drucker Postulates der maximalen Dissipation [SH98] [MMO98].

5 Anhang

Bedauerlicherweise konnte kein Buch gefunden werden, in dem die Differentialgeometrie
auf Mannigfaltigkeiten in dem erforderlichen Umfang dargestellt wird. Aus diesem Grund
sollen im Anhang einige zum Verstandnis unbedingt benétigte Definitionen und Sétze
angegeben werden. Eine etwas detailliertere Behandlung der einzelnen Aspekte kann z.B.

in [Lee97][Sha97][Zei97] gefunden werden.

5.1 Banachriaume

Definition 5.1.1: Eine Menge & heifit genau dann ein linearer Raum oder Vektorraum
iiber R, wenn beliebigen Elementen w,v € X und beliebigen Zahlen «,3 € R neue
Elemente ,u+v* und ,au" eindeutig zugeordnet werden, so dal Vu,v € X und Voo, 3 € R
gilt:

(A) FEigenschaften der Addition

ut+v = v+tu Kommutativitat;
(u+tv)+w = u+(v+w) Assoziativitat;
es existiert ein eindeutig bestimmtes Element 0 € X mit
O+u = u-+0, Vu € X Nullelement;
es existiert ein eindeutig bestimmtes Element —u € A’ mit
u+—u = 0, Yu € X inverses Element;

(B) Eigenschaften der Multiplikation

alu+v) = au+oav Distributivitat
(a4+ e = au+ fu
(af)u = afu) Assoziativitit;
lu = wu, Vue X

Definition 5.1.2: Ein linearer Raum X {iber R heifit genau dann ein normierter Raum
tiber R wenn jedem u € X eine reelle Zahl ||u|| > 0 zugeordnet ist, so daff Vu,v € X und
Yo € R gilt:

||| = 0 genau dann, wenn w = 0
lowl| = |af lu]

10



|lu + v|| < ||u|| + ||v]| (Dreiecksungleichung)

Jeder normierte Raum X wird mit der Definition des Abstandes zweier Elemente von X
d(u,v) := ||lu — v|,Yu,v € X zu einem metrischen Raum.

Definition 5.1.3: Eine Folge {u,} in einem metrischen Raum X w, € X heifit genau
dann eine Cauchyfolge, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl ng(g) gibt, so daf

d(Wn, wr,) < &5 Vn,m > ng(e).

Definition 5.1.4: Ein metrischer Raum X heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge {u, }
eine in X konvergente Folge ist.

Definition 5.1.5: Ein Banachraum ist ein normierter Raum in dem jede Cauchyfolge
konvergiert.

Satz 5.1.1: Jeder endlichdimensionale normierte Raum ist stets ein Banachraum.
Definition 5.1.6: Seien X',y Banachrdume und U(uy) C X eine offene Umgebung von

ug € X, dann besitzt die Abbildung W : U(ug) C X — Y eine Frechetableitung ¥'(uy)
U'(ug): XY wenn gilt

W(uo+ h) — ¥(ug) = ¥'(uo) o b+ e(h)| A,
Vhe X mit |h|| <rund e(h) - 0in Y fir h — 0 in X.

Definition 5.1.7: Seien X',y Banachrdume und U(uy) C X eine offene Umgebung von
uo € X. Wenn die Frechetableitung W'(u) existiert Vu € U(ug), dann existiert die zweite
Frechet-Ableitung W"(ug); ¥"(uo): X x X' — Y wenn gilt

Wug+h)ok —W(ug)ok =W (up)o (h,k)+e(h)|h]|k],

Vh, k€ X mit |h|| <r und e(h) - 0in Y fir h — 0 in X.

Hohere Frechetableitungen \Il(k)(uo) werden analog definiert.

5.2 Banach Mannigfaltigkeiten

Definition 5.2.1: Sei M eine offene Menge und U C M eine offene Teilmenge von M.
Eine Karte’ in M ist ein Paar (U, ), wobei ¢ :Llr—>Llso C XSO eine Bijektion von U auf
eine offene Teilmenge U . eines Banachraums XSO ist.

@ heifit Kartenabbildung, XSO Kartenraum und ugo Kartenbild. Fir € U heifit

., :=@(x) Darstellung von @ in der Karte (U, p).

9genauer abstrakte Karte, vgl. [Zei97]
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Definition 5.2.2: Zwei Karten (U, ) und (V,)) heiflen C*kompatibel dann und nur
dann, wenn UNV = 0 oder potp™" und o' C* sind.

Definition 5.2.3: Ein C*-Atlas fiir M ist eine Sammlung von Karten (U,,¢,) (o aus
irgendeiner Indexmenge) mit folgenden Eigenschaften:

1. die U, tiberdecken M
2. beliebige zwei Karten sind C*-kompatibel

3. alle Kartenrdume XSO sind Banachraume.

Definition 5.2.4: M heifit C* Banach Mannigfaltigkeit dann und nur dann, wenn fiir
M ein CF-Atlas existiert. Wenn alle Kartenrdume XSO die gleiche Dimension n haben

heiit M n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. )

Definition 5.2.5: Eine Mannigfaltigkeit heifit zusammenhédngend wenn es Karten (U, ),
(V,4) in ihre Atlas gibt fiir die U NV # 0 ist.

Definition 5.2.6: Eine Karte in M die C* kompatibel zu allen Karten des Atlanten
von M ist heiflt zuldssige Karte.

Das Vorhandensein eines C'*~Atlas (genauer: abstrakten C*-Atlas [Zei97]) fiir M im-
pliziert in natiirlicher Weise die Existenz einer Topologie fiir M, so daf insbesondere der
Begriff der C*~Kompatibilitit urspriinglich definiert fiir topologische Rdume im vorliegen-
den Kontext auch in Form von Definition 5.2.2 sinnvoll ist.

Definition 5.2.7: Seien M und N° C*-Banach Mannigfaltigkeiten, dann heifit die Abbil-
dung ® : M +— N C"(r < k) dann und nur dann, wenn @® in einer zulissigen Karte an
jedem Punkt &€ M C7 ist.

® heift Homémorphismus'® dann und nur dann, wenn ® bijektiv und sowohl @ als
auch @' € sind.

Dariiberhinaus heifit ® C"—Diffeomorphismus dann und nur dann, wenn ® bijektiv und

sowohl @ als auch ®~! C" sind.

Sei (U, ) eine Karte auf M mit @ € U und (V, 1) eine Karte auf N mit ®(x) € V,
dann ist ®(p(x)) = YoPop™" ,®:U |—>V¢ die Darstellung von ®. ® heift C”, wenn &

C" ist.

11

n—dimensionalen Mannigfaltigkeiten'", genauer Mannigfaltigkeiten mit Kartenrdumen

10Zur Definition dieses Begriffes ist es hinreichend, dal M und N topologische Riume sind
Hgiehe Satz 5.1.1
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XSO C R" kénnen dariiberhinaus noch die Eigenschaft der Orientierbarkeit besitzen.

Definition 5.2.8: Eine n-dimensionale zusammenhidngende C* Mannigfaltigkeit M heiBt
orientierbar, wenn sie einen Atlas mit Karten (U, @), (V,¢),2 €U NV besitzt, so daf die
Funktionaldeterminante det ((¢pop ™)) Va € M gleiches Vorzeichen besitzt.

5.3 Tangentialriume

Definition 5.3.1: Eine C''~Kurve ¢(t) in einer C*~Banach Mannigfaltigkeit M durch @
ist eine C'=Abbildung ¢(-):U(ty) SR+ M so das ¢(ty) = @ fiir ein festes ¢o.

Die Darstellung o (1) = poe(t) besitzt in der Karte (U,e) die Frechet—Ableitung!?

v, = c/go (to) genannt Tangentialvektor an ¢ im Punkt @.

Definition 5.8.2: Sei M eine C*~Banach Mannigfaltigkeit (k > 1) und & € M. Zwei
C'-Kurven in M die durch den Punkt @ gehen heiflen dquivalent im Punkt & dann und
nur dann, wenn sie in einer beliebigen zuldssigen Karte (U, ¢) den gleichen Tangentialvek-

tor vSO im Punkt 2 haben.

Ein Tangentialvektor v an M in & € M besteht aus allen C''-Kurven die im Punkt @
dquivalent zu einer festen C''~Kurve sind.

Definition 5.3.3: Sei M eine C* Banach Mannigfaltigkeit. Der Tangentialraum T,M
an M im Punkt @ ist die Menge aller Tangentialvektoren im Punkt .

T, M ist ein linearer Raum, der als lineare Approximation von M in einer Umgebung
von @ interpretiert werden kann.

Definition 5.3.4: Der zu T, M duale Raum T;M ist die Menge aller linearen steti-
gen Funktionale a: T, M — R und wird als Kotangentialraum bezeichnet. Ein Element
ac T;M heifit Kotangentialvektor oder einfacher Kovektor.

Wahlt man eine C*—Kurve ¢(t) € MVt so, daf} sie durch den Punkt @ € M geht ¢(tp) = @
und ihr Tangentenvektor gleich dem Vektor v € T), M ist v = ¢, dann erzeugt die Ab-
bildung ® : M +— N eine C*~Kurve é(t) = ® o ¢(t) in N mit dem Tangentialvektor

w=(Po c(t))’ET(I)(w)N mit der Darstellung w,, = (B(p(c(1)) = (i)/vgo‘ Folglich gilt
der Satz

Satz 5.3.1: Sei die Abbildung ®: M— AN " und M und N C*-Banach Mannigfaltig-

keiten (k > r > 1), dann existiert eine lineare stetige Abbildung ®.: Ta:M'_)TcI) - N.
(L)

12giehe Definition 5.1.6
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N wird Tangentialabbildung genannt. In einer zuléssi-

Die Abbildung ®..: 7T, M |—>T(I) -
L)
gen lokalen Karte ist ®, die Frechet-Ableitung ® der Abbildung ®.

5.4 Pseudotensoren

Pseudotensorfelder zeigen bis auf den Faktor sgn (det ((pop™"'))) das gleiche Transfor-
mationsverhalten wie Tensorfelder. Ist M orientierbar und enthéalt der Atlas von M nur
Rechtssysteme, d.h. es gilt fiir alle zuldssigen Karten det ((¢pop™')) > 0'% besteht kein
Unterschied.
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