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1 Vorbemerkungen

Die moderne S
h

�

adigungsme
hanik hat si
h das ehrgeizige Ziel gestellt, im Rahmen einer

Kontinuumstheorie sowohl die

�

ubli
hen klassis
hen ni
htlinearen Deformationsprozesse als

au
h die S
h

�

adigungsme
hanismen sowie das Bru
hversagen zu bes
hreiben. Das Versa-

gen duktiler Metalle beruht auf vers
hiedenen mikrostrukturellen Me
hanismen der Bil-

dung, des Wa
hstums und der Vereinigung mikroskopis
her Hohlr

�

aume (Mikrovoids). Zur

Bes
hreibung dieser komplexen Ph

�

anomene ist die Entwi
klung von Modellen auf unter-

s
hiedli
hen Niveauebenen hilfrei
h. Dies sind na
h Thomason [23℄ und Needleman [20℄:

1. das kristallphysikalis
he Niveau mit der Bes
hreibung des Verhaltens von Fremdato-

men, Versetzungen und Disklinationen z.B. im Rahmen des von Kondo [11, 12℄, Bilby

[4℄, Kr

�

oner [13℄ und deWit [6℄ verwendeten Zuganges;

2. das mesoskopis
he Niveau, auf dem die Me
hanismen des Versagens in vier Phasen

unterteilt werden k

�

onnen:

� Bildung von Hohlr

�

aumen an Eins
hl

�

ussen oder Auss
heidungen dur
h Trennung

der Grenz


�

a
he oder dur
h Teil
henbru
h,

� Wa
hstum der Hohlr

�

aume dur
h plastis
he Verformung,

� Koaleszens der Hohlr

�

aume dur
h plastis
hes Versagen (Eins
hn

�

urung, S
her-

b

�

ander, Mikroporen) der dazwis
henliegenden Werksto�br

�

u
ken, so da� ein ma-

kroskopis
her Anri� entsteht,

� Wa
hstum des Makrorisses (duktiler Bru
h) dur
h Ablauf obiger Me
hanismen

an der Ri�spitze und Vereinigung der Hohlr

�

aume mit dem Makrori�.

Eine zusammenfassende

�

Ubersi
ht der mikrostrukturellen Ph

�

anomene wird z.B. von

Garrison et al. in [7℄ angegeben;

3. das makroskopis
he Niveau einer Kontinuumstheorie.

Zur kontinuumsme
hanis
hen Modellierung duktiler S
h

�

adigungsprozesse hat si
h die

"

S
h

�

adigungsme
hanik\ (Continuum damage me
hani
s) bzw. der sogenannte

"

lo
al ap-

proa
h\ erfolgrei
h herausgebildet (vgl. Ku�maul [14℄ und Aliabadi et al. [1℄). Dabei wer-

den zur Kennzei
hnung der Materials
h

�

adigung interne Zustandsvariable (z.B. Anteil des

Hohlraumvolumens f) in den konstitutiven Beziehungen einer assoziierten Flie�theorie

1

verwendet. Die Formulierung von S
h

�

adigungsgesetzen beruht entweder auf konkreten mi-

krome
hanis
hen Modellbetra
htungen oder einer ph

�

anomenologis
hen Bes
hreibung auf

der Basis kontinuumstheoretis
h{thermodynamis
her Prinzipien. Einen

�

Uberbli
k

�

uber den

aktuellen Stand derartiger Modelle wird z.B. von Tvergaard [24℄ und Pineau et al. [21℄ an-

gegeben. Die derzeit wi
htigsten S
h

�

adigungsmodelle sind Entwi
klungen von Ri
e und

Tra
ey, Gurson, Tvergaard und Needleman sowie von Rousselier (vgl. [21℄[24℄).

1

Genauer gesagt, in den meisten F

�

allen assoziierten Flie�theorie.
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Um das Ph

�

anomen der duktilen S
h

�

adigung unter Bea
htung der obigen Modellvorstel-

lungen behandeln zu k

�

onnen, bedarf es folgli
h einer Theorie der Elasto{Plastizit

�

at, die

das Vorhandensein von Eins
hl

�

ussen oder Auss
heidungen sowie von Hohlr

�

aumen ber

�

u
k-

si
htigt. Dagegen kann die Entstehung und das Wa
hstum von Makrorissen z.B. dur
h

Generierung neuer innerer Ober


�

a
hen ber

�

u
ksi
htigt werden.

2 Aspekte der numeris
hen Behandlung

Insbesondere f

�

ur die Behandlung ni
htlinearer Probleme besitzt die Finite{Element{Me-

thode uns
h

�

atzbare Vorteile. Zur Behandlung von Problemen der �niten Elasto{Plastizit

�

at

wurde deshalb das experimentelle Finite{Element{System SPC-PMHP entwi
kelt. Dieses

System verwendet moderne numeris
he Algorithmen zur Simulation dieser Probleme auf

Parallelre
hnern.

� Gebietszerlegungste
hniken (DD)

Gebietszerlegungste
hniken er

�

o�nen eine Reihe von M

�

ogli
hkeiten zur Entwi
klung

paralleler Te
hniken, um Probleme mit einer hohen Anzahl von Freiheitsgraden mit

der FEM behandeln zu k

�

onnen.

� Iterative Glei
hungsl

�

oser mit Vorkonditionierung

Insbesondere die Methode der konjugierten Gradienten mit hierar
his
her Vorkondi-

tionierung (Yserentant [25℄, BPX [5℄) hat si
h hier als eine der eÆzientesten Methoden

erwiesen.

� Newton{Raphson{Methode mit konsistenter Linearisierung

Die Newton{Raphson{Methode mit konsistenter Linearisierung besitzt eine hohe Ro-

bustheit und zeigt in der Regel eine quadratis
he Konvergenz. Dieses Verfahren bie-

tet si
h somit sowohl f

�

ur die Linearisierung der Variationsformulierung als au
h der

ni
htlinearen Materialglei
hungen an.

Variationsformulierung

Bei den weiteren Betra
htungen werden kontravariante Gr

�

o�en dur
h den Zusatz

℄

und

kovariante Gr

�

o�en dur
h den Zusatz

[

gekennzei
hnet. Vektoren sind prinzipiell kontrava-

riant. Die Variationsformulierung f

�

ur isotherme, station

�

are Probleme

R

S

t

�

℄

:"

[

�

℄

dv =

R

S

t

�hl

℄

; �

℄

i dv +

R

�S

t

hr

℄

; �

℄

i da Euler's
h

R

B

T

℄

:E

[

�

℄

dV =

R

B

�

0

hL

℄

;�

℄

i dV +

R

�B

hR

℄

;�

℄

i dA Lagrange's
h

(2.1)

(S

t

{ Momentankon�guration; B { Ausgangskon�guration; �

℄

{ Cau
hy's
her Spannungs-

tensor; T

℄

{ 2. Piola{Kir
hho�'s
her Spannungstensor; � { Di
hte; l

℄

{ Volumenlasten;

2



r

℄

{ Ober


�

a
henlasten; �

℄

{ Testfunktion; "

[

�

℄

:=

1

2

�

grad�

℄

+ (grad�

℄

)

T

�

und

E

[

�

℄

:=

1

2

�

GRAD�

℄

+ (GRAD�

℄

)

T

�

)

ergibt si
h unmittelbar aus der Variation des 1. Hauptsatzes bei Bes
hr

�

ankung auf isother-

me, station

�

are Prozesse unter Anwendung des Satzes von Gauss. Selbstverst

�

andli
h kann

man au
h von der s
hwa
hen Formulierung der Impulsbilanz ausgehen, um (2.1) zu erhal-

ten. Die konsistente Linearisierung der ni
htlinearen Glei
hungen (2.1) ergibt si
h dann

[15℄[17℄ zu

R

S

t

"

[

Æu

℄

:

�

2

J

��

℄

�g

[

�g

[

+�

℄


1

�

:"

[

�

℄

dv =

R

S

t

�

�hl

℄

; �

℄

i��

℄

:"

[

�

℄

�

dv +

R

�S

t

hr

℄

; �

℄

i da

R

B

E

[

ÆU

℄

:

�

2F �

�T

℄

�C

[

�F �g

[

+T

℄


1

�

:E

[

�

℄

dV =

R

B

�

�

0

hL

℄

;�

℄

i�T

℄

:E

[

�

℄

�

dV+

R

�B

hR

℄

;�

℄

idA

(2.2)

(J { Ja
obi-Determinante; �

℄

{ Kir
hho�'s
her Spannungstensor; g

[

{ Raummetrik;

F { Deformationsgradient; C

[

{ re
hter Cau
hy{Green Deformationstensor). Au�allend

an (2.2) ist, da� hier eine formale Glei
hheit zu der entspre
henden Formulierung bei rein

elastis
hem Materialverhalten besteht. Bei elastis
h{plastis
hem Materialverhalten h

�

angen

die Spannungen jedo
h no
h zus

�

atzli
h von internen Variablen ab. Diese internen Varia-

blen sind wiederum abh

�

angig vom Deformationszustand, so das hier die Kettenregel zur

Anwendung zu bringen ist.

Numeris
he Integration der Evolutionsglei
hungen

Die Evolutionsglei
hungen der �niten Elasto{Plastizit

�

at

2

L

v

b

�1

e

[

= 2�

�y

��

℄

;

d

dt

C

p

[

= 2�

�Y

�T

℄

L

v

a = ��q; q :=

�a

��

�y

�a

;

d

dt

A = ��Q; Q :=

�A

�A

�Y

�A

� � 0; �y = 0; y {konvex � � 0;�Y = 0; Y {konvex;

(2.3)

und au
h die dazu

�

aquivalente Formulierung

L

v

�

℄

=

��

℄

�g

[

:

�

L

v

g

[

� 2�

�y

��

℄

�

;

d

dt

T

℄

=

�T

℄

�C

[

:

�

d

dt

C

[

� 2�

�Y

�T

℄

�

L

v

a = ��q; q :=

�a

��

�y

�a

;

d

dt

A = ��Q; Q :=

�A

�A

�Y

�A

� � 0; �y = 0; y {konvex � � 0;�Y = 0; Y {konvex;

(2.4)

(L

v

{ Lie{Ableitung;

d

dt

{ materielle Zeitableitung; b

�1

e

[

{ inverser linker elastis
her Cau
hy{

Green Deformationstensor; C

p

[

{ re
hter plastis
her Cau
hy{Green Deformationstensor;

2

Genauer gesagt, des Zuganges zur �niten Elasto{Plastizit

�

at der in SPC{PMHP implementiert ist.

3



�, � { Lagrange's
her Multiplikator; �, A { interne Variable; a, A { arbeitskonjugier-

te Gr

�

o�e zu �, A) sind na
h ihrer Struktur Di�erential{Algebrais
he Glei
hungen vom

Index 1 [9℄. Ein Standardverfahren zur Behandlung der DAE's (2.3) (2.4) sind Mehrs
hritt{

R

�

u
kw

�

arts{Di�erenzenverfahren. Diese Erweiterung des Verfahrens aus [16℄ auf geome-

tris
h ni
htlineare Probleme bietet in glei
her Weise einen eÆzienten Weg zur numeris
hen

Bere
hnung der Spannungen, internen Variablen und au
h der konsistenten Stei�gkeitsma-

trix. Bez

�

ugli
h Detailfragen sei auf diesen Artikel, auf [8℄ und auf [18℄ verwiesen.

3 Das Gurson{Tvergaard{Needleman Modell

In [2℄[3℄[19℄ wird das Gurson{Tvergaard{Needleman Modell dur
h die Flie�bedingung

y =

�

q

�

M

�

2

+ 2q

1

f

�


osh

�

�

3

2

q

2

p

�

M

�

�

�

1 + q

3

f

�

2

�

= 0

f

�

(f) :=

8

>

<

>

:

f 8f � f




f




+

1

q

1

� f




f

F

� f




(f � f




) sonst

�

M

:= �

0

�

"

pM

"

0

+ 1

�

n

; p := �

1

3

I

�

℄; q :=

q

�3II

dev(�

℄

)

(3.5)


harakterisiert. F

�

ur die skalaren internen Variablen "

pM

(plastis
he Verglei
hsdehnung des

Matrixmaterials) und f (Porenkonzentration) werden die Evolutionsglei
hungen

d

dt

"

pM

= �

1

�

M

(1� f)

�

℄

:

�y

��

℄

d

dt

f = �

2

4

A

�

M

(1� f)

�

℄

:

�y

��

℄

+ (1� f)I

�y

��

℄

3

5

;A :=

f

N

s

N

p

2�

exp

"

�

1

2

�

"

pM

� "

N

s

N

�

2

#

(3.6)

angesetzt. Das Materialverhalten wird dur
h den Satz

q

1

; q

2

; q

3

; f

0

; f




; f

F

; �

0

; "

0

; n; f

N

; s

N

; "

N

(q

1

, q

2

, q

3

{ Parameter des GTN{Modells; f

0

{ Anfangsporenkonzentration; f




{ kritis
her

Porenvolumenanteil; f

F

{ Porenvolumenanteil bei Versagen; �

0

{ Anfangs
ie�spannung;

"

0

{ Anfangs
ie�dehnung; n { Verfestigungsparameter; f

N

{ porenbildener Volumenanteil;

s

N

{ Standardabwei
hung; "

N

{ Mittelwert) von 11 Materialparametern vervollst

�

andigt.

Dar

�

uber hinaus gelten die Prinzipien der assoziierten Flie�theorie (2.3).

Unter Verwendung der Identit

�

aten

�

℄

:

�

��

℄

II

dev(�

℄

)

= 2II

dev(�

℄

)

; �

℄

:

�

��

℄

I

�

℄ = I

�

℄

I

�

��

℄

II

dev(�

℄

)

= 0; I

�

��

℄

I

�

℄

= 3

4



ergibt si
h f

�

ur die Terme in (3.6)

�

℄

:

�y

��

℄

= 2

�

q

�

M

�

2

� 3q

1

q

2

f

�

p

�

M

sinh

�

�

3

2

q

2

p

�

M

�

I

�y

��

℄

= 3q

1

q

2

f

�

1

�

M

sinh

�

�

3

2

q

2

p

�

M

�

;

womit die betra
hteten Materialglei
hungen mit den De�nitionen

3

_"

pM

:= �

1

�

M

(1� f)

�

℄

:

�y

��

℄

_

f := �

2

4

A

�

M

(1� f)

�

℄

:

�y

��

℄

+ (1� f)I

�y

��

℄

3

5

und unter Bea
htung, da� f

�

ur skalare Tensorfunktionen � die Indentit

�

at

L

v

� �

d

dt

�

gilt, au
h wirkli
h die Struktur von (2.3) erhalten. Weiterhin wird vorausgesetzt, da� si
h

das Material isotrop verhalten soll, so da� es naheliegend ist, f

�

ur den Anteil  

e

in der

spezi�s
hen freien Energie  

�

0

 :=  

e

( b

[

�1

+g

[

�b

[

�e

) +  

d

(�";

�

f) (3.7)

(�",

�

f { arbeitskonjugierte Gr

�

o�en zu "

pM

, f) hyperelastis
hes Verhalten [22℄ anzunehmen

 

e

:=

1

2

�(I

�

[

� 2 lnJ

�

[

� 3) +

1

2

�(lnJ

�

[

)

2

bzw.

 

e

:=

1

2

�(I

�

[

� 2 lnJ

�

[

� 3) +

1

2

�(J

�

[

� 1)

2

mit �

[

:= b

[

�1

+g

[

�b

[

�e

(3.8)

(�; � { Lame{Konstanten). Diese

"

elastis
hen Teilsto�gesetze\ (Neo-Hooke) gehen f

�

ur

�

℄

� g

℄

letztli
h in das Hooke's
he Gesetz

�

uber. In Glei
hung (3.7) wurde der Einfa
hheit

halber vorausgesetzt, da� si
h die spezi�s
he freie Energie  additiv aus einem

"

elastis
hen\

 

e

und einem

"

dissipativen\ Anteil  

d

zusammensetzt.

Die Bes
hreibung in der Ausgangskon�guration ergibt si
h unmittelbar aus der hier ange-

gebenen Euler's
hen Formulierung bei Verwendung der De�nitionen

p := �

1

3

I

T

℄ q :=

q

�3II

DEV (T

℄

)

:

3

_"

pM

;

_

f sind als Symbole und ni
ht als Zeitableitungen zu verstehen
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Zur numeris
hen Behandlung des Gurson{Tvergaard{Needleman Modells sind also letztli
h in der jeweiligen Kon�guration die folgen-

den Di�erential{Algebrais
hen Glei
hungen (DAE) zu l

�
osen:

Lagrange Euler

�

0

	 := 	

e

(G

[

+C

[

�C

[

p

) + 	

d

(

�

E;

�

F) �

0

 :=  

e

( b

[

�1

+g

[

�b

[

�e

) +  

d

(�";

�

f)

E

pM

:= �

0

�	

�

�

E

; F := �

0

�	

�

�

F

"

pM

:= �

0

� 

��"

; f := �

0

� 

�

�

f

Y (T

℄

; E

pM

;F) � 0 y(�

℄

; "

pM

; f) � 0

T

℄

= 2�

0

�	

�C

[

�

℄

= 2�

0

� 

�g

[

d

dt

C

[

p

= 2�

�Y

�T

℄

L

v

b

[

�e

= 2�

�y

��

℄

d

dt

E

pM

= ��

_

E

pM

d

dt

"

pM

= �� _"

pM

d

dt

F = ��

_

F

d

dt

f = ��

_

f

� � 0; �Y = 0 � � 0; �y = 0

(3.9)

Ein m

�
ogli
her Zugang besteht darin, diese DAE vom Index 1 mit Standardmethoden zu behandeln, wie im weiteren dargestellt werden

soll.
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3.1 Ein numeris
hes Verfahren zur Behandlung der Evolutionsglei
hungen

Bei Anwendung eines impliziten Mehrs
hrittdi�erenzenverfahrens gehen die Evolutionsglei
hungen (3.9) in das System ni
htlinearer

algebrais
her Glei
hungen

Lagrange Euler

C

[

p

n

� h�

0

�

n

2

�Y

�T

℄

n

= �

k

P

j=1

�

j

C

[

p

n�j

b

[

�e

n

� h�

0

�

n

2

�y

��

℄

n

= ��

�

n

k

P

j=1

�

j

�

�

n�j

b

[

�e

n�j

E

pM

n

+ h�

0

�

n

_

E

pM

n

= �

k

P

j=1

�

j

E

pM

n�j
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�F

2

�

2

Y

�T

Y Z

�F

2

�

2

Y

�T

ZX

�F

1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

�

2

�T

℄

�C

[

�

�

0
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
�

�Y

�T

XX

�Y

�T

Y Y

�Y

�T

ZZ

2

�Y

�T

XY

2

�Y

�T

Y Z

2

�Y

�T

ZX

1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

8
<

:

�

�

�

_

E

pM

�T

℄

�

9
=

;

:= �

�

0
�

�

_

E

pM

�T

XX

�

_

E

pM

�T

Y Y

�

_

E

pM

�T

ZZ

2

�

_

E

pM

�T

XY

2

�

_

E

pM

�T

Y Z

2

�

_

E

pM

�T

ZX

1
A

(

�

�

�

_

F

�T

℄

�

)

:= �

�

�

�

_

F

�T

XX

�

_

F

�T

Y Y

�

_

F

�T

ZZ

2

�

_

F

�T

XY

2

�

_

F

�T

Y Z

2

�

_

F

�T

ZX

�

�

�Y

�T

℄

�

�

:=

�

�Y

�T

XX

�Y

�T

Y Y

�Y

�T

ZZ

2

�Y

�T

XY

2

�Y

�T

Y Z

2

�Y

�T

ZX

�
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in der Momentankon�guration

(

I+�

�

��

℄

�g

[

�

: 2

�

2

y

��

℄

��

℄

�

)

:=

0
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
�

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

+ �

�

J

�

2

J

��

℄

�g

[

�

�

0
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
�

�

2

y

��

xx

��

xx

�

2

y

��

xx

��

yy

�

2

y

��

xx

��

zz

2

�

2

y

��

xx

��

xy

2

�

2

y

��

xx

��

yz

2

�

2

y

��

xx

��

zx

�

2

y

��

yy

��

xx

�

2

y

��

yy

��

yy

�

2

y

��

yy

��

zz

2

�

2

y

��

yy

��

xy

2

�

2

y

��

yy

��

yz

2

�

2

y

��

yy

��

zx

�

2

y

��

zz

��

xx

�

2

y

��

zz

��

yy

�

2

y

��

zz

��

zz

2

�

2

y

��

zz

��

xy

2

�

2

y

��

zz

��

yz

2

�

2

y

��

zz

��

zx

2

�

2

y

��

xy

��

xx

2

�

2

y

��

xy

��

yy

2

�

2

y

��

xy

��

zz

�

2

y

��

xy

��

xy

+

�

2

y

��

xy

��

yx

�

2

y

��

xy

��

yz

+

�

2

y

��

xy

��

zy

�

2

y

��

xy

��

zx

+

�

2

y

��

xy

��

xz

2

�

2

y

��

yz

��

xx

2

�

2

y

��

yz

��

yy

2

�

2

y

��

yz

��

zz

�

2

y

��

yz

��

xy

+

�

2

y

��

yz

��

yx

�

2

y

��

yz

��

yz

+

�

2

y

��

yz

��

zy

�

2

y

��

yz

��

zx

+

�

2

y

��

yz

��

xz

2

�

2

y

��

zx

��

xx

2

�

2

y

��

zx

��

yy

2

�

2

y

��

zx

��

zz

�

2

y

��

zx

��

xy

+

�

2

y

��

zx

��

yx

�

2

y

��

zx

��

yz

+

�

2

y

��

zx

��

zy

�

2

y

��

zx

��

zx

+

�

2

y

��

zx

��

xz

1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
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(

�

�

��

℄

�g

[

�

: 2

�

2

y

��

℄

�"

pM

�

)

:=

(

�

�

��

℄

�g

[

�

: 2

�

2

y

��

℄

�f

�

)

:=

(

��

℄

�g

[

�

: 2

�y

��

℄

�

)

:=

�

�

J

�

2

J

��

℄

�g

[

�

�

0
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
�

�

2

y

��

xx

�"

pM

�

2

y

��

yy

�"

pM

�

2

y

��

zz

�"

pM

2

�

2

y

��

xy

�"

pM

2

�

2

y

��

yz

�"

pM

2

�

2

y

��

zx

�"

pM

1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; �

�

J

�

2

J

��

℄

�g

[

�

�

0
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
�

�

2

y

��

xx

�f

�

2

y

��

yy

�f

�

2

y

��

zz

�f

2

�

2

y

��

xy

�f

2

�

2

y

��

yz

�f

2

�

2

y

��

zx

�f

1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; J

�

2

J

��

℄

�g

[

�

�

0
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
�

�y

��

xx

�y

��

yy

�y

��

zz

2

�y

��

xy

2

�y

��

yz

2

�y

��

zx

;

1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(

�

�

� _"

pM

��

℄

�

)

:= �

�

 

� _"

pM

��

xx

� _"

pM

��

yy

� _"

pM

��

zz

2

� _"

pM

��

xy

2

� _"

pM

��

yz

2

� _"

pM

��

zx

!

(

�

�

�

_

f

��

℄

�

)

:= �

�

�

�

_

f

��

xx

�

_

f

��

yy

�

_

f

��

zz

2

�

_

f

��

xy

2

�

_

f

��

yz

2

�

_

f

��

zx

�

(

�y

��

℄

�

)

:=

�

�y

��

xx

�y

��

yy

�y

��

zz

2

�y

��

xy

2

�y

��

yz

2

�y

��

zx

�
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3.2 Bere
hnung der konsistenten materiellen Stei�gkeit

Dur
h Di�erentiation der algebrais
hen Glei
hungen (3.11) na
h C

[

bzw. g

[

erh

�

alt man

die Beziehungen

Lagrange Euler

fJ

L

g

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

dT

XX

dC

AB

dT

Y Y

dC

AB

dT

ZZ

dC

AB

dT

XY

dC

AB

dT

Y Z

dC

AB

dT

ZX

dC

AB

dE

pM

dC

AB

dF

dC

AB

d�

dC

AB

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

�T

XX

�C

AB

�T

Y Y

�C

AB

�T

ZZ

�C

AB

�T

XY

�C

AB

�T

Y Z

�C

AB

�T

ZX

�C

AB

0

0

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

A;B = X; Y; Z fJ

E

g

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

d�

xx

dg

ab

d�

yy

dg

ab

d�

zz

dg

ab

d�

xy

dg

ab

d�

yz

dg

ab

d�

zx

dg

ab

d"

pM

dg

ab

df

dg

ab

d�

dg

ab

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

��

xx

�g

ab

��

yy

�g

ab

��

zz

�g

ab

��

xy

�g

ab

��

yz

�g

ab

��

zx

�g

ab

0

0

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

a; b = x; y; z

mit fJ

L

g bzw. fJ

E

g aus (3.12) bzw. (3.13). Die Ausdr

�

u
ke

dT

CD

dC

AB

bzw.

d�


d

dg

ab

sind im

Sinne der Bemerkung na
h (2.2) als komponentenweise Ableitungen unter Anwendung der

Kettenregel zu verstehen. Dur
h L

�

osung dieser linearen Glei
hungssysteme 8A;B bzw. 8a; b

k

�

onnen die konsistenten algorithmis
hen materiellen Tangenten entspre
hend der Struktur

(3.17) bzw. (3.18) mit der glei
hen Genauigkeit wie die Spannungen und die internen

Variablen aufgebaut werden. Die algorithmis
he konsistente Gesamtstei�gkeit ergibt si
h

dann letztli
h gem

�

a� (2.2).

17



3.3 Hyperelastis
hes Potential

Eine Erweiterung des Hooke's
hen Materialgesetzes auf geometris
h ni
htlineare Probleme (Neo{Hooke Material) kann z.B. mit den

elastis
hen Potentialen (vgl. (3.8))

a)  

e

(I

b

℄

; J) =

1
2

�(I

b

℄

� 2 lnJ � 3) +

1
2

� (lnJ)

2

; I

b

℄

:= b

ab

(b

ab

�1

+ g

ab

� b

ab

�e

) � G

AB

(G

AB

+ C

AB

� C

p

AB

) =: I

C

[

b)  

e

(I

b

℄

; J) =

1
2

�(I

b

℄

� 2 lnJ � 3) +

1
2

� (J � 1)

2


)  

e

(I

b

℄

; J) =

1
2

�(I

b

℄

� J

2

� 2) +

1
2

� (lnJ)

2

; J :=

r

�
�
�b

ab

(b

b


�1

+ g

b


� b

b


�e

)

�
�
� �

s

�
�
�
�

G

AB

(G

BC

+ C

BC

� C

p

BC

)

�
�
�
�

:

(3.16)

formuliert werden. Hieraus ergeben si
h die Spannungs{Dehnungsbeziehungen (vgl. (3.9))

Lagrange Euler

a) T

℄

= �(G

℄

�

b

B

℄

) + � lnJ

b

B

℄

�

℄

= �(b

℄

�

b




℄

) + � lnJ

b




℄

b) T

℄

= �(G

℄

�




B

℄

) + �J(J � 1)

b

B

℄

;

b

B

℄

:=

�

G

[

+C

[

�C

[

p

�

�1

�

℄

= �(b

℄

�

b




℄

) + �J(J � 1)

b




℄

;

b




℄

:=

�

b

[

�1

+g

[

�b

[

�e

�

�1


) T

℄

= �(G

℄

� J

2

b

B

℄

) + � lnJ

b

B

℄

�

℄

= �(b

℄

� J

2

b




℄

) + � lnJ

b




℄

und ein hyperelastis
her Materialtensor

Lagrange Euler

a)

�T

℄

�C

[

= (�� � lnJ)

b

B

℄

�I �

b

B

℄

+

�

2

b

B

℄




b

B

℄

��

℄

�g

[

= (�� � lnJ)

b




℄

�I �

b




℄

+

�

2

b




℄




b




℄

b)

�T

℄

�C

[

= [�� �J(J � 1)℄

b

B

℄

�I �

b

B

℄

+

�

2

J(2J � 1)

b

B

℄




b

B

℄

��

℄

�g

[

= [�� �J(J � 1)℄

b




℄

�I �

b




℄

+

�

2

J(2J � 1)

b




℄




b




℄


)

�T

℄

�C

[

= (�J

2

� � lnJ)

b

B

℄

�I �

b

B

℄

+

�

�

2

� �J

2

�

b

B

℄




b

B

℄

��

℄

�g

[

= (�J

2

� � lnJ)

b




℄

�I �

b




℄

+

�

�

2

� �J

2

�

b




℄




b




℄

.
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In Komponentens
hreibweise ergibt dies

Lagrange Euler

a) T

AB

= �(G

AB

�

b

B

AB

) + � lnJ

b

B

AB

�

ab

= �(b

ab

�

b




ab

) + � lnJ

b




ab

b) T

AB

= �(G

AB

�

b

B

AB

) + �J(J � 1)

b

B

AB

�

ab

= �(b

ab

�

b




ab

) + �J(J � 1)

b




ab


) T

AB

= �(G

AB

� J

2

b

B

AB

) + � lnJ

b

B

AB

�

ab

= �(b

ab

� J

2

b




ab

) + � lnJ

b




ab

und f

�

ur den hyperelastis
her Materialtensor

Lagrange Euler

a)

�T

AB

�C

CD

= (�� � lnJ)

b

B

AC

b

B

DB

+

�

2

b

B

AB

b

B

CD

��

ab

�g


d

= (�� � lnJ)

b




a


b




db

+

�

2

b




ab

b





d

b)

�T

AB

�C

CD

= [�� �J(J � 1)℄

b

B

AC

b

B

DB

+

�

2

J(2J � 1)

b

B

AB

b

B

CD

��

ab

�g


d

= [�� �J(J � 1)℄

b




a


b




db

+

�

2

J(2J � 1)

b




ab

b





d


)

�T

AB

�C

CD

= (�J

2

� � lnJ)

b

B

AC

b

B

DB

+

�

�

2

� �J

2

�

b

B

AB

b

B

CD

��

ab

�g


d

= (�J

2

� � lnJ)

b




a


b




db

+

�

�

2

� �J

2

�

b




ab

b





d

.

In den vorliegenden Betra
htungen wird f

�

ur den hyperelastis
hen Materialtensor dur
hg

�
angig die im folgenden angegebene

Matrizendarstellung verwendet.

1
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in der Ausgangskon�guration

(

2

�T

℄

�C

[

)

:=

0
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
�

2

�T

XX

�C

XX

2

�T

XX

�C

Y Y

2

�T

XX

�C

ZZ

2

�T

XX

�C

XY

2

�T

XX

�C

Y Z

2

�T

XX

�C

ZX

2

�T

Y Y

�C

XX

2

�T

Y Y

�C

Y Y

2

�T

Y Y

�C

ZZ

2

�T

Y Y

�C

XY

2

�T

Y Y

�C

Y Z

2

�T

Y Y

�C

ZX

2

�T

ZZ

�C

XX

2

�T

ZZ

�C

Y Y

2

�T

ZZ

�C

ZZ

2

�T

ZZ

�C

XY

2

�T

ZZ
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3.4 Plastis
her Anteil des Deformationsgesetzes

Es wird die Flie�bedingung des Gurson{Tvergaard{Needleman Modells (GTN{Modell) vorausgesetzt. Als Verfestigungsme
hanismus

soll die isotrope Verfestigung und f

�

ur die Entfestigung eine ver

�
anderli
he Porenkonzentration zugelassen werden.
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Auf die Darstellung in Komponentens
hreibweise soll hier verzi
htet werden, da diese Dar-

stellung aus den vorherigen Ausf

�

uhrungen an dieser Stelle eindeutig sein sollte.

4 Ein Verglei
h mit auf alternativen Annahmen ba-

sierenden Modellen

In kommerziellen FEM{Programmen wird im allgemeinen ein etwas modi�zierter Zugang

gew

�

ahlt. So verwendet z.B.ABAQUS ein inkrementell{objektives Integrationss
hema. Im

Gegensatz zu den vorliegenden Betra
htungen wird auf der Momentankon�guration ni
ht

f

�

ur alle relevanten Gr

�

o�en die Lie{Ableitung zum Ansatz gebra
ht, sondern f

�

ur die internen

Variablen die materielle Zeitableitung und f

�

ur die Spannungen eine objektive Zeitableitung

(in ABAQUS verwendet man die Jaumann{Ableitung). Die Evolutionsglei
hungen haben

formal die Gestalt (2.4) mit dem Unters
hied, da� auf Grund der verwendeten Zeitablei-

tungen auf der Momentankon�guration ein anderes Materialverhalten realisiert wird als

auf der Ausgangskon�guration.

Um die Unters
hiede zu illustrieren, wurden mit ABAQUS einige einfa
he Randwert-

probleme (T:1 : : : 3(ABAQUS)) unter Voraussetzung eines Materialverhaltens gem

�

a� dem

Gurson{Modell (3.5) gel

�

ost. Behandelt wurde ein dreiseitig gelagerter Einheitsw

�

urfel, dem
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T.2         

T.3 (ABAQUS)
T.3         

ausgehend von drei Mehra
hsigkeiten (T = 1 : : : 3) eine Verformung aufgezwungen wurde.

Mit der dort ermittelten Deformationsges
hi
hte wurden dann f

�

ur identis
he Materialpa-

rameter und Evolutionsfunktionen mit den Evolutionsglei
hungen (2.3) die Spannungen

und die internen Variablen bere
hnet. In der vorstehenden Darstellung ist die aus beiden
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Re
hnungen ermittelte normierte Verglei
hspannung

�

uber der Verglei
hsdehnung aufgetra-

gen. Die Unters
hiede sind, wie auf Grund der unters
hiedli
hen verwendeten objektiven

Zeitableitungen ni
ht anders zu erwarten, merkli
h.

4.1 Verglei
hsre
hnungen

Mit den folgenden Beispielen werden die Ergebnisse auf der Grundlage des S
h

�

adigungs-

modells von Gurson{Tvergaard{Needleman (GTN{Modell) von ABAQUS und SPC-

PMHP vergli
hen. Um unters
hiedli
he Spannungszust

�

ande zu realisieren, soll zum einen

eine gelo
hte S
heibe im Zugversu
h untersu
ht werden, wobei entlang der gesamten Ober-

kante eine glei
he Vers
hiebung in y{Ri
htung aufgepr

�

agt wird. Unter Ausnutzung der

Symmetrie wird ein Viertel der Probe im ebenen Verzerrungszustand modelliert. Zum

anderen betra
htet man eine CT{Probe im Zugversu
h, die ebenfalls im ebenen Verzer-

rungszustand und nur zur H

�

alfte modelliert wird. Die Belastung erfolgt ebenfalls vers
hie-

bungsgesteuert.

F

�

ur die Simulation wurden 8-Knotenelemente mit 9 Integrationspunkten verwendet. Die

Materialparameter f

�

ur das GTN{Modell sind in der folgenden Tabelle aufgezeigt.

E � q

1

q

2

q

3

f

0

f




f

F

f

N

s

N

"

N

�

0

"

0

n

210000 0.3 1.5 1.0 2.25 0.001 0.05 0.3 0.01 0.1 0.3 451.4 0.3386 0.4896

Materialparameter, GTN{Modell

F

�

ur das plastis
he Verhalten des Matrixmaterials ist jeweils die glei
he Spannungs{Deh-

nungsbeziehung verwendet worden. Die elastis
h{plastis
hen Bere
hnungen erfolgten mit

dem glei
hen Materialmodell unter Annahme einer Anfangsporosit

�

at f

0

= 0 und dem

Auss
hlu� von Porenneubildung f

N

= 0.

In den folgenden Darstellungen sind die Kraft{Verformungskurven, wie sie im Zugversu
h

gewonnen werden, sowie Konturplots der Vers
hiebungen (u2) in Belastungsri
htung aufge-

zeigt. Die Verfestigung kennzei
hnet die plastis
he Verglei
hsdehnung des Matrixmaterials

(evm) und die Entfestigung die Porenkonzentration (f). In den Konturplots sind die Ma-

xima und Minima von SPC-PMHP an denen von ABAQUS skaliert. Die bere
hneten

Extrema von SPC-PMHP sind gesondert aufgef

�

uhrt.
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S
heibe { Elastis
h-Plastis
h:
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U2 VALUE
-2.18E-36

+2.73E-02

+5.47E-02

+8.20E-02

+1.09E-01

+1.37E-01

+1.64E-01

+1.91E-01

+2.19E-01

+2.46E-01

Scheibe

  0.00E+00

  2.46E-01

 U2

SFB 393 - TU Chemnitz

Vers
hiebungen u2, S
heibe, elastis
h-plastis
h
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EVM VALUE
-1.40E-04

+2.58E-01

+5.17E-01

+7.76E-01

+1.03E+00

+1.29E+00

+1.55E+00

+1.81E+00

+2.07E+00

+2.33E+00

Scheibe - min. 0.00E+00 , max. 2.06E+00

 -1.40E-04

  2.33E+00

evm

SFB 393 - TU Chemnitz

Plastis
he Verglei
hsdehnung evm, S
heibe, elastis
h-plastis
h

S
heibe { Gurson:
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U2 VALUE
-1.05E-38

+1.46E-02

+2.91E-02

+4.37E-02

+5.82E-02

+7.28E-02

+8.73E-02

+1.02E-01

+1.16E-01

+1.31E-01

Scheibe

  0.00E+00

  1.31E-01

 u _2

SFB 393 - TU Chemnitz

Vers
hiebungen u2, S
heibe, Gurson

EVM VALUE
-1.15E-03

+1.46E-01

+2.92E-01

+4.39E-01

+5.86E-01

+7.33E-01

+8.80E-01

+1.03E+00

+1.17E+00

+1.32E+00

Scheibe - min. 0.00E+00 , max. 1.28E+00

 -1.15E-03

  1.32E+00

evm

SFB 393 - TU Chemnitz

Plastis
he Verglei
hsdehnung evm, S
heibe, Gurson

27



F VALUE
+8.98E-04

+2.69E-02

+5.28E-02

+7.88E-02

+1.05E-01

+1.31E-01

+1.57E-01

+1.83E-01

+2.09E-01

+2.35E-01

Scheibe - min. 1.00E-03 , max. 2.18E-01

  8.98E-04

  2.35E-01

f

SFB 393 - TU Chemnitz

Porenkonzentration f , S
heibe, Gurson

CT { Elastis
h-Plastis
h:
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"CT_ABA.tab"
"CT_SPC.tab"

Kraft-Verformungskurve, CT-Probe, elastis
h-plastis
h
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U2 VALUE
-1.27E+00

-4.20E-01

+4.26E-01

+1.27E+00

+2.12E+00

+2.96E+00

+3.81E+00

+4.66E+00

+5.50E+00

+6.35E+00

CT

 -1.27E+00

  6.35E+00

 u _2

SFB 393 - TU Chemnitz

Vers
hiebungen u2, CT-Probe, elastis
h-plastis
h
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EVM VALUE
-1.54E-03

+1.37E-01

+2.75E-01

+4.13E-01

+5.51E-01

+6.90E-01

+8.28E-01

+9.66E-01

+1.10E+00

+1.24E+00

CT - min. 0.00E+00 , max. 1.65E+00

 -1.54E-03

  1.24E+00

evm

SFB 393 - TU Chemnitz

Plastis
he Verglei
hsdehnung evm, CT-Probe, elastis
h-plastis
h

CT { Gurson:

0

500

1000

1500

2000

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

K
ra

ft 
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]

Verschiebung [mm]
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"CT_SPC.tab"

Kraft-Verformungskurve, CT-Probe, Gurson
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EVM VALUE
-6.54E-04

+7.39E-02

+1.48E-01

+2.23E-01

+2.97E-01

+3.72E-01

+4.46E-01

+5.21E-01

+5.95E-01

+6.70E-01

CT - min. 0.00E+00 , max. 5.45E-01

 -6.54E-04

  6.70E-01

evm

SFB 393 - TU Chemnitz

Plastis
he Verglei
hsdehnung evm, CT-Probe, Gurson

F VALUE
-1.32E-01

-8.09E-02

-2.96E-02

+2.17E-02

+7.30E-02

+1.24E-01

+1.76E-01

+2.27E-01

+2.78E-01

+3.30E-01

CT - min. 9.47E-04 , max. 2.43E-01

 -1.32E-01

  3.30E-01

f

SFB 393 - TU Chemnitz

Porenkonzentration f , CT-Probe, Gurson
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U2 VALUE
-4.18E-01

-1.40E-01

+1.39E-01

+4.17E-01

+6.95E-01

+9.73E-01

+1.25E+00

+1.53E+00

+1.81E+00

+2.09E+00

CT

 -4.18E-01

  2.09E+00

 u _2

SFB 393 - TU Chemnitz

Vers
hiebungen u2, CT-Probe, Gurson
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4.2 Auswertung

F

�

ur die elastis
h{plastis
hen Bere
hnungen sind die Unters
hiede zwis
hen ABAQUS

und SPC-PMHP in den Kraft{Verformungskurven klein. Geringe Di�erenzen treten bei

der S
heibe erst mit anwa
hsenden Verformungen und einem Abfall der Kraft auf. Die

Abwei
hungen sind ni
ht besonders signi�kant, da dur
h die Behandlung des Randwert-

problems und die ni
ht allzu hohen Spannungsgradienten im gesamten Modell die Kraft-

Verformungskurve nur die globale Deformierbarkeit des K

�

orpers wiedergibt. Die Unter-

s
hiede in den konstitutiven Beziehungen wirken si
h nur lokal im Berei
h hoher Spannungs-

bzw. Deformationsgradienten aus, so da� in der globalen Kraft{Verformungskurve lokale

E�ekte, wel
he relativ gro�e Unters
hiede im Spannungszustand aufweisen, kaum erkenn-

bar sind. Aufgrund der h

�

oheren Spannungsgradienten vor der Ri�spitze ma
ht si
h der

�

Ubertragungsme
hanismus vom lokalen zum globalen Verhalten bei der CT-Probe st

�

arker

bemerkbar.

Bei der Simulation mit dem GTN-Modell zeigen si
h aufgrund des sensibleren Material-

verhaltens gegen

�

uber dem Integrationsalgorithmus deutli
here Unters
hiede zwis
hen den

benutzten Programmen. W

�

ahrend bei der S
heibe erst eine Porenkonzentration von rund

6% (u2 = 0:1mm) zu einer si
htli
hen Di�erenz f

�

uhrt, sind bei der CT{Probe gr

�

o�ere

Unters
hiede mit Einsetzen von Plasti�zierung erkennbar. Die Geometrie der CT{Probe

erzeugt ein stark inhomogenes Spannungsfeld, so da� s
hon bei kleinen globalen Vers
hie-

bungen si
h der Spannungszustand vor der Ri�spitze erhebli
h

�

andert.

Die lokalen Unters
hiede zwis
henABAQUS und SPC-PMHPwerden dur
h die Kontur-

plots besser erfasst. Im allgemeinen sind die Vers
hiebungsverl

�

aufe (u2)

�

ahnli
h. Ledigli
h

die Verformungen der Elemente vor der Ri�spitze der CT{Probe weisen gr

�

o�ere Unters
hie-

de auf. Die Verl

�

aufe der plastis
hen Verglei
hsdehnung im Matrixmaterial (evm) und der

Porenkonkonzentration (f) sind bei der S
heibe

�

ahnli
h. An der CT-Probe erkennt man

diesbez

�

ugli
h vor der Ri�spitze sehr hohe Abwei
hungen.

5 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit ist die Einbindung des S
h

�

adigungsmodells von Gurson{Tver-

gaard{Needleman in das Finite{Element{System SPC-PMHP vorgestellt worden. Zur

L

�

osung der Di�erential{Algebrais
hen Glei
hungen (DAE) f

�

ur das S
h

�

adigungsgesetz wird

ein implizites Mehrs
hrittdi�erenzenverfahren verwendet. Die Evolutionsglei
hungen wur-

den f

�

ur dieses Verfahren na
h der Lagrange'- bzw. Euler's
hen Betra
htungsweise abge-

leitet. Die Bere
hnung der konsistenten Tangente sowie das hyperelastis
he Teilsto�gesetz

sind ebenfalls angegeben worden. Ans
hlie�end wurden die relevanten Ableitungen der

Flie�bedingung bzw. der Evolutionsglei
hungen na
h den Spannungen und internen Varia-

blen zur die Linearisierung des Sto�gesetzes zusammengestellt.

Ein Verglei
h von SPC-PMHP mit dem kommerziellen Programm ABAQUS wur-

de f

�

ur einen Einheitsw

�

urfel, eine gelo
hte S
heibe und f

�

ur eine CT-Probe dur
hgef

�

uhrt.

W

�

ahrend die Betra
htung der Gau�punkte am Einheitsw

�

urfel gro�e Unters
hiede zwi-
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s
hen den FEM{Programmen zeigt, sind die Abwei
hungen der Kraft{Verformungskurven

gering. Die Diskrepanzen in der Formulierung des Materialverhaltens werden dur
h die

unters
hiedli
h gew

�

ahlten objektiven Zeitableitungen hervorgerufen.

Bei der numeris
hen Simulation wurde die maximale Lasts
hrittweite in den zu verglei
hen-

den F

�

allen jeweils identis
h gew

�

ahlt (in etwa

1

=200 der Gesamtvers
hiebung). SPC-PMHP

ben

�

otigt im Mittel mehr Glei
hgewi
htsiterationen pro Lasts
hritt als ABAQUS. Ein Ab-

bru
h der Bere
hnungen mit dem GTN{Modell erfolgte in beiden Programmen bei Unter-

s
hreitung der minimalen S
hrittweite. Die Lasts
hrittweiten wurden vonABAQUS kaum

oder nur kurz vor Abbru
h stark verringert. SPC-PMHP ben

�

otigte dur
hs
hnittli
h klei-

nere Lasts
hritte um ein Glei
hgewi
htszustand zu �nden.

Die Beispiele zeigen, da� gr

�

o�ere Abwei
hungen der beiden Programme nur lokal und bei

der Verwendung des GTN{Modells auftreten. Zuk

�

unftige Untersu
hungen sollen kl

�

aren

inwieweit si
h der benutzte Objektivit

�

atsbegri� und die Integrationsalgorithmen auf die

L

�

osung des Randwertproblems bemerkbar ma
hen.
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