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1 Vorbemerkungen

Die moderne Schiadigungsmechanik hat sich das ehrgeizige Ziel gestellt, im Rahmen einer
Kontinuumstheorie sowohl die iiblichen klassischen nichtlinearen Deformationsprozesse als
auch die Schidigungsmechanismen sowie das Bruchversagen zu beschreiben. Das Versa-
gen duktiler Metalle beruht auf verschiedenen mikrostrukturellen Mechanismen der Bil-
dung, des Wachstums und der Vereinigung mikroskopischer Hohlrdume (Mikrovoids). Zur
Beschreibung dieser komplexen Phénomene ist die Entwicklung von Modellen auf unter-
schiedlichen Niveauebenen hilfreich. Dies sind nach Thomason [23] und Needleman [20]:

1. das kristallphysikalische Niveau mit der Beschreibung des Verhaltens von Fremdato-
men, Versetzungen und Disklinationen z.B. im Rahmen des von Kondo [11, 12], Bilby
[4], Kroner [13] und deWit [6] verwendeten Zuganges;

2. das mesoskopische Niveau, auf dem die Mechanismen des Versagens in vier Phasen
unterteilt werden kénnen:

e Bildung von Hohlrdumen an Einschliissen oder Ausscheidungen durch Trennung
der Grenzfliche oder durch Teilchenbruch,

e Wachstum der Hohlrdume durch plastische Verformung,

e Koaleszens der Hohlriume durch plastisches Versagen (Einschniirung, Scher-
bénder, Mikroporen) der dazwischenliegenden Werkstoffbriicken, so daf} ein ma-
kroskopischer Anrify entsteht,

e Wachstum des Makrorisses (duktiler Bruch) durch Ablauf obiger Mechanismen
an der Rif}spitze und Vereinigung der Hohlrdume mit dem Makrorif3.

Eine zusammenfassende Ubersicht der mikrostrukturellen Phinomene wird z.B. von
Garrison et al. in [7] angegeben;

3. das makroskopische Niveau einer Kontinuumstheorie.

Zur kontinuumsmechanischen Modellierung duktiler Schédigungsprozesse hat sich die
»Schiadigungsmechanik®* (Continuum damage mechanics) bzw. der sogenannte ,local ap-
proach® erfolgreich herausgebildet (vgl. Kufimaul [14] und Aliabadi et al. [1]). Dabei wer-
den zur Kennzeichnung der Materialschddigung interne Zustandsvariable (z.B. Anteil des
Hohlraumvolumens f) in den konstitutiven Beziehungen einer assoziierten Fliefitheorie!
verwendet. Die Formulierung von Schidigungsgesetzen beruht entweder auf konkreten mi-
kromechanischen Modellbetrachtungen oder einer phianomenologischen Beschreibung auf
der Basis kontinuumstheoretisch—thermodynamischer Prinzipien. Einen Uberblick iiber den
aktuellen Stand derartiger Modelle wird z.B. von Twvergaard [24] und Pineau et al. [21] an-
gegeben. Die derzeit wichtigsten Schidigungsmodelle sind Entwicklungen von Rice und
Tracey, Gurson, Tvergaard und Needleman sowie von Rousselier (vgl. [21][24]).

LGenauer gesagt, in den meisten Fillen assoziierten FlieStheorie.
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Um das Phénomen der duktilen Schidigung unter Beachtung der obigen Modellvorstel-
lungen behandeln zu kénnen, bedarf es folglich einer Theorie der Elasto—Plastizitit, die
das Vorhandensein von Einschliissen oder Ausscheidungen sowie von Hohlrdumen beriick-
sichtigt. Dagegen kann die Entstehung und das Wachstum von Makrorissen z.B. durch
Generierung neuer innerer Oberflachen beriicksichtigt werden.

2 Aspekte der numerischen Behandlung

Insbesondere fiir die Behandlung nichtlinearer Probleme besitzt die Finite—Element—Me-
thode unschitzbare Vorteile. Zur Behandlung von Problemen der finiten Elasto—Plastizitét
wurde deshalb das experimentelle Finite-Element-System SPC-PMHP entwickelt. Dieses
System verwendet moderne numerische Algorithmen zur Simulation dieser Probleme auf
Parallelrechnern.

e Gebietszerlegungstechniken (DD)
Gebietszerlegungstechniken erdffnen eine Reihe von Moglichkeiten zur Entwicklung
paralleler Techniken, um Probleme mit einer hohen Anzahl von Freiheitsgraden mit
der FEM behandeln zu kénnen.

e Iterative Gleichungsléser mit Vorkonditionierung
Insbesondere die Methode der konjugierten Gradienten mit hierarchischer Vorkondi-
tionierung (Yserentant [25], BPX [5]) hat sich hier als eine der effizientesten Methoden
erwiesen.

e Newton-Raphson—-Methode mit konsistenter Linearisierung
Die Newton—Raphson—Methode mit konsistenter Linearisierung besitzt eine hohe Ro-
bustheit und zeigt in der Regel eine quadratische Konvergenz. Dieses Verfahren bie-
tet sich somit sowohl fiir die Linearisierung der Variationsformulierung als auch der
nichtlinearen Materialgleichungen an.

Variationsformulierung

Bei den weiteren Betrachtungen werden kontravariante Grofen durch den Zusatz * und
kovariante Grofien durch den Zusatz > gekennzeichnet. Vektoren sind prinzipiell kontrava-
riant. Die Variationsformulierung fiir isotherme, stationdre Probleme

fotel, dv = [p(l, &) dv + [(r? ¢") da Euler’sch
Si 3 St S
(2.1)
[THEL, dV = [po(L*, &% dV + (R}, E") dA Lagrange’sch
B = B B

(S; — Momentankonfiguration; B — Ausgangskonfiguration; o* — Cauchy’scher Spannungs-
tensor; T% — 2. Piola—Kirchhoff’scher Spannungstensor: p — Dichte; I* — Volumenlasten;
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r® — Oberflichenlasten; &' — Testfunktion; szﬂ = %(gradﬁu—l—(gradg”)T) und

£z =+ (GRADE + (GRADE)T))

erglbt smh unmittelbar aus der Variation des 1. Hauptsatzes bei Beschrankung auf isother-
me, stationdre Prozesse unter Anwendung des Satzes von Gauss. Selbstverstindlich kann
man auch von der schwachen Formulierung der Impulsbilanz ausgehen, um (2.1) zu erhal-
ten. Die konsistente Linearisierung der nichtlinearen Gleichungen (2.1) ergibt sich dann

[15][17] zu

fslmﬂ (387— gb+aﬂ®1):sbu dv = f(p(l”,§ﬁ>—aﬂ:sbu> dv + [(rt €% da
dg’ 3 5 3 93
(2.2)

:
Ls‘;m:<21fr.O_Tb.jgr.gbﬂ“ﬁ(g)1>:.s'g,i dV = [ (oL} B¥) ~THEL,) dV+ [(RE B%)dA
’ o - B = o8

(J — Jacobi-Determinante; 7! — Kirchhoff’scher Spannungstensor; g” — Raummetrik;
F — Deformationsgradient; C” — rechter Cauchy-Green Deformationstensor). Auffallend
an (2.2) ist, daf hier eine formale Gleichheit zu der entsprechenden Formulierung bei rein
elastischem Materialverhalten besteht. Bei elastisch—plastischem Materialverhalten hangen
die Spannungen jedoch noch zusétzlich von internen Variablen ab. Diese internen Varia-
blen sind wiederum abh#ngig vom Deformationszustand, so das hier die Kettenregel zur
Anwendung zu bringen ist.

Numerische Integration der Evolutionsgleichungen

Die Evolutionsgleichungen der finiten Elasto—Plastizitit?

b b
—17 _ 9, 9y . d B _ 5\ 0Y
A >0,y =0, y—konvex A >0,AY =0,Y —konvex,

und auch die dazu dquivalente Formulierung

i OTt. Oy dpt _ OT" . (d v 9\ OY
£ =57, (g -2 ); 4= 2L (fo -l
_ _ 0a 9y. d xA _ ) ._ 0AJY
Lva ==X q:= 5474 th —AQ; Q= 0A0A (2.4)
A >0, Ay = 0, y—konvex A >0,AY =0,Y —konvex,

e b
(L, — Lie—Ableitung; % —materielle Zeitableitung; b= —inverser linker elastischer Cauchy—

p
Green Deformationstensor; C' — rechter plastischer Cauchy—Green Deformationstensor;

2Genauer gesagt, des Zuganges zur finiten Elasto—Plastizitit der in SPC-PMHP implementiert ist.
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A, A — Lagrange’scher Multiplikator; a, A — interne Variable; a, A — arbeitskonjugier-
te GroBe zu «, A) sind nach ihrer Struktur Differential-Algebraische Gleichungen vom
Index 1 [9]. Ein Standardverfahren zur Behandlung der DAE’s (2.3) (2.4) sind Mehrschritt—
Riickwirts-Differenzenverfahren. Diese Erweiterung des Verfahrens aus [16] auf geome-
trisch nichtlineare Probleme bietet in gleicher Weise einen effizienten Weg zur numerischen
Berechnung der Spannungen, internen Variablen und auch der konsistenten Steifigkeitsma-
trix. Beziiglich Detailfragen sei auf diesen Artikel, auf [8] und auf [18] verwiesen.

3 Das Gurson—Tvergaard—Needleman Modell
n [2][3][19] wird das Gurson-Tvergaard-Needleman Modell durch die Flielbedingung
y= (%)2 + 2¢1 f* cosh (—%qQ%) - (1 + Q3f*2) =0
f Vi< e

f*(f) = fc f L;'c (f fc) sonst (35)

— EpM L U S
oM = 0 (g—o + 1) i = —ngu, q:= _3Hdev(~r”)

charakterisiert. Fiir die skalaren internen Variablen ¢,y (plastische Vergleichsdehnung des
Matrixmaterials) und f (Porenkonzentration) werden die Evolutionsgleichungen

d_ . _ 1 0y
dtgpM_)\O'M(l—f) 67'”

d,_ A . Oy Cp— I 1 (epM—eN>2
—=f=A +(1 =0 A= A e
il =M onti=p g t =0 %] svv2r T2 s
(3.6)
angesetzt. Das Materialverhalten wird durch den Satz

q1, 42, (43, an fca fFa 0o, ¢€o, MN, fNa SN, EN

(¢1, q2, g3 — Parameter des GTN-Modells; f, — Anfangsporenkonzentration; f. — kritischer
Porenvolumenanteil; fr — Porenvolumenanteil bei Versagen; o, — Anfangsfliespannung;
g9 — AnfangsflieBdehnung; n — Verfestigungsparameter; fy — porenbildener Volumenanteil;
sy — Standardabweichung; ey — Mittelwert) von 11 Materialparametern vervollstéindigt.
Dariiber hinaus gelten die Prinzipien der assoziierten Fliefitheorie (2.3).

Unter Verwendung der Identitéiten

- 0 ) g. 0 1. _
aTﬁHdev(T’i) 2Hdev(r’i)’ T aTﬁ[Tu = Ir
ort LLF () ort Irs



ergibt sich fiir die Terme in (3.6)

Oy _ q \? £ D 3. D
ol = 2(h) —3nes ks sinh (~5a4)

womit die betrachteten Materialgleichungen mit den Definitionen®

R | 2. Oy
EpMm &= O'M(l — f.)’T : a’Tﬂ
F |- A t. Oy _ ]
or
und unter Beachtung, daf fiir skalare Tensorfunktionen « die Indentitét
Lo =—
= o

gilt, auch wirklich die Struktur von (2.3) erhalten. Weiterhin wird vorausgesetzt, daf sich
das Material isotrop verhalten soll, so dafl es naheliegend ist, fiir den Anteil v, in der
spezifischen freien Energie 1)

,001? = we(iéb_kgb __bEb) =+ %(5, f) (37)

(¢, f — arbeitskonjugierte GroBen zu e, f) hyperelastisches Verhalten [22] anzunehmen

e = gu(Tg —2In T, = 3) + FA(InJ g )?

bzw.
1 1 (3.8)
Yo 1= 7/,L(Iﬂb —2In Jﬂb -3)+ ?)\(Jﬂb — 1)2

mit B’ := _ll)b—i-gb b’

(u, A — Lame-Konstanten). Diese ,elastischen Teilstoffgesetze* (Neo-Hooke) gehen fiir
8" ~ g" letztlich in das Hooke’sche Gesetz iiber. In Gleichung (3.7) wurde der Einfachheit
halber vorausgesetzt, daf sich die spezifische freie Energie ) additiv aus einem ,elastischen*
1. und einem , dissipativen“ Anteil 1, zusammensetzt.

Die Beschreibung in der Ausgangskonfiguration ergibt sich unmittelbar aus der hier ange-
gebenen Fuler’schen Formulierung bei Verwendung der Definitionen

1

3¢pn, f sind als Symbole und nicht als Zeitableitungen zu verstehen

5



Zur numerischen Behandlung des Gurson—Tvergaard-Needleman Modells sind also letztlich in der jeweiligen Konfiguration die folgen-

den Differential-Algebraischen Gleichungen (DAE) zu l6sen:

Lagrange

Euler

pol = U, (GP+C°—C?) + Uy (&, F)

poth = o (D46 —B) + Pu(z, f)

0 0

Epmr = pg%; F —pgggj__ EpM = P05 f= 08—3@

(T%, Eppr, F) < 0 y(T8 epnr, f) <0

(3.9)

#_ o, OV o, OV
T 2poacb T 2poagb
d &b _op Y b _ 9y 9y
%5]31\4 = —AgpM %gpM - _)\gpM
d - _ : d gy
A>0; AY =0 A>0; Ay=0

Ein moglicher Zugang besteht darin, diese DAE vom Index 1 mit Standardmethoden zu behandeln, wie im weiteren dargestellt werden

soll.



3.1 Ein numerisches Verfahren zur Behandlung der Evolutionsgleichungen

Bei Anwendung eines impliziten Mehrschrittdifferenzenverfahrens gehen die Evolutionsgleichungen (3.9) in das System nichtlinearer

algebraischer Gleichungen

Lagrange Euler
G hpor,2dY =50 T haoA2 Y — @, S @b
n n 8Tﬂn = J n—j n n aTﬂn *n = 7 n—jY n—j
. k _ k
gpMn + hﬁOAngpMn = - Z]. a.jgpMnfj gpMn + hﬁo)‘ngpMn = - Z]. O[.jgpMnfj (310)
j= j=

. k
fn + hﬁOAnfn - - Z aj:anj
=1

AY (TR, Epns, s Fn) =0

. k
fn + hﬁﬂ)\nfn - - ;1 O‘jfnfj

)\ny(Tﬂnv EpMy, s fn) =0

(h — Schrittweite; fy, a; — Gewichte fiir das k-Schritt-BDF-Verfahren [18]) iiber. Zusétzlich gelten die algebraischen Beziehungen

Lagrange

Euler

oV, (GP+CP,—C",)

L
T, =2 5C"




Eine zu (3.10) dquivalente Formulierung lautet

Lagrange Buler
)% k ort . 0 :
T 4 hBA,29L% —_ T . f ort . dy  _ _ S
+ hByA oC? , 8Tﬂn 32:31 Qj nn k T + hﬁo)\n2agbn 9.f P, ]El ;P n_ZT n—j+
oTt i *
. k ' k (3.11)
gpMn + h/BOAngpMn == Zl ajgpMn—j 6pMn + h/BOAngpMn == 'Zl ajgpMn—j
j= j=
. k . k
Fn + hﬁUAnFn - _]ZI O‘jfn—j fn + hﬁﬂ/\nfn - - Zl ajfn—j
= J:
ATLY(T”TH gPMnJ fn) = 0 /\ny(Tﬂn7 €pMn, fn) = 0
Zusétzlich gelten die Beziehungen
Lagrange ‘ BEuler
Y LA T dy K « I
= hﬁoA 28T” j;l OéjC n—j b n — hﬁo/\n2m - Q*n ]El Oéj@ n—jb n—j



Zur Losung dieses Systems (3.11) nichtlinearer algebraischer Gleichungen bietet sich ein Pseudo-Newton—Verfahren an

in der Ausgangskonfiguration

¢ oTtt . [ & Y&, &
(S’I'ﬂ ’I”:1 — % : <]’20 Oéijn,j — A'sQ% + ];1 OéjTﬁn,j
b} ¢ ¢ u
{JL} EPM _ gpM + AggpM + JZ::]_ ajgpMnfj
. k
oF FEANFEL S a;F
j=1
SA AfYE
(¢ — aktueller Iterationsschritt) mit
(3.12)
{TL}:=
T, Py ¢ 0Tt ., Py ¢ cOTHE, 02y ¢ oTet Loy €
T+05c 2 artor oC* Cortag,, Moo tarter  och ror
S NS NS
p
. é‘ . .
Af% s 97 é 1+A’€g—§é Ft
pM
¢ OY ¢ ¢ JY ¢ Y ¢ ¢

wobei hier und im weiteren A fiir h3yA steht.
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in der Momentankonfiguration

{IE}

3 k
57t g€ _ Ot (g ¢
T T 89[, * iz 0
k
56pM €]§M + )\ggf,M + Z ajgpMn,j
= — j:1
. k
of FE+NFE+ S ajfuy
Jj=1
OA

AEyE

(®* — Abbildung auf die Ausgangskonfiguration; ®, — Abbildung auf die Momentankonfiguration) mit

{JTe}=
3 2 ¢ 3 2 ¢ 3 2, & 3 3
0Tt , 0%y 0Tt 5 0%y cOThs 0%y oTts 5 Oy
Z+A dg° '287'”87'” A dg° '287'”861,]\4 A dg° '287'”8f dg° '287-”
T TS T .
I3 M I3 M I3 M 3
A 8;’3 1+ a—giM A —8—1} Epnr
. 6 . 6 .6
e Of ¢ Of eOf 23
¥ or O Xy !
3 3 ¢
Nt N i v

wobei hier und im weitern A fiir hfFyA steht. Fiir

iber.

(3.13)

_O°T¢ ~ 0 bzw o°r?

" 0g°0g°

~ 0 geht das obige Verfahren in ein Newton—Verfahren
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Zur Losung diese Systems (3.10) nichtlinearer algebraischer Gleichungen bietet sich ein Newton—Verfahren an

in der Ausgangskonfiguration

p p & ¢ k p
b b> _ Ap O o
6C C A 28Tﬂ —}—jz::l a;C”,_;
. k
¢ &
(72} 0Epm - 5PM+A65PM+j§1ajgpMn,j
. k
0F FEANFEL S a;F
j=1
oA AEYE
mit
{TL}:=
0 Y STt e Y 5 ey OV Y L0V E (3.14)
T2 5o  ocb R LT M2orior 2o
. & . ¢ 2 ,
p
~ & £ ~ & ~< .
T
—AQ% :% Aﬁaagi 1+A¢9% s
_AcQY £ oTt* ¢ oY ¢ QY ¢ ¢
Norock Ry Nor Y

und den Startwerten

B0 b Bb 0 k 0 k
C :—];1 OéjC n—j» EPM:—jZI ajgpMn_j; F= Z aj}-n_j.

=1



¢l

in der Momentankonfiguration

—e —e, & 8 '3 k —e
b Y * b
5bl’ b — /\§2m + (p*njzz:l Oéjq) n—jb n—j
0€pnr esnr + AES ) + zk: AjEpM,—;
{TE} = - J=1
. k
5f fff + /\ffff _|_jz::1 ajfn—j
oA Ay
mit
{Te}=
0%y arﬂf e Py e Pyt 0yt 3.15
T+A25 55 ﬂarﬂ 0g" A 0 250807 2ort (3.15)
0¢ ortt 0¢ 0¢ .
¢ pM T cYepM eYepM 13
A o1t og° 1+ e pn A of EpM
. g .6
¢ Bf 87-1‘ i3 of 6% ¢
A ort - dg° A a&“pM LA of /
3 3
e 9y c 0Tt ¢ Oy * \ey® ¢
Aot og A e, of y

und den Startwerten
_ebo k N 0 k 0 k 0
b __q)*n Zl aj<I> nfjb n—js gPM:_Zl ajgpM’n—j; f :—Zl O‘jfnfj; A = )\nfl'

In der Matrixformulierung konnen die jeweiligen Untermatrizen von {Jr} bzw. {Jg} geschrieben werden als



€l

in der Ausgangskonfiguration

100000
010000
001000
0T, 2y f| _ g{ a:rﬂ}
{ A@Cb 28T”8T“ : Do 0o +A el e
000010
000001
Y Y Y Y Y Y
ITAYOT™X  GTAXGTYY  GTAXoT7? TN GTXT R IReTTRE ST GT7X
*Y *Y Y 9 O?Y 9 0%Y 9 0%
ITYYOT™X  GTYYOTYY 9Ty or?? ITY Y OTXY FIRRTRE: aTY Y OT?x
Y Y Y Y Y Y
TTTTOTRY  GTYIOTTY GTYETE FiRrTee S IRr 2T
Y Y QY Y Y Y QY Y Y
SITTOTIX PgrAvorTY CoTRvor?  grNvory ori orTx  arN or Z tarsvor?r  aT™ or?N T or™  oTx?
2 2 2 2 2 2 2 2 2
2T YT ST G T A T ST G T g e o o
Y Y QY Y Y Y Y Y Y
STTPXOTIY PgTN T gTiNgT??  gTAN TNy T oTPNoT X 9T7N oI 7 T aT N oT?  GTeNoT7x T aT P oT




4!

13 ¢ 2 4 € 2y € §é 3
T o %Y — 9*Y T 5 %Y °| ._ %Y oT*> 59y ¢ | ._
A Yol .28Tﬂ85pM } A 2 =

IT*XIE,m oC" " “OTTIF oT~XoF oC” "~ TOT"
92Y 92y
RIRRETAY T OF
2 2
| T | 777 ﬁ
Af{zal}x ML Af{2al}>< 7. {2@
To B [P ac’ ), v | oc’
T~V 08,1 T~y OF
) PV 5 Y
RIREETNY oI 20F
92y 92y
SFIR2TT 2T XGF

¢ o0& € & 0E o0& OE
{As G };: A (QT&% Obor Dby 200 500 zaT%)

{Agﬁﬁ}: ne(DE DE OF o 0F 5 0F 4 0F )
orXx or¥v 9r7z “orX¥ “orvZz “or#¥

Y f\ . oy 0y 9Y 5 dY 5 Y 4 JY
T ( aTXX aTYY 8TZZ aTXY aTYZ 8TZX )




q1

in der Momentankonfiguration

1 0 0 0 0
01 0 0 0
0 0 1 0 0
(97'ﬁ %y ¢ ._ 2 Ot
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0%y 0%y 0%y 0%y 0%y 0%y
oT% 9T oT¥* 9TV oTvoT** 87"” 87"“’ 87’” 87’92 87"” 87’”
0%y 02y 0%y 0%y 0%y 0y
ot or™® ot orv ot or** 8Tyy 87“’ 8Tyy 87’“ 8Tyy 87”
0%y 0%y 0%y 9Oy 9. Oy 9Py
9 0%y 9 0%y 9 0%y 0%y 4 0%y 0%y i 0y 0y 4 0%y
oT™or*® oT™vorvY or™vor**  or% (97"”” or™y (97'3”” or*v 87’92 or*v 87’29 or™y 87’” or™y 87’“
0%y 0%y 0%y 0%y . 0%y 0%y n 0%y 0%y . 0%y
87’“ or™* 87’“ or% 87'?” 87’“ oTY? 87'9”?/ oTv? 87?/5” oTY? 87'?” oTY? 87’3?” oTv? 87’” oTv? 87’“
0%y 0%y 0%y 02y . 0%y 0%y n 0%y 0y . 0%y
(97'” o (97'” orv 87’” 87’“ or*® (97"”” or*® 87’9“’” or** 87’92 or** 87’29 or** 87’” or*® 87’“




91

)\f aTu ¢ -9 a2y
og° ~TOTPOe,0
AT {%

0%y

87"“6861,]\4

87”861,]\4

82
T%* Z‘
pM

9 U
8T$ya€pM

9 0y
T 0epns

0. LU
aszaé‘pM

Aé<

Opr Oépn Oépur 08 08 0

0%y
o af
0%y
aTwof
0%y
97707
0%y
ar™af
0%y
o OF
0%y
907

2

2

2

or*  or%  Or** or™y oTY? oT*®
,\§< of of of ,0f ,of 40f
or™  orv  Or** or*v  “orv: “or*®

( Jy Jy Jy 9 Jy 9 Jy 9 Jy
or™  9r% oJr** “or “9r¥¢ “or™

)

=




3.2 Berechnung der konsistenten materiellen Steifigkeit

Durch Differentiation der algebraischen Gleichungen (3.11) nach C® bzw. g° erhilt man
die Beziehungen

Lagrange Euler
XX T
s | (% AN
| | 5 |
e | | B T | | 5
|| | |5
)| G |=| 2 (4B =XY.7 | {T5) T |=| 22 |aib=ap.2
| | % |5
e I | | o
e s | |0
dgﬁB 0 ddgib 0

cD cd
mit {Jr} bzw. {JEg} aus (3.12) bzw. (3.13). Die Ausdriicke %ﬁ bzw. % sind im

Sinne der Bemerkung nach (2.2) als komponentenweise Ableitungen unter Anwendung der
Kettenregel zu verstehen. Durch Losung dieser linearen Gleichungssysteme VA, B bzw. Va, b
kénnen die konsistenten algorithmischen materiellen Tangenten entsprechend der Struktur
(3.17) bzw. (3.18) mit der gleichen Genauigkeit wie die Spannungen und die internen
Variablen aufgebaut werden. Die algorithmische konsistente Gesamtsteifigkeit ergibt sich
dann letztlich geméaf (2.2).

17



31

3.3 Hyperelastisches Potential

Eine Erweiterung des Hooke’schen Materialgesetzes auf geometrisch nichtlineare Probleme (Neo-Hooke Material) kann z.B. mit den

elastischen Potentialen (vgl. (3.8))

a) Pe(lys,J) = 2Ly —2InJ —3) +3A(InJ)*; Ly :=0(by + gup — bup ) = G*B(Gap + Cap — Cup) = I

b) Pe(Iyp,J) = 2pu(lpy —2InJ —3) +ix(J —1)°

¢) Ye(lpys, J) = %,u([bu —J?=2)

HA(InJ)2; J o= \/

bab (_blbc + Goe __bebc )

= \/‘GAB(GBC + OBC — CBC) .

formuliert werden. Hieraus ergeben sich die Spannungs-Dehnungsbeziehungen (vgl. (3.9))

Lagrange

Euler

a) T" = (Gt — BY) + A\In JB!

— —~ —~ P -1
b) T# = u(G* — BY) + \J(J — 1)B¥; Bt = (G"+C*—C")

¢) T* = u(G¥ — J2BY) + \In JB?

und ein hyperelastischer Materialtensor

Lagrange

= (b — A% + An JAH
T = p(bf =A%) + AJ(J - DA

8 = pu(b* — J2A%) + A n JAH

Euler

—1 —e -1
A = (bb+gb—b">

f . . PO
a) % = (- A J)B-1-B* + §Bio B!

b) oT*

L ==\~ D] B-1-B + (2] — ) BB

1 . _ PO
o) 9% = (A ))BP- 1B + (% - /,LJ2> BioB

075 = (= A J)F-I-4 4 97t 0
072 _ [~ AJ(J = 1) 344 + 3720 — DA @At

Oh _ (12— Al J)FH I3 + (% - uﬂ) DA,

(3.16)
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In Komponentenschreibweise ergibt dies

Lagrange Buler

a) TAB _ N(GAB _ gAB) +Aln JgAB Fab — M(bab _ ,.Ayab) +An J,.Ayab

b) TP = p(GAP — BAP) + \J(J — 1)BAP T = p(b® — %) + AJ(J — 1)7%
¢) TAP = p(GAP — J2BAP) 4+ AIn JBAP 7 = p(b* — J*3) + Aln J§°

und fiir den hyperelastischer Materialtensor

Lagrange Buler
AB 23 R R 2] ab ~acs ~abSce
a) G = (11— Al J)BACBPP 4 §BAD D O = (= A J)JFq™ + 475

AB ~ ~ = = ab ~ac~ ~abse
b) Goom == A(J = 1] BACBPE 4 5727 — BB | GT= — [ — AI(J = 1]*3" + §7(27 — 1)75

AB 23 23 23 2 ab ~acs ~abSce
) Groo = (s = A J)BABPP 4 (§ = ) BABBOP | GT (= Al J)7q + (§ — u?) 795

In den vorliegenden Betrachtungen wird fiir den hyperelastischen Materialtensor durchgéngig die im folgenden angegebene
Matrizendarstellung verwendet.



DO
=]

in der Ausgangskonfiguration

f
{28_’11} =
oC

in der Momentankonfiguration

GOTXX  LOTXX ,orXY 97X o OTXX o OTXX
0Cxx 0Cyvy 0Cz 5 0Cxy 0Cy 7 0Czx
GOTYY LTV LTYY 91y o ITYY o T
0Cxx 0Cyvy 0Cz 5 JCxy 0Cy 7 0Czx
GOT?Z G OT%%  ZT%7 5 9T% 5 T %% o OT%?
ac’XX 8CvYY ac1ZZ ECXY 561YZ ECZX
QOTXY  GOTXY  GoTXY  gTXY  grXY  grXY  grXY  gr¥Y  orXY
JCxx JCyy 0Czz 0OCxy '0Cyx O0Cyyz  0Czy 0Czx ' 0Cxy
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3.4 Plastischer Anteil des Deformationsgesetzes

Es wird die Flieibedingung des Gurson-Tvergaard-Needleman Modells (GTN-Modell) vorausgesetzt. Als Verfestigungsmechanismus
soll die isotrope Verfestigung und fiir die Entfestigung eine verédnderliche Porenkonzentration zugelassen werden.

Lagrange Euler
=311 —311
DEV (T%) . 1.q «2 ._ dev(r*) * 1q *2
= %) + 2¢, F* cosh <2 S ITﬂ — (1 + qsF ) Y = = + 2¢q, f* cosh (2 v, I‘r”) — (1 +qsf )
s 1 1. 0Y : 1 . Oy
Epnr = SA=A L or RV (e =
[ (R S— ) S o JE — O 4 (1- )1
Su(i -7 or TPy, f==|aai=—p o - Doy
-
Die fiir den Algorithmus relevanten Ableitungen ergeben sich folglich zu
Lagrange Euler
gy _ 3C*-DEV(T*)-C" Fon (1 » | Oy _ 3¢"-dev(r?) - ¢’ f 1 g
BTﬂ = E?W + q1¢2 S sinh ?m]Tﬂ C 87'” O'M + (hQQO. sinh (2 3Y; I’T ) g
611 611 *
oy DEV(T') sl . 1 ¢ Xy | Oy dev(t?) f : 1 ¢ Joy
agpM - < E;J)’\/I N2 22 LI'ﬂ sinh 2 EM IT“ 85pM agpM - 0']3\4 0']2\4 I‘I'ﬂ sinh (-2 UMI ﬁ) }%pM

5 2 (o (b 1) - ) B

; b 1y . P
T lGC DEV(T")-C* | . (Smh (%_2] ﬂ)

oTrt Y,

1 ¢ [
2hopy ITﬂCOSh<2E IT”>>C}E§W(1—}")

=2 (mcosh (J10) -~ wf) G

Oépm
ort

6g° - dev(7t) - g° N 1
- [l G (0

5oL cosh (355 14)) 9] 2 =




Lagrange

GG

& _ [ ppv (Tt
TEnr =

S +q1q2.7:*]Tﬂ( 2sinh <2E IT”>

+1 % 1 g Xy 1
to5,, Is cosh <22 IT“))] OEp0s $3,(1 — F)

€1

; Q@lpy
=&+ == T% inh <
OF ( »M 2,

L g OF*\ 1
2%,,'T) OF | T—F

= € ¢ )
OF _ 9CpM g % E?\j (1 — F)F*cosh (lﬂlTO C’

oT* — oT*
0F _ ,10&m | 0A
580 = ADE s T D o +

2Xm

aq21 _ « 02
322 (1-F)F 8gpr

: q2 q2

OF AagpM + 3(11(]2 sinh <

1¢ * 9F*
b i) (-7 + 0= A1)

oOF — 7V 0F
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X
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2%m
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Auf die Darstellung in Komponentenschreibweise soll hier verzichtet werden, da diese Dar-
stellung aus den vorherigen Ausfithrungen an dieser Stelle eindeutig sein sollte.

4 Ein Vergleich mit auf alternativen Annahmen ba-
sierenden Modellen

In kommerziellen FEM-Programmen wird im allgemeinen ein etwas modifizierter Zugang
gewahlt. So verwendet z.B. ABAQUS ein inkrementell-objektives Integrationsschema. Im
Gegensatz zu den vorliegenden Betrachtungen wird auf der Momentankonfiguration nicht
fiir alle relevanten Grofien die Lie-Ableitung zum Ansatz gebracht, sondern fiir die internen
Variablen die materielle Zeitableitung und fiir die Spannungen eine objektive Zeitableitung
(in ABAQUS verwendet man die Jaumann—Ableitung). Die Evolutionsgleichungen haben
formal die Gestalt (2.4) mit dem Unterschied, da§ auf Grund der verwendeten Zeitablei-
tungen auf der Momentankonfiguration ein anderes Materialverhalten realisiert wird als
auf der Ausgangskonfiguration.

Um die Unterschiede zu illustrieren, wurden mit ABAQUS einige einfache Randwert-
probleme (T.1...3(ABAQUS)) unter Voraussetzung eines Materialverhaltens gemafy dem
Gurson—Modell (3.5) gelost. Behandelt wurde ein dreiseitig gelagerter Einheitswiirfel, dem

T.1 (ABAQUS) —— |

Tl
T.2 (ABAQUS) -+
T2 e

T.3 (ABAQUS) -~
T3 R

Vergleichsspannung

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Vergleichsdehnung

ausgehend von drei Mehrachsigkeiten (7"=1...3) eine Verformung aufgezwungen wurde.
Mit der dort ermittelten Deformationsgeschichte wurden dann fiir identische Materialpa-
rameter und Evolutionsfunktionen mit den Evolutionsgleichungen (2.3) die Spannungen
und die internen Variablen berechnet. In der vorstehenden Darstellung ist die aus beiden
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Rechnungen ermittelte normierte Vergleichspannung iiber der Vergleichsdehnung aufgetra-
gen. Die Unterschiede sind, wie auf Grund der unterschiedlichen verwendeten objektiven
Zeitableitungen nicht anders zu erwarten, merklich.

4.1 Vergleichsrechnungen

Mit den folgenden Beispielen werden die Ergebnisse auf der Grundlage des Schiadigungs-
modells von Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN-Modell) von ABAQUS und SPC-
PMHP verglichen. Um unterschiedliche Spannungszustinde zu realisieren, soll zum einen
eine gelochte Scheibe im Zugversuch untersucht werden, wobei entlang der gesamten Ober-
kante eine gleiche Verschiebung in y-Richtung aufgeprigt wird. Unter Ausnutzung der
Symmetrie wird ein Viertel der Probe im ebenen Verzerrungszustand modelliert. Zum
anderen betrachtet man eine CT-Probe im Zugversuch, die ebenfalls im ebenen Verzer-
rungszustand und nur zur Hélfte modelliert wird. Die Belastung erfolgt ebenfalls verschie-
bungsgesteuert.

Fiir die Simulation wurden 8-Knotenelemente mit 9 Integrationspunkten verwendet. Die
Materialparameter fiir das GTN-Modell sind in der folgenden Tabelle aufgezeigt.

E via | @ | @ fo fe | fr| fn | snv | en | oo €0 n
210000 [ 0.3 | 1.5 | 1.0 ] 2.25 ] 0.001 | 0.05] 0.3 10.01]0.11]0.3]451.4 1 0.3386 | 0.4896

Materialparameter, GTN-Modell

Fiir das plastische Verhalten des Matrixmaterials ist jeweils die gleiche Spannungs-Deh-
nungsbeziehung verwendet worden. Die elastisch—plastischen Berechnungen erfolgten mit
dem gleichen Materialmodell unter Annahme einer Anfangsporositit fo = 0 und dem
Ausschlufl von Porenneubildung fy = 0.

In den folgenden Darstellungen sind die Kraft—Verformungskurven, wie sie im Zugversuch
gewonnen werden, sowie Konturplots der Verschiebungen (12) in Belastungsrichtung aufge-
zeigt. Die Verfestigung kennzeichnet die plastische Vergleichsdehnung des Matrixmaterials
(evm) und die Entfestigung die Porenkonzentration (f). In den Konturplots sind die Ma-
xima und Minima von SPC-PMHP an denen von ABAQUS skaliert. Die berechneten
Extrema von SPC-PMHP sind gesondert aufgefiihrt.
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Scheibe — Elastisch-Plastisch:

500 : : . | |
T - "Scheibe_ABA .tab"
T =~.___"Scheibe_SPC.tab" -

450

Kraft [N]

400 H

350 B

300 |r —

250 |r —

200 |- ]

150 | —

100 | —

50 | —

0 I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Verschiebung [mm]

Kraft-Verformungskurve, Scheibe, elastisch-plastisch

2.46E-01

u2 VALUE
-2.18E- 36

+2. 73E- 02
+5. 47E- 02
+8. 20E- 02
+1. 09E-01
+1. 37E-01
— +1. 64E-01
+1.91E-01
— +2.19E-01
+2. 46E-01

0.00E+00

Scheibe u2

Verschiebungen u2, Scheibe, elastisch-plastisch
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SFB 393 - TU Chemnitz

-1.
+2.
+5.
+7.
+1.
+1.
+1.
+1.
+2.
+2.

VALUE
40E- 04

58E-01
17E-01
76E-01
03E+00
29E+00
55E+00
81E+00
07E+00
33E+00

Scheibe - min. 0.00E+00 , max. 2.06E+00

2.33E+00

-1.40E-04

evm

Plastische Vergleichsdehnung evm, Scheibe, elastisch-plastisch

Scheibe — Gurson:

I I I I "ScheibeI_ABA.tab" -
. "Scheibe_SPC.tab" -
Z. 500 - E
E
¥
400 E
300 H E
200 R E
100 |r E
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

Kraft-Verformungskurve, Scheibe, Gurson

26
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VALUE

-1. 05E-38
+1.
+2.
+4.
+5.
+7.
+8.
+1.
+1.
+1.

46E- 02
91E- 02
37E-02
82E-02
28E-02
73E-02
02E-01
16E-01
31E-01

Verschiebungen u2, Scheibe, Gurson

Scheibe

1.31E-01

0.00E+00

u_2

VALUE

-1.15E-03
+1.
+2.
+4.
+5.
+7.
. 80E-01
+1.
. 17E+00
+1.

46E- 01
92E-01
39E-01
86E-01
33E-01

03E+00

32E+00

Plastische Vergleichsdehnung evm, Scheibe, Gurson
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Scheibe - min. 0.00E+00 , max. 1.28E+00

1.32E+00

-1.15E-03

evm




SFB 393 - TU Chemnitz

2.35E-01

8.98E-04

Scheibe - min. 1.00E-03 , max. 2.18E-01 f

Porenkonzentration f, Scheibe, Gurson

CT — Elastisch-Plastisch:

"CT ABA.tab" —— ]

2500 _
£ "CT_SPC.tab" -
g
X

2000

1500

1000

500

0 I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Verschiebung [mm]

Kraft-Verformungskurve, CT-Probe, elastisch-plastisch
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VALUE
27E+00

20E-01
26E-01
27E+00
12E+00
96E+00
81E+00
66E+00
50E+00
35E+00

1

4
+4
+1
+2
+2
+3
+4
+5
+6

E

SFB 393 - TU Chemnitz

6.35E+00

2

-1.27E+00
u

CT

Verschiebungen u2, CT-Probe, elastisch-plastisch
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‘SFB 393 - TU Chemnitz.

VALUE
-1. 54E-03

+1.37E-01
+2. 75E-01
+4. 13E-01
+5. 51E-01
+6. 90E- 01
— +8. 28E-01
— +9. 66E-01
+1. 10E+00
+1. 24E+00

CT - min. 0.00E+00 , max. 1.65E+00

1.24E+00

-1.54E-03

evm

Plastische Vergleichsdehnung evm, CT-Probe, elastisch-plastisch

CT — Gurson:

2000

Kraft [N]

1500

1000

500

0

S "CT_ABA.tab" ——
"CT_SPC.tab" -

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5
Verschiebung [mm]

Kraft-Verformungskurve, CT-Probe, Gurson
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VALUE
. 54E- 04

. 39E-02
. 48E-01
. 23E-01
.97E-01
. 72E-01
. 46E-01
.21E-01
. 95E-01
. 70E-01

‘SFB 393 - TU Chemnitz

L\

6.70E-01

Plastische Vergleichsdehnung evm, CT-Probe, Gurson

VALUE
. 32E-01

. 09E- 02
. 96E- 02
. 17E-02
. 30E- 02
. 24E-01
. 76E-01
. 27E-01
. 78E-01
. 30E-01

-6.54E-04

CT - min. 0.00E+00 , max. 5.45E-01 evm
575393 TU Chemntz

3.30E-01

CT - min. 9.47E-04 , max. 2.43E-01

-1.32E-01

Porenkonzentration f, CT-Probe, Gurson
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VALUE
-4.18E-01
-1.40E-01
+1. 39E-01
+4. 17E-01
+6. 95E- 01
+9. 73E-01
+1. 25E+00
+1. 53E+00
+1. 81E+00
+2. 09E+00

E

u2

SFB 393 - TU Chemnitz

2.09E+00

2

-4.18E-01
u

CT

CT-Probe, Gurson

)

Verschiebungen w2
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4.2 Auswertung

Fiir die elastisch—plastischen Berechnungen sind die Unterschiede zwischen ABAQUS
und SPC-PMHP in den Kraft—Verformungskurven klein. Geringe Differenzen treten bei
der Scheibe erst mit anwachsenden Verformungen und einem Abfall der Kraft auf. Die
Abweichungen sind nicht besonders signifikant, da durch die Behandlung des Randwert-
problems und die nicht allzu hohen Spannungsgradienten im gesamten Modell die Kraft-
Verformungskurve nur die globale Deformierbarkeit des Koérpers wiedergibt. Die Unter-
schiede in den konstitutiven Beziehungen wirken sich nur lokal im Bereich hoher Spannungs-
bzw. Deformationsgradienten aus, so dafl in der globalen Kraft—Verformungskurve lokale
Effekte, welche relativ grofle Unterschiede im Spannungszustand aufweisen, kaum erkenn-
bar sind. Aufgrund der hoheren Spannungsgradienten vor der Riflspitze macht sich der
Ubertragungsmechanismus vom lokalen zum globalen Verhalten bei der CT-Probe stiirker
bemerkbar.

Bei der Simulation mit dem GTN-Modell zeigen sich aufgrund des sensibleren Material-
verhaltens gegeniiber dem Integrationsalgorithmus deutlichere Unterschiede zwischen den
benutzten Programmen. Wihrend bei der Scheibe erst eine Porenkonzentration von rund
6% (u2 = 0.1mm) zu einer sichtlichen Differenz fiihrt, sind bei der CT-Probe groflere
Unterschiede mit Einsetzen von Plastifizierung erkennbar. Die Geometrie der CT-Probe
erzeugt ein stark inhomogenes Spannungsfeld, so dafy schon bei kleinen globalen Verschie-
bungen sich der Spannungszustand vor der Riflspitze erheblich dndert.

Die lokalen Unterschiede zwischen ABAQUS und SPC-PMHP werden durch die Kontur-
plots besser erfasst. Im allgemeinen sind die Verschiebungsverldufe (u2) &hnlich. Lediglich
die Verformungen der Elemente vor der Rif3spitze der CT-Probe weisen gréfiere Unterschie-
de auf. Die Verldufe der plastischen Vergleichsdehnung im Matrixmaterial (evm) und der
Porenkonkonzentration (f) sind bei der Scheibe #hnlich. An der CT-Probe erkennt man
diesbeziiglich vor der Rif}spitze sehr hohe Abweichungen.

5 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit ist die Einbindung des Schidigungsmodells von Gurson—Tver-
gaard-Needleman in das Finite-Element-System SPC-PMHP vorgestellt worden. Zur
Losung der Differential-Algebraischen Gleichungen (DAE) fiir das Schidigungsgesetz wird
ein implizites Mehrschrittdifferenzenverfahren verwendet. Die Evolutionsgleichungen wur-
den fiir dieses Verfahren nach der Lagrange’- bzw. Euler’schen Betrachtungsweise abge-
leitet. Die Berechnung der konsistenten Tangente sowie das hyperelastische Teilstoffgesetz
sind ebenfalls angegeben worden. Anschliefend wurden die relevanten Ableitungen der
Flielbedingung bzw. der Evolutionsgleichungen nach den Spannungen und internen Varia-
blen zur die Linearisierung des Stoffgesetzes zusammengestellt.

Ein Vergleich von SPC-PMHP mit dem kommerziellen Programm ABAQUS wur-
de fiir einen Einheitswiirfel, eine gelochte Scheibe und fiir eine CT-Probe durchgefiihrt.
Wiéhrend die Betrachtung der Gauflpunkte am Einheitswiirfel grofie Unterschiede zwi-
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schen den FEM—Programmen zeigt, sind die Abweichungen der Kraft—Verformungskurven
gering. Die Diskrepanzen in der Formulierung des Materialverhaltens werden durch die
unterschiedlich gewéhlten objektiven Zeitableitungen hervorgerufen.

Bei der numerischen Simulation wurde die maximale Lastschrittweite in den zu vergleichen-
den Féllen jeweils identisch gew#hlt (in etwa /200 der Gesamtverschiebung). SPC-PMHP
benotigt im Mittel mehr Gleichgewichtsiterationen pro Lastschritt als ABAQUS. Ein Ab-
bruch der Berechnungen mit dem GTN-Modell erfolgte in beiden Programmen bei Unter-
schreitung der minimalen Schrittweite. Die Lastschrittweiten wurden von ABAQUS kaum
oder nur kurz vor Abbruch stark verringert. SPC-PMHP benotigte durchschnittlich klei-
nere Lastschritte um ein Gleichgewichtszustand zu finden.

Die Beispiele zeigen, dafl grofiere Abweichungen der beiden Programme nur lokal und bei
der Verwendung des GTN-Modells auftreten. Zukiinftige Untersuchungen sollen kldren
inwieweit sich der benutzte Objektivitdtsbegriff und die Integrationsalgorithmen auf die
Losung des Randwertproblems bemerkbar machen.
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