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1 Einleitung

Bei der Untersuchung von Stromungs- und Transportvorgéngen, die sich aus praktischen
Problemstellungen ergeben, spielen h&ufig Dichteunterschiede im Fluid eine wesentliche
physikalische Rolle. Als Ursachen fiir interne Schwankungen der Dichte kommen Tempera-
turunterschiede, Inhomogenititen der stofflichen Zusammensetzung und Druckdifferenzen
in Betracht. Falls niedrige Stromungsgeschwindigkeiten vorliegen (man kann dies anhand
einer Machzahl, die wesentlich kleiner als 1 ist, kennzeichnen), treten i.a. nur relativ ge-
ringe Druckunterschiede auf. Solchen Stromungen, deren Dichteverdnderlichkeit nur auf
Temperaturunterschiede oder/und auf die stoffliche Zusammensetzung zuriickzufiihren ist,
fehlt das klassische Merkmal der kompressiblen Strémungen, die allgemein mit héheren
Machzahlen (M > 0.1...0.3) in Zusammmenhang gebracht werden.

Die diskutierten Dichteabhingigkeiten sind sowohl bei Gasen als auch bei Fliissigkeiten
zu beobachten. Typische Vertreter fiir diese Problemklasse sind Vorgéinge, die von che-
mischen Reaktionen begleitet werden (z.B. auch Verbrennungsvorgénge), konvektive und
diffusive Mischungsvorgénge und auftriebsinduzierte Stromungen. Lokale Temperaturdiffe-
renzen von ~ 10K sowie das Auftreten von Mischungskomponenten mit unterschiedlichen
Molekulargewichten kénnen Variationen der Gesamtdichte im Lsungsgebiet um den Fak-
tor 10 und mehr bewirken.

Beziiglich der traditionell klar voneinander abgegrenzten Arbeitgebiete der numerischen
Behandlung kompressibler und der inkompressibler Stromungen nimmt die Aufgaben-
klasse eine Zwischenstellung ein. Obgleich formal eine Zuordnung zu den kompressiblen
Vorgingen vorliegt, weisen die Stromungen mit kleinen Machzahlen (engl.: low Mach num-
ber flows) Eigenschaften auf, die sie zur Behandlung mit den Methoden der inkompressiblen
Stromungssimulation préadestinieren.

Zur Berechnung von Stromungsvorgéngen mit geringen Dichteunterschieden werden ohne-
hin vorwiegend die Algorithmen fiir inkompressible Vorgénge eingesetzt, wobei die Wirkung
der verdnderlichen Dichte durch eine duflere Kraft in der Impulsgleichung modelliert wird
(Boussinesq - Approximation). Hierbei wird ein Modellfehler ! in Kauf genommen werden,
der mit steigender Dichtedifferenz deutlich anwiichst. Bei grofien Schwankungen der Dichte
im Losungsgebiet oder wenn die Dichtevariation relevante Riickwirkungen auf den Gesamt-
vorgang zeigt, ist diese stark vereinfachende Vorgehensweise daher nicht akzeptabel.

Da eine direkte numerische Abbildung der physikalischen Bilanzgleichungen fiir Masse,
Impuls und Energie der Behandlung des allgemeinen kompressiblen Stromungsfalles ent-
sprechen wiirde, ist es notwendig, eine (die Allgemeinheit einschrinkende) Beschreibung
der Besonderheiten der Vorgénge mit niedriger Machzahl anzugeben. Geeignete Ansétze
zur spezifischen Modellierung des Stromungsverhaltens fiir kleine Machzahlen, jedoch bei
starken Dichtednderungen, wurden erstmals in den achtziger Jahren u.a. in Zusammenhang
mit Arbeiten zur Verbrennungssimulation vorgestellt ([P82], [MS85], [ChP86]). Durch ei-
ne Aufspaltung des Druckes in einen thermodynamischen und einen hydrodynamischen

!Untersuchungen thermisch getriebener Stémungen haben gezeigt ([BP92]), dafl bei Wasser bereits ein
Temperaturunterschied von 2° K und bei Luft von 15°K ausreicht, um Fehler von 1% zu verursachen.



Anteil bleibt der Charakter des inkompressiblen Modelles als Differentialgleichungssystem
mit Nebenbedingung erhalten. Die Einbeziehung der variablen Dichte in alle Bilanzglei-
chungen erh6ht jedoch die Komplexitiat des Modelles und verstéarkt die Kopplung zwischen
den einzelnen Gleichungen. Es stellt sich daher die Frage, inwieweit Algorithmen, die fiir
inkompressible Stréomungs- und Transportvorginge entwickelt wurden und dort effektiv
arbeiten, auf das komplexere Modell der Vorgénge mit niedrigen Machzahlen iibertragen
werden kdnnen.

Im Kapitel 2 stehen zunéchst Aspekte der Modellbildung im Mittelpunkt. Es werden au-
Berdem Methoden zur Ermittlung des thermodynamischen Druckes diskutiert.

Bei der numerischen Rechnungen gewonnene Erfahrungen zeigen, daf} in bestimmten Féllen,
trotz verdnderlicher Dichte, nahezu divergenzfreie Geschwindigkeitsfelder auftreten. Das
Kapitel 3 versucht eine Antwort auf die Frage zu geben, inwieweit diese Eigenschaft aus
der Sicht der Modellbildung begriindet ist.

Die numerische Behandlung der untersuchten Modelle steht im Mittelpunkt des Kapitels 4.
Es werden Verallgemeinerungen eines fiir inkompressible Stromungen konzipierten Projek-
tionverfahrens fiir die betrachtete Aufgabenstellung beschrieben. Eine sehr wichtige Frage
ist hierbei, aus welcher stetigen Gleichung sich die diskrete Projektionsbedingung ableitet.
Es kommen verschiedene Varianten, die durch Umformungen aus der Kontinuitéitsgleichung
gewonnen werden, sowie eine Methode unter Verwendung divergenzfreier Geschwindigkeits-
felder in Betracht. Eine wesentliche Rolle spielt in diesem Zusammenhang die Losung des
linearen Gleichungssystems zur Berechnung der Druckkorrektur, einschliellich zugehdoriger
Lésbarkeitbedingungen. Weitere Untersuchungen betreffen stabilisierte Diskretisierungen
fiir skalare Transportgleichungen bei verdnderlicher Dichte.

In einem Abschnitt 5 werden abschlieffend die Ergebnisse von numerischen Testrechnun-
gen anhand der konvektiv-diffusiven Vermischung zweier Gase und einer Diffusionsflamme
prasentiert und diskutiert.

2 Modellierung von Stromungsvorgingen mit erheb-
lichen Dichtevariationen und kleiner Machzahl

Die mathematisch korrekte Beschreibung von Stromungsvorgéingen mit verdnderlicher Dich-
te ist durch die vollstdndigen Navier-Stokes-Gleichungen gegeben, ggf. ergdnzt durch ska-
lare Transportgleichungen fiir die Energie und Spezieskonzentrationen sowie die thermo-
dynamischen Relationen.

Unter Zugrundelegung einiger physikalischer Annahmen, wie einer laminaren Strémung,
Giiltigkeit der thermodynamischen Zustandsgleichungen fiir ideale Gase, Betrachtung ei-
nes Gemisches mit bekannten Diffusionskoeffizienten Dy, sowie entsprechend vorgegebener
Ansétze fiir die Quellglieder und fiir den Warmestromvektor ¢ erhilt das beschreibende
System partieller Differentialgleichungen die folgende Form:
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Fiir die Spezieskonzentrationen y; und die zugehorigen Quellglieder gilt:

N N
g =1 > g =0
k=1 k=1
Fiir die numerische Behandlung der wollstindigen kompressiblen Gleichungen stehen ent-
wickelte explizite und implizite Verfahren bereit, die jedoch fiir den Grenzfall kleiner Mach-
zahlen meist sehr ineffektiv arbeiten. Die Griinde fiir dieses Verhalten liegen in der hohen
Steifigkeit des Systems herriihrend aus der wachsenden Diskrepanz zwischen der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit von akustischen Wellen (mit Schallgeschwindigkeit) und der Ausbrei-
tung aller anderen Informationen (mit Fluidgeschwindigkeit).
Diese Eigenschaft kann auch aus der Sicht der Berechnung von kompressiblen Strémun-
gen mit hoher oder moderater Machzahl ein ernsthaftes Problem bedeuten, wenn lokal im
Losungsgebiet Bereiche mit niedriger Geschwindigkeit eingebettet sind.
Zum Schlieflen der sich zeigenden Liicke zwischen den Algorithmen fiir inkompressible und
kompressible Probleme kommen zwei grundsétzliche Strategien zur Anwendung:

e Vorkonditionierung des Systems der Erhaltungsgleichungen fiir die kompressiblen
Stromungen.

e Betrachtung einer Approzimation der Erhaltungsgleichungen fiir den Grenzfall kleiner
Machzahlen.

Die erstgenannte Strategie bewahrt die Universalitit der Methode fiir Probleme mit be-
liebigen Machzahlen und eignet sich u.a. fiir die Untersuchung von kompressiblen Pro-
blemen mit eingebetteten Zonen niedriger Geschwindigkeit. Um die Konverenz der ein-
gesetzten Iterationsverfahren (z.B. GMRES) zu gewéhrleisten, werden fiir diese Problem-
klasse Vorkonditionierungstechniken fiir die Massenmatrizen angewandt. Hierzu wird eine
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Pseudozeitableitung im Gleichungssystem eingefiihrt und mit einem Vorkonditionierungs-
operator multipliziert, der die auftretenden Skalenunterschiede ausgleicht (siehe z.B. [T87]).
In neueren Arbeiten werden auch viskose Einfliisse bei der Konstruktion dieser Vorkondi-
tionierung beriicksichtigt ([CM93],[NSIT98]).

Fiir zeitabhéngige Probleme kommt ein sogenanntes “dual time stepping “- Verfahren zur
Anwendung, wobei die physikalische Zeitableitung (meist implizit) als Quellglied im System
behandelt wird. In jedem physikalischen Zeitschritt ist dann die Konvergenz des Systems
zum stationdren Grenzwert in der Pseudozeit anzustreben.

Die Approximation der Erhaltungsgleichungen fiir kleine Machzahlen schrankt die Anwen-
dungsbreite i.a. auf diesen Parameterbereich ein. Andererseits eroffnet sich Moglichkeit,
effektive Algorithmen fiir inkompressible Stomungen auf diesen Aufgabenbereich zu iiber-
tragen. Erste grundlegende Untersuchungen in dieser Richtung erfolgten in Zusammenhang
mit Verbrennungsvorgingen ([MS85], [ChP86]). Die Problemklasse der Stromungen mit
exothermen chemischen Reaktionen, die haufig bei bei relativ niedrigen Geschwindigkeiten
ablaufen, erweist sich als ein geeigneter Anwendungsfall fiir die Methodik der Approxima-
tion der kompressiblen Gleichungen.

In einer wachsenden Anzahl neuerer Veroffentlichungen ([Hori92], [TM93], [KGM94],
[YJLW95], [LG96], [PHBCCFJ98|, [B98]) findet die Aufgabenklasse der Stromungen mit
niedriger Machzahl Eingang in numerische Algorithmen. Gemeinsam ist diesen Arbeiten
die Modellannahme, dafl die Wirkung von Schallwellen auf die interessierenden Vorgénge
vernachléssigt werden kann.

Etwas schwerer fillt die Einordnung von Arbeiten von Zienkiewicz und Mitarbeitern ([ZC95],
[CVZ98]), deren explizite und semiimplizite Algorithmen fiir den Einsatz sowohl im kom-
pressiblen als auch im inkompressiblem Regime konzipiert sind, jedoch keine Aussagen
iiber die Zuordnung zu bestimmten Bereichen der Machzahl enthalten.

In neueren Untersuchungen von Munz, Geratz, Roller und Klein ([GKMR96]) werden auch
Effekte der Ausbreitung von Schallwellen fiir kleine Machzahlen in die Berechnungsverfah-
ren einbezogen.

Die vorliegenden Untersuchungen und Ergebnisse basieren auf einer Approzimation der Er-
haltungsgleichung, wobei die Motivation besteht, vorhandene effiziente Algorithmen fiir die
Simulation inkompressibler, instationdrer Stromungen auf den Fall schwach kompressibler
und von Stromungen mit niedriger Machzahl zu {ibertragen.

Die klassische Form der Modellierung schwach kompressibler Vorgénge ist durch die Boussi-
nesq-Approximation gegeben. Hierbei wird einerseits die Divergenzfreiheit des Geschwin-
digkeitsfeldes

V- =0 (7)

angenommen. Der Einfluf} der Dichtevariabilitdt wird im Rahmen dieser Approximation
ausschlielich im Quellglied der Tmpulsgleichung (1) als duflere Kraft o(x,t)g beriicksich-
tigt. Fiir die Darstellung der (als klein angenommenen) Abweichung der Dichte von einem
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Mittelwert go erfolgt zusétzlich noch eine Linearisierung des Dichteansatzes (5), so daf das
Schwerkraftglied folgende Form annimmt:

N
05 = 00G+ (0 —00)G = —00 |Br(T —To) +>_ Byyr| G (8)
k=1

Die gewahlte lineare Abhéingigkeit der Dichte von der Temperatur und von den Massenkon-
zentrationen yi schrinkt den Giiltigkeitsbereich des Boussinesq-Ansatzes (8) zusétzlich ein.
Da die Linearitdt des Ansatzes fiir die numerische Behandlung praktisch keine Vereinfa-
chung bedeutet, wurde in eigenen numerischen Rechnungen eine direkt von (5) abgeleitete
nichtlineare Darstellung der Dichte im Auftriebsglied verwendet ([GIMM94]).

Trotz der damit einhergehenden Prézisierung ist das Boussinesq-Modell nur bedingt fiir
die Behandlung von Strémungen und Transportvorgingen mit stark verdnderlicher Dichte
geeignet. Kritisch sind insbesondere die unzureichende Approximation der Terme fiir den
konvektiven Impuls-, Energie- und Stofftransport sowie in bestimmten Féllen die Unter-
driickung des Expansionseffektes in der Energiegleichung zu werten.

Eine mogliche (und zunéchst naheliegende) Modifikation des Modelles, die in Voruntersu-
chungen betrachtet wurde, beruht auf der Annahme einer vereinfachten Kontinuitétsbe-
ziehung

V- (oF) =0. 9)

Die Dichte p ist hierbei in jedem Zeitschritt aus der Zustandsgleichung (5) neu zu berech-
nen und flieft in die Erhaltungsgleichungen als gegebene Funktion ein.

Die mit (9) beschriebene Approximation wird in der Literatur auch als “inelastisches Mo-
dell “([SWWADO3]) bezeichnet und kommt z.B. in der Meteorologie zur Anwendung.

In einer ersten Testphase wurde die inelastische Modellvariante in die bereits implemen-
tierten Algorithmen zur Simulation von Stomungs- und Transportvorgéngen ([GMM94))
integriert. Hierzu war eine Verallgemeinerung des eingesetzten semiimpliziten Projektions-
verfahrens und der stabilisierten Algorithmen zur Behandlung von skalaren Transportpro-
blemen notwendig. Auf eine Darstellung der Details wird an dieser Stelle verzichtet, da
letztlich ein Spezialfall der weiter unten beschriebenen Vorgehensweise vorliegt.

Das auf diesem Wege entstandene Verfahren erweist sich als numerisch stabil, und es besitzt
weitgehend die Eigenschaften des inkompressiblen Modelles. Bei einer kritischen Analyse
der numerischen Ergebnisse zeigen sich allerdings gravierende Schwichen des Ansatzes (9).
Durch die erfolgte Vernachlissigung der Zeitableitung der Dichte erweist sich das Modell
als vollig ungeeignet, Vorgénge mit erheblicher temporirer Dichteinderung 2 physikalisch
richtig zu beschreiben. Dies duflert sich in paradoxem Verhalten des Geschwindigkeitsfel-
des und, herriihrend aus der Berechnung des Expansionsgliedes, erheblichen qualitativen

2Entsprechende physikalische Verhéltnisse liegen bei anwendungsrelevanten Problemen sehr oft vor,
z.B. beim Eintreten eines Strahles mit abweichender Dichte in ein Gebiet oder beim Voranschreiten eines
steilen Temperaturgradienten.



Fehlern in der Energiebilanz.

Zur Erklarung dieser Erscheinungen sei insbesondere auf die in Kapitel (3) durchgefiihrten
Untersuchungen zur Divergenz von Stromungsfeldern verwiesen. Dort wird gezeigt, daf
unter bestimmten Voraussetzungen, die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes eine
sehr gute Ndherung auch bei verdnderlicher Dichte darstellt, wihrend (9) i.a. keine sinn-
volle Approximation darstellen kann.

Die folgenden Uberlegungen basieren auf der Verwendung der vollstindigen Kontinuitéits-
gleichung (2). Um eine Abgrenzung der der Stromungen mit niedrigen Machzahlen vor-
zunehmen, erweist es sich als notwendig, die unterschiedliche Abhéngigkeit des Druckes
von thermodynamischen und von hydrodynamischen Einfliissen nidher zu betrachten. Die
entscheidenden Uberlegungen hierzu stammen aus Untersuchungen von Verbrennungs-

vorgingen ([P82],[MS85],[ChP86]).

2.1 Modell mit Aufspaltung des Druckes

Als Ausgangspunkt dient eine Zerlegung des statischen Druckes p(z, t) in einen thermodyna-
mischen, nicht ortsabhéngigen Anteil pr(¢) und in einen hydrodynamischen (bzw. akusti-
schen) Restanteil pg(x,t):

p(z,t) = pr(t) + pa(z,t) (10)

Fiir Vorgénge mit kleiner Machzahl wird nun die grundlegende Annahme getroffen, dafl
der rdumlich variierende Anteil des Druckes klein sei gegeniiber dem thermodynamischen
Druck:

pr(t) > pa(w,t) (11)

Die Begriindung dieser Abschéitzung ist an einige wichtige physikalische Voraussetzungen
gekniipft, die im folgenden kurz betrachtet werden sollen.

In einer Referenzkonfiguration (p,, 0., T}, u,) sei eine thermodynamische Zustandsgleichung

_ Dr
RT.

or (12)

erfiillt. Fiir die relative Anderung der Dichte, ausgelost durch rdumliche Druckschwankun-
gen Apg, ergibt sich aus (10) und (12)

<%> St Cw (13)
QT‘ (Ap) QT‘ pT‘

Die rdumlichen Druckvariationen konnen nun, entsprechend ihrer physikalischen Ursachen,
wie folgt abgeschétzt werden:
a) Variation des Druckes durch kinetische Anteile:

Aoy Apa  ouy  oui w

Apg ~ o,u? = = ~ = =L = M? 14
pa = oty or p.  p oRT, (14)




Hierbei steht ¢, = /RT, fiir die ortliche Schallgeschwindigkeit.
b) Variation des Druckes durch temporire Anderungen der Geschwindigkeit:
Lo, u, Aoy Apg L L

Apg ~ = = —M =
T QT‘ pT‘ TCT‘ 7-U”P

M? (15)

In (15) stellt 7 die Zeiteinheit dar, in der wesentliche zeitliche Anderungen der Geschwin-
digkeit stattfinden, L steht fiir die Langeneinheit in der die charakteristischen Anderungen
der Stromungsgrofien in rdumlicher Dimension erfolgen. Die Abschidtzung in (15) hingt
offensichtlich davon ab, wie der physikalische Zeitmafistab 7 in Beziehung zu der Zeit L/c,
steht, die die Ausbreitung von Schallwellen im Gebiet €2 kennzeichnet.
In der Literatur wird iiberwiegend von der Annahme ausgegangen, daf}

7> L/c, bzw. T~ Lju, (16)

gilt und damit die akustischen Wellen aus den Betrachtungen ausgeschlossen bleiben. Dies
erscheint berechigt, wenn im physikalischen Vorgang keine Anregungen fiir Schwingungen
mit héherer Frequenz erfolgt. 3

c¢) Variation des Druckes infolge des Gravitationsfeldes:

Apg ~ 0,9AR = = ~ = M (17)
Or Dr c2 u?

d) Druckénderungen, verursacht durch viskose Effekte:

A A
Apd ~ QT’LL?C = Q;Ap) = ppd ~ CMQ (18)

Der in (18) eingefiihrte Reibungsbeiwert ¢ ist im allgemeinen empirisch recht gut abschétz-
bar. Er ist an die Reynoldszahl gekoppelt und erreicht in vielen praktischen Stromungs-
situationen nur Werte von ¢ ~ O(1). In bestimmten Féllen (sehr niedrige Reynoldszahl,
spezielle geometrische Verhéltnisse), kann jedoch auch ¢ > 1 auftreten.

Die Abschétzungen (14),(15),(17),(18) zeigen, dafl unter bestimmten, oben genannten Vor-
aussetzungen iiber den Stromungsvorgang, die oértlichen Schwankungen des dynamischen
Druckes Ap,; die GroBenordnung von M? besitzen:

Apq -
Pr

M? (19)
Da fiir Ap, aulerdem die Beziehung

Apg ~ pg

3Diese Voraussetzung ist fiir bestimmte Vorgénge (z.B. solche mit schnellen chemischen Reaktionen)
jedoch problematisch. In Arbeiten von Munz, Geratz, Klein und Roller (siehe z.B. [GKMR96]) wird daher
auf diese Annahme verzichtet. Es wird neben py eine weitere Druckkomponente eingefiihrt, die separat
aus einer Schwingungsgleichung berechnet wird und als Quellglied in der Impulsgleichung Einfluf auf die
Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes nimmt.



angenommen werden kann, folgt somit fiir kleine Machzahlen M die Giiltigkeit von (11).
Aus (13) liest man ab, da§ damit der Einflufl des dynamischen Druckes p, auf die relative
Dichtevariation klein bleibt.

Fiir die Anderung der Dichte, bedingt durch auftretende Temperaturdifferenzen AT, erhilt

andererseits man aus (12)
(Ag) _ AT (20)
Or ) AT T,

Offensichtlich ist dieser Einfluf} in der Zustandsgleichung (5) genau dann signifikant, wenn
erhebliche Temperaturdnderungen AT im Gebiet auftreten.

Eine weitere, ebenfalls nicht zu vernachldssigende Abhéngigkeit der Dichte tritt bei in-
homogenen Gemischen auf, wo Konzentrationsunterschiede zu einem von Zeit und Ort
abhiingigen Molekulargewicht M (z,t) fiihren.

Auf der Basis der vorangestellten Uberlegungen zur Abschiitzung des Druckes (11) wird
in der thermischen Zustandsgleichung (5) und in der Energiegleichung auf den Druckanteil
pq verzichtet. In der Impulsgleichung erscheint andererseits nur der dynamische Druck pg,
da Vpr = 0 ist. Die damit erfolgte Entkopplung des dynamischen Druckanteiles von der
Dichteberechnung bewirkt, daf3 die Ausbreitung von Schallwellen unterdriickt wird.

Im Ergebnis ergibt sich das folgende modifizierte Modell fiir ein Strémungsproblem mit
gekoppeltem Wéarmetransport:

g{g—fﬂa-vw} = ~Vpa+V-{n (Vi+(Ve)")}
—%V-{n(V-U)I}Jrgf, (21)

%—FV-(M) = 0, (22)

g{%—l—(ﬁ'-V)e} = —prV -7+ V- {AVT} +Q (23)

wobei (6) fiir die innere Energie e gilt und die Dichte aus einer Zustandsgleichung

_ MPT
R*T

0 (24)
berechnet wird. Die Transportgleichungen fiir die Massenkonzentrationen von Gemisch-
komponenten (4) bleiben unveréndert.

Die Beriicksichtigung des thermodynamischen Druckes pr(t) (anstelle p(z,t)) in der ther-
mischen Zustandsgleichung hat zur Folge, daf§ die Kontinuitétsgleichnung (22) im System
zur Berechnung der Strémungsgréfien wie im inkompressiblen Falle als Nebenbedingung
fungiert ([VTM99]).



2.2 Problem der Berechnung des thermodynamischen Druckes

Durch die Zerlegung des Druckes (10) erhdlt man mit pyp(t) eine zusétzliche Funktion, die
apriori nicht bekannt ist.

Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn das Losungsgebiet 2 mit der freien Umgebung
mit einem konstanten Ruhedruck py in Verbindung steht. Aufgrund der oben getroffenen
Annahmen kann dann von einem ebenfalls konstanten thermodynamischen Druck pr = py
ausgegangen werden. Auch in geschlossenen Gebieten 2 bleibt pr konstant, wenn der be-
trachtete Vorgang isotherm ablauft (siehe Abschnitt 3).

Bei den durchgefiihrten numerischen Rechnungen wurde vorerst ausschliefilich der Spezi-
alfall pr = py = const. zugrunde gelegt.

Zur Bestimmung des zeitlichen Verlaufes der Grofie pr(t) kann eine gewohnliche Diffe-
rentialgleichung abgeleitet werden. Dies geschieht mittels substantieller Ableitung der Zu-
standsgleichung und Umformungen unter Einbeziehung der Kontinuitédtsgleichung sowie
anschlieffender Integration iiber das Losungsgebiet 2. Man erhélt fiir homogene Medien:

meas(2)—— +pT/V vdV = R/Q— av (25)
Weiter umgeformt mit Hilfe der Energiegleichung (23) ergibt sich

meas(Q)ddit —|—7pT/17- ids = (y—1) (/WT : ﬁdS+/QdV) . (26)
o0N o0 Q

Obwohl die Herleitung von (26) auf der Voraussetzung eines konstanten Molekulargewich-
tes beruht, wird sie z.T. auch angewendet (siehe [TM93]), wenn Gemische vorliegen. In
diesem Falle fiihrt die substantielle Ableitung der Zustandsgleichung (24) mit anschliefen-
der Integration jedoch zunéchst auf die Gleichung

dpr 1 DM
)% 4 pr | — ) av = /R—dV. 27
meas( )dt +pTQ (V U+M Dt) 0 (27)
Wie man an (27) erkennt, tritt ein zusitzlicher Term Alj %]‘f unter dem Integrationszeichen

hinzu, der allerdings in der Praxis nur relativ kleine Werte annehmen diirfte (siehe auch
Abschnitt 3.2). Das gleiche gilt fiir den durch den Diffusion bedingten Wirmetransport,
der in die Berechnung der substantiellen Ableitung der Temperatur = elngeht

Die in Abschnitt 4.1 diskutierte numerische Umsetzung des Modelles wirft die Frage nach
der Erfiillung einer globalen Massenerhaltungsbeziehung® auf, die durch

/ %, v. (917)] v =0, (28)

ot
4siche Bemerkung am Ende des Abschnittes




beschrieben werden kann. Aus (28) 148t sich durch Einsetzen der Zustandsgleichung eben-
falls eine Beziehung fiir pr(t) ableiten, die (27) sehr dhnlich ist:

dpr . 1 DM o DT
dor [ 1 gy / av=[2="4 2
dt | RT Viapr RT( MDt) V= ] T'Dt v (29)

Der Vergleich von (29) und (27) zeigt die Tatsache, da§ die gewShnlich fiir pr(t) verwendete
Bestimmungsgleichung (25) auch mit der Integralbeziehung

/RT % +V- (Qﬁ)] v =0. (30)

identifiziert werden kann. Diese, in der Literatur bisher kaum beachtete, enge Beziehung
zwischen der Gleichung (27) und der integralen Masseerhaltung (28) legt den Gedanken
nahe, daf§ die Berechnung von pr(t) auch mittels (28) erfolgen kann.

Die Frage, welche Vorgehensweise aus physikalischer Sicht zu bevorzugen ist, bleibt aller-
dings offen. Wenig stichhaltig erscheint aus dieser Sicht die Argumentation von Li und
Glowinski ([LLG96]), die die globale Massenbilanz fiir ein ungeeignetes Kriterium zur Be-
stimmung des thermodynamischen Druckes halten, da sie bei Losungsgebieten mit offenem
Rand (T} # 0€) nicht eingesetzt werden konne. Hierbei wurde offenbar auch {ibersehen,
dafl im Rahmen der verwendeten Modellierung fiir ein offenenes Gebiet die Annahme ei-
nes konstanten thermodynamischen Druckes gilt und die Bestimmung von p7 somit nicht
erforderlich ist.

Bemerkung:

Wie im Abschnitt 4.1.2 gezeigt wird, existiert bei Aufgaben mit Geschwindigkeitsvorga-
be auf dem gesamten Gebietsrand (I'Y = 0Q) eine numerischen Losbarkeitsbedingung fiir
die Druckprojektionsgleichung im diskreten Strémungsproblem. Im Falle des auf die direk-
te Erfiillung der Kontinuitédtsgleichung aufbauenden Projektionsverfahrens (s. Abschnitt
4.1.1), handelt es sich bei dieser Lisbarkeitsbedingung um die integrale Massenbilanz.
Interessanterweise erhilt man bei Einbeziehung einer mit Hilfe der thermodynamischen
Zustandsgleichung und den skalaren Transportgleichungen) umgeformten Kontinuititsglei-
chung (75) in den Projektionsschritt genau die oben diskutierte Gleichung (27) als Losbar-
keitsbedingung.
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3 Zur Existenz von nahezu divergenzfreien Geschwin-
digkeitsfeldern

Sowohl in Bezug auf die numerische Umsetzung als auch vom theoretischen Aspekt ist
die Frage interessant, unter welchen Umstédnden auch im Falle einer verdnderlichen Dichte
nahezu divergenzfreie Geschwindigkeitsfelder auftreten kénnen.

V- =0 (31)
Fiir homogene Medien und kleine Machzahlen zeigt Panton [Pa84|, dafl eine Abschitzung

100
V-U~-—M>?=-=2 2
! 0 Ot (32)

gilt, wobei jedoch von der zusétzlichen Annahme ausgegangen wurde, dafl auftretende
Temperaturunterschiede nur aus der dissipativen Erwarmung resultieren. L&t man den
Zufuhr von Wiarmeenergie iiber den Gebietsrand bzw. die Evolution bereits im Gebiet
vorhandener Temperaturunterschiede zu, so ist mit
o 1 5\ 1 0o

v-v~<P€+M)Qat (33)
eine zusitzliche Abhingigkeit von der Pecletzahl zu beriicksichtigen °. Wichtige Annahmen,
die (33) zugrunde liegen, ist die stoffliche Homogenitét, die Abwesendheit von Quellgliedern
(auBer der Dissipation) und eine ausgeglichene Volumenstrombilanz iiber die Rénder des
Gebietes 2. Dariiberhinaus ist anzumerken, dafl die Pecletzahl mit einem Langenmafistab
zu bilden ist, der den Skalen der wesentlichen Verdnderungen von Grofien entspricht.
Die obigen Abschétzungen sagen aus, dafl unter bestimmten Voraussetzungen die Glieder
der Kontinuititsgleichung (2) sehr unterschiedliche Gréflenordnungen aufweisen koénnen.
Wihrend die lokale Dichteéinderung dp/0t und das konvektive Glied @ - Vo (fiir M < 1
und Pe > 1) vergleichsweise grole Werte aufweisen, die sich gegenseitig nahezu aufheben,
erweist sich oV - v demgegeniiber als klein. Diese Beobachtung erklart auch, dafl das inela-
stische Modell (9) unter diesen Umstéanden eine schlechte Approximation darstellt.
Bei Vorhandensein starker innerer Warmequellen, z.B. bedingt durch chemische Reaktio-
nen, kann die Hypothese einer nahezu divergenzfreien Stromung im lokalen Bereich nicht
aufrechterhalten werden.
Fiir nichthomogene Fluide, d.h. Gemische von Gasen oder Flssigkeiten, sind uns derartige
Abschéitzungen aus der Literatur nicht bekannt. Es erscheint daher naheliegend, die Frage
nach der asymptotischen Erfiillung von (7) bei isotherme Stromungsvorgiangen von Stoff-
gemischen zu stellen. Fiir die allgemeine Aufgabe themischer diffusiver Vorgéinge kann eine
additive Uberlagerung der thermischen und diffusiven Effekte angenommen werden.

5Die Ableitung dieser Abschiitzungen beruht auf einer geeigneten Entdimensionierung der auftetenden
physikalischen Grofien, siehe hierzu auch Abschnitt 3.3.
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3.1 Betrachtung zur Energiebilanz von Stoffgemischen

Fiir eine genauere Untersuchung der aufgeworfenen Frage ist es erforderlich, in der Energie-
gleichung (3) die molekularen und diffusiven Anteile des Warmestromvektors ¢’ zu quantifi-
zieren. VernachlSsigt man dabei die meist sehr kleinen Anteile, die aus der Thermodiffusion
resultieren (Dufoureffekte), so nimmt die Energiegleichung folgende Gestalt an ([W85]):

0 N -
g{a—j-i-(U-V)e}:—pV-U—l—V-{)\VT—gthkak}—i-Q (34)
k=1

In (34) tauchen individuelle Enthalpien der Gemischkomponenten auf, die durch
T
b= b+ [ cpudT B+ (T =T k=1,...,N (35)
To

gegeben sind.

Aus (34) kann noch keine Aussage zum Verhalten von V - @ bei konstanter Temperatur
abgeleitet werden, da der diffusive Energietransport fiir 7" = const. nicht verschwindet.
Nach einigen Umformungen unter Verwendung von (35) und der Identitéten

N
e = Z hiye — p/o (36)
k=1
N
Cp =D oYk (37)
k=1
erhélt sich jedoch:
or Dp N -
e E—F(U-V)T :Ft—i-V-AVT—VT-QZcpkkak—i-Q (38)
k=1

Aus (38) wird deutlich, da§ im isothermen Falle die Beziehung

Dp
— =0 39
Dt (39)
erfiillt sein muf}. Fiir Stromungen mit kleiner Machzahl bedeutet dies offensichtlich, dafl
der thermodynamische Druck pr konstant bleibt. Aus der substantiellen Zeitableitung der
thermischen Zustandsgleichung (5) ergibt sich andererseits

1D 1 DM 1Dp 1DT

et il ot Aty (40)

oDt M Dt pDt T Dt
Unter Verwendung der Kontinuititsgleichung (2) folgt aus (39) und (40) fiir isotherme
Stromungsvorginge in Stoffgemischen

1 DM
Vil ————. 41
VT TM Dt (41)
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Die rechte Seite von (41) ist wegen

DM D [(& oy N M2 Dy, -
Dt Dt (;M,) - Z My Dt (42)
durch die Verteilung der Konzentrationen y; und iiber deren Evolutionsgleichungen letzt-
lich durch die Diffusionsstrome und ggf. durch chemische Reaktionen bestimmt.

Man erkennt, dafl ein Zusammenhang besteht zwischen der Divergenzfreiheit des Geschwin-
digkeitfeldes und der Modellierung des Diffusionsvorganges in Gemischen. Um diese Aus-
sage genauer zu interpretieren, ist es erforderlich, auf die Problematik der Diffusion ndher
einzugehen.

3.2 Zur Modellierung der diffusiven Strome

Die gebrduchliche kontinuumsmechanische Modellierung von Gemischen von Gasen oder
Fliissigkeiten beruht auf Betrachtung einer baryzentrischen Geschwindigkeit ¢ und einer
mittleren Dichte p. Die Wechselwirkung der einzelnen Fluidkomponenten untereinander
wird durch den Diffusionsvorgang erfafit. Als wichtiges Teilproblem mufl dabei ein Modell-
abschluf} hinsichtlich der i.a. unbekannten individuellen Geschwindigkeiten der Gemisch-
komponenten geschaffen werden. In der neueren Literatur finden sich zu dieser (nicht tri-
vialen) Thematik nur relativ wenige Aussagen, meist gehen die verwendeten Ansétze auf
ein grundlegendes Werk von Hirschfelder, Curtiss und Bird ([HCB54]) zuriick.

Da die Modellierung der diffusiven Strome im engem Zusammenhang mit der Divergenz
des Geschwindigkeitsfeldes und damit zu Eigenschaften des betrachteten numerischen Ver-
fahrens steht, wenden wir uns dieser Problematik etwas ausfiihrlicher zu.

Die Massenerhaltung fiir die N Komponenten eines Gemisches lautet

a ., —
g{%ﬂv.v)yk} = Vil ta, k=1...,N. (43)

Fiir die in (43) erscheinenden (diffusiven) Strome J; gilt

Je = oyr Vi,

wobei die Geschwindigkeiten Vi Relativgeschwindigkeiten der Stoffkomponenten zur bary-

N

zentrischen (massengemittelten) Geschwindigkeit 7 = Y y;0; darstellen. Aus der Definition
i=1

der Geschwindigkeiten ¥ und Vj, ergibt sich die fiir einen Diffusionsprozef} grundlegende Ei-

genschaft, dafy die Summe der Strome Jj, verschwinden muf:

S J=0 (44)



Die vorerst unbekannten Diffusionsgeschwindigkeiten Vi kénnen mit Hilfe einer kineti-
schen Theorie (siehe z.B. [W85]) beschrieben werden, die auf der Impulsbilanz der Kompo-
nenten basiert, unterschiedliche Diffusionsvorgénge (molekulare Diffusion, Druckdiffusion,
Thermodiffusion) beriicksichtigt, viskose Effekte aber ausblendet. Das entstehende System
nichtlinearer Differentialgleichungen

VX, = Z( '>X7 ‘Z’)‘f‘(yi_Xi)(%) ()Zyzy]f f;)

SR,

l]

j=1

bildet zusammen mit (43) ein akzeptiertes mathematisches Modell zur Beschreibung der
Gemischdynamik. In (45) stellen D7) und Dy, thermische und binére Diffusionskoeffizien-
ten und die X = y; Mﬂk molare Massenkonzentrationen dar.

Wegen der ersichtlichen Komplexitédt des Systems (45) ist es allgemein iiblich, verein-
fachende Annahmen zu treffen, die es gestatten, abgeleitet von (45), die Strome T explizit
darzustellen. Als sinnvolle physikalische Vereinfachungen ist die Vernachléssigung der ther-
mischen Diffusion (Soreteffekte), der Druckdiffusion und der auf dufere Kréfte zuriickge-
henden Einfliisse in Betracht zu ziehen. Man erhélt die sog. Stefan-Maxwell-Gleichungen:

VX; = Z(Dw>17 V), i=1,....N (46)

Auch dieses nichtlineare System stellt jedoch fiir die Anwendung in Simulationsrechnun-
gen noch ein erhebliches Problem dar, und es sind nur wenige Arbeiten bekannt, die auf
Basis von (46) die numerische Bestimmung der diffusiven Stréme vornehmen (siehe etwa
([DDCY6])).

Setzt man an dieser Stelle zusitzlich voraus, dafi nur zwei Komponenten existieren (N = 2)
oder daf} die Diffusionskoeffizienten D;; fiir alle Stoffpaarungen identisch sind

(D;j =D, Vi,j=1,..,N), vereinfacht sich (46) zu

wVe=—-DVys, k=1,...,N. (47)

Die Beziehung (47) ist als Fick’sches Diffusionsgesetz bekannt, sie gilt im strengen Sinne
jedoch nur unter den oben genannten Einschridnkungen. Fiir Mehrkomponentensysteme
stellt die Annahme einer einheitlichen Diffusivitdt D zweifellos eine starke Vereinfachung
der physikalischen Verhéltnisse dar und sollte nur angewendet werden, wenn der Diffusi-
onsvorgang eine eher untergeordnete Rolle spielt.

In den Orginalarbeiten von Bird u.a. ([BSL60], [HCB54]|) werden allgemeinere explizite
Formeln fiir die diffusiven Stréme in Gemischen angegeben. Diese enthalten jedoch schwer

erfalbare Koeffizienten und finden daher auch kaum Eingang in mathematisch-numerische
Modelle.
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Als eine praktikable Naherung fiir die experimentell beobachtete Abhangigkeit der Diffu-
sionskoeffizienten von der Gemischzusammensetzung wird hiufig die Beziehung

1-X
Dyp=-—7%- k=1...
Dy

N (48)

7k
verwendet. Dem entspricht ein Ansatz fiir die Diffusionsstrome in Mehrkomponentensyste-
men in der Form

o = owVi=—0DyVy. k=1,...,N (49)

Etwas abweichend von dieser Beziehung geben Warnatz und Maas ([WM93]) die diffusiven
Stréme mit

Jr = kav_}; = 0Dy m %VX;C. k=1,....,N (50)
k
vor und wéhlen fiir die individuellen Diffusivitdten Dy, 5

Dyar = L k=1,...,N. (51)

Beide Ansitze ((49) und (50)) weisen den erheblichen Mangel auf, daf§ die Summe der
diffusiven Strome (siehe (44)) nicht verschwindet. Diese Inkonsistenz wird in der Litera-
tur jedoch i.a. ignoriert bzw. werden die daraus resultierenden Fehler in Kauf genommen.
Wenig befriedigend erscheint in diesem Zusammenhang auch die hiufig praktizierte Vor-
gehensweise, die Modellierung geméaf (48) oder (51) nur fiir N — 1 Gemischkomponenten
einzusetzen und den fehlenden Diffusionskoeffizienten Dy (bzw. Dy ) aus der Beziehung
(44) zu berechnen (siehe etwa [W85], S.637).
Insgesamt ist daher zu konstatieren, dafl die gebrduchliche Modellierung der diffusiven
Strome mit erheblichen Unsicherheiten belastet ist. Fiir die oben diskutierte Herangehens-
weise werden die resultierenden Fehler mit ca. 10% ([WM93]) kalkuliert.
Bei einem numerischen Vergleich verschiedener Ansitze stellten Duffa und Koautoren
([DDCI6]) Differenzen bei der Berechnung der Diffusionsstrome in der Gréfenordnung
von 10 - 20 % fest.
Falls keine chemischen Reaktionen auftreten (g, = 0,k = 1,...N), erhidlt man aus (41),
(42) und (43) die Beziehung

. 1 DM 18 M .

V.i= 7D ka:lekv-{Jk} (52)
fiir die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes. Setzt man die verschiedenen Ansitze fiir die
Stréme Ji in (52) ein und betrachtet vereinfachend ein 2 - Komponenten - System, so folgt
aus (47) (und auch aus (49))

M
0

My — M,

S Vyl) (53)
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und aus (50)

M

My — M-
0

= 'V X1> : (54)
Offensichtlich verschwindet V - ¢ in beiden betrachteten Fillen nicht, ausgenommen die
Molekulargewichte beider Stoffe sind gleich. W#hlt man hingegen den Ansatz (50) und
setzt speziell konstante Diffusionskoeffizienten voraus (Dj. pr = D), so erhilt man aus (52)

V.7 =0.

Aus dem Dargelegten wird deutlich, dal bestehende Unsicherheiten bei der Modellierung
der diffusiven Strome sich direkt auf die Frage nach der Divergenzfreiheit einer Stromung
1 DM

von Stoffgemischen iibertragen. Die Grofie von V - o = =% wird dabei auch von der

Differenz der Molekulargewichte der Gemischkomponenten beeinfluf}t.

3.3 Abschitzung von V - ¥ durch Dimensionsanalyse

Wie im Abschnitt 3.2 gezeigt wurde, hingt bei Vermischungsvorgingen die Divergenz des
baryzentrischen Geschwindigkeitsfeldes vom Diffusionsverhalten des Stoffgemisches ab. Ein
Verschwinden der Gofle V - ¢ kann allgemein nicht abgeleitet werden. Numerische Rech-
nungen (siehe Kapitel 4) weisen jedoch darauf hin, daf}, vor allem bei isothermer Stromung
von Gemischen, nahezu divergenzfreie Stromungsfelder auftreten. Diese Beobachtung be-
darf einer quantitativen Erklarung.

Um zu vergleichbaren Resultaten wie bei den homogenen Medien zu gelangen (vergl. (33)),
gilt es zu untersuchen, in welchem Verhéltnis das Glied V - ¢ zu anderen Termen innerhalb
der Kontinuititsgleichung (22) steht. Hierzu soll in der Gleichung

=0 (55)

eine Abschétzung der Groflenordnung der Glieder erfolgen.

Zur Bewertung von V - ¥ werde exemplarisch (53) herangezogen, wobei die Annahme be-
steht, daf} diese Beziehung auch fiir Mehrkomponentensysteme prinzipiell richtig ist.
Vernachlédssigt man den Einflufl der Quotienten der Molekulargewichte, d.h.

- My — M,
M————~1
My M, ’
so erhélt man durch Entdimensionierung:
. 1 1 11, ..
0 lo 1o o
\Y |7 “o*
i. Y2 _ _Ulg*.vgl (57)
0 lo o
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Die Grofien Vy, ly, D verkorpern repriasentative Werte fiir den Betrag der Geschwindigkeit,
fiir die rdumliche Ausdehnung und fiir die Diffusivitéit. Setzt man wie iiblich voraus, dafl die
mit einem Stern versehenen dimensionslosen Grofien einschliellich deren Ableitung nach
der dimensionslosen Raumkoordinate die Groflenordnung 1 besitzen, so folgt aus (56) und
(57) die Abschitzung

. Vo Volo —_— -
v? ~ ?VU = ReScV-v. (58)

Die in (58) erscheinende Schmidtzahl Sc = % nimmt fiir Gase typischerweise Werte von
Sc=0.2,...,3.0 und fiir Fliissigkeiten Werte von Sc = 102, ..., 103 an. Im Falle turbulenter
Stromungen gilt unter Verwendung von Wirbelviskositdtsansédtzen die Ndherung Sc ~ 1.
Entscheidend fiir die aus (58) zu ziehenden Schluffolgerung ist somit die Grofe der Reynolds-
zahl Re = 22 (siehe auch die Bemerkung am Ende des Abschnittes).

Fiir moderate und grofle Zahlenwerte von Re, insbesondere fiir Fliissigkeiten, gilt offenbar

die Abschétzung
——~— > V.. (59)

Aus (59) folgt, daB die Kontinuitdtsgleichung in guter Niaherung in die zwei separaten
Beziehungen

Do 0o _
ﬁ—at-i‘v VQ—O (60)
und
V-7 =0 (61)

aufgespalten werden kann. Diese Uberlegung zeigt, da es bei Vorliegen der entsprechenden
Voraussetzungen durchaus begriindet ist, in den numerischen Rechnungen mit divergenz-
freien Geschwindigkeitsfeldern zu arbeiten. Der in (59) deutlich werdende Groflenunter-
schied zwischen den Gliedern der Kontinuitdtsgleichung hat auch Konsequenzen fiir die
numerische Behandlung der vollstindigen Kontinuitétsgleichung (siehe Abschnitt (4)).

Bemerkung: Einen kritischen Punkt bei der oben verwendeten Abschétzung bildet die
Wahl des Langemafistabes [y, der die rdumliche Distanz beschreiben sollte, in der sich
die wesentlichen Variationen der betrachteten Groéfien (hier: Dichte, Konzentrationen, Ge-
schwindigkeit) vollziehen. Bei der Ausbildung von Grenzschichten ist fiir I die Dicke dieser
Schicht anzusetzen. Innerhalb der betrachteten Aufgabenklasse kann es lokal und temporér
durchaus zur Entstehung scharfer Grenzschichten kommen, was in diesen Bereichen die
Giiltigkeit der Abschitzung (59) entsprechend beeintrichtigen kann.
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4 Verfahren zur numerischen Simulation dichtever-
dnderlicher Vorginge

Die Struktur des betrachteten Modelles fiir Stromungen mit kleinen Machzahlen ((21), 22),
(23)) erlaubt, aus dem Bereich inkompressibler Stromungs- und Transportvorgénge bekann-
te numerischen Algorithmen in Grundziigen zu iibertragen. Sowohl fiir die Approximation
des Stromungsproblemes als auch fiir die Behandlung skalarer Transportgleichungen sind
jedoch eine Reihe neuer, mit dem Erscheinen einer verdnderlichen Dichtefunktion zusam-
menhéngende Fragestellungen zu beachten.

Fiir die Berechnung instationédrer inkompressibler Strémungsvorgénge stellen Projektions-
verfahren (Druckiterationsverfahren) eine effektive und hiufig genutzte Verfahrensklasse
dar. Typischerweise wird hierbei in einem ersten Teilschritt eine den diskreten Impuls-
gleichungen geniigende Niherung fiir die Geschwindigkeit ermittelt, die dann in einem
Projektionsschritt in den Raum der diskret divergenzfreien Funktionen abgebildet wird.
Im Rahmen dieser grundséatzlichen Strategie konnen mehrere Realisierungsvarianten unter-
schieden werden, etwa hinsichtlich der Behandlung des nichtlinearen konvektiven Gliedes,
bei der Wahl des Projektionsoperators oder bei der Festlegung der Raumpaarung fiir die
FEM-Ansatzfunktionen (siehe z.B. [Tur96],[Tur97]).

Den vorliegenden Untersuchungen liegt ein semiimplizites Projektionsverfahren ([GC90])
zugrunde, das bereits im Zusammenhang mit der Berechnung gekoppelter Stromungs- und
Transportvorgénge eingesetzt und untersucht wurde ((GMM94],[Mey98]).

Zur stabilisierten Diskretisierung von konvektiv-diffusiven Transportgleichungen findet das
SUPG-Verfahren ([BH82]) sowie eine Variante des Stromliniendiffusionsverfahren nach
C.Johnson ([J092]) Anwendung.

Die im weiteren haufig vorkommende Dichtefunktion wird durch einen reprisentativen
Wert gy entdimensioniert, und es gilt folgende Bezeichnungsweise:

X = 0/ 00

Bei der Bildung von Integralen in der schwachen Formulierung erscheint diese Funktion
vielfach als Gewichtsfunktion. Die resultierenden Matrizen und Vektoren erhalten daher
den Index y. Fiir die mit y gewichtete Massenmatrix ergibt sich somit:

M,: M, = /Xgoigoj av
Q

4.1 Modifikationen des Verfahrens zur Stromungsberechnung

Die Beriicksichtigung der vollstindigen Kontinuititsgleichung (22) erfordert eine Anpas-
sung des rechenzeitintensiven Projektionsschrittes und stellt einen erheblichen Eingriff in
das Druckiterationsverfahren dar (siche Abschnitt 4.1.1). Die Untersuchungen im Kapitel 3
haben gezeigt, daf fiir eine umfangreiche Klasse von Vorgéngen mit verdnderlicher Dichte
mit guter Ndherung die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes angenommen werden
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kann. Es erscheint sinnvoll, dieser Eigenschaft durch eine addquate numerische Behandlung
Rechnung zu tragen (siehe Abschnitt 4.1.3).

4.1.1 Verfahren mit Erfiillung der vollstindigen Kontinuitidtsgleichung

Ein semiimplizites Projektionsverfahren zur Lésung des inkompressiblen Strémungspro-
blems kann in Matrixschreibweise folgendermaflen formuliert werden ([GMM94)):

[M + Atel/gA + AtABTD (yn)} ﬁn-i_l = Mﬂn

62
+At [QEnH +(1-19) (En -1 Ayn) —C(") " — 1\7[1\7[;1]31_9”] : .
B'M;' Byt = B, (63)
_n+1 _ @n+1 . M;lggn—i—l, (64)
Pt = ph+ T ot mit  ye{l;2}. (65)

r At_

In (62) ... (64) symbolisieren iiberstrichene Grofien jeweils Blockmatrizen (Anzahl der Dia-

gonalblécke = Raumdimension) oder -vektoren, A verkorpert die viskose Matrix, Aprp

einen Stabilisierungsterm, C(y”) ™ den konvektiven Anteil und B bzw. B' den diskreten

Gradienten und die diskrete Divergenz.

Durch Einbeziehung einer variablen Dichte in die Impulsgleichung muf} anstelle (62) eine

Beziehung der Gestalt

[MX + At 91/0 A* + At ABTDX (Qn)] ﬁn-'_l = MXQ”

(66)
+At [GEnH +(1-10) (En — 1 A*yn) —C,(v") 0" — MXM;LIB Qn]

betrachtet werden.

Hierbei wurde bei der speziellen Diskretisierung des Druckgliedes mit dem Vorfaktor MM,

ebenfalls eine Wichtung mit der Dichtefunktion x vorgenommen, die auf eine entsprechende

Wahl des Korrekturschrittes (s.u.) abzielt. Die Matrix A” in (66) resultiert aus der Diskre-

tisierung des vollstédndigen viskosen Gliedes in der Impulsgleichung (21). Die Berechnung

dieser Blockmatrix verursacht speziell im rdumlichen Falle eine erhebliche Erhéhung des

Aufwandes im Assemblierungsschritt. Mit der Absicht, eine Blockdiagonalisierung dieser

Matrix zu erreichen, wird mitunter ein transformierter dynamischer Druck

- 1 L

DPd = Pd — 577 (V- 7) (67)
eingefithrt. Wie im inkompressiblen Falle fiihrt dieses Vorgehen jedoch nur im Falle einer
konstanten dynamischen Viskositdt n zum Ziel.
Die Abbildung der Zwischengeschwindigkeit 9" erfolgt nicht wie bisher in den Raum

der diskret divergenzfreien Funktionen, sondern in eine Mannigfaltigkeit, die durch eine

1
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Diskretisierung der Kontinuititsgleichung (2) beschrieben werden kann.
Anstelle von (63), (64) erscheinen die folgenden Beziehungen:

B'I, M,

L

Byt = B (L") — My, (68)

n+l Qn-l-l B M;LIBQTLH, (69)

S

Die Aufdatierung des Druckes erfolgt weiterhin geméf (65).

X bezeichnet hierbei die Diskretisierung der Funktion x im FEM-Raum der Geschwindig-
keit und X, ist eine Approximation der Zeitableitung dieser Grofle.

In (68) erscheint mit I, eine Diagonalmatrix, die die Diagonalelemente I, = X, be-

sitzt. Diese Matrix kann als Approximation fiir das Produkt 1\7[711\7/IX, das aus einer FEM-
Approximation von yv resultieren wiirde,

—

Z=xi = MZ=Muw (70)

interpretiert werden, andererseits entspricht ixdem diskreten Operator, der bei Anwendung
einer Kollokationsmethode auf Z = XU entsteht.

Die Matrix M in (68) verkdrpert eine “gemischte Massenmatrix“, gebildet aus den FEM-
Ansatzfunktionen des Druckes und der Geschwindigkeit.

An dieser Stelle sei vermerkt, dafi das durch (68, 69) beschriebene Verfahren durchaus
nicht die einzige Moglichkeit der Projektion der Zwischengeschwindigkeit 2”11 darstellt.
Folgende Kriterien fiir die konkrete Wahl der Abbildung wurden verwendet;:

1. v"*?! erfiille eine diskretisierte Form der Kontinuitiitsgleichung

2. Die Impulsanteile, die durch die Druckkorrektur und im lokalen Beschleunigungsglied
durch die Geschwindigkeitskorrektur entstehen, heben sich, wie im inkompressiblen
Falle, auf. (bei Annahme von v = 1)

3. Zur Realisierung des Projektionschrittes (siehe (68)) soll mit einer moglichst einfach
aufgebauten und symmetrischen Matrix gearbeitet werden.

Der oben gewéhlte Ansatz (68, 69, 65) erfiillt alle drei Kriterien.
Eine erwdhnenswerte Alternative stellt die folgende Vorgehensweise dar:
Die Kontinuitétsgleichung werde in der ausdifferenzierten Form

0
a—f+gv-6+6-vg —0 (71)
diskretisiert, es ergibt sich in Matrixschreibweise:
— T ~ n ~
(By + M(yy))z"" + My, =0 (72)

Die neu eingefiihrte Matrix M(vx) bezeichnet eine (gemischte) Massenmatrix, deren Blocke
mit den Komponenten der Vektorfunktion Vy gewichtet sind. Ein Projektionsverfahren,
das wenigstens den ersten beiden der genannten Kriterien geniigt, ist durch

57 W 15 n ARy ~n "
(B, + Mvy)M,, By"™! = (B, + M) o My, (73)
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nebst Hinzunahme der Gleichungen (65, 69) gegeben.

Offensichtlich erhdlt man mit (73) eine recht unhandliches unsymmetrisches System zur
Bestimmung von ¢"*!. Wird anstelle von (71) die Kontinuitétsgleichung in der Form (55)
diskretisiert, so ergibt sich eine Abbildung

(B + Mgy) M By = (B +Mgy)) 8" — MZ, (74)

Hierbei wurde die Abkiirzung Y = Iny benutzt.

Die Systemmatrix in (74) besitzt, im Gegensatz zum Operator in (73), einen symme-
trischen, positiv definiten Anteil, der bei der iterativen Losung des Gleichungssystemes
hilfreich sein kann.

Die aus den vorliegenden numerischen Rechnungen unter Verwendung der Nebenbedingung
(68) gewonnenen Erfahrungen weisen auf gewisse Instabilitdten hin, die von der direkten
Einbeziehung der approximierten Zeitableitung der Dichte (I\A/Ixt, siehe (68)) in den Projek-
tionsschritt herriihren (siche Abschnitt 5). Bei der Einschéitzung dieser Problematik wurde
zunichst davon ausgegangen, dafl einfache Umformungen der Kontinuitdtsgleichung, wie
sie auch in der Literatur auftauchen (siehe z.B. ([LG96])), keinen grundsitzlichen Einfluf}
auf das Stabilitdtsverhalten des Algorithmus haben.

Eine andere Situation liegt jedoch offenbar vor, wenn die substantielle Zeitableitung der
Dichte unter Einbeziehung von (40) wollstindig durch Operatoren ersetzt wird, die nur
Ortsableitungen der physikalischen Groflen enthalten. Eine Untersuchung der sich hieraus
ergebenden, qualitativen Unterschiede im Verhalten des Projektionsverfahrens, wurde erst-
mals in einer Arbeit von van’t Hof u.a. ([VTM99]) veroffentlicht.

Nach einigen Umformungen und unter Verwendung der Zustandsgleichungen fiir ideale
Gase erhilt man die folgende Beziehung fiir die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes:

L, -1 o
V-9=— -V - —— + — —V-J 75
o @V D) - S (0= V) (75)

Es wird deutlich, daf§ gerade die grundlegende Annahme (11) der Approximation fiir kleine
Machzahlen sicherstellt, daf die verbleibende Zeitableitung des Druckes weiter umgeformt
werden kann (76).

Dp _ Dpr _ dpr

Dt~ Dt dt (76)
Wie im Abschnitt 2.2 erwédhnt, ist pr(t) unter bestimmten Bedingungen sogar konstant.
Bei zeitlich veréinderlichem thermodynamischen Druck pr(#) kann die Ableitung - mit
Hilfe der Gleichung (27) berechnet werden. Es bleibt allerdings zu tiberpriifen, welche nu-
merischen Eigenschaften ein auf (75) beruhendes Projektionsverfahren, insbesondere bei
veranderlichem Druck pr(t), aufweist.
Eigene Untersuchungen zu dieser Strategie im Projektionsschritt wurden bisher nicht an-
gestellt. In Bezug auf die Details der numerischen Realisierung ergeben sich jedoch weit-

gehende Parallelen mit den in dieser Arbeit behandelten Algorithmen.
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Die nachfolgenden Ausfiithrungen beschranken sich auf das zuerst beschriebene Projek-
tionsverfahren (68, 69, 65).

Zur Vereinfachung des numerischen Modelles wird vorerst mit einer mittleren konstanten
Dichte im Zeitschritt gearbeitet, die zusammen mit der Zeitableitung der Dichte iterativ
bestimmt wird. Der Losungsalgorithmus in Bezug auf die Behandlung des Dichteproblemes
kann folgendermaflen beschrieben werden:

Start:
W = X (10, Yo> PT) aus Anfangswerten
(0)
0
(&), =
ot ),
o=
Zeitschritt [t,,t,1]: Iteration: Fiir i :=1, ..., s,

] aX (i-1)
16se Stromungsproblem mit )Z,(f*l), (—)

l6se Transportprobleme mit e

Xf‘:—)l—l - X(Trs,l-i)—layl(c?_,_lapT)

X = (1= a)xn +axi,
(@)
aX - 1 (i)
Startwerte fiir
neuen Zeitschritt:
Xn+1 — XE‘LS—;—L%

G- @)
a), ., ot ).
ox

(5n)
W, = At |2
Xn+1 Xn+1 + <8t )n
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In dem Schema zeigen hochgestellte Indizees die [terationsnummer an und tiefgestellte In-
dizierungen kennzeichnen den aktuellen Zeitschritt. Fiir die Parameter o,  wurde meist
a=p0#=0.>5 gewahlt. In einigen Fillen fiihrt die Extrapolation der Dichte zu negativen
Werten von Xn+1, so dafl dann auf = 0 umzuschalten ist.

Die Konvergenz des beschriebenen iterativen Prozesses ist allerdings nicht allgemein gesi-
chert, sondern héngt u.a. von der Grofle des Zeitschrittes und von der Dynamik temporérer
Dichtednderungen im Lésungsgebiet ab. Eine in diesem Sinne kritische Situation liegt z.B.
beim Start einer Simulation aus einem Ungleichgewichtszustand vor (siehe auch die Dis-
kussion der Testbeispiele im Kapitel 5).

Das in manchen Fillen unbefriedigende Konvergenzverhalten des Algorithmus gibt Anlafl
iiber eine besser angepafite Behandlung der Nichtlinearitdten und Kopplungen nachzu-
denken. Die genannten Konvergenzprobleme kénnen nur bedingt durch die Wahl kleinerer
Zeitschritte gelost werden. Eine ndhere Betrachtung des modifizierten Projektionsverfah-
rens zeigt ndmlich eine inhérente Instabilitiat, die sich so duflert, dafy die fiir die Hilfs-
grofle gn“ berechneten Werte nicht mit At klein werden. Hieraus resultieren insbesondere
Storungen des berechneten Druckfeldes. Dieses Verhalten stellt gegeniiber den Projekti-
onsverfahren fiir inkompressible Vorgéinge ((62),..., (65)) eine neuartige Problematik dar.
Urséchlich hierfiir ist die Tatsache, daf} die verwendete Approximation der Dichteableitung
X, = ALt(XS)H — Xn) beziiglich der Zeit nicht stetig ist. Die rechte Seite der Projektionsglei-
chung (68) und folglich auch die Losung ™! besitzen somit nicht die Ordnung von At.
Der beschriebene numerische Effekt gewinnt allerdings erst bei relativ kleinen Werten von
At merklich an Einflufl auf den Berechnungsprozefl. Fiir die in den numerischen Beispielen
gewiihlten Zeitschrittweiten (At ~ 107%) traten keine Probleme bei der Ermittlung des
Druckfeldes zu Tage.

4.1.2 Numerische Losungsbedingungen fiir den Projektionsschritt

Fiir den Fall, daf3 Dirichletrandbedingungen fiir die Geschwindigkeit auf dem gesamten
Rand 02 vorgeschrieben sind,

o0 =T (77)

ist, wie im Inkompressiblen, eine Orthogonalitdtsbedingung bei der Losung von (68) zu
beachten. Der Nullraum von B enthilt ndmlich das Element ¢ = (1,1,...,1)7 5, daher muf§
die rechte Seite von (68) orthogonal zu diesem Vektor stehen:

e L BT(iXQ’H'I) —l\A/IXt (78)

Fiihrt man die Matrizen und Vektoren in (78) auf ihre Definition im Rahmen der FEM -
Diskretisierung zuriick, so ergibt sich:

/ZXJ n+1¢] ndF+—

o J

/ZXJ¢JdV /ZXJ¢JdV

(79)

b¢ sei das zum FEM-Raum des Druckes gehorige Einselement und é das zum FEM-Raum der Geschwin-

digkeit zugehorige Element.
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Hierbei wurde beachtet, daf} fiir die Testfunktionen aus dem FEM - Raum des Druckes
> i = 1 gilt und stetige Ansatzfunktionen ¢; verwendet wurden. Die in (79) erscheinende
Geschwindigkeit ist wegen (77) als Randwert vorgegeben und die Beziehung (79) verkorpert
somit eine Bedingung fiir die Berechnung der dimensionslosen Dichte x. Physikalisch 1af}t
sich (79) als Bilanz von ein- bzw. ausstromender Masse und zeitlicher Masseéinderung im
Gebiet interpretieren bzw. auch als Diskretisierung der Integralbeziehung (28).

Die Notwendigkeit der Erfiillung der Orthogonalititsbeziehung (78) wirft grundsétzliche
Fragen zur gesamten Losungsstrategie auf.

Die ezakte Erfiillung von (78) ist ndmlich nicht a priori gegeben, sondern hingt von fol-
genden Einflufifaktoren ab:

1. In Gebieten mit Vorgabe der Geschwindigkeit auf dem gesamten Rand (77) wird
pr(t) i.a. nicht konstant sein. Die Berechnung des thermodynamischen Druckes auf
der neuen Zeitschicht beeinflufit unmittelbar die Erfiillung von (79). Wird pr(t,41)
mit Hilfe einer Beziehung der Form (30) bestimmt, ist (79) i.a. nicht erfiillt.

2. Wie in Abschnitt 3.2 gezeigt wird, sind in Zusammenhang mit der Modellierung
von diffusiven Stromen gewisse Storungen der integralen Massebilanz moglich. Dies
bedeutet, daf} selbst bei isothermen Vorgéngen systematische Abweichungen von (79)
auftreten konnen.

3. Generell fithren auch numerische Fehler, die bei der Berechnung der Temperatur und
von Konzentrationen auftreten, iiber die Dichteberechnung (24) zu Stérungen der
Bilanzgleichung (79).

4. Die Berechnung der Dichte und deren Ableitung im Zeitintervall [t,, ,1] stellt einen
iterativen Prozefl dar. Die Startwerte fiir diese Iteration erfiillen nicht automatisch
die Massenbilanzgleichung.

Zur Sicherstellung der Orthogonalitéitsbedingung (78) kommen zwei prinzipiell recht un-
terschiedliche Verfahrensweisen in Betracht, die im Folgenden kurz analysiert werden:
Zum einen kann (78) durch entsprechende Wahl von pr(t,.1) erfiillt werden. Dies bedeu-
tet, daf} die Bestimmung des thermodynamischen Druckes an diese Massenbilanz gekniipft
wird, und damit andere Alternativen (siehe Abschnitt 2) ausscheiden. Problematisch er-
scheint allerdings, daf§ in die Berechnung des Druckes pr(¢) (und der Dichte) damit auch
Einfliisse eingehen, die nicht physikalischer Natur sind, wie etwa Approximationsfehler.
In der numerischen Umsetzung wurde vorerst nur der Fall eines geschlossenen Losungs-
gebietes (v|p, = 0) betrachtet. Die Berechnung des thermodynamischen Druckes auf der
oberen Zeitschicht pr(t,.1) erfolgt dann aus der Bedingung

/ZXj(tn)%'dV = /ZXj(th)d)jdV- (80)

Eine weitere Moglichkeit, die Losbarkeit des Systems (68) sicherzustellen, besteht offenbar
darin, die rechte Seite von (68) nur temporér in den zum Vektor € orthogonalen Raum ab-
zubilden. Diese Vorgehensweise kann nur bei relativ kleinen Korrekturen eingesetzt werden,
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da sonst, wie auch numerische Rechnungen zeigen, ein unphysikalisches Losungsverhalten
auftritt.

Die konkrete Realisierung der Projektion des Vektors r = BT(TXQ”“) — l\A/IXt in den zu e
orthogonalen Unterraum kann zum einen als orthogonale Projektion

T

Piri=r—ee mit ¢ =— (81)

I
=

|
lsy

erfolgen und, indem eine virtuelle Verschiebung der Dichteableitung vorgenommen wird,
auch durch die Abbildung

R el r eT(BT(iXT)”H) — MX )
Por:=r—Meé it = - = =T — A%
2 r €€ Mmi €2 T M2 |Q|

(82)

Aus praktischer Sicht scheint die Methode (82) gegeniiber (81) den Vorzug zu verdienen, da
die Grofie des Tréagers und die Zugehorigkeit zum Gebietsrand wichtend in den Vektor Méé
eingeht. In jedem Falle handelt es sich jedoch um ein formales mathematisches Verfahren,
das keine fundierte physikalische Interpretation besitzt.

Fiir ein Projektionsverfahren, das auf der Beziehung (75) aufbaut, ergeben sich prizipiell
gleiche Probleme. Im Falle eines verdnderlichen thermodynamischen Druckes pr(t) ist die
Losbarkeitsbedingung jedoch mit der Bestimmungsgleichung (27) identisch.

4.1.3 Verfahren mit divergenzfreien Geschwindigkeitsfeldern

Unter Beachtung der modifizierten Impulsbilanz fiir verdnderliche Dichte (66)

[MX —+ At0V0 A* —+ At ABTDX (Qn)] ’l~)n+1 = MXQTL

+At [9En+1 +(1-10) (En — A*yn) — Cx(yn) " — 1\_/IX1\_/I;L1]§;1_)”

kann ein Projektionsverfahren zur Erzeugung divergenzfreier Geschwindigkeitsfelder v+
folgende Form aufgeschrieben werden:

B'M,, By = B'(i"") (83)

<

ntl o gntl M;Ban, (84)

Die Aufdatierung des Druckes erfolgt hier wiederum geméf (65).

Das so beschriebene Verfahren besitzt deutliche Analogien zu dem urspriinglichen Algo-
rithmus fiir inkompressible Medien ((62) ... (64), [GC90]). Die Systemmatrix des Projekti-
onsschrittes (83) enthélt jedoch eine Skalierung, die unmittelbar von der Dichteverteilung
bestimmt wird. Dieser Einflufl macht sich bei der iterativen Losung des Gleichungssystems
negativ bemerkbar:
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Die Vorkonditionierung der Systemmatrix in (83) erfolgt mit Hilfe eines hierarchischen
Algorithmus, der die exakte Losung eines Grobgittersystems beinhaltet. Ein Grobgitter-
operator wird im Simulationsprozefl einmalig assembliert und faktorisiert und widerspiegelt
daher natiirlich nicht die in BTM; LlB gegebene Abhéngigkeit von der Dichteverteilung. Die
Erfahrung mit Testbeispielen zeigt, daf3 die hierarchische Vorkonditionierung bei starken
Dichtevariationen beeintrédchtigt wird, was sich in einer Erhohung der Iterationszahl im
CG-Verfahren niederschlégt.

Die konkrete Wahl des Projektionsoperators ist hier durch die Forderung bestimmt, daf
die aus der Druckkorrektur (65) resultierende Storung der Impulsbilanz exakt durch die Ge-
schwindigkeitskorrektur im instationdren Glied aufgehoben wird. Durch eine Abschwéchung
dieser Bedingung ergeben sich weitere Varianten des Verfahrens, die jedoch nicht unter-
sucht wurden.

Eine spezielle Orthogonalisierung der rechten Seite des Projektionssystems, wie im Falle
der vollstindigen Kontinuitétsgleichung (siehe Abschnitt (4.1.2)), ist nicht erforderlich, da
fiir 90 = I'\" die Bedingung

e L BT(ﬁn-i-l)
automatisch erfiillt ist.

4.2 Zur numerischen Behandlung von Transportgleichungen bei
veridnderlicher Dichte

Die Dichte als verdnderliche Funktion beeinfluf3t in erheblichem Mafle auch die numerischen
Eigenschaften von skalaren Transportgleichungen fiir gewisse Grofien @,

d(0Pr)
ot

+V' (Qq)kﬁ) = V-{/{kV%}—i-qu, k:1,...,K, (85)

die das Stromungsproblem flankieren. Ublicherweise wird der Transportterm auf der linken
Seite von (85) mit Hilfe der Kontinuititsgleichung (22) umgeformt, und man erhélt die
etwas gebrduchlichere Form der Bilanzgleichungen:

Wihrend die zu (86) fiihrende Umformung aus physikalischer Sicht kein Problem darstellt,
ist sie durchaus von Bedeutung fiir die numerische Behandlung der Transportgleichungen.
Es kann der (unerwiinschte) Effekt auftreten, dal numerische Fehler bei der Approximation
der Kontiuitdtsgleichung merklich die Erhaltungseigenschaften der Transportgleichungen
beeintrichtigen. In einigen Arbeiten wird daher die urspriingliche (“konservative “) Glei-
chung (85) oder Mischformen zwischen beiden betrachtet, jedoch ist die Mehrzahl der
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entwickelten numerischen Verfahren fiir konvektiv-diffusive Transportgleichungen auf die
Form (86) ausgerichtet.

Die vorliegenden Untersuchungen basieren ebenfalls auf (86), wobei die Verwendung bekann-
ter Verfahren zur Stabilisierung der FEM hierfiir ausschlaggebend war. Fiir die Strategie
des nichtlinearen Iterationsverfahrens im Zeitschritt erscheint es aus dieser Sicht allerdings
vorteilhaft, den Projektionsschritt jeweils vor der Neuberechnung von Transportgrofien
auszufiihren.

Als Ausgangspunkt fiir die FEM dient eine Semidiskretisierung der instationdren Glei-
chungen (86) in der Zeitrichtung mittels eines f-Verfahrens. Fiir die Ortsdiskretisierung der
Transportgleichungen kommen Stabilisierungstechniken nach Hughes und Johnson ([BH82],
[J092]) zur Anwendung (im weiteren durch SUPG/SD abgekiirzt). Kennzeichnend fiir diese
Verfahren ist Verwendung spezieller Testfunktionen der Form

w =@ +7(v,h, Pey) - Vo, (87)

wobei ¢ eine gewohnliche (meist lineare oder multilineare) FEM-Ansatzfunktion und 7(.)
einen geeignet zu wihlenden upwind-Parameter darstellt. Weiterhin ist zu beachten, dafl
die hier verwendeten Stabilisierungstechniken fiir konvektiv-diffusive Gleichungen der Form

ad+ (7-V)® = V-{kVD}+gqg (88)

konzipiert sind.
Fiir den Fall konstanter Dichte erhédlt man fiir die gesuchte Grofle QZ“ auf der oberen
Zeitschicht folgende diskrete Gleichung (siehe [GMM94]):

{M + M, + At [kro Ar(ér) + C (1") + Crr(@M)] } 2P =
(M + My, ) & + At0 (Eptt + Fpth) (89)

AL (1= 0) {F} + Fy, — [5ro Ak(ér) + C (") + Cr (v")] @} }

Hierbei stellen die Matrizen M und C und die Vektoren F* die gewoOhnlichen Galerkin-
anteile (Massenmatrix, Konvektive Matrix, Quellglied) dar, mit einem Index 7 versehene
Terme resultieren aus der Integration iiber Glieder, die den upwind-Term enthalten. Die
Matrix Aj verkorpert den diffusiven Anteil, der im Falle des SD-Verfahrens mit einer
kiinstlichen Diffusion ¢ ausgestattet ist.

Die sinngemiie Ubertragung der SUPG /SD-Verfahren auf die Gleichungen (86) erfordert
zunéchst eine Entscheidung beziiglich der Behandlung der auf der linken Seite als Faktor
erscheinenden Dichte. Eine mdogliche Vorgehensweise stellt die Division der Gleichungen
(86) durch o dar. Hierbei hebt sich die Dichte in einigen Gliedern auf, doch wird das
diffusive Glied verdndert, der erhaltene Operator 1/oV - (x V) ist nicht symmetrisch. Die
Zerlegung

1 K 1
LV BV = Ve (DVR) (V) (V) (90)
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zeigt, dafl praktisch ein zusitzliches konvektives Glied mit der Konvektionsgeschwindigkeit
7. = kV(1/p) in der Gleichung erscheint.

Eine weitere Strategie zur Behandlung der Gleichungen (86), die in den vorliegenden Un-
tersuchungen angewandt wurde, ist durch die Einfiihrung einer effektiven Konvektionsge-
schwindigkeit

U = ov
gegeben. Hierdurch erhalten die Gleichungen (86) nach der Zeitdiskretisierung die Form
oqu)k+(17*V)Q>k = V-{mkVQk}—i-qu, E=1,....K, (91)

die die Anwendung der SUPG/SD-Verfahren erlaubt. In Matrixdarstellung ergibt sich fol-
gendes diskrete System fiir die Grofe @7+

(M + My, ) O+ At6 (Fp+' + Fpt) (92)

+AE (L= 0) {E} + ER, = [Fio Ax(Er) + Cy (2") + Crrn (2)] 2 }

Die als Faktor in mehreren Gliedern vorkommende Dichte 7 wird durch eine entsprechende
Wichtung der Integrale beriicksichtigt. Wie oben vereinbart, werden entsprechende Mat-
rizen und Vektoren mit einem Index y versehen. Resultierend aus der Konstruktion der
Testfunktionen (vergl. (87))

w=p+7(v" h,Pep) 0" - Vo =+ x7(v,h,x,Pey,) V- Vo (93)

enthalten die mit dem upwind-Parameter 7 behafteten Terme zuséitzliche Abhéngigkeiten
von der Dichte. Es gilt

M7ty = /X2 @i T(v, h, X, Pepy) UV dV (94)
Q

{Crixtis = /XQT(vvthapeh,x)'U'VSONT'V(P]‘ av. (95)
Q

Auch in die Berechnung des upwind-Parameters 7 flie3t iiber die modifizierte Konvektions-
geschwindigkeit v* die Dichte ein.

Die Verwendung divergenzfreier Geschwindigkeitsfelder (siehe Abschnitt 4.1.3) gibt An-
laf} eine weitere Modifikation der Behandlung der skalaren Transportgleichungen in Be-
tracht zu ziehen. Wahlt man namlich (im Falle von V-7 = 0) die Form (86) als Ausgangs-
punkt der Diskretisierung, so entsteht gegeniiber (85) ein (wenn auch kleiner) systemati-

scher Fehler, da die substantielle Ableitung der Dichte g—i’ i.a. nicht exakt verschwindet.

"Wie in Abschnitt 4.1.1 vereinbart, soll hierfiir vorerst eine mittlere Dichte im Zeitschritt stehen.
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Anstelle von (86) kann jedoch

{8(%fk)+(17-V)(Q¢k)} = V- {s VO toq, k=1,... K, (96)

als Ausgangsbeziehung verwendet werden. In Bezug auf die Gleichung (96) bietet es sich
an, die Substitution ®* = p® vorzunehmen und ®* als gesuchte Funktion zu betrachten.
Bei der Diskretisierung stoit man allerdings erneut auf Probleme der Behandlung des
diffusiven Gliedes. Wie bereits oben gesehen (siche Gleichung (90)), fiihrt eine Umformung
des Diffusionstermes

K

V- (kV®) = v-(g,wg@))—wg(g@)v@). (97)

zu zusitzlichen Gliedern in der Transportgleichung. Hierbei erzeugt der rechte Term in
(97) nach Ausdifferenzieren je einen zusétzlichen konvektiven und reaktiven Anteil.

4.3 Bemerkungen zur Implementierung des Verfahrens

Die in den Abschnitten 4.1 und 4.2 beschriebenen Algorithmen stellen Verallgemeinerun-
gen zu dem urspriinglich verwendeten Verfahren fiir inkompressible Medien ([GMM94])
dar. Damit sind die Routinen zur Generierung von Matrizen und Vektoren, die fiir den
inkompressiblen Fall vorliegen, weitgehend nutzbar. Gleiches gilt fiir die Lésungsmodule
fiir lineare Gleichungssysteme. Es kommen vorkonditionierte CG-Verfahren zur Anwen-
dung, die fiir MIMD-Parallelrechner effektiv implementiert sind ([HHMP94], [HLM92]).
Die Systemmatrizen des Projektionsschrittes (68, 83), der den héchsten Losungsaufwand
verursacht, sind symmetrisch und spektral dquivalent zum diskreten Laplacian. Es konnten
daher hierarchische Verfahren zur Vorkonditionierung dieser Matrizen eingesetzt werden
([GIMM94]).

Die Implementierung des Algorithmus erfolgte (vorerst ausschliefilich) in der vorhandenen
Programmstruktur des 2D-Simulationssystems “CF2D*.

Die Aktivierung des dichtevariablen Programmzweiges wird iiber das Setzen einer logischen
Variablen densi = .TTRUE. im Benutzerhauptmenii gesteuert.

Alle bei der Implementierung des Verfahrens notwendigen Anderungen des Programmsy-
stemes wurden fiir eine spitere Ubertragung in das 3D-System dokumentiert.

Bei Anwendung der Verfahren mit variabler Dichte ergibt sich generell ein erhéhter Rechen-
aufwand pro Zeitschritt. Bestimmt wird dieser einerseits durch konkrete Einstellungen im
Algorithmus, etwa hinsichtlich der Anzahl der ausgefiihrten Iterationen. Im Falle der Ein-
beziehung der vollstindigen Kontinuitédtsgleichung erscheint die gemischte Massenmatrix
M als neue zu assemblierende Struktur. Fiir die Dichtefunktion und deren Ableitung sind
insgesamt vier neue Vektoren mitzufiihren und aufzudatieren. Da die Dichte als aufzudatie-
rende Funktion in praktisch alle zu berechnenden Terme eingeht, miissen fiir jede Iteration
innerhalb eines Zeitschrittes sdmtliche Matrizen und Vektoren neu berechnet werden. Da-
mit entfillt die im inkompressiblen Fall vorher genutzte Vereinfachung der Assemblierung
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fiir Folgeiterationen.

Die erarbeiteten Programme sind in die Softwareplattform des SFB 393 integriert und so-
wohl auf verschiedenen MIMD-Parallelrechnern als auch auf Workstations lauffihig. Erste
Rechenergebnisse liegen fiir den speziellen Anwendungsfall einer Wasserstoflamme und fiir
das akademische Beispiel einer dichtegetriebenen Vermischung zweier Fluide vor.

5 Ergebnisse von Testrechnungen

Zur Untersuchung der Funktionalitit und Eigenschaften der vorgestellten Algorithmen
sowie auch zur Fehlersuche sind eine Anzahl numerischer Testrechnungen durchgefiihrt
worden. Im weiteren soll kurz iiber einige Ergebnisse dieser Untersuchungen berichtet wer-
den. Die Resultate der Rechnungen gaben und geben z.T. Anlaf};, auch kritisch iiber die
gewahlte Vorgehensweise nachzudenken. Einige Schluflfolgerungen sind im Text gezogen,
andere sich aufdriangende Fragen sind noch unbeantwortet.

5.1 Dichtegetriebene Stromung in einem abgeschlossenen Gebiet

Studiert wird die Stromung in einem quadratischen ebenen Gebiet €2, die beim konvektiven
und diffusiven Vermischen zweier Fluide mit unterschiedlicher Dichte unter Schwerkraftein-
fluf} auftritt. Als Ausgangskonstellation wird eine verschwindende Stromungsgeschwindig-
keit und eine vollige Trennung der beiden Medien in der rechten und linken Hemisphére des
Gebietes €2 (siehe Abb. 1) angenommen. Die beschriebene, etwas hypothetische Situation
wiirde sich nach dem schlagartigen beriihrungslosen Entfernen einer Trennwand zwischen
den beiden Medien einstellen. Der hohere Schweredruck auf der Seite des dichteren Fluids

Fluid 1 Fluid 2

Abbildung 1: Ausgangssituation einer dichtegetriebenen Stromung im geschlossen Gebiet

induziert im unteren Teil des Gebietes eine Bewegung in Richtung des leichteren Fluids.
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Im oberen Teil des Gebietes entwickelt sich eine Strémung in die umgekehrte Richtung.
Diesem konvektiven Stofftransport ist die diffusive Vermischung der beiden Fluide iiber-
lagert. Die durch die Anfangsverteilung bedingten dynamischen Ungleichgewichte klingen
unter heftigen Schwankungsbewegungen nach wenigen Sekunden ab und hinterlassen eine
relativ stabile Dichteschichtung, in der nur noch schwache Strémungen existieren und ein
langsamer Konzentrationsausgleich stattfindet.

Instationdre Vorgidnge dieser Art lassen sich am besten durch eine filmartige Darstellung
erfassen, wobei zahlreiche gespeicherte Einzelbilder zu einer mpeg-Animation verarbeitet
werden, siehe hierzu ([MP97]).

Fiir eine detaillierte Auswertung ist es erforderlich, den zeitlichen Verlauf von Stromungs-
groflen an ausgewahlten Punkten des Losungsgebietes aufzuzeichnen. In der folgenden kur-
zen Ergebnisdiskussion beschrinken wir uns auf den qualitativen Vergleich von berechneten
Verteilungen von Feldgréfen zu bestimmten Zeitpunkten.

Einen Einblick in den Ablauf des Vorganges gibt eine Sequenz von Dichteverteilungen in
Abbildung 2. Die Simulation dieses Testbeispieles erfordert, neben der Berechnung des

150E400 150E400 ., 150E400

107E-01 107E-01 S 107E-01

quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens

1.50E400 1.50E400 150E+00

1.10E-01 1.42E-01 158E-01

quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens

Abbildung 2: Dichtegetriebenen Stromung, Dichte nach ¢t = .05, .10, .20, .30, .40, .50
Stromungsfeldes, die Betrachtung der Transportgleichung fiir die Konzentration eines der

beiden Fluide. Thermische Effekte spielen hier keine Rolle.
Die dokumentierten Rechnungen wurden auf einem gleichméfigen Rechteckgitter mit 4225,
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16641 bzw. 66049 Knotenpunkten und Zeitschrittweiten zwischen 10725 und 10~%s erzielt.
Numerisch stellt bei diesem Beispiel besonders die zeitliche Anlaufphase eine Herausfor-
derung dar, da sehr steile Gradienten der Konzentrationen und damit auch lokal starke
temporire Anderungen der Dichte auftreten. Numerische Fehler bei der Approximation
der Dichte wirken iiber den Projektionsschritt (68) auf die Druck- und Geschwindigkeits-
verteilung zuriick. Das in Abschitt 4.1 beschriebene iterative Verfahren zeigt in diesem
Bereich erhebliche Konvergenzprobleme.

Leider kann, wie bereits oben dargelegt, die Konvergenz des Verfahrens nicht durch Redu-
zierung des Zeitschrittes At forciert werden, sondern sie geht u.U. sogar verloren.

Zur Verringerung des unmittelbaren Einflusses lokaler Dichteschwankungen in (68) wurde
in Testrechnungen der Term l\A/IXt mit einem Dampfungsfaktor € (0.0 < € < 1.0) versehen.
Obgleich diese Dampfung nur in der unmittelbaren Startphase des Vorganges (¢ < 0.1)
wirksam war, bewirkte sie jedoch eine nachhaltige Verfilschung der Ergebnisse. Interessant
ist hier ein Vergleich mit den Resultaten bei volliger Vernachlassigung der Dichteableitung
(inelastisches Modell, siehe (9)). In Abbildung 3 sind Momentaufnahmen der Dichtevertei-
lung aus diesen Untersuchungen gegeniibergestellt, wobei in der ersten Bildspalte Ergeb-
nisse einer reproduzierbaren Simulation mit der vollstindigen Beziehung (68) dargestellt
sind. Die Anzahl s,, der pro Zeitschritt ausgefiihrten Iterationen (siehe Abschnitt 4.1) hatte
bei den Testrechnungen keinen signifikanten Einflufy auf die Langzeitergebnisse der Simu-
lationen. Selbst fiir relativ grofle Zeitintervalle (mehrere Hundert Zeitschritte) betragen
hieraus resultierende Differenzen nur wenige Prozent. Eine Ausnahme bildet wiederum die
Startphase der Rechnung (¢ < 0.03), wo bedingt durch Konvergenzprobleme, temporér eine
deutliche Abhéngigkeit der Rechenergebnisse von der Anzahl der nichtlinearen Iterationen
vorliegt.

Die Resultate von Rechnungen unter Verwendung divergenzfreier Geschwindigkeitsfelder
(siehe Abschnitt 4.1.3) zeigen qualitativ starke Ubereinstimmung zu den Rechenergebnis-
sen, die unter Beriicksichtigung der vollstindigen Kontinuitéitsgleichung (68) erzielt wur-
den. Quantitativ treten allerdings gewisse Abweichungen auf, die bei den Testrechnungen
maximal etwa 10% erreichten.

Spezielle Aufmerksamkeit galt der Frage der integralen Masseerhaltung im geschlossenen
Gebiet Q, da diese u.a. auch die Erfiillung der Orthogonalitdtsbedingung (78) tangiert. In
den vorliegenden Testrechnungen zeigte sich, da} die numerischen Fehler in der Massenbi-
lanz fast durchweg ein Massedefizit bewirken.

Eine Erklarung fiir diesen Vorzeicheneffekt steht noch aus.

Der beobachtete Massendefekt erweist sich als abhéngig von der Wahl des Zeitschrittes,von
der Anzahl der nichtlinearen Iterationen und besonders stark auch vom Dichtequotienten
der beiden Fluidkomponenten. Wenig oder keinen Einflufl auf diesen Fehler haben dagegen
die Netzfeinheit und die konkrete Wahl des Stabilisierungsverfahrens fiir die Transportglei-
chung (SUPG/SD).

Bei Verwendung divergenzfreier Geschwindigkeiten erscheint der Effekt etwas stérker aus-
geprigt als bei der Rechnung mit der vollstindigen Kontinuititsgleichung (68) und kann
iterativ nicht vollstindig abgebaut werden. Letzteres ist nicht iiberraschend, da wegen
der erfolgten Approximation der Kontinuitdtsgleichung (V@ ist in Wirklichkeit nicht ex-
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1.50E+00

107E-01

1.50E+00

107E-01

161E+00

1.14€-01

quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens
150E+00 150E+00 1736400

107E-01 107E-01 . 1.236-01

quadl6 - Level 4 - 16 proc. Dens quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens
- 1.50E+00 1.50E+00 1.89E+00

. 107E-01 s, 107E-01 135E-01
quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens quad16 - Level 4 - 16 proc. Dens

Abbildung 3:

Dichtegetriebene Stromung, Dichte nach t = .05, .10, .20

links: Approximation mit dp/0t + V - (gv) = 0,
mitte: wie links, aber mit initialer Dampfung der Dichteableitung,
rechts: Approximation mit V - (pv) =0
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akt Null, siehe hierzu die Beziehung (53)) und der nicht konservativen Behandlung der
Transportgleichungen fiir die Spezieskomponenten (siehe Abschnitt (4.2)) ein Fehler in der
Massenbilanz modellbedingt entsteht.

Einen quantitativen Eindruck von auftretenden Defekten gibt die Tabelle 1. Die Messun-

‘ Variante ‘ ‘ Zeitschritt At ‘
| Netz | 01/02 | Var. | SUPG/SD | Tter. | | .002| .001 | .0005 | .00025 |

1 9. 2 SUPG 1 .00476
2 9. 1 SUPG 1 .00785 | .00547 | .00365 | .00289
2 9. 2 SUPG 1 .00813 | .00547 | .00380 | .00332
3 9. 2 SUPG 1 .00561
1 9. 2 SD 1 .00783
1 9. 1 SD 1 .00546 | .00334 | .00191
1 9. 1 SD 5 .00301 | .00164 | .00104
2 9. 1 SD 1 .00520 | .00296 | .00166 | .00132
2 9. 1 SD 2 .00117 | .00430 | .00242 | .00110
2 9. 1 SD 3 .00415 | .00075 | -.00023 | -.00055
2 9. 1 SD 5 .00366 | .00140 | .00037 | -.00051
2 9. 2 SD 1 .00902 | .00724 | .00627 | .00577
2 9. 2 SD 2 .00598 | .00461 | .00337 | .00279
2 9. 2 SD 3 .00560 | .00398 | .00270 | .00212
3 9. 2 SD 1 .00869 | .00651 | .00525 | .00457
2| 1.56 1 SD 1 .00005 | .00003 | .00002 | .00001
2| 1.56 1 SD 2 .00001 | .00001 | .00000 | .00000
2| 1.56 2 SD 1 .00018 | .00017 | .00017
2| 1.56 2 SD 2 .00009 | .00008 | .00007

Testbeispiel : quadl6

Variante 1~ : Projektionsverfahren mit (68)

Variante 2 : Projektionsverfahren mit Vo'= 0

Netz 1 : 1024 Elemente, 4225 Knoten, uniform

Netz 2 : 4096 Elemente, 16641 Knoten, uniform

Netz 3 : 16386 Elemente, 66049 Knoten, uniform

Tabelle 1: Integraler Massendefekt (bezogen auf die Gesamtmasse) fiir das Zeitintervall
[0.05, 0.06]

gen fiir die Variante 1 erwiesen sich als etwas schwieriger, da die Massenbilanz sensibel auf
die verwendete Startkonfiguration fiir das Zeitintervall [0.05, 0.06] reagierte, und daher die
Frage entstand, was eine faire Startkonstellation fiir eine gegebene Parameterwahl (Iterati-
onszahl, Zeitschrittweite) darstellt. Letztlich wurde sich dafiir entschieden, das im Mefin-
tervall [0.05, 0.06] verwendete Regime in Verlaufe der gesamten Rechnung (0.0 < ¢ < 0.06)
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beizubehalten. Das etwas chaotische Verhalten der Daten (Variante 1) 148t sich durch die
oben erwihnten Konvergenzprobleme in der Startphase der Rechnung erkléren, die in ihrer
Auspriagung auch von der Wahl der o.g. Parameter abhéngig sind.

Das beobachtete Verhalten (Tabelle 1) zeigt, dafl der Massendefekt sowohl die Kopplungs-
effekte zwischen dem Stromungs- und den Transportproblemen (gekennzeichnet durch die
Anzahl der Tterationen) als auch die Zeitdiskretisierung, die von 1. Ordnung ist, widerspie-
gelt. Der Gesamtdefekt kann sich, wie ersichtlich, in einem l&ngeren Zeitintervall zu einem
erheblichen Fehler akkumulieren, besonders dann, wenn der Dichtequotient der Komponen-
ten stark vom Wert 1 abweicht. Im konkreten Anwendungsfalle mufy entschieden werden,
welche Parameterwahl (Iterationszahl, Zeitschrittweite) eine akzeptable Approximation der
Massenbilanz sicherstellt. In Abhéngigkeit von den Genauigkeitanforderungen erhéht sich
damit ggf. der Rechenaufwand fiir ein Simulationszeitintervall.

Dem sich aufbauenden Massendefekt kann auch durch eine entsprechende multiplikative
Korrektur der Dichte in jedem Zeitschritt entgegengewirkt werden. Dies kommt praktisch
der Berechnung eines neuen thermodynamischen Druckes pr unter Anwendung des Kri-
teriums (80) gleich. Die damit einhergehende stetige Erhchung von pr wiederspricht aber
zum einen der fiir isotherme Vorginge geltenden Beziehung (39), zum anderen fiihrt die-
se Vorgehensweise bei grolen Abweichungen von der Massenkonstanz zu unphysikalischen
Dichteverteilungen.

5.2 Diffusionsflamme

In einer weiteren Reihe von Testrechnungen wurden thermische Effekte in die Untersu-
chungen einbezogen. Mit der Hinzunahme der Temperatur ertffnet sich eine ganze Palette
praktisch interessanter Aufgaben. Neben verschiedenen Wérmetransportvorgdngen besit-
zen Problemstellungen, deren Warmehaushalt von chemischen Reaktionen geprigt ist, eine
besondere Bedeutung unter den betrachteten Strémungsvorgéngen mit niedriger Machzahl.
Im Rahmen von Untersuchungen von Verbrennungsvorgingen, die gemeinsam mit dem In-
stitut fiir Feuerwehr Sachsen-Anhalt durchgefithrt wurden (siehe z.B. [MMIKG93]), ist in
letzter Zeit die Betrachtung von Wasserstoff-Diffusionsflammen stérker in den Vordergrund
geriickt ([GWKKS96]). Das weitergesteckte Ziel dieser Untersuchungen ist die Aufklarung
des Flammenverhaltens unter verschiedenen Umgebungsbedingungen, u.a. bei Mikrogravi-
tation.

Im vorliegenden Modell strémt der Brennstoff durch eine zentral angeordnete Diise in eine
rotationssymmetrische oder ebene Brennkammer. Die Luft wird durch eine konzentrische
Offnung zugefiihrt. Am oberen Teil der Brennkammer ist eine zentrale Austrittséffnung
vorgesehen. An dieser Offnung kommt es im praktischen Falle zu erheblichen Ubergeschwin-
digkeiten und Wirbelbildungen, so dafl zunéchst vereinfachend eine oben offene Kammer
betrachtet wird.

Eine schematische Darstellung der Brennkammergeometrie, die fiir die angestellten Be-
rechnungen verwendet wurde, zeigt Abbildung 4. Die Zustromgeschwindigkeiten wurden
so gewahlt, dafl auch unter Beriicksichtigung der lokalen Beschleunigung der Stromung
noch laminare Verhéltnisse angenommen werden kénnen.
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I ‘ H2| Luft

Abbildung 4: Losungsgebiet fiir Stromungsuntersuchung in einer Brennkammer

Die chemische Reaktion wurde als Einschrittreaktion 2.Ordnung
F+4+5,0 —s,P

betrachtet 8. Fiir die Bildungsrate des Verbrennungsproduktes i gelangen Arrhenius-
ansitze zur Anwendung (98).

o= oA, e w g,y (98)

m weist ersichtlich eine stark nichtlineare Abhéngigkeit von der Temperatur auf. Sie er-
scheint in den Quellgliedern der Transportgleichungen (4) fiir die Konzentrationen

qr = —om,
M, .

o = TO0Som 7, M,

9 &%,

M,
@ = T0S8p ﬁf m,
und bestimmt das Warmequellglied @ in der Energiegleichung (3):
Q@ = AHom

In den aufgeschriebenen Formeln stellen die Grolen M,, M,, und M; die Molekularge-
wichte der Spezieskomponenten dar, E, ist eine Aktivierungsenergie, AH die spezifische
Energie sowie A, ein weiterer Stoffparameter.

Die Bilanzgleichungen fiir die Stromung sowie den Energie- und den Massetransport bilden

8Mit F, O, P werden Brennstoff (fuel), Sauerstoff (oxygene) und Verbrennungsprudukt (product) sym-
bolisiert, s,, s, bezeichnen stochiometrische Koeffizienten.

36



ein gekoppeltes System von 7 Differentialgleichungen (siehe (1),...,(5), wobei N = 4 gilt).
Der modellierte physikalische Vorgang ist durch eine hohe Eigendynamik und teilweise sehr
scharfe Grenzschichten gekennzeichnet. In den kritischen Bereichen ist eine relativ feine
Vernetzung erforderlich, die idealerweise durch ein adaptives Verfahren bereitgestellt wer-
den sollte. Aufgrund der sehr schnellen und komplexen Anderungen des Losungsverhaltens
und der Lage der Grenzschichten stellt diese Simulationaufgabe jedoch hohe Anspriiche
an ein solches Verfahren. Die Notwendigkeit hdufiger Netzanpassungen und die temporér
zunehmende raumliche Ausdehnung der Grenzschichten begrenzen andererseits den zu er-
wartenden Effektivitdtsgewinn.

Gegenwirtig erfolgen Vorarbeiten zur Entwicklung eines auch fiir instationdre Probleme
geeigneten adaptiven Verfahrens, ein voll funktionsfihiger Algorithmus ist jedoch noch
nicht verfiigbar.

Die vorgestellten Untersuchungen wurden mit einem gleichméfligen FEM-Netz bei ver-
schiedenen Verfeinerungsstufen durchgefiihrt. Es erwies sich hierbei als sinnvoll, in beiden
Raumrichtungen die gleiche Gitterweite zu wihlen, da die zahlreich auftretenden Grenz-
schichten keine Vorzugsrichtung aufweisen. Als eine ausreichende Ortsschrittweite wurde
Ax = Ay = 0.625mm (grobes Netz) ermittelt. Eine nochmalige Halbierung der Gitter-
schrittweite (feines Netz) beeinflufit die numerischen Ergebnisse nochmals im einstelligen
Prozentbereich, demgegeniiber erscheint der betrachtete Vorgang qualitativ bereits auf gro-
beren Netz beschrieben. Bei einer Gebietsgrofie von 80mm x 300 mm ergeben sich bei der
groberen Vernetzung 62065 Knotenpunkte.

Die zu wéahlende Zeitschrittweite At ist vorzugsweise von den ortlichen Maximalgeschwin-
digkeiten und von der Ortsdiskretisierung abhéngig. In fortgeschrittenen Stadien der be-
trachteten Simulationsaufgabe erwies es sich mitunter als schwierig, die Konvergenz der
iterativen Loser (CGS) fiir die unsymmetrischen Systeme der Transportgleichungen zu
gewdhrleisten. Daraus resultierte eine zusétzliche Beschrankungung der Zeitschrittweite.
In den konkreten Rechnungen verwendete Zeitschrittweiten lagen im Bereich von At =
0.002s, ...,0.00025s.

Im Abb. (5) werden Ergebnisse gegeniibergestellt, die bei unterschiedlicher Behandlung
des Problems der verinderlichen Dichte erzielt wurden °. Man erkennt einerseits erhebliche
Abweichungen der Ergebnisse bei der Anwendung eines Boussinesq-Modelles von den Re-
sultaten, die mittels einer low-Mach-number-Approximation berechnet wurden. Erstaunli-
cherweise zeigt sich, dafi bei Verwendung divergenzfreier Geschwindigkeitsfelder Ergebnisse
erzielt werden, die quantitativ nur moderat und qualitativ kaum von den unter Einbe-
ziehung der vollstandigen Kontinuitdtsgleichung berechneten abweichen (Bild 5, links).
Die beobachtete Ubereinstimmung zeigt, dai auch bei Aufgaben mit starken (durch che-
mische Reaktionen bedingten) Wéarmequellen, die Annahme divergenzfreier Geschwindig-
keitsfelder brauchbare Ergebnisse liefern kann und die auftretenden Fehler offenbar lokal
beschréankt bleiben.

Im Falle des Verfahrens mit der vollstdndigen Kontinuitétsgleichung traten wiederum die
bereits diskutierten Konvergenzprobleme, vor allem in der Startphase des Vorganges, auf.

Diese Tests wurden mit dem kleineren Losungsgebiet (Abb. 4) durchgefiihrt.
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Neben den rein numerischen Aussagen ist auch die physikalische Interpretation der Resul-
tate in Bezug auf die Simulation von Diffusionsflammen von Interesse. Aus experimentellen
und numerischen Untersuchungen (siehe z. B. [KGM94] und die dort zitierte Literatur) ist
bekannt, daf die auftriebsgetriebene Stromung um die Flamme i.a. nicht stationér ist, son-
dern mit einer festen Frequenz von ca. 11-15 Hz oszilliert (flame flicker). Diese Oszillation
wird ursédchlich von der Auftriebskraft bestimmt und erweist sich als relativ unabhéngig von
den weiteren konkreten Modellparametern. Die innere Scherstromung der Flamme erzeugt
eine zusatzliche Instabilitit, deren Frequenz etwa 300-400 Hz in Austrittsnahe erreicht und
deutlich niedriger liegt in einiger Entfernung vom Austritt.

Die Beobachtung beider Erscheinungen setzt eine quasiausgebildete Stromung voraus, an
der die genannten Periodizitdten ablesbar sind. Da die numerischen Experimente mit der
Anfangsverteilung eines kalten luftgefiillten Gebietes einsetzen, ist ein (problemabhéngiges)
Zeitintervall von mehreren Sekunden zu simulieren, bis ein gewisser Gleichgewichtszustand
im Vorgang zu erwarten ist.

Bei der Untersuchung des Vorganges eingeschrankt auf ein relativ kleines Losungsgebiet
(sieche Abb. 5, Gebietsgrofe 40 mm x 80 mm) zeigte sich, dafl die berechneten Feldgréfien
nach einigen Sekunden zu stationfiren Werten tendierten. Dies legte die Vermutung nahe,
dafl periodischen Bewegungen durch die Nihe des Gebietsrandes gedimpft bzw. unter-
driickt werden. Die Einbeziehung groflerer Losungsgebiete (2 bestéitigte diese Hypothese
nachdriicklich: Die berechneten Losungsverlaufe zeigten nun dauerhaft instationdren Cha-
rakter und tendierten zu einem periodischen Verhalten.

Allerdings trat in den erweiterten Losungsgebieten eine markante Erscheinung zu Tage, die
Anlaf} zu weitergehenden Untersuchungen gab. In der Anfangsphase des simulierten Vor-
ganges wird zunédchst eine pilzférmige Struktur, bestehend aus heiflen Gasen, ausgebildet
und im Gebiet nach oben beférdert. Hierbei wird eine relativ intensive Vertikalstromung
nahe der Symmetrieachse begleitet von einer sich ausprégenden seitlichen Wirbelstruktur.
Wiéhrend die Kernstromung den oberen Gebietsrand durchquert iiberschreitet das Zentrum
der Wirbelstruktur den oberen Austrittsrand nicht (siehe Abb. 6).

Dieses Verhalten wurde bei der Berechnung weiterer Stromungen mit transportierten Wir-
belstrukturen (z.B. bei der von Karmanschen Wirbelstrale) bisher noch nicht beobachtet.
Der unphysikalische Charakter der Erscheinung wird erhértet durch die Betrachtung eines
in vertikaler Richtung auf die doppelte Linge erweiterten Gebietes: Der markante Wirbel
bewegt sich stetig bis in die Ndhe des neuen Gebietsrandes und verharrt dort. Als mogliche
Ursache fiir diese problematische Erscheinung wurde zunéchst die in dichteverdderlicher
Stromung erfolgte Beriicksichtigung der vollstdndigen viskosen Matrix in der Impulsglei-
chung (siehe (21) bzw. (66)) gesehen. Die verwendete Darstellung des viskosen Gliedes
beeinflufit bekanntlich maflgeblich die Form der natiirlichen Randbedingung fiir die Ge-
schwindigkeit am Austritt.

Testrechnungen mit einer (auf den inkompressiblen Fall mit konstanter Viskositit) redu-
zierten viskosen Matrix zeigten jedoch, dafl der gleiche Staueffekt in Bezug auf die Wir-
belstruktur auftritt. Ebenso liefert die Betrachtung des rotationssymmetrischen Modelles
qualitativ das gleiche Ergebnis.

Es liegt daher die Schlufifolgerung nahe, daf8 die (bekanntlich sehr hiufig) verwendete
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Abbildung 5: Wasserstoff-Diffusionsflamme, Temperaturverteilung nach t=.10,.30,.40
links: low-Mach-number-Approximation mit 9o/t + V - (ou) = 0,

mitte: low-Mach-number Approximation mit V - u = 0,

rechts: Boussinesq-Approximation
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Abbildung 6: Stromlinienbilder nach t=.10,.20,.30,.40,.50,.60,.70,.80,.90,1.00 s im grofien
Losungsgebiet



natiirliche Randbedingung fiir die Geschwindigkeit an Austrittsrdndern, die durch einfa-
ches Nullsetzen des Integales iiber die Spannungsterme ((99), P; = 0 ) gekennzeichnet ist,
in der vorliegenden Stromungssituation versagt.

dv;  Ov; 2 Ouy, , .
— 0 Z 1y — 226 | myw'? dr :/p, () dr
[+ a3+ 3 = 205 | o [ (99)

s

Die (relativ schwache) Auftriebskraft, die die seitliche Wirbelstruktur nach oben bewegt,
reicht offenbar nicht aus, dafl diese den Gebietsrand durchschreitet. Dafl von der Austritts-
randbedingung ((99) mit P; = 0) eine blockierende Wirkung auf transportierte Wirbel-
strukturen ausgeht, erscheint andererseits einleuchtend: Die hierdurch vorgegebene Bedin-
gung an die Geschwindigkeitsgradienten wird bei Annédherung einer Wirbelstruktur an den
Rand I'; immer weniger erfiillt, was entweder zur Nivellierung oder zur Blockierung dieser
Struktur fiihren kann. Im vorliegenden Falle erweist sich der beschriebene Effekt als beson-
ders nachteilig, da iiber eine sich entwickelnde Kaskade von Sekundérwirbeln erhebliche
Riickwirkungen auf weite Teile des Losungsgebietes entstehen.

Die weitere Entwicklung der Stromung ist dadurch gekennzeichnet, daf sich der seitli-
che Wirbel, der von der Kernstrémung offenbar angetrieben wird, ausprigt und weite-
re Sekundarwirbel induziert. Die Kernstromung zeigt zudem ein periodisches Verhalten,
wobei sich eine Uberlagerung héherer und niedrigerer Frequenzen erkennen liBt. Eine
Abschitzung der langwelligen Impulse ergab Werte von ca. 7-10 Hz. Damit liegt die Pul-
sation offensichtlich unter den in Experimenten beobachteten Frequenzen von 11-15 Hz
([KGM94]). Als Ursachen fiir diese Abweichungen kommen neben den numerisch beding-
ten Einfliissen auch Modellierungsaspekte in Betracht, die an dieser Stelle nicht erschépfend
diskutiert werden konnen. (Unter anderen spielen solche Fragen wie die Beriicksichtigung
einer temperatur- und konzentrationsabhéngigen Viskositéit eine Rolle. Auch die in die Be-
schreibung der Quellglieder eingehenden Parameter (E,, AH, A,) beeinflussen das Losung-
verhalten.)

Die Tabelle 2 zeigt gemessene Rechenzeiten fiir die Ausfithrung eines Zeitschrittes (ohne
Iteration) auf dem Parallelrechner Parsytec GC128 und auf einem Pentium ITI-Cluster (500
MHz). Zur besseren Interpretation wurden die Anteile fiir die Assemblierung und fiir die
Losung der Gleichungssysteme (Projektionsschritt, 5 symmetrische bzw. unsymmetrische
Systeme) an der Gesamtrechenzeit getrennt dargestellt.

Erwartungsgemaf halbiert sich die zur Assemblierung benétigte Rechenzeit jeweils mit
Verdopplung der Anzahl der verwendeten Prozessoren, da dieser Prozess vollstandig paral-
lel gestaltet ist. Demgegeniiber nimmt das Gewicht der zur Losung der Gleichungssyteme
beanspruchten Rechenzeit mit Erh6hung der Prozessoranzahl erheblich zu.

Die Aussagekraft der angestellten Vergleiche wird allerdings durch bestimmte Faktoren be-
eintrichtigt. Zum einen behindert die eingeschréankte Hauptspeicherausstattung des zunéchst
eingesetzten Rechnersystems GC128 (32 MB pro Knoten) die Behandlung groferer Bei-
spiele auf kleineren Prozessorenclustern (im konkreten Falle sind ca. 16000 Netzknoten pro
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CPU - Zeiten (in s)

Levels | Knoten Proz. Assembl. | CG (p) | CG (5) | Gesamt
1 3997 | 64 (GC) 0.15 4.62 3.29 8.26
2 15673 | 64 (GC) 0.60 6.49 2.48 9.77
3| 62065 | 64 (GC) 2.43 9.07 3.09 14.8
4| 247009 | 64 (GC) 9.79 16.6 12.2 38.9
5 | 985537 | 64 (GC) 303 | 38.7| 1211 199.8
1 3997 | 32 (GC) 0.30 3.65 2.82 6.95
2| 15673 | 32 (GC) 121] 543] 202] 895
3| 62065 | 32 (GC) 4.87 8.47 3.00 16.6
4| 247009 | 32 (GC) 196 181| 147| 528
1| 3997 | 16 (GC) 0.60 | 2.85| 221] 581
2 15673 | 16 (GC) 2.43 4.48 1.88 8.96
3| 62065 | 16 (GC) 9.75 8.27 3.17 21.5
4 [ 247009 | 16 (GC) 30.1 | 22.6| 27| 841
1] 3997 | 8 (GC) L12| 223] 1.73] 5.2l
5| 15673 | 8 (GC) 154 | 402| 1.78| 105
3] 62065 | 8 (GC) 18.2 8.92 4.00 31.6
1] 3997 | 4(GC) 228 | 1.83| 1.44| 5066
5| 15673 | 4 (GC) 0.16 | 4.04| 200| 154
1] 3997 | 2(GC) 451 162] 135] 761
2 15673 | 2 (GOC) 18.2 5.00 2.77 26.3
1] 3997 | 1(GC) 0.06| 1.63] 1.63| 125
5| 15673 | 1(GC) 365 | 7.42| 3.65| 492
1] 3997 | 4 (P3) 0.30 | 060] 044 138
2 15673 4 (P3) 1.23 1.40 0.55 3.23
3| 62065 | 4 (P3) 192 | 4.16| 1.64| 10.88
4| 247009 4 (P3) 19.83 20.39 18.33 59.04
1] 3997| 2 (P3) 0.64| 048] 036 151
2 15673 2 (P3) 2.46 1.52 0.70 4.75
31 62065 2 (P3) 9.85 6.61 2.92 19.68
1] 3997| 1 (P3) 129] 040] 032] 2.05
2 15673 1 (P3) 5.14 2.23 1.13 8.62
31 62065 1 (P3) 20.62 12.32 5.75 39.26

Tabelle 2: CPU-Zeiten fiir einen Zeitschritt (Simulation Wasserstofflamme) bei unterschied-
licher Netzfeinheit und Prozessoranzahl
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Prozessor moglich). Demgegeniiber standen nur vier Prozessoren eines Pentium ITI-Clusters
mit einer deutlich besseren Hauptspeicherausstattung uneingeschrinkt zur Verfiigung.
Das Kommunikationsverhalten des GC128 ist bei Verwendung héherer Prozessoranzahlen
nicht zufriedenstellend. Besonders deutlich kann dies an der mit der Prozessoranzahl wach-
senden Gesamtrechenzeiten fiir das Beispiel mit 15673 Knoten abgelesen werden.

Das PC-Cluster bietet eine etwa achtfach héhere Rechengeschwindigkeit pro Knoten. Die
verfiighare Kommunikationleistung (mit MPT iiber Ethernet) hélt jedoch mit diesem Lei-
stungszuwachs nicht Schritt und stellt fiir hohere Prozessoranzahlen (Np > 8) dann eine
merkliche Beschrankung dar.

Aufler hardwarebezogenen Ursachen iiberlagern auch numerische Effekte die dargelegten
Rechenzeitrelationen. So wichst fiir feiner werdende Netze (Level 4 und 5) die Zahl der
inneren Iterationen in den CG-Algorithmen deutlich an. Ursache hierfiir ist zum einen die
nicht optimale Vorkonditionierung der symmetrischen Systemmatrix im Projektionsschritt
((83), siehe auch Abschnitt 4.1.3). Auch die Losung der unsymmetrischen Gleichungssy-
teme erweist sich mit fallender Ortsschrittweite als problematischer, da der zunehmende
elliptische Anteil in den diskreten Systemen eine addquate Vorkonditionierung erfordern
wiirde. Der Einsatz der hierarchischen Vorkonditionierung fiir die unsymmetrischen Glei-
chungssyteme kann an dieser Stelle nicht empfohlen werden, da sie ein chaotisches Kon-
vergenzverhalten bewirken und nicht selten sogar zur Divergenz des CGS fiihren (siehe
[M94]). Um die Konvergenz der iterativen Liser sicherzustellen, wurde ausschlieflich mit
reiner Diagonalskalierung der unsymmetrischen Systeme gearbeitet.

Die Gesamtbilanz der durch Erh6hung der Prozessoranzahl erreichten Rechenzeitreduzie-
rung féllt, bedingt durch die Summe dieser Einfliisse, relativ erniichternd aus. Dringend
geboten fiir die Berechnung sehr komplexer und auch rdumlicher Problemstellungen mit
mehreren tausend Zeitschritten erscheint eine verbesserte Rechnerplattform, bei der die
Anzahl der Prozessoren, die Hauptspeicherausstattung und die Kommunikationsleistung
in einem ausgewogenen Verhiltnis stehen.

6 Zusammenfassung und Ausblick

Stromungen mit verdnderlicher Dichte, jedoch kleiner Machzahl, stellen keineswegs ein
Randgebiet der Stromungsmechanik dar. Anwendungsrelevante Aufgaben, insbesondere
Gasstromungen mit starken thermischen Gradienten, Stromungen von Stoffgemischen und
Vorgénge mit chemischen Reaktionen gehoren dieser Problemklasse an.

Trotz der formal gegebenen Zuordnung zu kompressiblen Stromungen ist es sinnvoll, die
numerische Behandlung von Vorgédngen mit kleiner Machzahl an die Verfahren fiir in-
kompressible Stromungen anzulehnen. Der wesentliche Grund besteht in dem markanten
Unterschied zwischen den auftretenden Transportgeschwindigkeiten fiir Masse, Impuls und
Energie einerseits und der Schallgeschwindigkeit andererseits.

Es werden Modelle betrachtet, die zwar die Dichte als veranderliche Grofie behandeln, die
Ausbreitung von Schallwellen jedoch ausfiltern. Fiir die Beschreibung dieses Verhaltens hat
sich eine Aufspaltung des statischen Druckes in einen dominierenden nur zeitabhidngigen
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thermodynamischen und einen hydrodynamischen Anteil (100) in der Literatur weitgehend
durchgesetzt ([MS85], [Hori92]).

p(z,t) = pr(t) +pa(r,t)  wobei gelte:  p; < pr (100)

Die Berechtigung dieses vereinfachenden Ansatzes ist nicht unumstritten (siehe [GKMRI6]),
doch zeigen quantitative Abschidtzungen der verschieden Einfluparameter, dafl in be-
stimmten Szenarien die obige Aufspaltungshypothese addquat ist.

Das betrachtete Modell unterscheidet sich von der inkompressiblen Stromung zunéchst
vor allem durch die Beriicksichtigung der vollstdndigen Kontinuitdtsgleichung, wobei die
Dichte o als eine temporéar berechenbare Funktion behandelt wird.
%+QV-5:%+V-(QU) =0 (101)
Bei direkter Einbeziehung der Gleichung (101) in ein Projektionsverfahren erfolgt eine
Abbildung der Geschwindigkeit in eine, durch die Diskretisierung von (101) beschriebene,
Mannigfaltigkeit. Es sind mehrere Varianten der Realisierung dieses Schrittes moglich, na-
heliegend ist jedoch die Entscheidung fiir einen symmetrischen Projektionsoperator sowie
weitgehender Bewahrung der Eigenschaften des Verfahrens fiir inkompressible Medien.
Die angestellten Untersuchungen und Beispielrechnungen zeigen jedoch, dafl das auf der
Diskretisierung von (101) beruhende Projektionsverfahren numerische Instabilitéten auf-
weist, deren tiefere Ursachen offenbar in der Unstetigkeit der Approximation der in den
Berechnungsprozef eingehenden Dichtezeitableitung liegen. Die Berechnungen werden ins-
besondere dann beeintrichtigt, wenn sich sich steile Dichtefronten im Lésungsgebiet be-
wegen. Neuere Untersuchungen in der Literatur ([VTM99]) bestétigen diesen negativen
Befund.

Als alternative Vorgehensweise ist die vollstdndige Substitution der materiellen Dichtea-
bleitung 22 in (101) durch rdumliche Differentialoperatoren mit Hilfe der thermischen
Zustandsgleichung und den Transportgleichungen zu nennen. Eigene Untersuchungen zu
dieser Problematik stehen allerdings noch aus.

In Zusammenhang mit dem betrachteten Modell fiir Stromungen mit niedriger Machzahl
verdient die Tatsache Beachtung, dafl unter bestimmten Bedingungen nahezu divergenzfreie
Geschwindigkeitsfelder vorliegen (siehe Abschnitt 3). Diese Eigenschaft kann zur Konstruk-
tion eines einfachen und stabilen numerischen Verfahrens genutzt werden (siehe Abschnitt
4.1.3). Testrechnungen unter Verwendung divergenzfreier Geschwindigkeitsfelder zeigen,
daf} hinsichtlich des langfristigen zeitlichen Verlaufes von Simulationsrechnungen nur gerin-
ge Unterschiede zu Berechnungen mit Beriicksichtigung der vollstindigen Kontinuitéatsglei-
chung festzustellen sind. Mit Einschriankungen gilt diese Aussage auch fiir die Simulation
einer laminaren Diffusionsflamme, wo infolge der vorhandenen starken Warmequellen die
Berechtigung des Ansatzes divergenzfreier Geschwindigkeitsfelder in Frage steht.

Ein Kriterium fiir die Qualitit der berechneten Feldgrofien stellt die integrale Massenerhal-
tung dar. Fiir Stromungen in geschlossenen Losungsgebieten hat dies besondere Relevanz,
da sich die Massendifferenz akkumulieren und im Ergebnis von Langzeitrechnungen zu
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erheblichen Fehlern fiihren kann. Untersuchungen an einem konvektiv-diffusiven Vermi-
schungsvorgang zeigen, dafl die integrale Massenbilanz stark von der Zeitdiskretisierung
und von der iterativen Losung der gekoppelten Aufgabe im Zeitschritt abhéngt.

Bei der Simulation des Langzeitverhaltens einer Wasserstoflamme bestand das Ziel, zur
Verifizierung der Algorithmen die Flackerfrequenz der Flamme zu ermitteln und mit be-
kannten experimentellen Befunden zu vergleichen. Die durchgefiihrten numerischen Experi-
mente zeigten zunéchst eine starke Abhéngigkeit des Langzeitverhaltens des Verbrennungs-
vorganges von der Grofle des Losungsgebietes (2. In Gebieten mit zu geringer vertikaler Aus-
dehnung erscheinen keine periodischen Wirbelstrukturen, es entwickelt sich ein stationérer
Zustand. In entsprechend vergréflerten Gebieten €2 findet eine instationdre Wirbelbildung
statt, doch kommt dort es zu einem Aufstauen der Wirbelstrukturen am oberen Gebiets-
rand. Hierbei handelt es sich offenkundig um eine Wirkung der in der Praxis der FEM-
Berechnungen iiblicherweise verwendeten Austrittsrandbedingung fiir Stromungsvorginge,
die aus unserer Kenntnis bisher nicht bekannt war.

Im vorgelegten Bericht werden mit numerischen Algorithmen, die aus dem Bereich der
inkompressiblen Strémungen verallgemeinert wurden, Simulationsrechnungen fiir Fluide
mit stark verédnderlicher Dichte, aber niedrigen Machzahlen, ausgefiihrt. Es zeigt sich, daf
die betrachtete Aufgabenklasse hinsichtlich ihrer numerischen Modellierung eine Reihe von
z.T. neuen Fragestellungen aufwirft, die weiterfiihrende Untersuchungen anregen.

Als ein Schwerpunkt aktuell erforderlicher Weiterentwicklungen erscheint die Einbeziehung
einer modifizierten Kontinuitatsbeziehung (75) in das Projektionsverfahren. Die festge-
stellten integralen Massendefekte geben Veranlassung, die zeitliche Approximation und die
Konvergenz der nichtlinearen Iteration innerhalb eines Zeitschrittes zu verbessern.

Eine Voraussetzung fiir die Behandlung realitdtsnaher, vor allem auch rdumlicher, Modelle
stellt die Anwendung adaptiver Methoden dar, die in dieser Aufgabenklasse ein anspruchs-
volles Referenzobjekt vorfinden.

Eine Antwort sollte auch auf die aufgeworfene Frage nach einer geeigneten Randbedingung
fiir ein riickwirkungsfreies Ausstréomen aus dem Losungsgebiet gefunden werden.
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