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Abstract

The non-linear boundary and initial value problem of finite elasto-plastic defor-
mations is solved using a Total Lagrangean Finite Element description. Based on the
local rate formulation of the balance law of linear momentum, the rate formulation
of the principle of virtual work is obtained. Introducing the shape functions of Finite
Elements and their derivatives with respect to the coordinates, the basic relations
for an incremental Finite Element approach solving the boundary value problem
are given. The stiffness matrix for physically and geometrically non-linear problems
contains the consistent material matrix and the geometrical stiffness matrix.

Based on the multiplicative split of the deformation gradient into an elastic and
a plastic part as well as some physically and mathematically useful assumptions, a
thermodynamically consistent deformation law for finite elasto-plastic deformations
is formulated. The deformation law represents a system of differential and algebraic
equations which is numerically solved using a generalized one-step time integration
method. Consequently, the initial value problem is solved with a local Newton pro-
cedure. The presented integration method for the deformation law allows a simple
and efficient computation of the consistent material matrix.

Some examples of FE-computations using the experimental code PMHP on a
parallel computer are shown.
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beinhaltet zwei grundlegende Aspekte der Losung von Anfangs-
Randwert-Problemen mit Hilfe der Finite Elemente Methode. Neben der Darstellung
der Linearisierung des Randwertproblems, aus der das globale FEM-Steifigkeitssystem
abgeleitet wird, erfolgt die Herleitung eines thermodynamisch konsistenten Deforma-
tionsgesetzes der Elasto-Plastizitédt finiter Verzerrungen, das zur Losung des eingebetteten
Anfangswertproblems numerisch integriert wird. Die vorgestellten Beziehungen und Ver-
fahren wurden im experimentellen FEM-Programm PMHP realisiert.

2 Grundlagen

Truesdell und Noll [11] folgend, stellt der Korper B eine dreidimensionale, differenzierbare
Mannigfaltigkeit dar, dessen Elemente als Partikel X bezeichnet werden. Die der Mannig-
faltigkeit zugehorigen lokalen Koordinatensysteme vermitteln umkehrbar eindeutige Ab-
bildungen X = X (X', X2, X3) bzw. X® = X%(X ) mit a = 1,2, 3 zwischen den Partikeln
X und den Tripeln (X!, X2 X3) der rellen Zahlen, die materielle Koordinaten heifien.

Unter einer beliebigen Konfiguration @ des Korpers B wird ein C*-Diffeomorphismus
(k > 1) von B auf ein Gebiet des dreidimensionalen Euklidischen Raumes verstanden.

z(t) = ®(X,t), X(t)=d(x,1). (1)

Der Punkt  kennzeichnet dann den vom Partikel X eingenommenen Platz. Sind allge-
meine Koordinaten im Raum gegeben, wobei 2° mit 8 = 1,2,3 die Koordinaten von x
darstellen, gelten die zu (1) dquivalenten Gleichungen.

o7 = (X ), X° = (o7)" (%) (2)
Hier entsprechen die 2 den riumlichen Koordinaten des Partikels X in der Konfiguration

P.

Eine Konfiguration ®; zu einem fixierten Zeitpunkt ¢ sei Momentankonfiguration mit
x; = P,(X) genannt. Fiir die Ausgangskonfiguration ®y zum Zeitpunkt ¢ = 0 gilt
X = ®4(X).

Betrachtet man ein von differentiellen Linienelementen in Richtung der Basisvektoren der
Koordinatensysteme aufgespanntes Volumenelement, ergeben sich in der Ausgangskon-
figuration

dV, = Vdet G dX' dX?dX? (3)

und in der Momentankonfiguration

dV = y/det g’ dz' da’ da® (4)

3



mit den kovarianten Metriktensoren G” bzw. g’. Wird der Ubergang von der Ausgangs-
zur Momentankonfiguration mit der Abbildung (2) betrachtet, gilt fiir die Transformation
von Volumendifferentialen die nachstehende Gleichung:

0
0XI
mit dem Deformationsgradienten F'. Aus (3)-(5) folgt eine Beziehung fiir das Verhéltnis
von differentiellen Volumenelementen in der Momentan- und Ausgangskonfiguration.

\/det g°
Vo _pe VI o= (6)

da' do? da® = det( ) dX'dX?dX? = det F dX'dX?dX? (5)

dv, P Vdet G’

In den weiteren Betrachtungen wird die kovariante Ableitung a*|; eines kontravarianten
Vektors a* = a” g, (Ableitung nach den Koordinaten der Momentankonfiguration)

0 (a* k
(aaxlgk) _ ak|igk — lgiz

mit den Christoffel-Symbolen zweiter Art

L d r] 7. ™)

9g, 1 199y  9gji  Ogu
Iy = gh=2t = — g% | =2 L = 8
u=9 0 xt 2 0t + 0 ! 0xd (®)
bendtigt. Die Definition kontravarianter Basisvektoren
g'g, = 6, (9)

fiihrt auf den Zusammenhang zwischen den Christoffel-Symbolen zweiter Art und den
Ableitungen der kontravarianten Basisvektoren nach den Koordinaten
0g'

Fi:i - (10)

3 Impulserhaltungssatz

Werden mit v die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes, k* die im materiellen Punkt
angreifende Volumenkraft, ¢! die Oberflichenkraft, n? die Einheitsnormale in Punkten
auf der Korperoberfliche und mit o der Cauchysche Spannungstensor bezeichnet, dann
ist der Satz von der Erhaltung des Impulses in der Momentankonfiguration (rdumliche
Formulierung) in seiner globalen Form durch folgende Beziehung definiert ':

d
- /gvﬁdv - /gkﬁdv ¥ /t‘gn) d(§V) =
14 14 %

— /gkﬁdv+ /<aﬁ,nﬁ>d(5V). (11)

Es gilt (0%, nf) = o g;pn*.



Nach Anwendung des Satzes von Gaufl und Ostrogradski auf das Integral der Oberflichen-
krafte
/<aﬁ, n’) d(8V) = /divau av (12)
sV v
wird (11) in der nachstehenden Art und Weise modifiziert:

d
. [oviav = [okiav + [divotav. (13)
14 14 14

Unter Beriicksichtigung des Satzes von der Erhaltung der Masse in seiner lokalen For-
mulierung
0 + odive! =0 (14)

folgt aus Gleichung (13) nach einigen Umformungen:
/(g'[)ti — ok? — divaﬂ) V. =0. (15)
1%

Da diese Beziehung fiir jedes beliebige Volumen gilt, ergibt sich unmittelbar der Impulser-
haltungssatz in seiner raumlichen lokalen Formulierung zu

o' — ok? — dive! = 0 (16)
bzw.
oat — ok! — dive! = 0 (17)

mit dem Vektor der Beschleunigung a’. In Koordinatenschreibweise folgt daraus das Dif-
ferentialgleichungssystem

o+ o (K — a’) =0, (18)
Mit den Definitionen des 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors in seiner Koordinaten-

darstellung
. I ..
Pl = (F) oY (19)

2

und des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors

TV = PP = P =TV F (20)

unter Beriicksichtigung von Herleitungen in [9] werden die Zusammenhénge
. I o o g
POl = |1 (F), )1 = 0 (F), 0%l = 0 (FY), 0% i = Jols (2

erhalten. Damit kann die Beziehung (18) unter Verwendung von Zweipunkt- bzw. rdumlichen
Tensoren dargestellt werden:

PYl; + g, (K = o) =0 (22)

5



bzw.

(1" Fi) 11 + 00 (K = a7) = 0. (23)
In der symbolischen Schreibweise ergeben sich die nachstehenden Gleichungen:
DIVP! + o, (k' — af) = 0 (24)
bzw.
DIV(T*FT) + o, (k' — a*) = 0. (25)

Dabei ist zu bemerken, daf} alle Vektoren in den Gleichungen (22) und (23) weiterhin auf
Basisvektoren der Momentankonfiguration bezogen sind. Die Vektoren der Oberflichen-
und Volumenkrafte als auch der Geschwindigkeit und Beschleunigung sind als physika-
lische Groflen originar in der Momentankonfiguration definiert. Thre Prasentation in Vek-
torrdumen der Ausgangskonfiguration ist mittels eines Paralleltransports realisierbar, der
durch Transformation mit dem Shifter ausgefithrt wird. Der Shifter ist ein Zweipunkt-
tensor — seine Koordinaten sind als Skalarprodukte von Basisvektoren der verschiedenen
Koordinatensysteme definiert:

. . I
Gi=9'Gi, (¢7') =G'g;. (26)

Bei dieser Transformation bleiben Richtung und Betrag der Vektoren erhalten.

Fiir die weiteren Darstellungen wird die kovariante Ableitung des Shifters bendétigt.

Zunichst ergeben sich die partiellen Ableitungen seiner Koordinaten nach den Koordi-
naten der Ausgangskonfiguration unter Beriicksichtigung von (8), (10) und (26) zu

OXE T axXE oA oaxE! T 9 5xr T
= —g"T, FLG; +¢'GyTY = —GgrTi Fl + G, TH. (27)

Daraus folgt fiir die vollstandige kovariante Ableitung des Shifters nach den Koordinaten
der Ausgangskonfiguration



0G;9,® G’ _0G; I ;0g; 01 I i oG’ _
oxt T gxp9i®CG T Orgligxt ©G 1 919:9 57 =
= aXLQi 19 ta 'L 19 ML —
oGt ) )
= [af-i + G T Fr - gw%l 9,0G" =

= [-GP T FL + Gy T + OGP Th FL — Gy T1] 9,0 G' =

= G.9,9G' =0. (28)

Fiir den Verschiebungsvektor u* gilt:

ul = ufg, = (g—l)f wWf G = UNGg =

= xkgk - X"Gg =

(67); o~ X*| G (20)

Unter Beriicksichtigung von (27) und (29) kann der Deformationsgradient in der nachste-
henden Form dargestellt werden:
0’ 0

e e =G ) @

Fj

Nach Einsetzen der Beziehung (30) in den lokalen Impulserhaltungssatz (23) entsteht unter
Beachtung von (28):

(T F) 11 + po (K — ) =

= [TV G (U1 + 65)] 1 + po (K = o) =

= TV, G} (U*]; + 05) + TV G|y (UX|; + 65) +

+T" Gl (U"15 + 05 ) 11 + po (K = ) =

= gL TV (UF]y + 6F) + G T UR|yr + po (K — o) = 0. (31)
Daraus folgt nach Multiplikation mit den Koordinaten des inversen Shifters (Q*I)f
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(TIJF}') 1 + po (kj _ aj) = T, (UK|J + 5§<) + TV UK | +
+ Po (gfl)j_( (kj — aj) =
= TV (U] + oF) + TV US| +

+po (KN = AF) = 0. (32)
Die Vernachlassigung der Beschleunigungsterme fiihrt auf
T (UR]; + 05) + TV US| + 0, K = 0. (33)

Durch materielle Differentiation entsteht daraus die Geschwindigkeitsformulierung der Be-
wegungsgleichung in konsequent materieller Beschreibung

TN (US]y + oF) + TV 0|y + TV US ) + TV US| + 0 KX = 0. (34)

4 Prinzip der virtuellen Arbeit

Gegeben sei die Ausgangskonfiguration eines deformierbaren Korpers mit dem Volumen V,
und der Oberflache 6V,. Dieser Kérper soll sich im Gleichgewicht befinden, wobei Diskon-
tinuitaten in den Verschiebungen und Verzerrungen nicht beriicksichtigt werden. An den
materiellen Punkten des Korpers greifen spezifische Volumenkrafte mit den Koordinaten
KX an, wihrend auf dem Teil §V,; der Oberfliche des Korpers Oberflichenkrifte mit den
Koordinaten R¥ und auf dem iibrigen Teil 6V, der Oberfliche mit §V,; U §V,, = 6V,
Verschiebungen als Randbedingungen vorgeschrieben sind.

Fiir “gerichtete” Flachenelemente da mit dem Flacheninhalt da und dem Normalenein-
heitsvektor n gilt in der Momentankonfiguration

da; = dan; . (35)

Dabei bezeichnen die da; die Projektionen von da auf die Koordinatenflichen und n; die
Projektionen von n auf die Normalen dieser Flachen. Zwischen den gerichteten Fliachenele-
menten der Ausgangs- und der Momentankonfiguration besteht die Nansonsche Beziehung

[9] .
da; = J (F7'). dA; (36)

mit
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Der Schnittkraftvektor ist in der Momentankonfiguration unter Beriicksichtigung der
Cauchyschen Formel und von (35) durch die nachstehende Definition gegeben, wobei &
den Spannungsvektor darstellt:

dFs = tda = t'dag;, = 0" dan;g; = 07 da;g,. (38)

In der Ausgangskonfiguration lautet der entsprechende Zusammenhang mit dem zu ¢
parallelen Spannungsvektor T

dFg = TdA = T'dAG;. (39)

Werden die Beziehungen (38) und (39) gleichgesetzt, gilt bei Beachtung von (26), (36) und
(38)

T dA = (7)) o da; = (67). 7 (F‘l)j o Ny dA. (40)

Damit folgen unter Beriicksichtigung der Beziehungen (19), (20) und (30) fiir die Koordi-
naten des Spannungsvektors in der Ausgangskonfiguration

T = (G ), PPNy = (61), T'NF Ny = 7K (U] + 6k) Ny (41)
bzw. fiir deren materielle Ableitung
T! = [T75U" | + T7 + T750" ] Ny (42)
Die Beziehungen (41) und (42) gelten ebenfalls fiir die Darstellung der Randkrafte R auf
der Teiloberflache §V,; des Korpers
% = TV (U*]; + o) Ny = R¥ (43)
bzw. deren materielle Ableitung

RE = [TV U, + T 4+ TV UR|)] Ny (44)

Das Prinzip der virtuellen Arbeit beschreibt fiir Gleichgewichtszusténde die Gleichheit der
Arbeit der dufleren und inneren Krifte, die diese auf dem Wege einer beliebigen virtuellen
Verschiebung mit den Koordinaten dUg, welche die geometrischen Randbedingungen auf
dem Oberflichenabschnitt §V,, erfiillen, verrichten. Durch Uberschieben der Bewegungs-
gleichung (33) mit 60U und der Integration iiber das gesamte Korpervolumen sowie der
Beriicksichtigung von (43) wird die Beziehung

/ (171 (UF]y + 65) + T US| 1] 6Ux dV, +

Vo
[ [RE—T1 (UF)y + 85) NI 0UKd (67) +
[
+ [ o K" sURaV, = 0 (45)



erhalten. Unter Verwendung des Satzes von Gaufl und Ostrogradski folgt aus (45) mit

/T” (U], + 6%) 6Ux N1 d (6V,) = /T”|I (U], + 6%) 6Ux dV, +
oV, Vo

+ /T” UK |1 6Us dV,, +

Vo
+ /T” (U515 + %) (6U) |1 dV,
Vo

letztlich die neue Darstellung des Prinzips der virtuellen Arbeit:

/T” (U%1s + %) (6Ux) 1V, = /RK(SUKd((SVO) + /QOKKéUKdVO.
vV, oV, Vo

(46)

(47)

In analoger Weise 148t sich aus (34) und (44) die Geschwindigkeitsformulierung des Prinzips

der virtuellen Arbeit ableiten:

107 (%1 + 85) + T 0R1] (00x) vy, = [ RS o0 d(av;) +
v, oV,

n /QOKK(sUKde_
Vo

Aus der Beziehung fiir den Greenschen Verzerrungstensor
2E’ = FT¢F - G’ = FEG"®9,0,9'®9' F 9,9 G" — G, G* @ G*
kann unter Beriicksichtigung von (30) und der kovarianten Ableitung
US|, = (G"MUy) | = G¥M Uyl + G¥M Uy mit GEM], =0
gezeigt werden, daf gilt:
2Ekp = Ukl + Urlx + UMk Unly -
Daraus ergeben sich fiir die materielle Zeitableitung
2 By, = UK|L + UL|K + UM|KUM|L + UM|KUM|L
und die Variation des Verzerrungstensors

20Ex, = (0Ux) |1 + (0U) [ + (0UM) |x Untle + UM (0Unr) |1

10
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Der Integrand auf der linken Seite von (47) kann mit (53) ungeformt werden:

T [UK|J (6Uk) |1 + (6Uy) |I] =

{TY [UR; (6Uk) |1 + (U 11] + T [UF]; (0Uk) |7 + (68U 1]} =

N —

T6UN |5 + (60U |7 + UR|5 (6Uk) |1 + US|y (0Ux) |4] =

wlr—\

[(6U1) I, + OU) |1 + UX|y (6Ug) |1 + Uxls (5U ) E ] _

wlr—\

= TV sE;;. (54)

Aus (47) entsteht mittels (54) die endgiiltige Form des Prinzips der virtuellen Arbeit:

/ T §Epy dV, = / RE 6Us d (8V,) + / 00 KX §U dV,. (55)
Vo A%

Die Variation eines Potentials II(a) als skalare Funktion eines Tensors a ist durch die

Beziehung

A1l
oI = o da (56)

definiert. Wenn das Deformationsgesetz aus einem Energiepotential abgeleitet werden
kann, wie es z. B. im Fall der thermodynamisch begriindeten Hyperelastizitat mit

ow
TH: = 57
D (57)
moglich ist, dann gilt fiir die Variation der Forménderungsenergie
ow
SW = 6Exr, = TN 6Bk, . (58)
0 Ex1,

Unter der Annahme, daB die Oberflichen- und Volumenkrifte R* und K* nicht von den
Verschiebungen abhéngen, geht das Prinzip der virtuellen Arbeit (55) in das Aquivalente
Prinzip vom stationaren Wert des elastischen Gesamtpotentials iiber:

ow
o 0 Ekr,

SI(U) = 5{ ExrdV, — /RKUKd (6V3) /QOK UKdV} 0. (59)

oV,
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Werden analoge Uberlegungen mit einer zu (54) dquivalenten Beziehung fiir die Gleichung
(48) durchgefiihrt, folgt die Geschwindigkeitsformulierung des Prinzips der virtuellen Ar-
beit

J[E7 68, + T 0", (5UR) ) dve = [ B 00k d(6Vs) +

Vo Vo
+ /QOKKéUKdVO (60)

Vo
26Er; = (6U7) |5 + (0U5) Ir + (6U™) | Unels + UMr (0Unr) 15 (61)

Auch diese Formulierung kann auf der Basis analoger Annahmen und Schluf}folgerungen,
wie sie beim Prinzip der virtuellen Arbeit Anwendung fanden, als Aquivalentes Prinzip vom
stationaren Wert der Geschwindigkeit des Gesamtpotentials angegeben werden:

. . dT! . . . .
oIl = OI(U) = 5{/ l ErExp + T UK|JUK|I] v, —

- /RKUKd((SVO) - /QOKKUKdVO} ~ 0. (62)
oVo Vo

In symbolischer Darstellung lautet die Beziehung (60)

/{T“ B + Tt l(GRAD (U“))T .GRAD (wb)]} av, =

o

- /Rﬂ-(SUbd((SVO) + /QOKﬂ-(SUdeO. (63)
Vo Vo

Wird die materielle Zeitableitung des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors durch

. o,
7 = d_Tb B (64)
dE
ersetzt, entstehen
# . . . T .

/{(% . Eb> WGE 4 T [(GRAD (U“)) .GRAD <6Ub>” dv, —

Vo

= [ R0 d o) + [0, K" 5T av, (65)

Vo Vo
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bzw.

dT?’ . . . . . )
/ Brr 8B1y + TV US|, (5U) | Ve = [ REGUd(5V;) +
Ve dEKL oV,

+ / 00 KX 605 dV,. (66)

Vo

Darin verkérpert dT'* / dE’ die konsistente Materialmatrix, die durch Ableitung des in der
Zeit, diskretisierten Deformationsgesetzes nach dem Verzerrungstensor ermittelt werden
kann.

Die schwache Formulierung (62) bzw. ihre dquivalente Form (66) dient im folgenden Ab-
schnitt als Grundlage fiir die Herleitung des inkrementellen FEM-Steifigkeits-
systems zur Simulation finiter elastisch-plastischer Deformationen.

5 FEM-Steifigkeitssystem auf der Grundlage einer
Variationsformulierung

Die Losung von Anfangs-Randwert-Aufgaben der Festkorpermechanik erfolgt unter der
Nutzung sowohl von Ortsdiskretisierungsverfahren, wie z.B. der Methode der Finiten
Elemente (FEM), als auch von Zeitdiskretisierungsmethoden. Dabei soll im weiteren von
einer inkrementellen Betrachtungsweise ausgegangen werden, die sich in geeigneter Form
aus den entsprechenden Geschwindigkeitsformulierungen ableiten 1483t.

Das Randwertproblem besteht in der Losung der den Gleichgewichtsbedingungen dquiva-
lenten Ausdriicke (60) und (62) der Geschwindigkeitsformulierung des Prinzips der virtuellen
Arbeit. Dabei sind die Randwerte der inkrementellen Feldgréfien fiir den Spannungs-
und Verschiebungszustand zu beriicksichtigen. Das Anfangswertproblem bezieht sich auf
die Losung des Algebro-Differentialgleichungssytems (DAE) fiir das Deformationsgesetz,
welches zur Berechnung der Spannungen, internen Variablen und des plastischen Multi-
plikators zeitlich diskretisiert wird.

5.1 FEM-Diskretisierung — Formfunktionen und deren Ableitun-
gen

Gegeben sei die Ortsdiskretisierung eines zu untersuchenden Kontinuums durch Finite
Elemente. Die Losung des Randwertproblems soll in Form der Verschiebungen in den

13



FE-Knoten vorliegen. Unter Nutzung der Formfunktionen sind damit die Verschiebungen
innerhalb der Elemente bekannt. Anschlieend werden die Verzerrungen aus den Ver-
schiebungen durch geometrisch motivierte Bezichungen (siche z.B. (51)) in den Integra-
tionsstiitzstellen der Elemente ermittelt. Dort sind ebenfalls die Werte fiir die Spannun-
gen und internen Variablen aus der Losung des Anfangswertproblems gegeben. Im weit-
eren wird ohne Beschrinkung der Allgemeinheit der dreidimensionale Fall in kartesischen
Koordinaten dargestellt, wobei kovariante Ableitungen auf ihren partiellen Teil reduziert
werden. Damit konnen neben 3D-Problemen auch der ebene Verzerrungs- und der ebene
Spannungszustand beschrieben werden. Lediglich der axialsymmetrische Fall nimmt wegen
der Verwendung eines Zylinderkoordinatensystems eine gewisse Sonderstellung ein, ohne
daf} sich die prinzipielle Vorgehensweise dndert. Alle folgenden Ausfiihrungen beziehen sich
auf die Verwendung isoparametrischer Elemente. Hier werden zur Ermittlung der Funkti-
onswerte von Feldgrofien (Verschiebungen, Verzerrungen etc.) die gleichen Formfunktionen
herangezogen wie fiir die Berechnung der Elementkoordinaten.

Die weiteren Betrachtungen zur Ermittlung der Freiwerte der Formfunktionen werden in
den lokalen Koordianten & = (&1, &, &3)T eines Referenzelementes von einfacher Gestalt im
Bildbereich durchgefiihrt. Aus den Knotenkoordinaten X und den fiir alle Koordinaten-
richtungen gleichen Formfunktionen N lassen sich die globalen Koordinaten
X = (X1, Xy, X3)7 eines Punktes mit den lokalen Koordinaten ¢ im Element mit nen
Knoten auf der Basis folgender Beziehungen naherungsweise berechnen:

nen

Xi(§) = ZNJ(g)Xi]; analog X», Xj. (67)
J=1

Die dreidimensionale Darstellung ergibt:

X(¢)=GEXx (68)
mit
Xi1(61,62,83)
X&) = | X2(61,6,8) (69)
X3(&1, 62, 6)
N'(€) ... Nmen(g) 0...0 0...0
G(¢) = 0...0 N(E) ... Nmen(g) 0...0 (70)
0...0 0...0 N(£) ... Nmn(€)
NT(€) = (N'(€) ... N™"(¢)) (71)
und
7o (XD X R K XX (72)
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Wegen des vorausgesetzten isoparametrischen Konzepts der eingesetzten Elemente ent-
steht fiir den Zusammenhang zwischen dem Verschiebungsvektor U = (U;,Us, Us)T in

einem beliebigen Punkt des Elementes und den Knotenverschiebungen U ein analoger
Zusammenhang

U =GEU (73)
mit seiner ausgeschriebenen Form
ol
0{1671
Uy N .. N™ 0 ... 0 0 ... 0 Uy
Uy, | = 0O ... 0 NV ... N 0 ... 0 : (74)
Us 0 ... 0 0 ... 0 N' ... N7rer [jgnen
Us
0§'LGTL

Fiir die partiellen Ableitungen einer Verschiebungskomponente nach den Elementkoordi-
naten gilt:

U, 0X, 0X, 09X, oU,
& 06 0&  0& 00X,
oU, | _ | 0Xy 09Xy 90X oU, (75)
98 06 0&  0& 00X,
U, 0X, 0X, 90X, oU,
&3 08 0&  0& 0X;

bzw. in kompakter Schreibweise
oUuy\ _ ol
(o) - (25)

Unter Beachtung von (67) und (71) kann die Jakobi-Matrix J (&) wie folgt dargestellt
werden:

N'X, N'X, N'X;

N%.X, N%X, N%X,

mit

_ONT
04
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In der ausgeschriebenen Form besitzt die Jakobi-Matrix (77) die Struktur

NYXT+ ...+ NienXpen NLXL 4. 4 Npenxper NYXd ...+ Nienxgpen
NLXT 4. 4 NBenXpen NLXT 4. 4 NgenXpen NLX3 4. 4+ Ngenxgpen | (79)
NYXT + ...+ NgenXpen NLXL 4. 4 N3enXper NLXd +... + Nienxgpen

Die Umstellung von (76) fithrt auf

(25) o0 (22).

wobei die Ableitungen von U; nach den Elementkoordinaten aus (67) und (73) erhalten
werden.

8U1 1 771 ~

—— = N\U + ...+ Ny

9 1Y 1 1

oU - -

— = NLU! + ...+ Nynope (81)
0 & ’ ’

oU - -

— = N3U + ...+ Ny U

0&s ’ ’

Die verkiirzte Darstellung von (81) fiihrt auf

U N
(a—§1> = | N | U,. (82)
T

,3

Entsprechend (80) ist die Inverse der Jakobi-Matrix mit der Matrix (IN ?;, N ?;, N I;)T laut
(82) zu multiplizieren.
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T —1 —1 —1 1 nen
N,l Ju Jin Jis Nyl Nyl

TN NG| = | g g g | NE o N = (83)
N7, Tl Tt T Ny ... Nz
Ju Ny + .+ TNy L TN 4 T N
= | B'NU+. TNy T N 4 T NG| = (84)
Ja NY+ . 4+ Jg' Ny o T N4+ T Noem
NI e
= | Nj ... Nper (85)
Nl ... Nper

SchlieBlich fithren (80) und (82) bis (85) auf

_ _ 71
U, NI ... Npen Uy
ULQ - N21 e N%‘Len (86)
Uss N; ... Npen )| gmen
mit 9U
Ul,l = aXll usw (87)
Die Verallgemeinerung auf das raumliche Problem lautet
B i
Ui Ny ... Ny 0 0 0 0 )
Uio ]Y% e 0 0
U3 Ni ... Ngemo0 ... 0 0 0 o
Un,i 0 0 N} ... Npemoo 0 U
Uso | = 0 0 ]Y% oo NP0 L0 : (88)
Uss 0 0 N31 oo Npem 9 ... 70 U;zen
Ug,l 0 0 0 0 ]Yll ]Ylnen U‘?}
Us o 0 0 0O ... 0 ]Y21 coo Ngem :
U3’3 0 0 0o ... 0 Ngl N??en .
ngen
mit der kompakten Formulierung
U, x =GU. (89)



Aus (73) und (89) folgen fiir die materiellen Zeitableitungen

U = (GU) =GU (90)
U x = (GT) =aU. (91)

Werden die Zeitableitungen durch Differenzenquotienten ersetzt, entstehen analoge Aus-
driicke fiir die Verschiebungsinkremente.

AU = GAU (92)

(AU), x = GAU (93)

5.2 FEM-Diskretisierung — Verzerrungs-Verschiebungs-
Beziehung

Die Koordinaten des Verzerrungstensors E seien in einem Vektor der Form
E - (E117 E227 E337 2E127 2E23; 2E31)T (94)

gegeben. Dabei ist zu beachten, dafl bei der Integration des Deformationsgesetzes die
Schubkoordinaten Ej; mit I # J nicht mit dem Faktor 2 auftreten. Aus diesem Grund
miissen entsprechende Komponenten der konsistenten Materialmatrix mit dem Faktor
0,5 multipliziert werden, um Ubereinstimmung mit den hier abgeleiteten Beziehungen
herzustellen.

Werden in der Gleichung (52) die materiellen Zeitableitungen durch Differenzenquotienten

ersetzt, erhdlt man die folgende Relation zwischen den Inkrementen des Verzerrungstensors
und den Inkrementen der Verschiebungsableitungen:
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61

AEq,
AE
AFs3
2AFEq4
9A Eys
2AE3;

1+ U171

Uiy

Ui s

0 0 Us.y 0 0 Us . 0 0
Ul 0 0 140y 0 0 Us.» 0
0 Ul s 0 0 Us s 0 0 1+Uss
14+U1, 0 14Uz Usa 0 Us Us 0
Uiz Ui 0 Us3 1+ Usp 0 1+ Us;s Us o
0 14+ Ui Us s 0 Us 14+Us;s 0 Us

(c6)

AUy 1

)

AU, »

3

AUy 3

)

AU,

3

AUQ 2

)

AU, 3

3

AUz,
AUg 2

)

AUs 3




Die symbolische Darstellung fiihrt auf

AE = A(AU) x = AGAU = (Ag+ Ay) GAU =

= (Bo+By) AU = BAU (96)
mit
100000000
0000100TUD00D0
0000O0O0OTO OGO 1
A°_010100000 (97)
0000O0T1U0T1O0
001 000T1U00
und

Uyp 0 0 Uy 0 0 Uy 000
0 Uia 0 0 Uy 0 0 Usy 0
0 0 U13 0 0 U23 0 0 U33
Ay = ’ ' ' . 98
N Uy Uiy 0 Uy Uy 0 Uy Usy 0 (98)
0 U1,3 U1,2 0 U2,3 U2,2 0 U3,3 U3,2

Uz 0 Uyp Uy 0 Uy Uz 0 Usp

Durch die Gleichungen
By = AjG und By = AyG (99)

werden der lineare und der nichtlineare Anteil der inkrementellen Verzerrungs-Verschiebungs-
Matrix B = By, + By definiert. Fiir den Fall kleiner Verzerrungen gilt B = Bj. Die
einzelnen Komponenten der inkrementellen Verzerrungs-Verschiebungs-Matrizen werden
unter Beachtung von (88) in den folgenden Beziehungen angegeben:

N/ ... N 0 ... 0 0 ... 0
0 ... 0 N} ... Np™ 0 ... 0
O ... 0 0 ... 0 N} ... Nper
B, = N} ... Ny N! ... NP0 ... 0 (100)
0 ... 0 Nj ... Npm Ny ... Ny
Nl ... Ny 0 ... 0 N} ... Npem
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1¢

By

NiU; 4

NiU; -

NiU; 3
NiUy s + N3Ui
N3Ui 3+ NiUs s
NiUy 3+ N3Ui,

NPy,

NyenUy o

NpenUy 5
NpenUy 5 + NyenUs 4
NpenUy 3 + NpenUy
NpenUy 5 + NyenUs 4

NiUs,

NiUss

NiUs 3
NiUss + NiUs
NiUs 3 + NiUss
N{Us 3+ N3Us,

(101)

Npeny, 4 NiUs 1
Nyeny, 5 N3Us. 2
NpenUs, 5 N;Uss
N Uz + Ny Upy N{Usz + N3Us,
Nge"Us s+ N§“"Uss  NjUs s + NjUss
N Uss + Ny Upy N{Uss + N3Us,

NvlnenU371

NQ”E”U&Z

N:?enU&S
N{“"Us 5 + N3"Us 1
N3enUs 3 + Ny<"Us o
N{“"Us 3 + N3"Us 1




Die Komponenten N/ und U; ; sind dabei mit den Gleichungen (83)-(85) bzw. (86) zu
berechnen.

5.3 FEM-Diskretisierung — lokale und globale Steifigkeitsbeziehun-
gen

Aus den Beziehungen (92), (93) und (96) folgen fiir die Variation des Vektors der Ver-
schiebungsinkremente und dessen Ortsableitung bzw. die Variation des Tensors der
Verzerrungsinkremente

S(AU) = G§(AU) (102)
5((AU), x) = Go(AD) (103)
S(AE) = B§(AU). (104)

Materielle Zeitableitungen in der Geschwindigkeitsformulierung des Prinzips der virtuellen
Arbeit (65) werden zunéchst durch Differenzenquotienten ersetzt. Eine genauere Zeit-
diskretisierung mit Mehrschrittverfahren ist ohne prinzipielle Anderungen méoglich. Durch
Verwendung einer fiir die numerische Behandlung des FEM-Problems giinstigen Darstel-
lung der Koordinaten von zweistufigen Tensoren als Vektoren und von vierstufigen Tensoren
als Matrizen kann (72) in folgender Form modifiziert werden:

/[(5(AE>)T (%) AE + (3(a0) x) T (AU),X] dve —

Ve

~ [ GAU)T ARGV ~ [ o0 (AU (AK)AVE =0 (105)

mit

(6(AE))" = (3(AFw), 6(AFy), 6(AEss), 6(2AFy,), 6(2AFy), 6(2AFs))  (106)

AEH
AEQQ
AE33
QAEIQ
2AE23
2AE31

AE = (107)

22



€¢

dT
dE

dartt  grit  grit drtt drt
dFE11  dE22  dE33 dF12 dFs3
dr??  4r*2 41?2 dr?? dr??
dFE11  dE22  dE33 dF12 dF23
darss  dr*  4r3® dr33 dr33
dFE11  dE22  dE33 dF12 dFs3
dT12 dT12 dT12 l dT12 + dT12 l dT12 + dT12
dEv1  dE92 dE33 2 \dEi» dE2 2 \dE23 dE3s
dT23 dT23 dT23 l (dT23 + dT23) l (dT23 + dT23
dE11 dE22 dE33 2 dE12 dE21 2 dE23 dE32
dT31 dT31 dT31 l dT31 + dT31 l dT31 + dT31
dEv1  dE92 dE33 2 \dEi» dE2 2 \dE23 dE3s

(30T1)

)

NI= N= N

(
(

dTll
dFE31

dT22
dE31
dr33
dE31
dT12
dE3
dr?
dE3;
dT31
s T

dT12
dE13)
dar?
dE13)
dT31
dE13)




) o ) o) o C40) o442

2 (rewx) = (0 (555 o () o (Bo) o (Go) o (B

(60T)



T TR T3 0 0 0
T2 T 0 0 0
T ¥ TH 0 0 0
0 0 Tll T12 T13
T21 T22 T23
TR TR 0 00
0 0 Tll T12 T13
0 0 T21 T22 T23
0 0 T31 T32 T33

o O O OO
o O O OO
S OO OO

T = (110)

OO OO oo
o OO oo
o O O OO
o O O

(AU) x = 9 (Al) (111)

(o5}

(AUs)
0 X3

(S(AU))" = (§(AUY), 3(AU,), 6(AUS)) (112)

AR! AK!
AR = | AR? |, AK = | AK? |. (113)

AR? AK?

Unter Beriicksichtigung von (93), (96) und (102)-(104) ergibt sich fiir die inkrementelle
Darstellung der schwachen Formulierung des Gleichgewichts:
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/ (500)" B7 (43 BAT + (630) 6" G AT | av; -

- / (5a0))" @™ (AR)d (V) — /go (5(a0))" @™ (AK) dvy =

5Ve Ve

o

- (5(M7))T{/ lBT (Z—E) B + G’TT*G'] AU dve —

e
o

- /GT (AR)d (§VF) — /QOGT (AK)dv;} ~ 0. (114)
sVe Ve
Die Beziehung (114) gilt fiir beliehige Werte der virtuellen Verschiebungsinkremente (AU ).

Damit folgt aus (114) das inkrementelle FE-Steifigkeitssystem als System nichtlinearer al-
gebraischer Gleichungen, die z. B. mit Hilfe des Newton-Verfahrens linearisiert werden.

{ [l (5F) meare] dvoe}w ]

iE
- / G (AR)d (6VF) — /QOGT (AK)dVE = 0 (115)

5Ve Ve
= K°AU = AP, (116)

Hierbei stellt AP° = (APL...APM AP}.. AP AP}, AP?)T den Vektor der
Knotenkraftinkremente eines Elementes dar, der sowohl Anteile aus Oberflichenkraft-
inkrementen

AP, = / G” (AR)d (5VF) (117)

als auch aus Volumenkraftinkrementen

APy = /Qo G” (AK)dV* (118)

Ve

enthalt.
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Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K und der Belastungsvektor AP ergeben sich als FEM-
Akkumulation (l) aller Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementbelastungsvektoren

numel numel
4 K¢ AP = |4 AP". (119)
= e=1

Mit dem Vektor aller Knotenverschiebungsinkremente

AU = (AU ... AU AU; ... AU AU; ... AU*)T (120)
lautet das nichtlineare FEM-Gleichungssystem fiir die Gesamtstruktur
K(U)AU = AP. (121)
In
Ke = / [BT (%) B + G‘TT*C—?] dVe = Ko + Koy + Kr  (122)

Ve
verkorpern Ko und K°,n den linearen und den nichtlinearen Anteil der materiellen

Elementsteifigkeitsmatrix sowie K “r die geometrische Elementsteifigkeitsmatrix mit den
folgenden Bildungsvorschriften (unter Beriicksichtigung von (93)-(96) ):

dT
e _ T [~ e
Kty = /BO (dE> By dV: (123)
VE
. dT dT dT ]
Keyy — V/ lBO (dE> By + BT <ﬁ> B, + BT, (E) BN] dVe  (124)
K = /(;TT*(;de. (125)

Fiir kleine Deformationen sind K °y;ny und K°7 gleich Null.

Bei der numerischen Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix wird das Integral (122)
iiber das Elementvolumen nidherungsweise durch eine Gaufische Quadraturformel ersetzt:

ngp
Z Wi [B B (Z;)
3
Darin bedeuten & die lokalen Koordinaten und w; die Wichtungsfaktoren der einzelnen In-
tegrationsstiitzstellen. Auflerdem ist die Transformation von Volumenintegralen zwischen

dem realen Element und dem mittels lokaler Koordinaten dargestellten Referenzelement
zu berticksichtigen.

B(EJ) + C_}'T(gj)T* é(&j)] det <J£> . (126)

AV (X) = dX; dX,dXs = det <J£> dé, déy dgs = det <J£> av(e). (127)

Analoge Beziehungen konnen auch fiir die Integrale der Oberflichen- und Volumenkrafte
abgeleitet werden.
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6 Kinematik finiter elastisch-plastischer Verzerrungen

Den Ausgangspunkt der kinematischen Betrachtungen zur Herleitung eines allgemeinen
Stoffgesetzes fiir grofle elastisch-plastische Verformungen stellt der Deformationsgradient
F mit

i

p ;, Oz
F =F;g,9G"= aXIgi
dar [11]. Er bildet ein materielles, infinitesimales Linienelement d X von der Ausgangskon-
figuration in die Momentankonfiguration ab und beschreibt damit die Streckungen und
Drehungen, die dieses Linienelement wahrend der Bewegung erfahrt.

® G’ (128)

Bei elastisch-plastischer Deformation kann eine sogenannte Zwischenkonfiguration definiert
werden, indem lokal eine fiktive elastische Entlastung der materiellen Teilchen vorgenom-
men wird [6]. Mit Hilfe dieser Konfiguration ist es mdglich, eine konsequente Trennung
von elastischen und plastischen Groflen im Deformationsgesetz zu erreichen.

‘ Zwischenkonfiguration ‘

Figure 1: Ausgangs-, Zwischen- und Momentankonfiguration
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Dazu wird die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elastischen
Anteil F° und in einen plastischen Anteil F'” genutzt. Aus der angegebenen Definition der
Zwischenkonfiguration wird deutlich, daf sie in der Regel nicht kompatibel ist.

Mit Hilfe des Deformationsgradienten bzw. seiner einzelnen Anteile ist es mdoglich, Ten-
soren zwischen den Konfigurationen abzubilden. Die folgenden Beziehungen zeigen dieses
anhand des Greenschen Verzerrungstensors E’. Auf die Ausgangskonfiguration bezogene
Groflen werden jeweils mit GrofSbuchstaben gekennzeichnet, Tensoren der Zwischenkonfigu-
ration sind mit einer Tilde versehen, wahrend die zur Momentankonfiguration gehérenden
Variablen durch Kleinbuchstaben charakterisiert sind. Gemischtvariante Tensoren wer-
den lediglich durch ihr Symbol dargestellt, ko- und kontravariante Tensoren dagegen noch
zusitzlich mit der hochgestellten Markierung ()” bzw. ()*.

E = L(C"-G) = E°+E” = [(C’-C”)+}(C”-@)
~ b _ prTEprfl _ % <éeb B éb) _ Eeb I pr _ % <éeb B éb " % <éb B 6pb>
e — FTE'F- — % g — cb) — e 4 et % (gb —e®) + % (ceb _ cb)

=b
G’, G und ¢’ stellen die Metriktensoren in der Ausgangs-, Zwischen bzw. der Momen-
~ eb

tankonfiguration, C°, C?”, C", & ¢® und ¢’ deren unterschiedliche Abbildungen in die
verschiedenen Konfigurationen und e’ den Almansischen Verzerrungstensor dar.

7 Hauptsatze der Thermodynamik

Der Energieerhaltungssatz

oé¢ = ol-ed” — divg + oh (129)
und die Entropieungleichung
h
o) + div (%) ~ 0520 (130)

bilden die Grundlage einer physikalisch konsistenten Formulierung des Stoffgesetzes
[4, 9]. Hierbei verkérpern o die Dichte, o# den Cauchyschen Spannungstensor und d’
die Deformationsgeschwindigkeit in der Momentankonfiguration. Weiterhin beschreiben
die spezifischen Groflen e die innere Energie, n die Entropie, ¢ den Warmeflufl und h die
Wirmequellendichte. Die Variable 6 steht fiir die absolute Temperatur.
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Die Kombination der beiden oben genannten Beziehungen, verbunden mit der Definition
der freien Helmholtz-Energie

v =¢€— 6n (131)
fiihrt auf die Clausius-Duhem-Ungleichung
S o1
—Q(w+0n)+aﬁ--d —aq-gradGZO. (132)

Im isothermen Fall vereinfacht sich diese in der folgenden Art und Weise:

8 Annahmen zur Herleitung des Deformationsgeset-
zes

Fiir die Formulierung des Deformationsgesetzes ist es notwendig, bestimmte Annahmen zu
treffen, die sowohl physikalisch sinnvoller, als auch mathematisch praktischer Natur sein
konnen.

8.1 Additive Zerlegung der Energiefunktion

Es wird festgelegt, daf die freie Helmholtz-Energie additiv in einen elastischen und einen
plastischen Anteil aufgespalten werden kann. Bei der Formulierung der Energie in der
Zwischenkonfiguration enthalten die beiden Anteile jeweils nur rein elastische bzw. rein
plastische Groflen. In der folgenden Darstellung steht @’ fiir eine beliebige, in der Zwi-
schenkonfiguration definierte innere Variable.

v =0 (6" 7) +u (@) (134)

8.2 Wahl der Konfiguration

Wichtig ist im weiteren die Auswahl der Konfiguration, in der das komplette Deforma-
tionsgesetz letztendlich verwendet werden soll. Im vorliegenden Fall wird es fiir ein FEM-
Programm entwickelt, welches auf einer Total-Lagrangeschen Beschreibungsweise basiert.
Damit steht fest, dafl die endgiiltige Formulierung des Deformationsgesetzes ebenfalls in
materieller Beschreibungsweise erfolgt.
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8.3 Bildung von Tensorinvarianten

Fiir die Herleitung des Deformationsgesetzes ist es notwendig, Ansétze fiir bestimmte Funk-
tionen (— Flieffunktion, freie Helmholtz-Energie) aufzustellen. Diese Ansétze sollen dem
Objektivitatsprinzip geniigen. Daher bieten sich isotrope Tensorfunktionen an, die aus den
Invarianten der Tensoren gebildet werden [2]. Hierbei ist allerdings folgende Eigenschaft
von Tensorinvarianten bei der Abbildung in andere Konfigurationen zu beachten:

L(A) = A G=F'a’F-F b F " =a-b#a g (135)

Die dargestellte Abbildung der ersten Invariante des Tensors A” von der Ausgangs- in die
Momentankonfiguration erhilt zwar deren invarianten Charakter, fiihrt jedoch zu einer
Bildungsvorschrift, die von der Verwendung der jeweiligen Konfigurationsmetrik abweicht.
Deshalb sollte griindlich iiberlegt werden, welche Konfiguration fiir die Formulierung der
Invarianten zu bevorzugen ist. Im vorliegenden Fall werden die Invarianten fiir die in
der Fliebedingung auftretenden unabhéngigen Variablen in der Momentankonfiguration
gebildet. Der Grund fiir diese Vorgehensweise liegt in der physikalisch sinnvollen Definition
des hydrostatischen Spannungszustandes, der das plastische Flieflen nicht beeinflut. Das
bedeutet, da} die FlieBbedingung nur mit Spannungsgrofien gebildet wird, von denen der
hydrostatische Spannungsanteil abgespalten wurde (— Deviatoren). Genau dieser hydro-
statische Anteil wird durch die erste Spannungsinvariante in der Momentankonfiguration
dargestellt. Das heifit, dafl bei Verwendung von anderen Invarianten als denen der Momen-
tankonfiguration der hydrostatische Spannungszustand nicht korrekt widergespiegelt wird.

Beim Formulieren der freien Energiedichte wird im Gegensatz dazu die Ausgangskon-
figuration fiir die Bildung der Invarianten fiir die zum Spannungstensor arbeitskonjugierten
Verzerrungen herangezogen. Diese Vorgehensweise liegt darin begriindet, dafl Invarianten
fiir den zum 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor arbeitskonjugierten rechten Cauchy-
Green-Tensor nur in der Ausgangskonfiguration gebildet werden konnen und alle kinema-
tischen Variablen gleich behandelt werden.

8.4 Kovarianzprinzip

Weiterhin wird verlangt, daf} sich die Struktur des Deformationsgesetzes gegeniiber Abbil-
dungen in beliebige andere Konfigurationen nicht dndern soll [10]. Diese Forderung fiihrt
in ihrer Konsequenz auf die Verwendung von Lie-Ableitungen, die das push-forward der
materiellen Zeitableitung eines Tensors von der Ausgangs- in eine andere Konfiguration
realisieren.

Fiir die Definition der zeitlichen Anderung der freien Helmholtz-Energie soll das im folgen-
den verdeutlicht werden. Die Variable A” stellt wiederum eine beliebige innere Variable
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dar, ®” bzw. &, charakterisieren die push-forward-Operation, d.h. die Abbildung von
Tensoren der Ausgangskonfiguration in die Zwischen- bzw. Momentankonfiguration.

Ausgangskonfiguration: v o= (Cb, c”, Ab)
Zwischenkonfiguration: Y o= (@p* (Cb>, L (C’pb), ( )) =y (C
Momentankonfiguration: ¢ = (<I>* (C’b>, b, (C’pb), o, ( )) (

~b

th

\/ -

h 8¢e b 8¢e b ad"p b
= = - C" + - CP + A =
4 oC” lok 0A”
= e (E7) 4 (@) ¢ e (@)
oC 0g’ Jda

8.5 Konzept der dualen Variablen

Eine weitere Annahme betrifft das Konzept der dualen Variablen [5], welches bei der Her-
leitung des Deformationsgesetzes angewendet werden soll.

Verzerrungen und deren zeitliche Ableitungen werden mit Hilfe der jeweils gleichen Ab-
bildungstensoren H von der Ausgangskonfiguration in beliebige andere Konfigurationen
abgebildet.

A
A b ~ b . )
EE=H"E'H' wd E =H"E H™ (136)
Mit der Invarianzeigenschaft der spezifischen Groflien Formanderungsleistung, Erginzungs-
leistung und inkrementelle Leistung konnen zugeordnete Spannungen und Spannungs-
geschwindigkeiten definiert werden, was am Beispiel des zweiten Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensors verdeutlicht werden soll.

A
. b ~ ~b
T .. E = Tﬂ..E
. vu b 137
™. = 7. E (137)
v A
B = 7B
Es gilt damit
i Yy - 4
T =HT'HT wnd T = HT HT. (138)

Die Befolgung dieses Prinzips schlief3t so z.B. die Anwendung der Jaumannschen Zeitableitung
auf den Cauchyschen Spannungstensor aus.
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9 Ein thermodynamisch konsistentes Deformations-
gesetz

Nach diesen vorbereitenden ﬂberlegungen kann die Herleitung des Deformationsgesetzes
beginnen. Den Ausgangspunkt bildet die Clausius-Duhem-Ungleichung fiir den isothermen
Fall in der Ausgangskonfiguration.

. 1 .
—ov) + ST ¢ >0 (139)

Fiir die freie Energiedichte soll gelten

V=1 (C° = CP) + 4y, (A}) = ¢ (B?) + v, (AY) . (140)
Beim Einsetzen der Zeitableitung von (140) in (139) wird folgender Ausdruck erhalten:
8¢e - eb 8¢p
_ BT+
% { IE® 0A;

Es ist mdglich, ein hyperelastisches Deformationsgesetz aus der Ungleichung (141)
abzuspalten.

. o 1
. Ai} LTt <E g 50”) > 0. (141)

e

T = o e (142)
Die verbleibenden Terme bilden die Dissipationsungleichung:
oY ‘b 1 .« pb
Dr = — L. A ~T'..C” >0. 143
oS Ay 4 fT 07> (143
Mit weiteren konstitutiven Annahmen
) d(cty (A
ol = % wz; _ ( Q(b 1)) — CGﬁAzGﬁ (144)
0A7 0A]
kann die Dissipationsungleichung auch geschrieben werden als
. f 1 4 - pb
Dp:—aﬁ--Al-i-iT--C — max. (145)

at sei die zu A’ arbeitskonjugierte Variable in der Ausgangskonfiguration und soll den
Riickspannungstensor darstellen.

Entsprechend dem Prinzip vom Maximum der plastischen Dissipation wird verlangt, daf}
die unbekannten Tensorvariablen so bestimmt werden miissen, daf die Ungleichung (143)
einen maximalen Wert annimmt. Vorausgesetzt wird dabei die Erfiillung der Flie8bedin-

gung.
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Damit ergibt sich ein Extremwertproblem mit Nebenbedingung in der folgenden Art:

F =D (o, T?) - \F (of, T?) (146)
F — max (147)

Als Fliefbedingung wird ein fiir grofle Deformationen modifizierter Ansatz nach Baltov-
Sawczuk [1] verwendet, mit dem es moglich ist, sowohl isotrope und kinematische als auch
Distorsionsverfestigung zu beriicksichtigen. Die FlieBbedingung wird in der Momentankon-
figuration formuliert und anschlieflend in die Ausgangskonfiguration zuriickgezogen. Der
vierstufige Tensor Ig > dient der Beschreibung von Anfangsanisotropien bzw. einer Distor-

sionsverfestigung.

X X >
F= <T” . aﬁ) - K - (T“ - c‘xﬂ) - STE=0 (148)

mit T = T — %(Tﬂ.. C’)B! wd Bf=(C’)' (149)

Das Extremwertproblem wird gel6st, indem die Ableitungen von (146) nach den unbekan-
nten Tensorvariablen T a! und dem Lagrangeschen Multiplikator A gleich Null gesetzt
werden. Diese Vorgehensweise in Verbindung mit der inkrementellen Formulierung des
hyperelastischen Materialgesetzes liefert ein Algebro-Differentialgleichungssystem, dessen
Lésung u.a. die (146) maximierenden Spannungen und Riickspannungen sind.

. 9% (e 1. 0% (e 1.
7t ﬂ _Cb_ﬂ.. oP (150)
aEebaEeb 2 8EebEeb 2

c” = 2)\% (151)
‘) oF ) oOF

EP — )\ 2Bﬂa_F.. Bﬂa_F (153)
v 37 ort oT*

o <Tﬁ _ du) P K (Tﬂ _ dﬂ) _ ng _ 0 (154)

Die Gleichung (153)? fiir die plastische Bogenlidnge wird dem System hinzugefiigt, da z.B.
die isotrope Verfestigung, charakterisiert durch die Entwicklung der Flieflspannung, von
E? abhangt. Deshalb ist eine Entwicklungsgleichung fiir E? notwendig.

Nach dem Ubergang von mathematischen auf physikalische Tensorkoordinaten kann im

. . b . b
2(153) entsteht aus EF = \/%B”Ep ..B*E" unter Beriicksichtigung von (151).
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weiteren fiir beliebig orthogonale krummlinige Koordinatensysteme, wie sie in der FEM
Verwendung finden, auf die Kennzeichnung ko- und kontravarianter Tensoren verzichtet
werden. Damit kann das Algebro-Differentialgleichungssystem (150-154) wie folgt

. oOF 1 .
T 2 A\D e — - - -0 1
+ 9 5 2D C (155)
F
& - )\cg—T ~ 0 (156)
: 2 _0F OF
Ep _ _B— .o B— = 1
v )\\/3 orT oT 0 (157)
N N N N 2
F=(T-&)- K - (T - &) - STHED) = 0 (158)
bzw. in der verallgemeinerten Form
. 0F 1 .
T LY Il = 1
+ )\9 5T 29 (& 0 (159)
&+ 2Q,(T,a) = 0 (160)
EP 4+ 2Qy(T,a) = 0 (161)
F(T,a,E?) = 0 (162)

dargestellt werden.

10 Numerische Simulation

Einleitend soll erwahnt werden, dafl bei der numerischen Umsetzung des Deformationsge-
setzes die Koordinaten zweistufiger Tensoren als Vektoren und vierstufiger Tensoren als
Matrizen verarbeitet werden.

Das Algebro-Differentialgleichungssystem (159)-(162) kann nur mit numerischen Verfahren
gelost werden. Zuerst erfolgt die Diskretisierung der Gleichungen (159)-(162) nach der Zeit
unter Nutzung des folgenden numerischen Integrationsalgorithmus fiir eine gewohnliche
Differentialgleichung;:

dy

=== ft) (163)
Ynt1 = Yn + (@ fopr + (1 —a) fr) At (164)

mit
At =ty — ty (165)
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und

0.0 Euler vorwarts
a € [0,1], a =< 1.0 : Euler riickwérts (166)
0.5 : Crank-Nicolson (Trapezregel)
Mit (163)-(165) folgt aus dem System (159)-(162)

1 : 1 .
T,,.-T,— [a§9n+1"cn+1 + (1 - 04)514)71 Cn] At+
OF OF
+ [aAn+1 14)n+1"a—T i + (1 - Oz))\n IZn"a—T n] At = 0 (167)
Oyt — 0+ (06X Qy, + (1— )X, Q| A = 0 (168)
Bl = b+ [0 Qo + (1— )X Qo[ AE = 0 (169)
F(Tn-i-la Qntl, E5n+1) = 0. (170)

Im néchsten Schritt wird €1 nach Anwendung der Zeitdiskretisierung (164) durch
1
aAt

ersetzt. Wahrend « in den folgenden Iterationen beliebig ist, gilt fiir den 1. Schritt stets
a = 1. Damit entsteht das folgende nichtlineare System algebraischer Gleichungen:

Chi1 = [AC .1 — (1 - a) CyAt] (171)

OF oOF
Tois — T+ |0Myiy Dopsyor e 1—a)\, Dy e
+1 +[a +1 8 n1 5o n+1+( a) 2" 9T

| -

N

1 . 1
~[50-0) (Da- D) ¢ A - SDeAC, = 0 (m
173

174
175

ED . = Eb 4 [0A Qo + (1= @)X Q| At =

Un+1

0 (172)

Oyt — 0+ [0X1 Qy,,, + (1— )X Q| At = 0 (173)
0 (174

F(T'rH»la Anit, EY 0 ( )

’Un+1)

Fir die verkiirzte Darstellung der weiteren Losungsschritte wird ein Variablen-Vektor z
eingefiihrt.

z=(T,a B\ (176)

Ebenso wird ein Operator G definiert, der die linke Seite des Gleichungssystems (172)-
(175) représentiert.

G (2, 2041, AC 11, C)) (177)
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Gesucht wird letztendlich der Variablen-Vektor fiir den Lastschritt n + 1

T
Zpyl = (Tn+1>an+1aE5n+la)\n+1) als Losung von G,y = G (z,01)=0. (178)

Die Berechnung von z,; erfolgt mit Hilfe des Newtonverfahrens

. . -1 .
2ith = 2~ (Vo G) G, (179)

zn—i—l

wobei die Jakobi-Matrix (Vz G') die Form

02 F 02 F OF
(1 +Oé)\.9" 8T2 At) Ot)\.?"m At 0 ()Z.Q"a—TAt
) )
ax991 At (1 + axd At> 0 aQ, At
(V2 G) = (180)
x99 At ax9%2 Ay 1 0Q, At
OF OF OF 0
T Ja OF”

annimmt. Das Newtonverfahren (179) fiihrt mit Azit, = 250 — 27 41 auf das lineare

Gleichungssystem

(Vzi G) Azt = -Gl (181)

n+1
das mittels eines direkten Verfahrens nach Gauf} gelost wird.

Wie im 4. Abschnitt gezeigt wurde, erfordert die Losung des Steifigkeitssystems der FEM
basierend auf der Geschwindigkeitsformulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit (65) in
jeder Gleichgewichtsiteration die Bildung der konsistenten Materialmatrix dT /dE. Ein
bedeutender Vorteil des vorgestellten Verfahrens zur numerischen Integration des Defor-
mationsgesetzes besteht in der ihm innewohnenden einfachen algorithmischen Moglichkeit
der Ermittlung der konsistenten Materialmatrix. Zu diesem Zweck wird das ausiterierte
nichtlineare Gleichungssystem (178) nach dem Tensor der Gesamtverzerrungen implizit
differenziert
dG 0G

_ dz,.q
dE,., OE,,,

dEn—l—l

+ (Vz,,, G) =0. (182)
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Nach Umstellung reprisentiert (182) wiederum ein System linearer algebraischer
Gleichungen

Dn+1
4

=9
N

&

n+1

SOV
R

&

n+1
= (183)

SURE Y
L5
|

(7,..6)

n+1

Q
&

n+1

>

E

=¥

n+1 0

mit der bekannten Jakobi-Matrix (180) und einer rechten Seite, welche neben Nullkompo-
nenten die ebenfalls bereits bekannte hyperelastische Materialmatrix D7 | enthélt. Unter

Nutzung eines direkten Losungsverfahrens kann die konsistente Materi?xlmatrix durch Mul-
tiplikation der rechten Seite des Gleichungssystems (182) mit der invertierten Jakobi-
Matrix effizient und mit der gleichen Genauigkeit wie die Integration des Deformation-
sgesetzes ermittelt werden.

11 Beispiele

Das beschriebene Deformationsgesetz wurde in ein FEM-Programm fiir Parallelrechner
eingebaut. Im folgenden sollen einige Ergebnisse fiir zwei Beispiele vorgestellt werden.
Zu bemerken ist, daf§ fiir kleine Deformationen die numerischen Resultate mit einem am
Bereich vorhandenen FEM-Programm validiert wurden.

11.1 Gelochte Scheibe

Als erstes Beispiel wurde eine gelochte Scheibe fiir eine gleichverteilte Normalverschiebung
am oberen Rand unter Annahme eines ebenen Verzerrungszustandes (EVZ) betrachtet.

Die unterschiedlich eingefirbten Bereiche im Bild 2 kennzeichnen die Aufteilung des
Gebietes auf die Prozessoren des Parallelrechners.
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Figure 2: Gelochte Scheibe (ein Viertel des Querschnittes). Vernetzung und Richtung der
Belastung

Die folgenden Abbildungen zeigen die Entwicklung der plastischen Bogenlange bei zuneh-
mender Verschiebung. Deutlich erkennbar ist, wie die Plastizierung ausgehend vom Punkt
B fortschreitet und lediglich die Zone bei Punkt A elastisch bleibt. Die maximale plastische
Bogenlange belauft sich bei 100% Verschiebung auf 110%.

Verschiebung des oberen Randes um

20% 40% 80% 100%

1.10E+00

'
l\ I

0.00E+00

E_vp

Figure 3: Gelochte Scheibe. Entwicklung der plastischen Bogenlinge (Darstellung der
verformten Geometrie im Originalmafistab)
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11.2 Freies Stauchen

Das zweite Beispiel betrifft den Stauchversuch mit freien Seitenrandern und vollstandiger
Haftung an den belasteten Randern im EVZ. Es wurde wiederum mit 8 Prozessoren gerech-
net.

L

stauch8g - Level 2 - 8 proc.

Figure 4: Freies Stauchen (ein Viertel des Querschnitts). Vernetzung und Richtung der
Belastung

Die folgenden Abbildungen zeigen die Entwicklung der plastischen Bogenldnge bei einer
Verschiebung des oberen Randes bis maximal 19% der Ausgangshéhe. Auch hier kann die
Ausbildung der plastischen Zonen gut verfolgt werden. Sie entwickeln sich ausgehend von
den Eckpunkten hin zur Mitte des Bauteils. Die erreichte maximale plastische Bogenlange
betragt 67 %.
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10%

15%

0,
0.00E+00 19 A)

stauch8 - Level 2 - 8 proc. E_v'p

Figure 5: Freies Stauchen. Entwicklung der plastischen Vergleichsdehnung (Darstellung
der verformten Geometrie im Originalmafstab)

12 Zusammenfassung und Ausblick

Entsprechend der Aufgabenstellung wurde fiir ein Finite-Elemente-Programm eine Materi-
alschnittstelle entwickelt, welche die Beriicksichtigung von Deformationsgesetzen fiir grofle
elastisch-plastische Verformungen in einer verallgemeinerten Formulierung erméglicht. Auf
der Basis dieses Programmes werden zukiinftig Materialparameteridentifikationen durch
Analyse inhomogener Verschiebungsfelder realisiert.
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Bei der Herleitung wurde eine thermodynamisch konsistente Formulierung angestrebt.
Dabei kamen u.a. das Prinzip vom Maximum der plastischen Dissipation, das Konzept
der dualen Variablen wie auch das Kovarianzprinzip zur Anwendung. Im plastischen An-
teil des Deformationsgesetzes konnen neben isotroper und kinematischer Verfestigung auch
Anfangsanisotropien beriicksichtigt werden. Der elastische Anteil beschreibt nichtlinear-
hyperelastisches Materialverhalten.

Das Deformationsgesetz wurde als Algebro-Differentialgleichungssystem formuliert, dessen
zeitdiskretisierte Form erfolgreich numerisch umgesetzt wurde.

Zwei Beispiele, an denen die Eignung des entwickelten Deformationsgesetzes zur Berech-
nung grofler Verformungen gezeigt werden konnte, wurden présentiert. Zukiinftige Auf-
gaben sind die Einbeziehung einer unterliegenden Substruktur [3, 7] und die erfolgreiche
numerische Umsetzung eines derartigen Deformationsgesetzes.
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