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Kapitel 1

Ringe, Ideale und Restklassenringe

In den ersten beiden Teilen der Vorlesung haben wir schon einige algebraische Grundbe-
griffe, wie Gruppe, Koérper, Ring kennengelernt. Wir wollen uns mit diesen algebraischen
Strukturen nun vertieft beschaftigen.

Sei dazu R ein kommutativer Ring mit Einselement 1, siehe Teil I, Definition 1.1. Als Bei-

spiele konnen wir z.B. R =Z oder R = K|z| = {Zn: a;x' | a; € K}, den Ring der Polynome
=0

in einer Variablen iiber dem Kérper K, nehmen.

Definition 1.1 FEine Teilmenge I C R eines kommutativen Rings milt Finselement heifit
Ideal in R, wenn

(i) (I,+) C (R,+) eine Untergruppe ist und x -r € I fir alle v € [ und r € R.

(i) Ein Ideal heifit echtes Ideal, falls [ # R.

(tii) Fin Ideal heifft maximales Ideal, wenn I # R und es kein Ideal J gibt mit [ G J; R.

(iv) Fin Ideal I in R heifit Hauptideal, falls [ = *R = {ar | r € R} fir ein « € R. Man

sagt dann auch, daf$ [ von x erzeugt ist.

Wir betrachten einige Beispiele:
Beispiel 1.2

(a) Nattirlich sind {0} C R und R Ideale.
(b) Sei R =7 und I die Menge der geraden Zahlen, so ist [ ein Hauptideal und I =2 - 7Z.

(c¢) Ist R = K ein Korper, so sind {0} und R die einzigen Ideale in R, dennsei {0} # I C R
und 0 # « € I. Da K ein Korper ist, so gibt es ein ¥ € K mit 22 = 1. Alsoist 1 € |
und damit R C I und damit R = [I.

Wir kénnen auf einem Ring eine Aquivalenzrelation einfithren durch die folgende Relation:
Sei I C R ein Ideal. Fiir r,s € R setzen wir r ~ s, falls r — s € [. Dies ist eine
Aquivalenzrelation, denn falls r, s, € R und



(i)r—séel,soist s —r=(—r)—(—s)€l,
i)y r—r=0¢€l,

(i) r—sel,s—tel = (r—s)+(s—t)el
= r—tcl.

Fiir diese Aquivalenzrelation ,,~“ kénnen wir nun die Aquivalenzklassen definieren mittels
[r] = {s € R | r—s € I'}. Die Menge dieser Aquivalenzklassen bezeichnen wir wie iiblich mit
R/I und nennen sie den Restklassenring nach I oder Faktorring. Wir konnen auf dieser
Menge die Operationen ,,+,-“ definieren iiber

[r1] + [r2] = [r1+ 72
[ra] - [r2] = [r1-7o

(1.3)

Im folgenden lassen wir die Klammern oft weg, d.h., wir schreiben nur den Reprasentanten
r fir die Klasse [r].

Lemma 1.4 Die Menge der Aquivalenzklassen R/I mit den Operationen +,- wie in (1.3)
ist ein kommutativer Ring mit Fins.

Beweis: Ubungsaufgabe O

Definition 1.5 Sei X eine Menge. Fine Teilmenge H C X x X heifit Halbordnung auf X
falls

(i) (z,z) e H Vo e X
(i) (x,y) € H und (y,x) € H, so gilt x = y.

(tii) (x,y) € H und (y,z) € H, so gilt (x,z) € H.

Beispiel: ,,<* oder Teilmengeninklusion.
Wir brauchen im folgenden ein wichtiges Lemma, das Lemma von Zorn, das wir aber nicht
beweisen werden. Dazu zuerst eine Definition.

Definition 1.6 FEine nichtleere Teilmenge A einer Menge X mil einer Halbordnung ,,<*
heifit vollstandig geordnet, falls fiir alle a,b € A stets a < b oder b < a gilt.

Fin Element s(A) € X heif§it obere Schranke von A, falls a < s(A), Va € A.

Fin Element m(A) € A heifit maximales Element von A, wenn aus ¢ € A und m(A) < a
stets m(A) = a folgt.

FEine Menge X mat Halbordnung heiffit induktiv geordnet, wenn jede vollstindig geordnete
Teilmenge von X eine obere Schranke in X besitzt.

Lemma 1.7 (Lemma von Zorn) Ist X eine nichtleere Menge, die beziglich einer Halb-
ordnung ,,< “induktiv geordnet ist, so gibt es zu jedem a € X ein mazimales Flement m € X
mit a < m.



Beweis: Sehr komplizierter Beweis mit Methoden der Mengenlehre. Diesen Beweis machen
wir hier nicht. O

Nun kommen wir zu den Ringen zuriick.

Lemma 1.8 Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

(i)
(it)

Jedes echte Ideal A in R ist Teilmenge eines mazimalen Ideals.

Ist I ein mazimales Ideal in R, so ist K = R/I ein Korper.

Beweis:

(i)

(i)

Sei A ein echtes Ideal.
Betrachte die Menge X der von R verschiedenen Ideale von R, die das echte Ideal A
enthalten, d.h.

X ={B|Bldealin R, B# R, AC B}

Nach Voraussetzung ist X # ().

Ein maximales Ideal ist ein maximales Element von X beziiglich der durch Inklusion
gegebenen Halbordnung. Wir zeigen jetzt, dal X induktiv geordnet ist und wenden
das Lemma von Zorn an.

Da A € X, ist X nicht leer. Sei Y # () eine vollstandig geordnete Teilmenge von X.

Zeige nun, daBl s(Y) = |J B obere Schranke von YV in X ist.
BeY

Da B € s(Y), VB € Y, miissen wir nur noch zeigen, daff s(Y) in X liegt. Seien
a,b € s(Y)und sei a € B, € Y, b € B, € Y. Da Y vollstindig geordnet ist, folgt
B, C By oder B, C B,. Falls B, C By, so folgt a,b € By, (der andere Fall ist analog),
also auch b —a € By, C s(Y') und ra,ar € B, C s(Y) fiir alle r € R. Also ist s(Y) ein
Ideal.

Falls 1 ¢ B, soist B # R. Wenn alle B € Y die 1 nicht enthalten, so auch s(Y') nicht,
und damit ist s(Y) # R und da s(Y) € X, folgt mit dem Zorn’schen Lemma, daf
s(Y') obere Schranke ist.

Wir miissen zeigen, daB jedes [z] € (R/I)\ {0} invertierbar ist.

Betrachte I + K. Dies ist ein Ideal in R, welches [ echt enthélt. Da [ maximal ist,
folgt I+ xR = R und damit gibtesm € I, s € Rmit m+as = 1. Also ist [2]-[s] =1
oder [s] = [z] "

O
Beachte, die Umkehrung in Teil (ii) von Lemma 1.8 gilt auch.
Definition 1.9 Seien Ry, Ry Ringe.
FEine Abbildung ¢ : Ry — Ry heifit Ringhomomorphismus, wenn fir alle x,y € Ry gilt
plety) = ol@)+ey)
ple-y) = wl@)-ply) (1.10)
99(1R1) = g,



Bildp = ¢(R))={p(z)e Ry |z € Ry}
Kerng = {z¢€ Ry |p(z)=0}.

Beispiel 1.11  Sei ¢ : Z — Z ein Ringhomomorphismus. Dann gilt

p(n) = @(l+...+1)=¢(l)+...+¢(l) =np(l) und

und damit @(n)e(l) = ¢(n) = ne(l).
Wire (1) = 0, so folgt ¢(n) = 0 Vn € Z. Ansonsten kann man kiirzen durch (1) und
erhdlt p(n) = n also ¢ = id.

Beispiel 1.12

(i) Sei R =7Zund nZ ={nz |z € Z}.
Dann ist Z/nZ ein Ring mit n Elementen und es gilt, dal nZ genau dann ein maximales
Ideal ist, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis: Sei I = pZ fiir eine Primzahl p und sei Y mit / CY C Z ein Ideal. Sei x € Y
mit |z| # 0 minimal und sei y € Y \ {0}. Teile y durch @ mit Rest, also y = ¢z + r
mit 0 < r < |z|. Da 2 minimal, so ist » = 0 oder, anders gesagt, Y ist von x erzeugt.
Da p € Y, so gibt es z € R mit p = xz und da p eine Primzahl ist, folgt + = 1 oder
z=1,also Y = R oder Y = [ und d.h., dal I = pZ maximal ist und mit Lemma 1.8
(ii) ist damit Z/pZ =: F, ein Korper. O

(ii) Sei R = K[z] und f = Zn: a;x' € R. Sei I das Ideal, welches von = € R erzeugt wird,
=0
so ist

R/I — K
[/l — o

ein Ringisomorphismus.

Definition 1.13 FEin nullteilerfreier, kommutativer Ring, der wenigstens ein von Null ver-
schiedenes Flement enthdlt, heifit Integritatsring.

Beispiel 1.14 7 und n - Z sind Integritdtsringe und natiirlich sind auch alle Korper Inte-
gritatsringe. Das Bild eines Integritétsringes unter einem Homomorphismus ist jedoch i.a.
kein Integritétsring, denn Z/4Z ist homomorphes Bild von Z, hat jedoch wegen 2 -2 = 0
Nullteiler.

Definition 1.15 Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal P von R heifit Primideal, falls

(i) P+# R.
(ii) Aus a,b € R und a-b € P folgt stets a € P oder b € P.



Beispiel 1.16 In einem kommutativen Ring R # {0} ist {0} ein Primideal genau dann,
wenn R ein Integritétsring ist, denn falls @ - b = 0, so folgt aus der Nullteilerfreiheit ¢ = 0
oder b = 0.

In 7 ist {0} ein Primideal und {p} mit p > 0 ein Primideal genau dann, wenn p Primzahl
ist.

Satz 1.17 FEs sei R ein kommutativer Ring und P # R ein Ideal von R. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) P ist Primideal.

(b) a,be Rmitag P undbg P = abg P.

(¢c) R\ P ist mit der Multiplikation aus R eine Halbgruppe.
(d) R/P ist Integrititsring.

(e) FEs gibt einen Homomorphismus f: R — S (S Integrititsring) mit P = Kern f.

Beweis:
(a) = (b)
Wire a-b € P, so auch a € P oder b € P nach Def. 1.15 (i7) und das ist ein Widerspruch.

(b) = (¢)
Aus (b) folgt, dal R\ P abgeschlossen beziiglich der Multiplikation in R ist und da das
Assoziativgesetz in R gilt, folgt (c¢).

(¢) = (d)
Da R/P # {0} und kommutativ ist, folgt fiir [a], [b] € R/ P mit [a],[b] # 0, i.e. a & P,b ¢ P
auch, dal ab ¢ P also [a] - [b] # 0. Also gibt es in R/P keine Nullteiler und es ist ein

Integritétsring.

(d) = ()
Die kanonische Abbildung (vgl. Def. 12.10, Teil I)

II: R— R/P,

die jedem Element aus R die Aquivalenzklasse zuordnet, zu der es gehért, ist der gewiinschte

Homomorphismus. (II(a) = [0] Va € P)

() = (a)

Sei f: R — S Homomorphismus in den Integritdtsring S und P = Kern f. Da P # R, so
gilt falls a - b € Kern f, 0 = f(ab) = f(a)- f(b) und da S nullteilerfrei ist, folgt f(a) =0
oder f(b)=0 = a€ Pund b€ P. O

Korollar 1.18 In einem kommutativen Ring mit 1 # 0 ist jedes mazximale Ideal auch Prim-

tdeal.

Beweis: Es sei M ein maximales Ideal des Ringes R. Nach Lemma 1.8 ist R/M ein Kérper,
insbesondere ein Integritdtsring, also nach Satz 1.17 ein Primideal. O



Beachte, man kann nicht darauf verzichten, dafl der Ring eine 1 hat, denn mit R = 2Z und

M =4z ist R/M = {0,2} kein Integritatsring.

Die ganzen Zahlen Z sind Unterring von Q = {% | m,n € Z}. So eine Konstruktion kénnen
wir auch fiir jeden anderen Integritatsring machen.

Sei R ein Integritatsring. Betrachte alle Paare (z,y) mit z,y € R, y # 0, und setze

F(R)Z{ilx,yel%,y%()},

dann ist F'(R) nicht leer, da R mindestens ein von Null verschiedenes Element enthéalt, und
wir definieren auf F'(R) eine Aquivalenzrelation durch i ~ ¢ genau dann, wenn xb = ay.
Die Menge der Aquivalenzklassen von ~ bezeichnen wir mit Q(R) und definieren dann

Addition und Multiplikation durch

b+
f-l—% _ 2 bay
Y Y (1.19)
X a B ﬂ
y b yb

Damit erhalten wir
Satz 1.20 Sei R ein Integrititsring, so ist (Q(R),+,-) ein Kérper.

Beweis: Ubung O
Q(R,+,-) heilt Quotientenkorper von R.

Wir tibertragen nun die Grundlagen der Arithmetik auf Integritétsringe.

Definition 1.21 Sei R ein Integrititsring mit 1 und seien v,y € R. x heifit Teiler von
y (oder y ein Vielfaches von x), wenn es z € R gibt mit y = xz. Ist @ Teiler von y, so
schreiben wir x|y.

Satz 1.22 Sei R ein Integrititsring mit 1. Es gelten die folgenden Rechenregeln.

(a) 1|z, 2|0 und x|z fir alle v € R.

(b) x ist Teiler von 1 genau dann, wenn x eine Finheit (d.h. invertierbar) in R ist.
(¢) Aus x|y folgt xz|yz fir alle z € R.

(d) Aus x|y; (1 <1< n) folgt x|z101 + ...+ 2oy fiir alle z; € R.

(e) Aus x|y und y|z folgt x|z.

(f) zly <= y€ xR < yR C zR.

(9) x|y und ylx <= xR = yR <= a = y-z mit z Finheit aus der Menge der
invertierbaren Elemente von R.



Beweis:

(a)
(f)
(2)

- (e) trivial.

rly = dr € Rmity =rz, d.h. y € 2R also yR C R.

z|y und ylo <= yR C 2R und 2R C yR <= xR = yR, also gibt es u,v € R mit
r=uy, y =ver = = = uvx und durch Kiirzen 1 = uv. Also ist u eine Einheit.
Ist umgekehrt * = uy mit u invertierbar und Einheit, so ist y Teiler von = und da

y = xu~!, so auch x Teiler von y. 0

Definition 1.23 Zwei Elemente x,y eines Integrititsringes R heiffen assoziiert, falls es
eine invertierbare Einheil u gibt mit x = yu (wir schreiben @ ~ y).

Fs seien p,q # 0 Nichteinheiten eines Integrititsringes R mit 1. p heifst Primelement von
R, wenn fir x,y € R aus plzy stets plx oder ply folgt.

q heifit unzerlegbar oder irreduzibel, wenn g = zy nur fir x oder y invertierbar maéglich ist.

FEin Teiler x von y heifst echt, falls x weder eine Einheit, noch mit y assoziiert ist.

Beachte, Primelement und irreduzibles Element sind in Z dasselbe, im allgemeinen nicht.

Satz 1.24 Sei R ein Integrititsring mit 1 und p € R\ {0} keine Einheit von R. Dann gilt

(1)
(i)
(iii)

Jedes Primelement in R ist irreduzibel.
p ist ein Primelement genau dann, wenn pR ein Primideal ist.

p ist irreduzibel genau dann, wenn pR in der Menge der Hauptideale von R (die nicht
gleich R sind) beziiglich Inklusion maximal ist.

Beweis:

(i)

(iii)

Sei p ein Primelement und p = zy. Da p|p = zy, so folgt nach Definition 1.23, daf
plz oder ply.

Falls = = pr, so ergibt sich p = 2y = pry = y ist Einheit.

Fiir y = pr analog.

Sei p ein Primelement. Da p nicht invertierbar, so folgt pR # R. Sei x,y € pR, d.h.
zy = rp mit r € R. Dann gilt play = p|x oder ply = = € pR oder y € pR. Damit
ist pR ein Primideal. Umgekehrt sei pR # R Primideal, dann ist p keine Einheit. Falls
p = ay, so folgt xy € pR also @ € pR oder y € pR, d.h. p|x oder p|y.

Sei p irreduzibel und p = xr mit r € K. Da eine solche Zerlegung nur fiir invertierbare
x und r gilt, folgt im ersten Fall z R = R und im zweiten Fall, dafl p und = assoziiert
sind, also pR = zR. Ist umgekehrt pR # R maximal unter den Hauptidealen von
R und p = xy mit x nicht invertierbar. Dann ist R # R und pR C xR. Aus der
Maximalitit folgt pR = xR, also ist p assoziiert mit x, d.h. p = zy = = - v mit u
invertierbar. Kiirzen ergibt y = u, also ist p irreduzibel.

O



Definition 1.25 Fin Ring R heifit Hauptidealring, falls R ein Integritdtsring mit 1 ist und
jedes Ideal von R ein Hauptideal ist.

Natiirlich ist Z ein Hauptidealring.

Satz 1.26 Sei R ein Hauptidealring und p € R\ {0}.

(i) p ist Primelement genau dann, wenn p irreduzibel.
(i) pR ist Primideal genau dann, wenn pR maximales Ideal ist.
Beweis: Mit Satz 1.24 und Korollar 1.18 folgt:
p Primelement = p irreduzibel = pR maximal = pR Primideal = p Primelement. O
Damit kénnen wir nun Begriffe wie gg'T' oder kgV einfiihren.
Definition 1.27 Sei R ein Integritdtsring mit 1.

Das FElement d € R heifit groBter gemeinsamer Teiler (ggT) von aq,...,a, € R, wenn d
jedes a;, 1 <1 < n, teilt und wenn jeder gemeinsame Teiler von allen a;, 1 <1 <mn, auch

Teiler von d ist. Wir schreiben d = (ay, ..., a,).
Wenn jeder gemeinsame Teiler von ay,...,a, eine Finheit ist, so heiffen ay,...,a,
teilerfremd oder relativ prim.

Beachte: Ein gg'T' ist nur bis auf Einheiten eindeutig bestimmt.

Satz 1.28 Sei R ein Hauptidealring und d,ay,...a, € R. Dann ist d ein ggT von aq, ..., a,
genau dann, wenn das von ay,...,a, erzeugte Ideal gerade dR ist.

Beweis: Falls das von ay,...,a, erzeugte Ideal dR ist, so folgt a; = dr; fir 1 = 1,....,n,
d.h. d|a;. Ist ¢ ein weiterer gemeinsamer Teiler der a;, dann teilt ¢ jedes Element von
riay+ ...+ rpa, (dies folgt aus Satz 1.22), also auch d. Also ist d ggT. Ist umgekehrt d ein
ge'l von ay,...,a, und wird das von ay,...,a, erzeugte Ideal, welches ein Hauptideal ist,
von einem d erzeugt, dann ist d ein ge'l von ay,...,a, , also sind d, d assoziiert. a

Korollar 1.29 (Satz von Bezout) Sei R ein Hauptidealring und seien ay,...,a, € R.
Dann gibt es den ggT von aq,...,a, und dieser hat die Form d = riay + ...+ rpa,, mit
r; € R.

Korollar 1.30 Sei R ein Hauptidealring. Dann sind ay,...,a, € R teilerfremd genau
dann, wenn es ry,...,r, € R gibt, mit 1 = riaq1 + ...+ r,a,.

Beweis: Aus Korollar 1.29 folgt, dafl 1 als ggT von teilerfremden ay, . . ., a, sich entsprechend
darstellen 1at. Ist 1 = ryay + ... + r,a, und wire @ ein gemeinsamer Teiler ay,. .., a, so
i1st a Teiler von 1 und damit eine Einheit. O

Korollar 1.31 Sei R ein Hauptidealring und seien ay,ay € R teilerfremd.

(i) Falls ai]aze, so folgt aqlc.



(ii) Falls ai|c und asle, so folgt ajaslc.
Beweis: Nach Korollar 1.30 gibt es r1, 79 € R mit 1 = rya;+reas, also folgt ¢ = ryaje+raaze.

(i) Falls aq|age, so teilt a; jeden Summanden, also auch a4c.

11) Falls a;lc und a3|c, dann teilt ¢1a; jeden Summanden, also auch c.
2 J 2

Satz 1.32 Sei R ein Integrititsring mit 1 und a € R, so gill entweder pla oder p und a
sind teilerfremd.

Beweis: Falls a und p nicht teilerfremd sind, so gibt es eine Nichteinheit d, so dafi d|a und
d|p. Da aber p irreduzibel ist und damit keine echten Teiler hat, so gilt d ~ p. Mit jedem
Teiler sind aber auch die Assoziierten Teiler, also p|a. a

Insbesondere impliziert Satz 1.32, dal 2 Primelemente entweder assoziiert oder teilerfremd
sind. Damit erhalten wir ein Resultat, das wir von Z her sehr gut kennen.

Satz 1.33 Sei R ein Hauptidealring und x € R\ {0} keine Einheit. Dann lifit sich x als
Produkt von endlich vielen Primelementen darstellen.

Beuweis: Betrachte die Menge X C R\{0} von Nichteinheiten in R, die sich nicht als Produkt
von endlich vielen Primelementen darstellen lassen. Angenommen, X ist nicht leer. Da R
Hauptidealring ist, so gibt es ein maximales Element z in X (Lemma 1.7). =z ist kein
Primelement und nach Satz 1.24 nicht irreduzibel. Also gibt es Nichteinheiten z,y € R mit
z = xy. Da x,y echte Teiler von z sind, gilt

zR G xR und zR G yR.

Da z maximal ist, gehéren x,y nicht zu X und koénnen daher als Produkt von endlich
vielen Primelementen dargestellt werden, also ist z = z - y auch Produkt endlich vieler
Primelemente. (Widerspruch) O

Definition 1.34 Fin Integrititsring mit 1 heiffit ZPE-Ring, falls die folgenden Bedingungen
gelten:

Set a € R\ {0} Nichteinheit, so ist a endliches Produkt irreduzibler Flemente, d.h.
a = p1...ps mit p; wrreduzibel und diese Zerlegung ist bis auf die Reihenfolge und Mul-
tiplikation mit Einheiten eindeutig, d.h., aus a = py...p, folgt r = s und p; ~ pr) fir eine
Permutation .

(ZPE: Zerlegung in Primelemente ist eindeutig.)

Satz 1.35 Sei R ein Integrititsring mit 1. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) R ist ZPE-Ring.



(b) Jede Nichteinheit in R\ {0} ist endliches Produkt von irreduziblen Flementen und

jedes irreduzible Element ist Primelement.

(¢) Jede Nichteinheit in R\ {0} ist endliches Produkt von Primelementen.

Beweis:

(2) = (b)

Nach Definition 1.34 miissen wir nur zeigen, daf} jedes irreduzible Element eines ZPE-Ringes
Primelement ist.

Sei a € R irreduzibel und a ein Teiler des Produkts ay, d.h. xy = ra mit r € R. Ist « (oder
y) eine Einheit, so teilt @ den anderen Faktor y (oder x). Sind x,y Nichteinheiten, so ist
auch r eine Nichteinheit (denn sonst wére a nicht irreduzibel). Damit kénnen wir z,y,r als
Produkt von irreduziblen Elementen darstellen:

T=21...8¢ Y=Y1...Ys, " =T1...7, mit x;,y;,rp irreduzibel. Es folgt

1o TpYr1 .. Ys = AT ... Ty

Auf beiden Seiten steht ein Produkt irreduzibler Elemente und da die Darstellung nach
Defintion 1.34 im wesentlichen eindeutig ist, folgt ¢« = cz; oder @ = éy; mit Einheiten ¢, €.
—> a|r oder aly = a ist Primelement.

(b) = (¢)

ist trivial.

(¢) = (b)

Da jedes Primelement irreduzibel ist, existiert fiir jedes @ € R\ {0} eine endliche Zerlegung
in irreduzible Elemente. Ist ¢ € R\ {0} irreduzibel und ein Produkt ¢ = p;...pg von
Primelementen, so folgt £k = 1 = ¢ ist Primelement.

(b) = (2)

Es reicht, die wesentliche Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Faktoren zu zeigen.
Seien py...py = @1 ...q mit p;, g; irreduzibel und sei 0.B.d.A. k& < [. Nach Voraussetzung
sind alle p;, ¢; auch Primelemente.

Da py | ¢1...q, so teilt p; mindestens eines der ¢;, 0.B.d.A. p1]|¢:. Da nach Korollar 1.32 je
zwei Primelemente assoziiert oder teilerfremd sind, folgt ¢; = ¢1p; mit invertierbarer Einheit
¢1. Kiirzen von p; auf beiden Seiten und Wiederholung ergibt

¢ =¢cipry und 1l =e1.. .60 Qry1...q

= k =1, denn die ¢; sind keine Einheiten. a

Wir schlielen damit sofort, daf} jeder Hauptidealring ein ZPE-Ring ist.

Definition 1.36 FEin Integrititsring R heif§t euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung

§: R\ {0} — g

gibt, so daf$ zu a,b € R,b # 0 es Elemente q,r € R gibt mit a = gb+ r (Division mit Rest,
wobei entweder r = 0 oder §(r) < 8(b).) Diese Abbildung & heifit Gradfunktion auf R.



Beispiel 1.37 Fiir k € I ist Z mit 6(m) = |m|* ein euklidischer Ring.
Satz 1.38 Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring und damit auch ZPFE-Ring

Beweis: Sei I ein Ideal des euklidischen Rings R und sei [ # 0 - R. Dann ist die Menge
{8() | ¢+ € 1,7 # 0} nicht leer und hat als Teilmenge von Ny ein kleinstes Element (7). Sei
v € [ mit v # 5. Nach Definition 1.36 gibt es ¢, € R mit

v =¢qj+r wobei r =0 oder §(r) < 4(7).

Mit v und j liegt auch r = v — ¢j in I. Also wiirde §(r) < d(j) einen Widerspruch zur
Minimalitat von 7 bilden,

= r=0 = v=q) = [ = Rj.

Damit ist jedes Ideal I in R Hauptideal. Wir miissen also nur noch zeigen, dafl R eine 1
hat.

Dazu betrachten wir I = R. Da R = Re mit ¢ € R, so gibt es e € R mit ¢ = ec und zu
jedem z € R gibt es y € R mit z = ye.

— ze=(yc)e=y(ce) =yc=a = e=1.

— R ist Hauptidealring. Wir erhalten damit natiirlich sofort (nach Satz 1.33), daf} jeder
euklidische Ring ein ZPE-Ring ist. O

Beispiel 1.39 In euklidischen Ringen kénnen wir den euklidischen Algorithmus zur Be-
stimmung des ggT' verwenden. Seien ay,az € R\ {0} und ¢ die Gradfunktion in R.

daz) < (ay)

a3z = 0 oder

a; = qiaz +as, wobei { 5(as) < 8(az),

falls asz # 0

aq = 0 oder

a; = qpaz+as, wobel { §(ayg) < 6(as)

Da die Folge der §(a;) monoton fallend ist, folgt irgendwann a,, = ¢, @41+ anqe mit ayq2 = 0,
aber a,+1 # 0.

Dann ist d = a,,11 der gg'T von ay, as.

Wir kénnen diesen Algorithmus auch in Matrixschreibweise schreiben:

(]il ai4+1 a; .
= > 1.
oLl ]



Dies ist eine Differenzengleichung und es folgt, dafl

- 4-1r
a1 | | a1 a;
l 542 ] o i 1 0 | i it ]

(o 1 Qo 1 ] Jo 1 ][
a 1 —a = I —aq a2

und da a,49 = 0 erhalten wir die Darstellung von l Cln0+1 ] mittels l Zl ] und den ¢;.

2
Um den ggT von n Zahlen ay, ..., a, zu bestimmen, geht man sukzessive vor und bestimmt
den ggT dy von ay,ay, dann den ggT dy von d; und as usw.

Korollar 1.40 In Z gibt es unendlich viele Primzahlen.

Beweis: Fs seien py,...,p, Primzahlen in Z. Da Z ein ZPE-Ring ist, gibt es eine Primzahl
p, die (pip2...pn) + 1 teilt, und p ist verschieden von py,...,p,, da sonst p Teiler von 1
ware. Also folgt mit Induktion, dafl es zu je endlich vielen Primzahlen eine weitere gibt. O

Beispiel 1.41 Sei n € 7\ {0,1} eine Zahl, in deren Faktorisierung kein Quadrat einer
Primzahl vorkommt.

Setze Q(v/n) = {z + yv/n | x,y € Q} und fir z = x + y/n € Q(y/n) setze z = x — yy/n, so
gilt fiir 2 # 0, daf

und damit ist Q(y/n) ein Korper (die restlichen Axiome folgen trivialerweise). Setze Z(y/n) =
{z +yv/n|z,y € Z}. Soist Z(y/n) ein Unterring von Q(y/n) und zwar ein Integritatsring
mit 1.

Satz 1.42 [Mirn = —1,-2,2,3 ist Z(y/n) mit 6 : z — |2Z| fir z # 0 ein euklidischer Ring.

Beweis: § : Z(y/n) \ {0} — N. Seien u = uy + ug\/n, v = vy + vay/n € Z(/n) \ {0}. Da v in
Q(y/n) invertierbar ist, sei uv™" = wy + way/n Mit wy,wy € Q. Seien 1, x5 € Z die Zahlen,
die am néchsten an wy, wy liegen, d.h.

lwy — 24| < % und |wy — x4 < % Setze ¢ = x1 + x9/n und r = v(uv™!

— ¢). Dann ist

u=qgv+r mitr=20



oder

o(r) = ¢ (v(uv_l — q))
= ool [(wo™ = @)(ur T =g)|
= d(v)- ‘(wl —71)% — (wy — :1;2)271‘
fir n = —1,-2,2, 3 folgt, da

1

lwy — x| < =, Jwy —aq] < =

—_

[N]
[N]

dafl [(wy — 21)* — (we — 29)*n| < 1, also §(r) < (v).

Beispiel 1.43 7Z(i) = {x + yi € C| 2,y € Z} ist ein euklidischer Ring.



Kapitel 2

Polynomringe

In diesem Kapitel wollen wir die Konzepte aus Kapitel 1 auf Polynomringe anwenden.

Sei R ein kommutativer Ring mit 1 # 0. Eine Reihe a(z) = Z a;z' mit a; € R heifit

formale Potenzrethe. Die Menge der formalen Potenzreihen mit Koeﬂimenten in R und

unbekannter z bezeichnen wir mit R [[z]].
Seien f,g € R[[z]], so definiere

F+9)) = f(z)+g(z) = §<fi+gi>zf (2.)
(Fo)z) = Lty mit b= Y fioa 22)
e(z) = 1+§:0-zi (2.3)

Satz 2.4 R sei kommutativer Ring mit 1. Dann ist R [[z]] mit Addition (2.1), Multiplikation
(2.2) und Finselement (2.3) ein kommutativer Ring mit 1.

Beweis: Ubung O

Satz 2.5 Die Menge R[z] = {a € R][[z]] mit a = ioj a;z* und a; = 0 fiir fast alle i € Mo}
=0
ist Unterring von R[[z]].

Beweis: a,b € R[z) = a=) a;z', b= ZS: bjz =

a+b = Z (ai—l—bi)zi,

= (o) (£0) -5 (g om)

haben nur endlich viele von 0 verschiedene Koeffizienten. Die anderen Axiome sind klar. O

14



Definition 2.6 R|[z] heifit Polynomring iiber R in z.
Die Abbildung

Grad: R[z]\{0} — N,
Grad (a) = max{i € Ng | a; # 0}

heifit Grad von a.
a, mit n =Grad(a) heif$t fiihrender Koeffizient, und a heifft normiert falls a, = 1.
Das Nullpolynom hat keinen Grad. Das Finselement ist

1=14+0z'+...4+02".

Beispiel 2.7 Sei R = F5, so ist 125 4+ 22% + 3 € TFs[z] normiertes Polynom und mittels
Aquivalenz ist auch 62° 4+ 32% + 1 € Fs[z] normiert, da in F5 gilt 6 = 1.

Satz 2.8 Seien a,b € R[z]\{0}, so gill
(a) a-b=0 oder
Grad(a - b) < Grad(a) + Grad(b).
(b) Falls R ein Integrilitsring ist, so gill
Grad(a -b) = Grad(a) + Grad(b).
(c) R[2] ist Integrititsring genau dann, wenn R ein Integrititsring ist.

(d) Ist R ein Integrititsring mit 1, so ist a € R[z] in R[z] invertierbar genau dann, wenn
a eine invertierbare Konstante ist.

Beweis:
(a), (b) trivial.

(c) Wir missen nur zeigen, daB R[z] nullteilerfrei ist und ein Element # 0 enthélt. Seien
a,b € R[z]\{0} mit fithrenden Koeffizienten as, b; (gibt es, da R Elemente # 0 enthilt),
so folgt, dafl as - b; der fithrende Koeffizient von a - b ist und da R nullteilerfrei, so ist
as - by #£ 0. Damit ist auch R[z] nullteilerfrei, denn fiir a - b = 0 folgt

Z a;-b;=0Vm=0,...,s+1 = a,-b,=0 = a,=0 oder b =0.
i+j=m
Angenommen, b; # 0,a; = 0. Dann folgt
0= Z ab; = asbi_1 4+ as_1by = a;_1b;

4 j=t+s—1
— ds_1 = 0

0= Z ab; = asbi_g 4 as_1bi_1 + as,_2by = as_sby
ihi=t+s—2
= a;_,=20

— a =0.



(d) Sei a € R[z] invertierbar und a - b =1 mit b € R[z].
— Grad 1 = 0 = Grad (a-b) = Grad (a)+ Grad (b), also folgt
Grad (a) = Grad (b) =0 = a,b sind konstante Polynome.

Beispiel 2.9 Es muf nicht gelten, daff Grad (a - b) = Grad (a)+ Grad (b), denn in Zg[z]
gilt

(14+22)(4+2+42%) = 4+ 2+42> +82+22° 482"
= 4492+ 627 +82°

I I
1 0

Beispiel 2.10 Da fiir einen Integritatsring R auch R[z] ein Integritatsring ist, konnen wir
den Quotientenkorper R(z) = Q (R[z]) = {a/b] a,b € R[z], b # 0} bilden.

R(z) heifit Korper der rationalen Funktionen iiber R in z.

Definition 2.11 Sei S ein (nicht notwendigerweise kommutativer) Ring und R ein kom-
mutatiwer Unterring von S, so heifit die Abbildung, die fiir s € S durch

o, : R[z] =S
a— a(s)

gegeben ist, Finsetzhomomorphismus.

Daf dieser Name gerechtfertigt ist, folgt aus (a+0b)(s) = a(s)+b(s) und (a-b)(s) = a(s)-b(s).

Beispiel 2.12 Sei K ein Korper, so ist fiir « € K * — «[, eine Abbildung von K — K™"
und fiir @ € K[z] und S € K™ ist

G(S) = Z aiSi
=0
ein Homomorphismus von K[z] — K™".

Satz 2.13 Sei R cin Integrititsring mit 1, so ist der fir g € R[z] definierte Einsetzhomo-
morphismus

¢, : R[z] = R[7]
a— alg)

ein Isomorphismus genau dann, wenn g = goz + g1 mit g1 € R und gy invertierbar in R.



Beweis: Sei g = gaz + g1 mit go invertierbar in R und sei § = g5 ' (z — ¢1), so gilt
¢, 0; =P;0, = Id, denn

¢, @;5(a) = Dy0," (a—g1)
= g (9" (a—g9)) +a
= a—Gg1+ ¢ =a.

Also ist @, bijektiv und damit ein Isomorphismus.

Wenn wir die Grade vergleichen, so folgt fiir a,g # 0 grad a(g) = grad a - grad g. Ist ®,(a)
surjektiv, so ist das Polynom z im Bild von ®,.

Da a(g) = z, ergibt sich 1 = grad («a)grad (¢) = grad (a) = grad (g) = 1.

= §=G2 T 0
a=asz+ ay;, mit ga,ay #0

z=a(g) = ax(gez + 1) + @1
— aygo =1 =— ¢ invertierbar .

Wir kénnen nun in Polynomringen Division mit Rest machen.

Satz 2.14 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 # 0, a,b € R[z], a = Zn:aizi mil a,
=0

invertierbar. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q,r € R[z], so daf b= ga+r mit
r =0 oder grad (r) < grad (a)

Beweis: Mit Induktion nach grad (b).
0.B.d.A. sei b # 0, ansonsten sind wir fertig mit ¢ = 0,r = 0.

[LA. Sei nun grad (b)) =0 = b€ R.
Ist auch grad (a) = 0 also @ = a9 € R invertierbar, so folgt die Behauptung mit
q=bay! und r = 0. Ist grad (a) > 0, so folgt die Behauptung mit ¢ = 0 und r = b.

[.V. Sei Behauptung richtig fiir grad (b) =m — 1 > 0.

[. S. Sei grad (b) = m, grad () =nund m >n > 1,b= f: b;z".
1=0
Setze By = b— b,a; 2™ "a, so ist der m—te Koeffizient von B gerade

by —bna;ta,=0 = B, =0 oder grad(B;) < grad (b).

In beiden Fallen folgt aus [LA. bzw. L.V., daB es ¢1,r; € R[z] gibt mit By = ¢1a + 1,
wobei ry = 0 oder grad(ry) < grad(a) = b = (bna, 2™ " +q1)a+ry, wie gewiinscht.
Mit b = ga + r = ga + 7 folgt (¢ — §)a =7 —r.

Wire r # 7, so folgt (¢ — ¢)a # 0 und da grad (§ — q) + grad @ = grad (¥ — r) ergibt
sich ein Widerspruch, da grad (7 — r) < grad r < grad a. Also r = 7 und da « kein
Nullteiler ist, auch ¢ = q.



Beispiel 2.15 Seien a(z) = 62> + 32 + 22+ 1, b(z)=2*4+2z+1 € Z[x].

(62> 432 22 +1) : (2 +22+4+1) = 62 —9
—(62° +122* +6x )
—92? —4dx 41 = By(v)
~ (=922 —18¢ —9)
Mz +10 = By(x)

14z + 10

Satz 2.16 Der Polynomring K|z] tber einem Kérper K ist ein euklidischer Ring.

Beweis: Da K Korper ist, so sind alle fiihrenden Koeffizienten invertierbar, damit kann
Satz 2.14 angewendet werden fiir alle a,b € K[x] mit b # 0 und die Funktion grad ist wie
gewiinscht in Def. 1.36 und mit Satz 2.8 (c) folgt, daB K'[z] ein Integritatsring mit 1 und
damit ein euklidischer Ring ist. O

Korollar 2.17 Sei K ein Kérper.

(a) K[z] ist ein Hauptidealring.

(b) Ist a € K|[z] nicht konstantes Polynom, so lif§t sich a eindeutig (bis auf Reihenfolge)
als Produkt a = agp1ps - .. p, schreiben, wobei p; € K[z] irreduzible Polynome in K|z]
und K 3 ag # 0.

(c) Ist p € K[z] irreduzibel, dann ist der Restklassenring K[z]/{p(z)} ein Korper.
Beispiel 2.18 Sei K =T, a= 12>+ 0x+1=1-(lz 4+ 1)(lz + 1).
P = la+1 ist irreduzibel, denn wenn P = a(x)-b(x), so folgt, daf die fihrenden Koeffizienten

alle invertierbar sind und damit ist mindestens eines der beiden a(x) oder b(x) ein konstantes
invertierbares Polynom und damit a und b invertierbar.

Satz 2.19 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) R ist Korper.
(ii) R|z] ist euklidischer Ring.

(iii) R[z] ist Hauptidealring.

Beweis: (i) = (ii) = (iii) haben wir bereits bewiesen. Fiir (iii) = (i) betrachten wir
den Einsetzhomomorphismus

¢ : R[z] = R,
a(z) = a(0) = ao.



Dann ist R[z]/Kern ® isomorph zu R (siehe Ubung).

Da R[z] Hauptidealring, ist R[z] per Definition auch ein Integritatsring, so ist R als Un-
terring von R[z] auch Integritatsring. Damit ist wegen der Isomorphie R[z]/Kern ® ein
Integritatsring. Nach Satz 1.17 ist Kern ® Primideal, welches nach Satz 1.24 in R[z] maxi-
mal ist. Also ist R =2 R[z]/Kern ® ein Korper nach Lemma 1.8. O

Beispiel 2.20 Aus Satz 2.19 folgt sofort, dafl Z[z] kein Hauptidealring ist, jedoch F,[z].

Wir betrachten nun Einsetzhomomorphismen und Erweiterungen von Ringen.

Definition 2.21 Sei S ein kommutativer Ring mit 1, der den kommutativen Ring R mit 1
als Unterring hat. S heifst Erweiterung von R. Zu a € R|[z] betrachten wir dann a: S — S,
definiert durch a(s) = a(s) fir alle s € S.

a heifit die durch a induzierte Polynomabbildung auf S mit Koeffizienten aus R.

Beispiel 2.22 R=7,5=0Q

a: S —= 8

n .
S > ast.
=0

a=> a;z' € R[],

=0

Man beachte, die klassischen Polynome, wie wir sie in der Schule kennengelernt haben, sind
eigentlich die Polynomabbildungen.

Beispiel 2.23 Die Polynomabbildung und die Elemente aus R[z] sind wesentlich unter-
schiedliche Objekte.

Sei zB. R = Fy[z] und a = z + 2 € Fy[z]. Daa(0) =0und a(1)=14+1*=14+1=0, so
folgt, dal die durch @ induzierte Abbildung

a:Fy — IFy

die Nullabbildung ist, obwohl @ nicht das Nullpolynom ist.
Dies kann aber nur bei Ringen passieren, bei denen fiir n € N, n - r = 0 gelten kann, ohne
dal r = 0 oder n = 0 ist.

Definition 2.24 Sei R ein Ring, so heiffit ¢ = min{n € N | Ja € R,a # 0,na = 0} die
Charakteristik von R, und wird als Char (R) = ¢ bezeichnet. Falls dieses Minimum nicht
existiert, so sagen wir Char (R) = 0.

Beispiel 2.25 I, hat Charakteristik p; R,Q,Z haben Charakteristik 0.
In F, wissen wir,dafl 1 +1+...+1=pl=p=0und fir 0 < r < p, ra # 0 Va € F,.

p-mal

In B,Q, Z folgt aus na = 0 sofort, daBl @ = 0 oder n = 0.




Definition 2.26 Sei S kommutativer Ring und Erweiterung des kommutativen Rings R.
Sei a € R[z]. s € S heifit Nullstelle von a wenn a(s) = 0.

Beispiel 2.27 /—1 =i € C ist Nullstelle von z? + 1 € 7[z].

Satz 2.28 Sei R ein Integrititsring mit 1 und a € R[z] habe grad (a) = n. Dann hat a
hochstens n Nullstellen in R und fir jede Nullstelle A € R ist z — X Teiler von a.

Beweis: Sei A € R und a(\) = 0, dann gibt es nach Satz 2.14 zu a und z — A Polynome ¢
und r mit a(z) = ¢(z)(z — A) + r, wobei entweder r = 0 oder grad (r) < grad (z — A) = 1,
d.h.,,r € R. Da0=a(A) =qgA)(A=X)+7r,sofolgt r =0 und a(z) = ¢(z)(z — ).

Ist A # )\ eine weitere Nullstelle, so folgt aus 0 = a(S\) = q(S\)(S\ — A), daB A Nullstelle von
q ist, da es in R keine Nullteiler gibt.

Wir wenden dann Induktion an und zeigen mittels Gradvergleich, dafl es héchstens n Null-
stellen geben kann. O

Satz 2.29 Sei R Integrititsring mit 1. R habe unendlich viele Elemente, dann ist R[z]
isomorph zum Ring aller Polynomabbildungen von R.

Beweis: Es ist klar, daf3 die Menge aller Polynomabbildungen von R als Unterring aller
Abbildungen von R — R ein Ring ist. Sei a € R[z] und a die induzierte Polynomabbildung.
Dann ist die Abbildung ¢, die jedem a die induzierte Abbildung a zuweist, ein injektiver
Homomorphismus (auch Epimorphismus genannt).

Sei a € Kern ¢, d.h. @ = 0 bzw. a(s) = 0Vs € R. Ist a # 0, so hat a nach Satz 2.28
hochstens grad (a) viele Nullstellen, also R hochstens grad (a) viele Elemente, dies ist ein
Widerspruch, also folgt a = 0. O

Damit kénnen wir einen wichtigen Satz beweisen, der in der Numerischen Mathematik eine
grofle Rolle spielt.

Satz 2.30 (Interpolationsformel nach Lagrange) Sei K ein Kéorper mit unendlich vie-
len Elementen, seien xg,xyq,...,x, € K paarweise verschieden und yo,y1,...,y, € K belie-
big. Dann gibt es ein eindeutiges Polynom a(z) € K[z] mit grad (a) < n, fir welches die
Interpolationsbedingungen

alx))=vy;, 1=0,...,n (2.31)

erfillt sind. Dieses Polynom ist gegeben durch
a(z) =3 yiLi(2), (2.32)

wobei L;(z) die Lagrange-Polynome sind mit

Liz) = ] =4 (2.33)

—o i — Xy
#i

(R



Beweis: Einsetzen der x; ergibt sofort, daB (2.32) die Interpolationsbedingungen (2.31)
erfiillt und grad () = n. Sei b weiteres Polynom mit grad (b) < n, welches die Bedingungen
(2.31) erfiillt, so folgt, dafl das Polynom b — a immer grad (b — a) < n hat, aber n 4 1
Nullstellen xq, ..., z,. Nach Satz 2.28 folgt damit, dal b — a das Nullpolynom ist. O

Damit hat man die Méglichkeit, zu n 4+ 1 Punkten (;,y;) ein Polynom n—ten Grades anzu-
geben, welches diese Punkte interpoliert.

Beispiel 2.34 Betrachte die Wertetabelle

5
=

W N S5
N = O

Lofe) = fogte=) = =23 = 5 =52 +6)
L1<z>=22:322:§§ = —(z—1)(z—3) = —(?— 42 +3)
L2<z>=2§:132§:§§ = S(r=1)(z=2) = (s =32+2)

also

G(Z) == OLO + 1L1 + 2L2
= —(22—4Z—|-3)—|-(22—3Z—|—2)

= z—1.

Sei nun R = F3 und betrachte die Tabelle

N = O R
DN — @

Natiirlich folgt mit

Lo(z) = Eg — 32; — ;; = 272 —3242) = 2241,
Li(z) = Ei : 8;2? : ;; = (_11) (22 —2z) = 222 -1z = 2224 2z,
Ly(z) = E; : 8;2; : 3 = %(22 —z) = 222 -2z = 22241z,



daf3

a(z) = (2224 1)+ (22 +22) +2(22% + 2)
222 4142224+ 22+ 422 4+ 22
= 2224+ 241

ein Interpolationspolynom ist.

In Satz 2.29 haben wir gezeigt, dal R[z] isomorph zum Ring der Polynomabbildungen ist,
falls R unendlich viele Elemente hat. Wir werden nun zeigen, daf} fiir ZPE-Ringe R auch
R[z] wieder ein ZPE-Ring ist. Dazu brauchen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 2.35 Sei P ein Primideal eines kommutativen Ringes R, so ist P[z] ein Primideal

in R[z].

Beweis: Seien a = Y a;z', b = Y_b;z* nicht in P[z], d.h., es gibt Koeffizienten, die nicht in
P liegen, und seien a,, b, unter diesen Koeffizienten diejenigen mit dem kleinsten Index.
Betrachte ¢ = ab = ¥ ¢;2%, so gilt

Crps = (QObs—I—r + albs—l—r—l + ...+ ar—lbs—l—l) + arbs + (ar—l—lbs—l + ...+ ar—l—st)-

Alle Terme in den Klammern sind in P =  ¢,41 = a, - by modulo P. Da nach Satz

1.17(b) a,bs # P, folgt ¢,1s ¢ P = a(z)-b(z) ¢ P[z]. Satz%?(b) Plz] ist Primideal. O

Definition 2.36 Sei R ein ZPE-Ring und 0 # a = Z a;2* € R[z]. Dann heifit a primitiv,
falls der ggT von aq, ..., a, eine Finheit in R ist. Dzeser g9T wird mit I(a) bezeichnet.

Beispiel 2.37 Uber einem Korper K ist jedes Polynom # 0 primitiv und natiirlich ist fiir
ZPE—-Ringe jedes Polynom mit héchstem Koeffizient 1 primitiv.

32% 4+ 2z + z ist {iiber Z primitiv.

Satz 2.38 Sei R ZPE-Ring und a,b € R[z] so ist [(a-b) assoziert mit I(a)- 1(b). Anders
ausgedrickt heifit dies, daf$ das Produkt primitiver Polynome primitiv ist.

Beweis: . .
Da wir immer a = [(a)a, b = I(b)b schreiben kénnen, mit a,b primitiv, so folgt

I(a-b) = I(a)l(b)I(a-b).

Es reicht also zu zeigen, daB I(a - b) ~ 1.

Ist fiir a-b € R[z], a,b# 0, a-bnicht primitiv, d.h. I(a-b) nicht eine Einheit, so gibt es nach
Satz 1.35 ein Primelement p € R, welches [(ab) teilt. Also liegen alle Koeffizienten von ab in
pR und dies ist nach Satz 1.24 ein Primideal. Nach Lemma 2.35 ist dann (pR)[z] Primideal
in R[z] und da a-b € (pR)[z], folgt, dafl alle Koeffizienten von a oder alle Koeffizienten von
bin pR liegen = p | I(a) oder p | I(b). Dann kénnen aber nicht beide ¢ und b primitiv
sein. O



Satz 2.39 Sei R ein ZPE-Ring, K = Q(R) der Quotientenkérper von R und a # 0 aus
R[z]. Sei a = b- ¢ eine Zerlegung von a in K[z]. So gibt es 3,7y € K und 6 € R, so dafs
a=20-bcy, mit by =0-b, ¢y =~ -c primitiv in R[z].

Beweis: Sei my Produkt der Nenner der Koeflizienten von b und m,. Produkt der Nenner
der Koeffizienten von ¢. Dann sind my - b, m.-c¢ € R[z]. Es gilt myb = I(mb) - by und
me.c = [(m.c)c; mit by, ¢y primitivin R[z]. Dann ist

r-a=r-b-c=s-by-c;, mitr =myme, s = 1(mpb)l(mec).

Mit Satz 2.38 folgt r1(a) ~ sI(bic;) = r Teiler von s und 2 € R.
r

Dann folgt mit g = 7 = §="2 die Behauptung.
r

Korollar 2.40 Sei R ein ZPE-Ring und K = Q(R).

(i) Seia € R[]\ R irreduzibel, so ist a irreduzibel in K|[z].
(i) Sei a € R[]\ R reduzibel in K[z], so ist a bereits in R[z] reduzibel.

(iii) Seien a,b € R[z], a # 0, b primitiv und b | a in K[z]. Dann gilt bereits b | a in R[z].

Beweis: (i) und (ii) folgen sofort aus Satz 2.39.
(iii) Seia =c¢- b Satz 239 — yep - b, da b= by, also a | bin R[z]. O

Beispiel 2.41 Ist n € NN und kein Quadrat, so ist 2% — n iiber Z irreduzibel, also auch {iber
Q, also ist v/n ¢ © und damit irrational.

Satz 2.42 (Satz von Gauf})
Sei R ein ZPE-Ring, so ist auch R[z] ein ZPE-Ring.

Beweis: Wir miissen die Bedingungen von Definition 1.34 nachweisen. Da R ein ZPE-Ring
ist, so ist R[z] ein Integritdtsring mit 1. Da fir « € R\ {0} a = wv in R[z] nur mit
u,v € R moglich ist (vergleiche die Grade), so ist « € R in R irreduzibel <= a in R|[z]
irreduzibel.

Sei 0 # a € R[z] eine Nichteinheit. Ist a konstant, so ist a als Produkt irreduzibler Elemente
darstellbar, die auch irreduzibel in R[z] sind. Sei daher grad (a) > 0. Dann zerlegen wir
in K[z] mit K = Q(R) als Produkt irreduzibler Faktoren @ = p; -...- p,.

Aus Satz 2.39 folgt « = d¢;...q mit § € R und ¢; = a;p; € R[z] primitiv. Da mit p; auch
¢; iber K irreduzibel, kann man {iber R héchstens noch einen konstanten Faktor abspalten,
der (da ¢; primitiv) nur eine Einheit sein kann = ¢, irreduzibel in R[z].

Wenn wir nun ¢ noch in irreduzible Elemente zerlegen, so haben wir die gewiinschte Zerle-
gung. Seien ¢ = dqy...q, = 841 . . . G zwei solche Zerlegungen, so sind ¢ . . . §; auch irreduzi-

bel in K[z] und 6,4 Einheiten in K[z]. In K[z] (ZPE-Ring) folgt r = s und (eventuell nach



Umordnung) ¢; = ;¢; und 3; € K. Aus Korollar 2.40 (iii) folgt ¢; ~ ¢; in R[z] = & ~ ¢
und dies hat eine eindeutige Zerlegung nach Voraussetzung. O

Ahnlich wie in Z kénnen wir jetzt fiir Polynome eine Zerlegung in irreduzible Polynome
durchfithren. Im allgemeinen ist es aber nicht so einfach, diese Faktorisierung zu bestimmen.
Aber es gibt ein paar Kriterien.

Satz 2.43 B
Ist byz + by Teiler von a(z) = Z aizi, so ist by Teiler von a, und by Teiler von ag.
1=0
Beweis:
an?” 4.t ag = (biz+bo)(co12" T 4 o) = an =bic,_1, ap = boco. O

Satz 2.44 (Satz von Eisenstein)
Sei R ZPE-Ring, K = Q(R) und a = Zn: a;2* nicht konstantes primitives Polynom aus R[z]
=0

vom Gradn. Falls es ein Primelement_p € R gibt mit p|a;, 0 <i<n-—1, aber pta, und
p* 1t ag, so ist a irreduzibel in R[z] und auch in K|z].

Beweis: Seia=0b-c

k !
b:Zbizz, c:Zcizz, brer £ 0
= ag = boco, a, =bre, a, = Z bicj .

it+j=r

Da p Primelement ist, so folgt aus p | ag = boco, daBl p | by oder p | co.

OB.dA. p|by = ptco,dap?tap. pta,=breg = ptby.

Sei m der kleinste Koeffizient mit p 1 b,,, so gilt 0 <m <k <n

G, = b+ 0,101 + ... .

Da p t byco, aber p | by,—jcj, so folgt p t an. Nach Voraussetzung ist dies nur fiir m = n
moglich, also folgt aus m < k <n, daf grad (b) = k = n = grad (@), und damit ist a = b- ¢
keine echte Zerlegung. Da 1 = [(a) ~ I(b- ¢), so folgt, daB ¢ in R invertierbar ist. Die
Behauptung folgt dann aus Korollar 2.40 (i). O

Beispiel 2.45

(a) Zeige, daBl a(z) = 2° 4+ 42° + 2z + 2 € Z[z] {iber Q irreduzibel ist.
Mit Satz von Eisenstein folgt, da a(z) irreduzibel, da

p = 2|ag,...,a4
p = 2tas
p? = 4tae.

(b) Sein € Z, n # 0, n # ¢* fiir ¢ € Z. So ist 2¥ —n € z[z] fiir k > 1 irreduzibel iiber
Q. Berechne Primfaktorzerlegung von n und wende den Satz von Eisenstein fiir alle
Primfaktoren an = ¢/n st irrational.



Seien R und S kommutative Ringe mit 1 £ 0 und ® : R — 5 ein Ringhomomorphismus mit
®(1) = 1. Dann induziert ® durch

) (Z aizi) = Z P (a;) 2

einen Homomorphismus @ : R[z] — S[z]. Dabei gilt:

Entweder ist ®(a) =0 oder grad ®(a) < grad (a). Da

® (Z aizi) =0 — Z q)(ai)zi =0
— O(a;) =0 fiiralles
<= q; € Kern ® fiur alle 2.

—  Kern & = (Kern ®)][2].

Wenn wir als @ den kanonischen Homomorphismus Il : R — R/ fiir ein Ideal [ verwenden,

erhalten wir IT : R[z] — (R/I)[z] und den Kern (II) = I[2].
Satz 2.46 Seien R,S Integrititsringe mit 1 und ® : R — 5 ein Homomorphismus mit
O(1)=1. Seia € R[z], so daff a ¢ Kern ® und sei grad ¢(a) = grad a.

Wenn ®(a) irreduzibel in S[z] ist, so ist auch a in R[z] nicht echt zerlegbar, d.h. aus a = be
folgt b € R oder c € R.

Beweis: Ware a = be eine echte Zerlegung, d.h. grad (b), grad (¢) > 1, so folgte

grad (b) + grad (¢) = grad (a) = grad (®(a)) = grad (®(b)) + grad (®(c)).

Da grad (®(b)) < grad (b) und grad (&3(0)) < grad (¢), muf in beiden Ungleichungen Gleich-
heit gelten. Damit ist ®(a) = ®(b)®(c) ebenfalls eine echte Zerlegung, dies aber ist ein
Widerspruch zur Irreduziblitdt von &. a

Korollar 2.47 Sei p eine Primzahl. 11 : Z — Z[/pZ und a = ¥ a;2" € Z[2] mit grad (a) > 1
und p kein Teiler des fihrenden Koeffizienten.
Falls Tl(a) = Y- 1I(a;)z" irreduzibel iiber 7./pZ, so ist a auch irreduzibel iber Q.

Beispiel 2.48 Sei a = z° + 62* + 82 + 4 € Z[z]. Sei p =3 und
I:z—z/3z, ﬁ(a)223—12+1:z:3+22+1.

In einer echten Zerlegung hétten wir mindestens einen Faktor vom Grad 1.
(a)(r) =1 Vr e z/3Z,

so hat f[(a) keine Nullstellen und damit keinen Faktor vom Grad 1. Also ist a irreduzibel
iitber Q.



Algorithmus 2.49 (Faktorisierungsalgorithmus von Kronecker)
Sei a € Z[z] ein Polynom vom Grad n > 1. Falls a in Z[z] zerlegbar ist, d.h.,

a=>b-cmith,c€ Z[z] und grad (b),grad (¢) > 1,
so qilt fir alle r € Z
a(r)=0b(r)-e(r) = b(r)|a(r).

b(z) ist also unter den Polynomen p zu suchen, fir die p(r) | a(r).

Wir geben uns daher Zahlen ro, ... rs vor und bestimmen alle Teiler von a(r;), 1 =10,...,s.
Dann wendet man Lagrange—Interpolation an, so daf§ diese Werte interpoliert werden, fir
alle Méglichkeiten und prift dann, welche der Polynome a teilen.

Beispiel 2.50 Sei a = z* — 2?2 —2 € z][z] .
Da ay =1 und ap = —2, so folgt mit Satz 2.43, dafl mégliche Linearfaktoren nur

(x—=1),(x4+1),(z+2),(x—2)

sein kénnen. Man priift nach, dafl diese keine Faktoren sind.

Um Polynome vom Grad 2 zu untersuchen, wahle ro =0, ry =1, ry = —1.

Es bleiben als Faktoren {£1,£2} und damit 4 -4 -4 Méglichkeiten fiir Polynome p, fiir die
p(r;) = +£1,£2. Man sieht dann sofort durch Uberpriifen, daf

224+ 1und 2?2 -2

Losungen sind.



Zusammenfassung einiger algebraischer Strukturen und Eigenschaften

Ring

(R,+,-) mit Assoz., Distr., Null, Inv.(+4)

kommut. Ring mit Eins

(R,+,-) Ring mit +,- kommutativ, Eins

Einheit ec Rmitdr € R: e-r =1, (e invertierbar)

Ideal additive Untergruppe I C Rmit [ - R =1
(I-R:={ar|a€l,re R}

Hauptideal I=x-Rfireinz € R

maximales Ideal

echtes Ideal I: es gibt kein Ideal J mit 1 GJGR

Primideal ICR fira,be Runda-bel = a€loderbel

Restklassenring R/I=({[r]:[r]={s€eR:r—sel}},+,)

Integritatsring R#{0}, a-b=0 = a=0oderb=0

Primelement Nichteinheit p: p |2y = p|a oder p|y

irreduzibel Nichteinheit ¢: ¢ =« -y = x oder y Einheit (invertierbar)

ZPE-Ring Vae R\{0}: a=p1-... ps, mit p; irreduzibel,
(eindeutig bis auf Einheiten und Reihenfolge)

Hauptidealring Integritatsring mit 1, in dem jedes Ideal Hauptideal ist

euklidischer Ring

Integritatsring mit Gradfunktion 6 : R\ {0} — Np,
Division mit Rest

Beachte: In nichtkommutativen Ringen gelten manche Eigenschaften auch jeweils nur
,von links* oder ,,von rechts®.

einige Zusammenhinge:

o cuklidischer Ring = Hauptidealring = ZPE-Ring

o Integritdtsring mit 1: Primelement = irreduzibel

e p Primelement in R < pR ist Primideal

q irreduzibles Element in R < ¢R ist maximales Ideal

e Kommutativer Ring mit 1 # 0: Primideal = maximales Ideal

I Primideal in R:  R/I Integrititsring
I maximales Ideal in R:  R/I Koérper



Ringe

\‘ommutative Ring o

Ringe mit ¢

chrper

Integritstsring®



Kapitel 3

Systeme von Differentialgleichungen
hoherer Ordnung

Im II. Teil haben wir uns mit der Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen
t=Ax+ f, 2(0)=2" (3.1)

beschéftigt und gesehen, dafl wir die Lésungen mit Hilfe der Jordan’schen Normalform
vollstandig beschreiben kénnen.

In diesem Kapitel wollen wir diese Theorie nun auf Systeme hoherer Ordnung iibertragen.
Diese haben die Form

LizW(t) + ooy (1) + ..o 4 LiaW () + Loz (t) = f(1) (3.2)

wobei Ly, ..., Ly € C"", und im allgemeinen fordern wir auch noch, daf§ L; invertierbar ist,
dies ist aber nicht unbedingt nétig.

Beispiel 3.3 Mechanisches Mehrkorpersystem

BY Fensterputzroboter oder Schweifiroboter
Modell:
M(0)6 + € (0,0) + G(0) = f(u) (3.4)
0,
© = | Oy | ist der Vektor der Verschiebung der Gelenke.
Af O3

u € R? ist der Steuervektor, der die Drehung der Gelenke
beschreibt. M € ®3? ist die Massenmatrix, C(@,@) € Rr?
ist der Vektor der Zentrifugal- und Coriolis-Krifte, G € »?
ist der Gravitationsvektor, f verallgemeinerte Krafte.

/

Man linearisiert dieses Modell, d.h. man nimmt an, man hat eine angendherte Losung xo(t)
und setzt © = 2o + x, dann macht man Taylor-Entwicklung und erhélt n&herungsweise fiir
x eine Gleichung
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Man kann ein System (3.2) von Differentialgleichungen hoherer Ordnung auf viele Arten
16sen, z.B., indem man daraus ein System erster Ordnung macht. Man setzt

z] = 2= Zl_1 = :1;(1_2), R :1;(1), Z1==x (3.6)

Y

und erhalt dann aus (3.2)

Z"i = Zi41, i:17...7l—1, (37)
Lizi+ Livzia+ ...+ Lisn+ Lo =  f '

oder in Matrixschreibweise

0 0 1, T x
0 0 1, T x
+ E : = = (3.8)
0 L, 2(=2) 2=
)] | —Le —Li ... —Lioy | [ 2D || L2
_ I T s T
1, X
[n x(l‘—l)
L, 2
oder
[ 2 ] [0 I, 17 2z ] [0
Z9 0 0 I, Z9 0
Z3 0 0 0 I, 23 0
Z'l_l [n Z1-2 0
L Z'l ] L —LO —Ll Ce _Ll—l 1 L Ai—-1 | L f(t) 1

wobei L; = Li'L;,i=1,...,lund f = L' f. Dies ist jetzt wieder ein System der Form
i=Az+g (3.10)
wahrend (3.8) ein System der Form
Ez=Az+g (3.11)

ist.

Damit kénnen wir die Methoden aus Teil II Kapitel 1 und 2 anwenden.



Definition 3.12 Ein Polynom der Form

LN + L A7 o Lo = L))

wobei: L; € C™ firi=0,...,1 A€ C, heifft Matrix-Polynom. Das zum System (3.8) bzw.

(3.11) gehorende Matrizbiischel

I,

Fp AL =
(Er, Ar) L

L

Lo

.y

0
—Li—y

I,
—Liy |

heifit Begleitmatrixbiischel und die zu (3.9) bzw. (3.10) gehorende Matrix

0o I,
0 I,
A; = g .
0 I,
Lo —L —Liy —Liy |

heifit Begleitmatrix des Matrixpolynoms.

Beachte: A; ist nur definiert, falls L] existiert.

Der klassische Ansatz zur Losung von (3.2) ist natiirlich auch moglich. Wir lésen zuerst die

homogene Gleichung

LizW+ 4+ LW+ Lo=0

mit dem Ansatz r = ¢ und erhalten

LNe+.. .+ L x+1o=0

oder

L)z := (zzljo Li)\i) z=0.

Also mufl A eine Nullstelle von

!

det (Z Li)\i) =0
=0

sein und fiir so ein A dann

!
x € Kern (Z Li)\i) )

=0

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Wenn wir wieder alle Nullstellen von (3.16) bestimmen und zugehérige Vektoren x, die (3.17)

erfilllen, so kdnnen wir wieder die Gesamtlésung der homogenen Gleichung bestimmen.



Lemma 3.18 FEs gilt
det L(A) = det(A ., — A; ) det Ly

Beweis: Ubung O
Man beachte, daf fiir L, = [vl(f)] gilt

air(A) ... a(N)
=] 3 (319
Ann(A) oot @nn(A)
mit
a;j(x) = ZI: vl(f))\k, (3.20)

d.h., jeder Eintrag der Matrix L()) ist ein Polynom vom Grad < [ in A. Fiir die Analyse
der Nullstellen von det L(A) ist es daher notwendig, Matrizen zu studieren, deren Eintrage
Polynome sind. Solche Matrizen heiflen A\-Matrizen oder Matrizpolynome. Die Koeffizien-
tenmatrix L; der hochsten Potenz in A heifit fihrender Koeffizient.




Kapitel 4

Matrixpolynome

In diesem Kapitel werden wir nun Matrixpolynome genauer untersuchen. Dabei kommen
uns die allgemeinen theoretischen Grundlagen aus den ersten beiden Kapiteln zu Hilfe.

Lemma 4.1 Die Menge K™" der n x n-Matrizen iber einem Korper K bildet einen (nicht
kommutativen) Ring mit Fins. Ebenso bildet die Menge K™"[\| der Matrizpolynome einen
nicht kommutativen Ring mit Fins als Teilmenge von K™"[[A]] der formalen Potenzreihen
mit Koeffizienten in K™".

Beweis: Ubung O

Wir werden nun die Ergebnisse von Kapitel 1 und 2 verwenden, miissen dabei aber immer
darauf achten, daf§ die Multiplikation nicht kommutativ ist.

Definition 4.2 Sei A(X) € K™"[A]. Dann heifst A(X) regulér, falls det(A(X)) nicht iden-
tisch verschwindet. Der Grad von A(X) ist der maximale Polynomgrad in den Koeffizienten,
d.h. Grad (M — M) =1 fir alle M € K™ und Grad (M) = 0 fir alle M € K™\ {0}.
A(X) heifit invertierbar, falls es B(A) € K™"[\] gibt mit

Lemma 4.3 Fin Matrizpolynom A(X) € K™"[A] ist invertierbar genaw dann, wenn

det (A(X)) € K\ {0} konstant ist.

Beweis: Falls det (A(X)) = ¢ # 0, VA € K, so kénnen wir bilden

BO) = (AM) ™ = L -adj (AN),

und damit sind alle Elemente b;;(A) Polynome in A, denn die Elemente von adj (A())) sind
Minoren und damit Summen und Produkte von Elementen von A(X), also B(A) € K™"[A].

Fiir die Umkehrung sei A(A) invertierbar in K™"[A], so gibt es B(A) mit

Also det (B(A)) - det (A(A)) = 1. Da aber det(B(A)) und det (A(A)) Polynome in K[A]
sind, so folgt aus Satz 2.28, daff det (A(N)) = ¢ # 0. O
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Definition 4.4 Fin Matrizpolynom A(X) € K™"[A] heifit unimodular, falls A(X) invertier-
bar ist.

Beispiel 4.5 Die Matrixpolynome in Z™"[A]

oA 2 )
01X | 0= [ S ]
0 0 1

sind unimodular, denn

det Aj(A) =1,  detA X = A—12=X)-2)
= M _224+1-X+2) = 1.

Wir wollen nun Division mit Rest in K™"[)] einfiihren.

Definition 4.6 Seien A(X), B(A) € K™"[A] Matrizpolynome mit grad (A(N)) = I,
grad B(A) = m und B(X) hat in K™" invertierbaren fihrenden Koeffizienten. Angenommen,

es gibt Q(A), Q(N), R(\), R(X) € K™ [)]

mit  grad (R(N)) < grad (B(N)) oder R(}) =0

und  grad (R(\)) < grad (B(\)) oder R()\) =0,
so daff

AN = QB + RO\ (4.7)
bzw.

A(N) = BINQO) + R(Y) (4.8)

so heifen Q()) rechter Quotient und Q()) linker Quotient unter Division von A(N) durch
B()\) und R(\) bzw. R()\) heifien rechter Rest bzw. linker Rest.

l . m.o.
Satz 4.9 Seien A(X\) = 3 XNA,;,, B(A) =Y XB; € K""[A] mit
=0 =0
grad (A(X)) =1, grad (B(A)) =m und det B, # 0.
Dann gibt es rechte und linke Quotienten und Reste bei Division von A(X) durch B(X).

Beweis: Falls [ < m, so ist Q()\) =Q(A) =0und R(\) = fx’()\) = A(N).

Sei also nun [ > m. ,Dividiere* zuerst durch B,,A", d.h. bilde

AN = 4B B 4+ AD()Y),



so hat A(l)()\) — A}ll))\ll +... .+ ABU den Grad [y <[ —1 und es gilt A}ll) # 0.

Falls [; > m, so wiederholen wir , Division® durch B()) fiir A®M(\) und erhalten

AN = ADN2 4 4 AP

lo

mit A;j) # 0 und I, < .
Auf diese Weise erzeugen wir induktiv eine Folge AM(X), A®)(X),... von Matrixpolynomen
mit monoton fallendem Grad so lange, bis wir bei einem Matrixpolynom A)()) ankommen,

fiir welches grad A" () = [, < m. Dann setzen wir mit A()) = A©(})

ACD() = AU BTN B 4 AN

lr—l

und erhalten

AN = (AZB;LI)\Z‘W + A;ll)B;f)\ll‘m +... 4 A}:__ll)B;Ll)\’r—l—m) B(\) + AT ()
— QB + R(A).

Division von der anderen Seite geht analog. O

Satz 4.10 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.9 sind rechte und linke Quotienten und
Reste eindeutig bestimmt.

Beweis: Angenommen es gibt Q(A), R()), Q()\), ]%()\), so daf}

N

AQ) = QB + R(A) = QB + B(),

wobei R()), ]%()\) = 0 oder vom Grad < m. Dann gilt {Q()\) — Q(A)} B(X) = ]%()\) — R(A).
Falls Q(\) # Q()\), so hat die linke Seite einen Grad > m, die rechte Seite aber einen Grad
< m. Das ist ein Widerspruch, also Q(A) = Q(A) und damit R(X\) = R(A).

Fiir die linken Quotienten ist der Beweis analog. O
Korollar 4.11 (entfdllt)

Beispiel 4.12 Seien

MAEXNH20—1 X4+ -1 A+ 1 1

A(A):[ N 2) =2 RN ]’B(A):[AH A1 | €

1

DaBl:[l 1

: : : 10 . e .
] invertierbar ist, By' = l 1 ] , kénnen wir Division mit Rest machen.



Rt R A T

[S—
o =
L

1- 1 0 2 (1)

_ 0_[_11]A3Qy+A (\)
[0 1] [ A+ )2
10 ] LIS RS RNy e
[ A3 A2 N3 N2

- AP ] + AP —

S .| A—1 0 0 2 1 -1 -1
(1) _ _ 2
AT = o ]"l— ]A +’l—2 1]A*'l—2 0]

]+Amu)

[ 00 10

AD(N) = _10][_11]M%M+A@Q)
0 0][A2+x A

U A P P S

0 0

- :%v+A)_A]+A@Q) —

o -1 A—1 2 1 ~1 -1
(2) _ _
AT = A2 2) ] = l—1 2]‘X+l-—2 0]

]+A@u)

Ay = :_f ;] [_i ?]zxx)+zﬂwpw

11][A+1 1

©
=3 2 A+1A+1]+A ()

o242 a+2 3)
= _—A—12A—1]+A =

aoy = [ 237

Also ist

o (a4 8o 2o 2 7]

mit Grad R(A) < Grad B(A).

Betrachte nun den Einsetzhomomorphismus:

Fir A(X) € K»"[A] und B € K™" ist der rechte (bzw. linke) Funktionswert gerade

A(B) = AB'+ AL B+ 4 A (4.13)



bzw.

A(B) = B'Aj+ B"'A_y + ...+ B'A; + A,. (4.14)
Fiir skalare Polynome wissen wir, daf der Restsatz gilt, d.h., fiir

p(A) =q(A)(A—b)+r gilt  r=p(b), (4.15)

denn p(b) = ¢(b)(b — b) + r = r. Ein &hnlicher Satz gilt auch fiir Matrixpolynome.

I .
Satz 4.16 Die rechten und linken Reste bei der Division von A(X) = 3 A\ durch A\ — B
=0
sind A(B) bzw. A(B)

Beweis: Fs gilt
NI—B = (N 4+ N 2B+ + AT+ BT (M - B).

Multiplikation mit A; und Aufsummieren aller rechten und linken Seiten fiir j = 1,....1
ergibt

leAjAf — leAjBf = A(\) — A(B)=C()\) - (M — B)

mit C(A) € K™"[A]. Also gilt A(X\) = C(A\)(M — B)+ A(B).
Die Eindeutigkeit der Division mit Rest ergibt die Behauptung. Fiir die linken Reste ist der
Beweis analog. O

Definition 4.17 Eine Matriz X € K"" mit A(X) = 0 fir A € K""[\] heift
rechte Solvente von A()). Linke Solvente ist analog definiert als Matriz, fir die A(X) = 0.

Korollar 4.18 Fin Matrizpolynom A(X) € K™"[A] ist rechts teilbar (links teilbar) durch
Al — B mit Rest 0 genau dann, wenn B rechte (linke) Solvente von A(X) ist.

Korollar 4.19 (Satz von Cayley—Hamilton)
Set A € K™ und Ps(X) = det(A — A), so gilt P4(A)=0.

(vel. Teil 1, Satz 6.10)
Beweis: Sei A € K" und sei B(A) = adj(A — A) € K™"[A] . (B(A) hat Grad n — 1). Es
gilt

(A — A)B(A) = B(A)(M — A) = det(A] — A) = Pa(N).

Korollar 4.18

- Behauptung. O



Wir wollen nun Aquivalenztransformation fiir Matrixpolynome definieren und entsprechende
Normalformen bestimmen. Wie schon in Teil 1, bei der Treppennormalform, fithren wir
Elementaroperationen ein, wie Multiplikation von Zeilen und Spalten mit ¢ € K \ {0},
vertauschen von Zeilen oder Spalten bzw. Addition eines polynomialen Vielfachen einer

Zeile (Spalte) zu einer anderen.

Es ist klar, dafl wir solche Elementaroperationen durch Multiplikation mit Matrizen von
links oder rechts beschreiben kénnen. Fiir ¢ € K,b(A) € K[A] seien Elementarmatrizen

Definition 4.20 Seien A(N), B(A) € K™"[A]. A(X) heifit &quivalent zu B(A)
(A(X) ~ B(X)), falls es eine endliche Anzahl Elementarmatrizen Fy, ..., E;s gibt, so dafs

B(A) = Ex(X) ... Ey(MAN) Exr (V) . Ey(N), (4.21)
oder

B(\) = POVAMNQ() (4.22)
mit P(\), Q(\) unimodular.

Definition 4.23 Fin Matrizpolynom A(X) € K™"[A] heifit kanonisches Matrixpolynom,
falls es die folgende FEigenschaft hat:

ai(A)
A=
an(A)

wobei a;(N) entweder das Nullpolynom ist oder normiert, d.h. fihrender Koeffizient ist 1,
und weiterhin teill das Polynom a;—1(X) das Polynom a;(X) firj =2,...,n.



Es ist klar, dal dann alle Nullpolynome in den unteren Diagonalpositionen stehen miissen.

Damit kénnen wir nun das Analogon zur Treppennormalform fiir Matrixpolynome herleiten.
Satz 4.24 Jedes A(N) € K™"[)] ist dquivalent zu einem kanonischen Matrizpolynom.

Beweis: Der Beweis ist konstruktiv mittels einer Folge von Transformationen mit Element-
armatrizen. O.B.d.A. sei A(X) # 0.

Sei nun a;;(A) das Element von A(A) vom kleinsten Grad (beachte a;; # 0, da das Nullpo-
lynom keinen Grad hat). Wende elementare Operationen Py; von links und P;; von rechts
an. Setze

AN = PuAN) Py = [ag(V)-
Fiir jedes Element der ersten Zeile und Spalte mache Division durch @;1(A) mit Rest.

aij(A) = an(AN)qi(A) +ri(A),
ain(A) = an(N)gn(A) + ra(r), 1,j=2,...,n.

Fiir jedes 1,5 verwende Transformationen mit Matrizen vom Typ Gj;(A), um das ¢1;(N)-
fache der ersten Spalte von der j-ten Spalte abzuziehen und das ¢;1(A)-fache der ersten Zeile
von der i-ten Zeile. Dadurch werden alle Elemente a;;(A) durch r1;(A) und alle Elemente
d;i1(A) durch r;1(X) ersetzt. Dabei sind alle r;1,71; vom Grad kleiner als a;1(A) oder 0.

Falls nicht alle ry;, ;1 Null sind, verwende eine weitere Permutation Pj; von links oder P;
von rechts um das Polynom vom kleinsten Grad in die (1,1)-Position zu bringen, und teile
dann wieder alles durch das neue Element in der (1,1)-Position mit Rest. Da der Grad
monoton fallt, haben wir irgendwann ein Matrixpolynom der Form

Clll()\) 0 tee 0
0 as(A) -+ agn(A
| 22‘( ) 2 ‘( ) (4.25)
0 Ana(A) -+ apn(A)
Es kann nun sein, dafl es Elemente a;;(A), 7,7 = 2,...,n gibt, die einen Grad kleiner als

ai1(A) haben, dann wiederholen wir den bisherigen Prozefl so lange, bis wir ein Matrixpo-
lynom der Form (4.25) haben, wobei grad (a11(A)) der minimale vorkommende Grad ist.

Falls es nun ein Element a;;( ) gibt, das nicht durch a11(A) teilbar ist, so addieren wir Spalte
J zur ersten dazu und wiederholen von Anfang an. Damit erhalten wir dann ein neues a1 ()
von kleinerem Grad. Dies machen wir solange, bis wir die Form

Clll()\) 0 ce 0
0 baa(A) ... ban(N)
0 bua(A) oo ban(A)
haben, wobei ay;(A) alle b;;(A) teilt, i,7 = 2,...,n. Verwende eine elementare Operation

vom Typ Mi(¢) um aq1(X) zu normieren. Dieses normierte Polynom nennen wir a;(A). Der
Rest folgt dann mit Induktion. O



Definition 4.26 Der Rang eines Matrizpolynoms A(X) € K™"[A] ist die mazimale Anzahl
von Polynomen ungleich 0 des zu A(X) dquivalenten kanonischen Matrizpolynoms.

1— A2 0

0 12 ] hat Rang 2, obwohl fiir A = +1 der Rang

Beachte, das Matrixpolynom l
der Matrix Null ist.

Das aus Satz 4.24 folgende kanonische Matrixpolynom zu einem beliebigen Matrixpolynom
A(X) heiBt Smith—Normalform von A(X). Die Polynome a;(A) in der Smith-Normalform

heiflen invariante Polynome von A(X).

I,
0 0
Aquivalenz PAQ mit P,Q invertierbar. Als nichstes betrachten wir nun die Ahnlichkeit
von Matrizen unter diesem Gesichtspunkt.

Die Smith—Normalform entspricht der Treppennormalform l ] einer Matrix und der

Satz 4.27 Jwei Matrizen A, B € K™" sind dhnlich, d.h. 3P € K™" invertierbar, so dafs
B = PAP™, genau dann, wenn die Matrizpolynome NI — A und A\l — B dquivalent sind,
d.h. dieselben invarianten Polynome besitzen.

Beweis: Falls A, B dhnlich, so folgt A\ — B =X — PAP™' = P(A\[ — A)P~!
= A — A, A\ — B sind aquivalent.

Angenommen, A\l — A, A — B sind dquivalent = Al — A, A\[ — B haben die gleichen
invarianten Polynome und es gibt P(A), Q(A) unimodular, so daf}

PNM —A)QN) =X — B
oder mit M()\) = [P(\)]™!
M)Al = B) = (M = A)Q(})
Division von M()) von links mit A/ — A und Q(\) von rechts mit A — B ergibt

M) = (A — A)S(\) + My,
Q(A) = RA)M = B)+ Qo,

wobei My, Qo konstante Matrizen sind wegen grad (My) < grad (A — A) und
grad (Qo) < grad (Al — B).

— (A= A)S\) + M) (A —B) = (M — A) (RN — B) + Qo)
= (A= A)(S(\) = RN) (M = B) = (M — A)Qo — Mo(M — B)

Die rechte Seite hat Grad 1, also folgt, daBl A* (S(A) — R(A)) =0

— R()\) =S\
—  Mo(M — B) = (A — A)Qq
— MO - Qo, M()B - AQO — AMO



Es reicht damit zu zeigen, dal My invertierbar ist. Bilde P(A) = (Al — B)U(A) + P

=1 = M(\P(}))
= (M= A)S(A) + Mo) (A = B)U(A) + Fo)
= (M =A)SNAM = B)UA) + (M = A)MU(A)
+(AL — A)S(N) Py + Mo Fy
= (M =A)( QU A) + 5(A) Fo) + Mo Py
= QMNUAN)+S5SNFh=0 und
— MoPy=1 = det My #0 = MyPM;"' = A.



Kapitel 5

Standard-Tripel

Wir hatten bereits die Begleitmatrix eines Matrixpolynoms im Zusammenhang mit Syste-
men von linearen Differentialgleichungen hoherer Ordnung kennengelernt in (3.8), Def. 3.12.

I
Seien also L(A) = Y. ML; und
J=0

wobel L = LI_ILZ'.

Satz 5.1 Die Matrizpolynome Al — C}; und l L(O)\) 7 0 ] sind dquivalent.
(I-1)n
Beweis: Setze
-l 0
Y Bioi(A) - e Bo(N)
F(V) = A BN =] T ,
L0 A, I, ] ~h 0

wobei Bo(A) = L;, Bryi(A) = AB.(A) + Li—,—y fir r = 0,1,2,...,0 — 2. Dann gilt
det(F(A)) =1 und det E(X) = £ det ;.

Da det(F'(A)) =1, so ist F'(A)~! nach Lemma 4.3 auch ein Matrixpolynom und es gilt sofort

EN(M - C;) = l L(OA) [(fl)n ] FA).
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Definition 5.2 Die Nullstellen von det A(X) fir A(X) € K™"[A] heiffen latente Wurzeln
von A(X) und die Gesamtmenge der latenten Wurzeln heifit Spektrum von A(X) und wird
im folgenden mit o (A(N)) bezeichnet.

Die matrizwertige Funktion A(XN)™', welche fir alle X ¢ o (A(X)) definiert ist, heift
Resolvente von A(X).

Satz 5.3 Sei L(\) € C""[A]. So gilt L(A\)™' = Py(AM — C};) "' Ry, wobei

0

Pi=[1,0..0]ec und Ry = 0 e cmm,

Lt

Beweis: Da  det L(A\) = det(A — C}) - det(L;), so ist L(A)~" definiert genau dort, wo
det(AM — C}) # 0 ist.
Aus dem Beweis von Satz 5.1 folgt

LA™ _ P
[ [(H)n]_F(A)(A[ O BN (5.4)

Nach Definition von FE(X) folgt

0 I,
ey | "
o | | :
L' 0

also ist die erste Blockspalte von F(A)™! gerade R; und die ersten n Spalten von F()) sind
gerade P;. O

Definition 5.5 Fin Matriz-Tripel (U, V, W) heifit zuldssig fiir ein Matrizpolynom L(X) vom
Grad [, wenn

Ue K™, VeK™" und WeK™,

Zwei zuldssige Tripel (Uy, Vi, W) und (Uy, Vo, W3) heiffen dhnlich, falls es eine nichtsin-
guldre Matriz S gibt, so dafs

U1 — UQS, ‘/1 — S_l‘/QS, W1 — S_IWQ. (56)

Das Tripel (Py,C}, Ry) ist zuldssig und jedes zu (Py,C}, Ry) dhnliche Tripel heifst
Standard-Tripel.

Satz 5.7 Sei (U,V,W) ein Standard-Tripel fir L(X) und A ¢ o (L())), so gilt

L) =UN - V)'W.



Beweis:

P1:US, CL:SIVS Rl—S_IW
— (M —=C;) = (ST =V)8) T = ST AT = V)TLs,

a

Damit erhalten wir die Resolvente fiir L(A) mit Hilfe der Resolvente von ;. Umgekehrt
koénnen wir die Matrix ('; aus jedem Standard-Tripel erhalten.

Lemma 5.8 Sei (U, V,W) ein Standard-Tripel fir L()\) und

Uuv
UVI—I
So ist Q) invertierbar und C; = QV Q1.
Beweis: Da Py =[1,,0,...,0] und C; sich aus (5.4) berechnen 148t, erhéalt man

Py
P.C;
SRR (5.10)

POt
Mit (5.6) erhalten wir QS = I, = @ invertierbar und S = Q™' = C; = QVQ™. O

Satz 5.11 Fin zulissiges Tripel (U, V. W) fir L(X) ist ein Standard-Tripel genau dann,
wenn die folgenden Bedingungen gelten:

(a) Die Matriz Q aus (5.9) ist invertierbar.
(b)) LUV + Lio UV 1.+ LUV + Lol = 0.
(¢c) W =Q 'Ry mit Q wie in (5.9) und Ry wie in Satz 5.3.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dafl das Standard-Tripel (P, C;, Ry) die Bedingungen (a)—(c)
erfiillt.

(a) folgt aus Lemma 5.8.
Aus (5.10) folgt

PCY = (PCENC; = [0....,0, 1,)C; = [=Lo.....—Liny).



— L[Plci == [—Lo, ceey _Ll—1J7 aber
P
-1 . Plcﬁ
ZOLjPIC]E:[L07---7Ll—1] . :[L07---7Ll—1]
J= .
pC!
[ .
= Z Ljplcjﬁ = 0,
7=0

d.h., (b) gilt mit (U, V, W) ersetzt durch (P, C;, Ry). Dann ist Q = [ und (c) gilt auch.
Sei nun (U, V, W) ein Standard-Tripel und sei

U:P15, V:S_ICﬁS, W:S_lRl.

—
U P,
Uv P
Q= : = : S =45
Uyt PO

und mit (5.10) folgt (a).
! , l ,
— > L,UVI = (Z LjPICfﬁ) S=0 = (b), und mit QW = S(S™'Ry) = R, folgt (c).
7=0 7=0

Fiir die Umkehrung nehmen wir an, daf§ ein zuldssiges Tripel fiir L()) die Bedingungen (a),
(b), (¢) erfiillt. Dann ist zu zeigen, daf (U, V, W) ahnlich zu (P, C}, Ry) ist.

Aus der Definition fiir @) folgt, dal U = P;Q und aus (a), dal @ invertierbar ist.

Aus (b) folgt dann QV =C;Q = V =Q7'C;Q.

Mit (c) folgt U = PQ, V=Q'C;Q, W=Q 'R;. O

Damit folgt, daf ein Standard-Tripel durch die ersten zwei Terme festgelegt ist, man nennt
die ersten zwei Terme auch Standard-Paar fiiv L()).

Satz 5.12 Sei (U, V,W) ein zulissiges Tripel fiir L(X\) und sei
L™ = UM — V)W (5.13)
Dann ist (U, V, W) Standard-Tripel fir L()).

Beweis: Machen wir hier nicht. O



Kapitel 6

Jordan—Tripel,
Differentialgleichungen und
Differenzengleichungen

Wir haben gesehen, daf alle Standard-Tripel &hnlich sind, wie in (5.6) definiert. Also kénnen

wir die Ahnlichkeitstransformation so wihlen, daB
L' =X\ —J0)7Y

mit J in Jordan’scher Normalform.

Solche Tripel (X, .J,Y) heiflen Jordan—Tripel und (X, .J) heiit Jordan—Paar fix L(X).

Da jedes Jordan—Paar ein Standard—Paar ist, ist die Matrix

X
XJ

le—l
invertierbar nach Lemma 5.8 und
LIXJ' 4. o+ L XJ + LoX = 0. (6.2)

Sei X = [x1,..., 2]
At

Sei fiir einen Moment angenommen, dafl J diagonalisierbar, d.h. J = ,

)\ln

so folgt fiir alle x;, da x; # 0, denn sonst hitte @) eine Nullspalte. Weiter gilt mit (6.2),
daf

Lll’]‘)\é + ...+ Lll']‘)\]‘ + LOJ}]‘ =0 — L()\])l'] =0 = I; € Kern (L()\]))
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Definition 6.3 Die Vektoren in Kern (L();)) heifien rechte latente Vektoren —wvon L())
zur latenten Wurzel A;.

dT’
Falls J nicht diagonalisierbar ist, so sei L'(\) = N L(X). Dann heifst eine Menge von

Vektoren xq, ...,z mit xg # 0 eine latente Jordan—Kette der Linge k 4+ 1 fir L(X) zur
latenten Wurzel Ay, falls

L()\())l'o = 0,
1

L()\())l'l + FL(l)()\O)Q;O == 0,
. (6.4)

L(Xo) ;FLL(I)()\) + +3L<k>(A Jzo = 0

0)Tk I 0)Tk—1 71 0)To = .

Ji

Sei (X,.J) ein Jordan—Paar von L(A) mit J = , wobei J; € "™ und

X =[X1,..., X,] mit X; € . Dann gilt
XJr = [XoJ], . X

und damit aus (6.2)
LiX;J 44 DX J 4 LeX; = 0.

Mit X; = [xgj),...,xgi)] und

v

L 0 AS

folgt, daB die Spalten von X eine latente Jordan-Kette zum Eigenwert A; bilden.

Beispiel 6.5

L)) = ,\2[(1) HJF/\H —HJFH 8] - [/\/ﬁl /\(/\0_1)],

= o= [0 ] e = 75

det L(X) = A*(XA — 1) hat 2 latente Wurzeln A, = 0, )y = 1.

L(O):H 8],L(1):[§ 8]



. . 0
Damit kann jeder Vektor { ; als latenter Vektor zu Ay, Ay genommen werden.

Die Jordan—Kette zu A, = 1 hat die Lange 1, denn mit zo = l 2 ] und z # 0 folgt:

et [ 8o ][]

hat keine Losung. Fir Ay = 0 ergibt sich aus

o 131 1][2)-[ 2

Ty = l ; ] mit beliebigem y € C.
Aus

00 0 0 z 10 0

ol L]

00 0 0

o) et - [0

ergibt sich xy = l _QZU—I_ Y ] mit v € C beliebig. Fiir

100 0 0 —2z+y 10 z
SRIEN kY R E H
100 n z |0
10| —2z+2y—0 | |0

gibt es keine Losung. Mit z = 1, y = v = 0 erhalten wir

NHESAEEE

als latente Kette fiir A; = 0 und

o O O =
o O OO
o O = O
O = O O

ist Jordan—Paar.



Betrachte nun wieder die Differentialgleichung

LizW(t) + ...+ LazMW(1) + Lox(t) = f(1) (6.6)
mit det L; # 0 und die homogene Gleichung

LigO(t) + ..+ LW (1) + Lox(t) = 0. (6.7)

Falls Ao latente Wurzel von L(A) mit latentem Vektor g ist, so gilt L(Ao)zo = 0 und xee
16st (6.7). Falls aq, 21 die ersten beiden Vektoren einer latenten Jordan—Kette sind, so sind

uo(t) = zoe ! u(t) = (teo + xl)eAOt
: I, d
linear unabhéngige Lésungen von (6.7), denn (E - )\0[) up(t) = 0 und

d

E — )\0[ (tl’o + $1)€A0t = Jfoe/\ot, d.h.
d Aol = b
di — AQ U1 = Ug, ZW.

d 2
(E — )\0[) Uy = 0.

Wende Taylor-Entwicklung an fiir L(A) und L(Ag). Mit

1 1
L) = L)+ FL(”()\O)()\ — o)+ ...+ l—’L(’)(AO)(A — o)
d 1 d 1 d ’
4 - ey ° L0 4
L) = s00 3000 (& <) s b (4 )
d J
— (E—)\()[) ul(t):(), ]:2,3,

d 1
— L E) Uy = L()\())ul —|— FL(l)()\())uO(t)

1
— (L(Ao)wo) te + (L()\O):z;l + ﬂL(l)(Ao)xo) ot
_

= wuy ist Losung von (6.7). Seien a, 3 so, daf}
aug + fu; =0 Vi e R.
= t(awxg) + (axy + Brg) =0 VIER

—>  wug,u; sind linear unabhéngig.

Analog zeigen wir:



Satz 6.8 Sei xg,...,x5_1 €eine latente Jordan—Kette fir L(X) zu Ag. Dann sind die Funk-
tionen

up(t) = zoe !

uq(t) (tao + xl)eAOt

(6.9)

k—1 t] ot
Uk_l(t) = Z ﬁxk_l_j (&

i=0J"

linear unabhdingige Losungen von (6.7).

Umgekehrt seien xq,...,x5_1 € C* mit x¢g # 0. Falls

tk—l
up—1(t) = (ml‘o + .o+ lrgo + :L‘k—1) e’

Lésung von (6.7) ist, so ist Ao latente Wurzel von L(X) und xo, ..., x5y ist latente Jordan—
Kette von L(X) zu Ag.

Beweis: Erster Teil siche Ubung.

Fiir den zweiten Teil seien ug, ..., ug—o wie in (6.9) und definiere v, = 0 fiir i = —1,-2,.. ..
Dann gilt
d J
(E — )\0[) Uk—1 = Up—j5-1, ] == 0, 1,2, ce und

d
0 = L(E) Uk-1
1

= L(Xo)uk—1 + L(l)()\o)uk—z +...+ l—’L(l)()\o)Uk—l—1

Dann kiirzen wir ¢! aus den Gleichungen und erhalten (6.4) und da z # 0, so folgt die
Behauptung. O

Um die allgemeine Losung von (6.6) zu bestimmen, betrachten wir wieder die Umformung
als System durch z; = 2()(¢). Dann folgt, daB (6.6) dquivalent ist zu

Llj;l—l + Ll—lxl—l +... 4+ Lol’o == f, (610)
0
Lo .
oder mit z = : , g= 0
L1 Ll_lf

i=Ciz+g. (6.11)



Die Losungen von (6.11) haben die Form
z=e“tlg+ /eci(t_s)g(s)ds (6.12)
fir ¢ € C = (mit P, C;, Ry wie in Satz 5.3)
¢
x(t) = Petlqg+ Py /eci(t_s)le(s)dS,
0

da Piz = z. Damit haben wir gezeigt, daf} gilt:

Lemma 6.13 Jede Lésung von (6.6) hal die Form (6.12) fiir beliebiges ¢ € €.

Satz 6.14 Sei (U, V, W) Standard-Tripel fir L(X), so hat jede Lésung von (6.6) die Form
¢

x(t)=Ue"'q+ U/ev(t_s)Wf(s)dS (6.15)
0

fiir ein beliebiges ¢ € ™.

Beweis: Nach Definition des Standard-Tripels gibt es S € € invertierbar, so daf

P =US, C;=S"'W8 R =5'"W und

i = §TleVeg Ya € R.

— Pe%ir = UeVs
PleciaRl = UevaW

O
Satz 6.16 Sei (U, V, W) ein Standard-Tripel fir L(X\). Dann gibt es eine eindeutige Losung
von (6.6), welche die Anfangsbedingungen

:zj(j)(O) =z, 7=0,...
fir beliebige gegebene Vektoren
Xoy...,r_q €C"
erfillt. Die Losung ist gegeben durch (6.15) mit
Lo

g=[W, VW, ..., VWIS, | (6.17)

Ti—1



mit

Ly Ly Ls Ly
Ly Ls
Sp=| Ls (6.18)
f 0
L Ll .
Beweis: Ubung. O

Wir kénnen auch analog Differenzengleichungen
Ll$j+l—|-...—|-L1$]‘+1—|-L0$]‘ :f]‘, jZO,l,Q,... (619)

l6sen, wobei (fo, f1, ...) eine Folge von Vektoren in C" ist. Eine Folge (xg, 1, ...), die
(6.19) erfiillt, heiBt Losung von (6.19). Betrachte dazu zuerst die homogene Gleichung

Lll'j-H + Ll—le-l—l—l + ...+ LOJ}]‘ =0 (620)

Beachte im folgenden, dafl wir setzen T = 0 fiwr g <r.
g

7

Satz 6.21 Sei xg,...,x5_1 latente Jordan—Kette fir L(X) zu Ao. So bilden die Folgen
(ués),u(ls), ), s=0,1,...,k—1, mit

; _ )\651?0 (6.22)
u;l) = (i) )\é_ll’o + )\él’l
(6.23)

u;k—l) _ (k J_ 1) )\é_Hlxo +... 4+ (i) )\é_lxk_z + )\éxk_1

fir j =0,1,2,... linear unabhingige Lésungen von (6.20) im Vektorraum der Folgen von
Vektoren in C*.

Beweis: Analog zu Beweis von Satz 6.8 O

Y Y

Satz 6.24 Seien xq,...,x5_1 € C*" mit xg # 0. Falls die Folge (uék_l) u(lk_l) ) mit
. k—1 ] )
W =% (3) )V T (6.25)
s=0

eine Losung von (6.20) ist, so ist Ao latente Wurzel von L(X) und xo,...,x_1 latente
Jordan—Kette von L(X) zu Ao.



Beispiel 6.26 Lose

(1 _

T2 =

:1;51)2 + “';521 - xﬁ)l + xﬁ‘l) =0

10 0 0 0 0
o 1 |G| Tty g |0

Aus Beispiel 6.5 folgt, dafl mit

u§0>:_(1), i=01,...

v(()o): (1) , U](O):O, 7=1,2,

e I O A N R RS

v(()Q): _gl,v@:[é],v?:[?], v](2):0, 7 =34,

a1ul® + 0@ + az0® 4+ a0 Yaq, ag, ag, oy € C die allgemeine Losung bildet.

Satz 6.27 Sei (U, V,W) Standard-Tripel fir L(X), so hat jede Lésung von (6.20) die Form
xo=Uz und fir j=1,2,...

x; =UViz4 U VIV, (6.28)

k=0

mit z € C" beliebig.

Satz 6.29 Sei (U, V,W) Standard-Tripel. Dann gibt es eine eindeutige Losung von (6.19),

welche die Anfangsbedingungen x; = a;, 7 =0,1,...,1—1 fir gegebene ag,a1,...,a;—4 € C*
Qo

erfillt. Die Lésung ist wie in (6.28) mit z = [W, VW, ..., VIZTW ] S, : und Sy, wie
aj—q

in (6.18).

Beweis: Wie Satz 6.16. O



Kapitel 7

Laplace-Transformation und
Rationale Matrix-Funktionen

Wir kommen wieder zuriick auf lineare Differentialgleichungen, aber diesmal als Steuerungs-
problem, z. B. der Roboter aus Kapitel 3.

y=Cx+ Du Cece, Dechm (7.1)

x(tg) = o

{:i;A:L'—I—Bu Aec, Bec”

Dabei ist @ der Zustand des Systems (Ortskoordinaten, Winkel, Geschwindigkeiten),
u ist die Steuerung,
y ist der Ausgang (Mefigrofien).

Diese Formulierung heifit Zustandsraumbeschreibung.

Beispiel 7.2

()=

S

Bewege den Putzkopf von Position 2° nach 2.
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Bild 7.3

Fir vorgegebene w(t) bestimmt die
Losung x(t) die Bahn, es muf} dann u(t)
so gewahlt werden, daB z(f) = z! fiir 1]
ein i > to. Es gibt allerdings viele
mogliche u(t) und es ist auch nicht ein-
deutig, fiir welches # sich dann der Wert
x! ergibt. Diese Theorie und die Algo-
rithmen dafiir werden dann in der Steue-
rungstheorie behandelt. Es gibt verschie-  x°¢
dene Losungsansatze. Ein wichtiger und
vielfach in der Praxis verwendeter Ansatz

ist die Laplace-Transformation.

—> 1
—

Definition 7.4 Sei [ : [0,00) — R integrierbar und es gelte |f(¢)] < ke®. Dann heifit
L(f)= f(s) = [ e f(t)dt die Laplace-Transformierte von f.
0

Lemma 7.5 Fs gelten die folgenden Regeln:
(1) L(arfi(t) + azfa(t)) = ar £(f1(1)) + a2 L(f2(1));

) £ ([ R =510 = LG0)- £ A0

(iii) /;( f(r)dr) -

O —

(iv) £ (1) = 57 f(s) = 5" — ... — =2 — gD wobei g = lim (M) }.
(v) L(f(t—=0))=e"L(f(1)):
(vi) fiira> 0 gilt £(f(at)) = ~f (i)
(vii) L™ f(1) = [(s + a);
(viii) L1 f(t)) = (=1)" [ (s);

(ix) falls %f(t) Laplace-transformierbar ist, so gilt £ (%f(t)) = ?Of(r)dr.

Beweis: Ubung O
Nach Laplace—Transformation ergibt sich

(M —A)i = Bi

Ci + Di (7.6)

Nt
|



oder

[C(M — A)"'B + D],

y =

# = (M—A)'Ba (7.7)
Diese Formulierung in (7.4) heifit Frequenzraumbeschreibung, die Matrix

CAM —A)'B+ D =W(\) = [w;(N)] (7.8)

heilt Transferfunktion vom Eingang @ zum Ausgang ¢ im Frequenzraum. Voraussetzung

ist, daB Al — A regulér ist, d.h. daBl det(Al — A) # 0. Was hat nun W () fiir eine Form?

(M — At = mmj()\[ _ A (7.9)
_
W = ol = [250] < Qe 7.10)

Betrachte nun Q(R[A])"™ = { [pwgi\;] }, die Menge der rationalen Matrixfunktionen.
4qi;

Im folgenden setzen wir voraus, daff grad p;;(A) < grad ¢;;(A), Vi=1,...,p,5 = 1,...,m,
wie das natiirlich bei (Al — A)~! in (7.9) und damit auch bei W () aus (7.8) der Fall ist.

Eine direkte Frage ist nun, ob wir eine gegebene rationale Matrixfunktion W(A) €

Q(R[A])?™ immer in der Form (7.8) schreiben konnen.

Definition 7.11 Sei W(A) € Q(R[A]))»™. Fualls es n € N und Matrizen A € R"", B €
R C € RP™ und D € RP™ gibt, so dafi (7.8) gilt, so heif§t das Quadrupel

(A, B,C, D),
Realisierung von W(A) im Ring R.

Realisierungen von rationalen Matrixfunktionen spielen eine grofie Rolle in der Modellbil-
dung dynamischer Systeme.

Bild 7.12



Fiir gegebene Eingangssignale g, Uy, Ug, U3, ... und Ausgangssignale %o, 1,92, J3,... Im

Frequenzraum suche eine Transferfunktion W () = D + C (A — A)™'B, so daB

gi =W(A)i; V;=0,1,2,3,....

Dies ist eine rationale Interpolationsaufgabe, soll hier nicht behandelt werden, hat aber
immer eine Lésung.

Beispiel 7.13 Chip testen.

{@;} ist Folge in Ty, T e
{y:} ist Folge in Fs. Bhais
Suche W(A) € Q(F[A])"™, so daB Uf—E—’y,

g =W\,  Vi=0,1,2,....

Wenn man so eine rationale Matrixfunktion hat, finde eine Realisierung und dann eine
minimale Realisierung, d.h. Realisierung mit minimalem n.

Wir beschrinken uns im folgenden auf Q(C[A])>™.
Lemma 7.14 W(X) € Q (C[A])"™ habe eine Realisierung

W(A) =D+ O\ — A)'B (7.15)
mit Ac v, Becm 0™, De™. So gilt

D = lim W(\). (7.16)

A—00

Beweis: Betrachte lim (A — A)~!. Dazu sei

A—00

‘]7’1 ()‘1)

die Jordan’sche Normalform von A. So gilt

M —-A)"" = TN -1
(M — J (M)t
- T T,
(M = (M)



Aber

C A=) A=) s (A=)

(- a0) " -

- —1
s fim (M — A =T (hm (A — J)) T =0
A—00 A—00

= lim W(A) = lim (D +C(M — A)™'B) = D.
—+00

A—00

-1 -1

Lemma 7.17 Seien H(\) = Y. M H; € C"[\] und L(X) = NI+ Y A\;L; € T [A].
J=0 7=0

Setze

,A: - ,C:[Ho,...,Hl_l].
I, —Lo —Ly ... =L

So gilt

HNL(A)™ = C(M — A)'B. (7.18)

Beweis: Seien

Y —1 0
Y —1 0
wobei Bo(A) =1, Brp1(A) = AB.(A) + Li—p—y, fir r = 0,...,0l — 2. Dann gilt

poor—a = | 1V 9] o

siehe Kapitel iiber Standard—Tripel.

[ LO)™ 0

;o ] = PO\ — A B (7.19)

Sei P=[1,,0,...,0],so0gilt PF(X)= P und damit

L\ = P(\ — A)'B. (7.20)



Fithre Cy(A), ..., Ci(A) ein durch

C1(A)
: =M-A)""'B = C(\)=LN"
Ci(N)
C1(N)
und da (A/ — A) : = B, so folgt Cy(A\) = X'=1Cy () fiir 1 <1 <,
Ci(A)

— C(M - A)"'B = li HiCpai(N) = H(NLA)™.

i=0

Damit folgt nun ein sehr wichtiger Satz.

Satz 7.21 Fir jede Matrizfunktion W (X) € Q(C[A])P™, mit Alim W(X) = D endlich, gibt
—+00
es n € N und Matrizen A € T B € T und C € ("™, so daf§ W(X) die Realisierung
W) =D+ C\ —A)'B

hat.

Beweis: Sei W(X) € Q(C[A\]))»™. So gibt es ein normiertes skalares Polynom ((\) € C[}]
(das kgV aller Nenner), so dafi £/(A\)W(X) € C»™[A].

Setze H(A) = L(A)(W(X) — D), so ist H(A) € ®™[A]. Sei L(A) = ({(M)I,, (L(X) hat
fithrenden Koeffizienten I,,). Dann ist W(A) = D + H(A)L(A)™! und da

lim H(A)L(A)™ = lim (W(\) — D) = 0 ist,

Ay oo A oo
so ist grad (H(\)) < grad (L())) und nach Lemma 7.17 gibt es A, B, C, so daB
W(A) =D+ C(M — A)'B.
O

Realisierungen sind im allgemeinen nicht eindeutig. Falls zum Beispiel (A, B,C, D) eine
Realisierung ist, so auch (A, B, C, D) mit

. All A12 A13 . Bl N
A: 0 A A23 5 B: B 5 CZ[OCCl]
0 0  Ass 0

fiir alle Matrizen A;;, By, C; von passender Grofle. AuBerdem gilt, falls (A, B,C, D) eine
Realisierung von W () ist, so auch (SAS™!, SB,CS™! D).

Wenn wir also viele Realisierungen finden kénnen, so ist es in der Praxis meistens
wiinschenswert, die Systemdimension n, d.h. die Gréle von A méglichst klein zu machen.

Anstelle von Alim W () verwenden wir auch die Schreibweise W (o0).
—+00



Definition 7.22 Sei W(\) € Q(C]A\])"™ mit W(oo) = D endlich. Fine Realisierung
(A, B,C, D) von W(A) mit Ae Cc™™, B e C€CP", DeCP™ heifft minimal, falls es
keine Realisierung (A, B,C, D) gibt mlt Ae @’7’ Be Um Ce undr<n.

Wir werden nun zeigen, dafl die Minimalitat einer Realisierung direkt vom Rang der Matri-

zZen
C(A,B)=[B,AB, A’B,..., A""'B] und
C
O(A.C) = C‘A (7.23)
A
abhéngt.

Definition 7.24 Das Matrizenpaar (A, B) mit A € C*", B € C""™ heifit steuerbar, wenn
Rang C(A,B) = n.  Das Paar (A,C) mit A € ¢, C € " heifit beobachtbar, wenn
Rang O(A,C) = n.

Diese Begriffe sind aus der Steuerungstheorie motiviert. Das Steuerungsproblem
&= Ar+ Bu, y=Cz, 2(0)=2" (7.25)

mit A € " B € C"™ ist steuerbar (d.h., zu gegebenem a! gibt es t; € R und u(¢)
stiickweise stetig, so daB fiir die Losung von (7.25) gilt, daB z(¢;) = 2') genau dann, wenn
(A, B) steuerbar.

Analog ist das System (7.25) beobachtbar (d.h., fiir jedes to und Losungen x, & mit gleichem
wund Cx = CF gilt x(t) = @(t), Vt < to) genau dann, wenn (A, C') beobachtbar ist.

Satz 7.26 Glegeben sei ein System (A, B,C'), so gibt es S invertierbar, so dafs

A A Ass B
S_lAS = 0 A22 A23 5 S_lB = B2 5 CS = [0 02 03] mzt
0 0 As 0

A Aiy , By steuerbar,
0 Ay B,

und das System (Azz, B2, C3) ist beobachtbar und steuerbar.

Beweis: erfolgt hier nicht. O

Im folgenden bezeichnen wir fiir eine Matrix Z € €™" mit Z =" eine Linksinverse von Z und
mit Z~F eine Rechtsinverse von Z, d.h.

ZZ7% = 1.,
77tz = 1,

Diese Inversen miissen nicht exisiteren und sind eindeutig nur fiir m = n.



Satz 7.27 Seien (Ay, B1,C1), (As, B2, Cs) Realisierungen einer rationalen Matrizfunktion
W(X) mit

(A1, C1), (As,Cy) beobachtbar und
(A1, B1), (A2, By) steuerbar und Ay € C"™ ) Ay € €272,

Dann gilt ny = ny und es gibt S nichtsingulir, so daf
Al — S_lAQS, B1 — S_lBQ, Cl — CQS (728)

Weiterhin ist S eindeutig und gegeben durch

—-L

Cy 4
CyA C1A
- : : (7.29)
Cy AN C AP
— [BQ, AQBQ, ey A;n_lBQ]I:B17 AlBl, ey Azlj_lBl]_R
Dabei ist p € N so, daf
C
CiA; )
Kern i ={0}, wund Rang|[B;,, A;B;, ..., A" B]=n, i=1,2.
Coar!
Beweis: ersparen wir uns hier. a

Korollar 7.30 Sei (A, B,C) eine Realisierung von W(X). Dann sind (A,C) beobachtbar

und (A, B) steuerbar genau dann, wenn die Realisierung minimal ist.

Beweis: Sei (A, B, (') eine minimale Realisierung. Nach Satz 7.26 gibt es eine transformierte
Realisierung (A’, B’, C’) mit (A’, B') steuerbar und (A’, C') beobachtbar.

Da aber nach Satz 7.27 alle minimalen Realisierungen &hnlich sind, folgt, daf die Dimension
von A und A’ gleich ist.

Umgekehrt sei (A, B, (') eine nicht minimale Realisierung mit (A, B) steuerbar und (A, C)
beobachtbar. Dann gibt es eine minimale Realisierung (A’, B’, C’) und damit Untermatrizen
(A", B",C") von (A, B',C"), die steuerbar und beobachtbar sind.

Da aber dann A” und A &hnlich sind, folgt die Behauptung. O



Kapitel 8

Matrixgruppen

Wir hatten schon in Teil 1 und Teil 2 gesehen, daf} die invertierbaren Matrizen in C*" (R"™)
eine Gruppe bilden und analog auch die unitdren (orthogonalen) Matrizen O,(C) bzw.
O,(R). Wir werden nun weitere solcher Matrixgruppen kennenlernen.

Definition 8.1 Sei J = l Ly ;| € R und sei (x,y); = y' Jx eine Abbildung von
Ty

R" X R™ — R, s0 heifft eine Matriz Q € R™" J-orthogonall, falls

(Qz, Qy)s = (2,y), (8.2)

und S € R™" heifit J-symmetrisch, falls

(S, y)s = (x,Sy)s. (8.3)

Die Abbildung (-,-); : R” x R" — R definiert ein indefinites Skalarprodukt, bei dem die
gleichen Bedingungen wie bei einem normalen Skalarprodukt gelten, bis auf die letzte Be-
dingung, denn

(x,2); =0% x=0.

BeispielS.éLle1 0], x:lll#().

e Je = 1—1][1]:0.

Satz 8.5 Sei S; ={Q | Q ist J-orthogonal}, so gilt fir alle Q € Sy, daf
Q'JQ=1J

und Sy ist eine Gruppe beziiglich der normalen Matrizmultiplikation, und damit Untergruppe
von GL,(R).

1

manchmal werden auch solche Matrizen symplektisch genannt (hier aber siche Def. 8.27)
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Beweis: Der Beweis der Gruppeneigenschaft ist Ubungsaufgabe.
Sei {z1,...,2,} eine Basis von R", so gilt

<Qxinxj> = JJQTJQ% = x;—in \V/m‘ =1,....n
= mit X = [21,...,2,)
XTQTJQX =XTJX

und da die z; eine Basis bilden, ist X nichtsingulir = QTJQ = J. O
Wie sehen nun die Elemente von &; aus, und was fiir Eigenschaften hat S;7

Falls J = l Iy 7 ] und p = 0 oder ¢ = 0 ist, so ist J = —I oder J = [ und damit
S; = O,(R). q

Falls jedoch p,q # 0, so ist die Situation komplizierter.

10

Lemma 8.6 Set J = l 0 1

], so haben alle J—orthogonalen Matrizen die Form

er 0 cosh(¢) sinh(yp) e
[ 0 e ] [ sinh(¢) cosh(y) |’ mite; =1, 1=1,2

i - Y _ ¥
wobei cosh(p) = %, sinh(p) = %

e a b L0 10
Bewezs:SelQ:[c d] und QT[O _1162:[0 _1]

— la c]l a b]zll 0]
b d —c —d 0 -1

= d-c=1, ab—ecd=0, b —d*=-1
a’ = 1—|—02:>a::|:\/1—|——c2
b=—1+d = b=+Vd> -1

= HI+ANVE-1-ed=0

= (1+ 02)(d2 - 1) = Ad?

P+ -2 -1 =3
— - =1

Mita?—c?=1 = d*—-a*=0 = d = 4a und mit ab = ¢d = ¢ = +b.

a

Also gilt Q) = l b 5ba ] mit ¢ € {£1} und a* =1 4 b*

Die Gleichung a = £+/1 + b? definiert eine Hyperbel.



~ 7
I

:>Q:l1 5]la Z]mitee{il}undaz—bzzl.

o

b

Diese Beziehung gilt fiir a« = + cosh(p), b = sinh(p) mit ¢ = +arcosh(a) = In(a +va? — 1)
und wir haben mit ¢; = £1 und g9 = ¢1¢:

lgl 0 ] [cosh(c,o) sinh () ]

0 &9 sinh(¢) cosh(yp)

Da wir schon wissen, daf alle Matrizen Q € R?? fiir die QT IQ = I ist, die Form

[COW —sinsoul 5] mit e e {1}

sin COS
haben, kénnen wir jetzt alle Matrizen in &5 beschreiben.

Satz 8.7 Sei J = l Ly ;| B und G € Sy ={G e R [ GTIG = J}, so laft sich
g

G als Produkt von Matrizen der Form

roi -

AN

1

cosh ¢ sinh ¢ i
Hij(¢) = \,

sinh ¢ cosh ¢ —j




Rij(p) = AN

und Vorzeichenmatrizen D = diag(dy, ..., d,) mit d; € {£1} darstellen.

Beweis: Sei GTJG = J und G = l A B ] mit A € RPP, D € R,

¢ D

Nach Teil I, Kap. 10 (Q R—Zerlegung) gibt es orthogonale Matrizen P, € RP?, P, € R?9, so
daf

11 Q@12 ... Q1p €11 €12 ... Cip
A — PITA — 0 5 é = PQTC = 0
0 ap2 DTS app 0 cq2 DTS cqp
PT 0 A B A B
T _ 1 . T _| a4 B
und P —[0 PQT]ESJunddamltauchP [C D]_l(} D]ESJ.
— ATA-CTC =1, = da - =1
- - -1
a1 C11
o AN . .
Multiplikation mit H = ! € Sy von links ergibt
C11 a1
\1
1« * i
0 .
X
A B A B
. 2 |l=HgPT — | 0 = Sy.
IR s
: *
| 0 * |




Fiir die erste Zeile ergibt sich daraus
0 --- 0
und B =

Per Induktion folgt dann die Behauptung. Es ist dabei klar, dafl wir jederzeit noch mit
Diagonalmatrizen mit {£1} in der Diagonale multiplizieren kénnen. O

Beachte: Hyperbolische Rotationen sind keine orthogonalen Matrizen, denn i.a. gilt
HT]H” # [. Sie sind nur orthogonal im Sinne des Skalarprodukts (-, ).

Die Zerlegung von GG € Sy als Produkt von Rotationen und hyperbolischen Rotationen ist
natiirlich nicht eindeutig. Allerdings lassen sich die Elemente von &y iiber die Winkel ¢;; der

n(n —
Rotationen und die Vorzeichen parametrisieren. Man kann zeigen, dafl % Winkel in

[—g, g] fiir Rotationen bzw. Parameter ¢;; fiir hyperbolische Rotationen und n Vorzeichen

(sind eigentlich auch Winkel) jedes Element charakterisieren.

Beispiel 8.8 J = {

0 1 0 0
Hys= 10 3 22
2\/57 23 \/_7
0 22 3

0 0 1 0 0
3 =22 =0 3 =22,
—Qﬂ 3 0 —2v2 3

V2
2

6 = | s
2

—2

9 — zf

o el el

w23 = arcosh(3),

V2 V2
EEl )
Hy'G = V2 V2 o |0 =g e = 0.
22
0 0 1
. I, 0 : .
Korollar 8.9 Sei J = l Op I, ], so gilt det G = %1 fiir alle G € S;.

Beweis: det(GTJG) = det(J) = det(G?)-det(J) = det(J) = (det G)? =
= det(G) = +1. O

Eine weitere wichtige Matrixgruppe sind die Matrizen in R™" mit Determinante 1. Diese
Gruppe wird mit SL,(R) bezeichnet.



Satz 8.10 Sei J = { Ly I J , p+ q = n. Die folgenden Klassen von Matrizen bilden
Ty

Untergruppen von G L, (R).

(a) S;={Ger™|G"JG=J}
(b) SL,(R)={A€r™ |det A=1}
(¢c) SL,(R)NS,
(d) SL,(R)N O, (1)
(¢) S1NOn(R)

Beweis: Ubung

Analoge Betrachtungen lassen sich auch im Komplexen durchfiihren.

Wir hatten in Teil 2 gesehen, dal orthogonale (unitare Matrizen) alle Eigenwerte auf dem
Einheitskreis haben. Kann man fiir J-orthogonale Matrizen etwas analoges zeigen?
: I, 0
Betrachte ) € S; mit J = 0 I , P+ q=n.
—ta

Sei Qv = Az mit 2 #0 = Ja = Q" JQx = A\Q " Jz, also ist y = (¢7J ") Linkseigenvektor
von () und es gilt

y =My Q. (8.11)

Da @) € Sy nichtsingular ist, gilt A # 0 und es folgt

1
y'Q=—-y' oder QTy= Y

Da aber () und Q7 die gleichen Eigenwerte haben, ergibt sich, daf mit A auch immer 3 ein

1
Eigenwert ist (im Komplexen i)

Im(A) 4
A A= a+ib
________ L L a+ib
// > X a4
/ N \ 1 a—uib
A ) a? + b?




Es folgt, daf} fiir p+ ¢ ungerade mindestens ein Eigenwert auf dem Einheitskreis liegen muf,
und zwar im reellen Fall bei 41 oder —1, denn sonst kann nicht A = 3 sein.

Man kann fir Matrizen aus Sy auch eine Jordanform bestimmen unter Transformation
mit Matrizen aus Sy, d.h., man sucht fiir Q € Sy ein S € Sy, so dafl S™'QS in einer
Normalform ist, die so etwas wie die Jordan’sche Normalform ist. Diese Form wurde erst

kiirzlich das erste Mal bestimmt und ist ziemlich schrecklich (sieche meine Webseite, bzw.
http://www.tu-chemnitz.de/sfb393/preprints.html, Nr. 98-07 und 98-29)

Was kann man nun im J-symmetrischen oder J-schiefsymmetrischen Fall aussagen?
Dazu fithren wir zwei neue Matrixmultiplikationen ein.

L, 0

Definition 8.12 Sei J =
0 —I,

],p—l—q:nund

Aj={Aecr™ | (AT = AJ}
die Menge der J-symmetrischen Matrizen in R™" und
Cr={Acr™|(A)T = —AJ}

die Menge der J-schiefsymmetrischen Matrizen in R™".
Definiere fir A, B € Ay die Multiplikation

(A,B)=AB+ BA (8.13)
und fir A, B € Cy die Multiplikation

[A,B] = AB — BA. (8.14)
Lemma 8.15

(i) Mit A,B € Ay ist auch (A, B) € Aj.
(ii) Mit A, B € Cy ist auch [A, B] € C;.
(ZZZ) Fir A e Cy ist A? e Aj.

Beweis: Beachte JT = J.

(i) A,BE A, (ANT = AJ, (BJ)T = BJ

(AB+ BA)J = ABJ+ BAJ

AJTBT + BJTAT = AJBT + BJAT
JTATBT + JTBTAT = J(AB+ BA)T.
(A))T = —AJ, (BJ)T = —BJ

(AB— BA)J = ABJ — BAJ

—AJTBT + BJTAT = JATBT — JBTAT
J(AB — BA)T

(i) A% = —AJAT = J(AT)

(ZZ) A, BelCy

|||IHHIIIIHH



Definition 8.16 FEin Vektorraum V mit einer bilinearen Operation ,Multiplikation
x : VxV =2V
(z,y) = v xy =y
heifit nichtassoziative Algebra. Falls die Operation * assoziativ ist, so heifit die Algebra
assoziativ, d.h., es gilt (zy)z = x(yz).

Beispiel 8.17 Die Mengen R™" ™" F"" sind assoziative Algebren mit der normalen
Matrixmultiplikation. Mit der Multiplikation [A, B] = AB — BA sind sie nichtassoziative
Algebren.

Definition 8.18 FKin Vektorraum L mit einem Produkt [-,-], fir das gilt

[v,y] = =y, 2],  Va,ye L, (8.19)
[, [y, z]] + [, [z, 2]} + [z, [z, y]] = 0, Va,y,z€ L (Jacobi-Identitit) (8.20)

heifit Lie-Algebra.
Beispiel 8.21

(i) B3 mit dem x-Produkt (Vektorprodukt) ist eine Lie-Algebra, denn es gilt
ax(bxe)=(a"c)b—(ab)c.

(ii) Fir J = l Ly I ] ist C;y = {A e rPT2PT? | AJ 4 JTAT = 0} eine Lie-Algebra mit
Ty

dem Lie-Produkt [A, B] = AB — BA.

Definition 8.22 Fine Derivation einer nichtassoziativen Algebra A ist ein linearer Opera-
tor d auf A, der die formale Leibniz—Regel fiir Ableitungen erfillt.

d(z,y) = (dz)y + z(dy) Vz,ye A (8.23)

Beispiel 8.24 Fiir die Algebra der Polynome in @ und ein festes Polynom p(z) ist

d= p(:z;)% eine Derivation.

Die Menge der Derivationen einer nichtassoziativen Algebra A ist ein Untervektorraum von
der Menge aller linearen Abbildungen von A in A.

Das Produkt von Derivationen ist im allgemeinen keine Derivation jedoch das Lie-Produkt

[-,+]. Denn fiir [d;, d5] gilt:

(didy — dadi)(zy) = di(dz(zy)) — da(di(2y))
= di((d22)y + 2(d2y)) — do((dr )y + x(d1y))
= (didax)y + (doz)(dry) + (drx)(dzy) + x(dvday)
—(dzdyx)y — (diz)(day) — (dax)(dry) — z(d2dry)
= ((didy — dadr)x)y + « ((didy — dady)y) .



Korollar 8.25 Sei A eine nichtassoziative Algebra und D die Menge der Derivationen von
A, so ist D eine Lie-Algebra. Man nennt D die Derivationsalgebra.

Bevor wir den Zusammenhang zwischen den Lie-Algebren und den Matrixgruppen studie-
ren, wollen wir noch eine weitere klassische Matrixgruppe einfiithren.

0 I,

Definition 8.26 Set J = l I 0

]. Die Menge der J-orthogonalen Matrizen in R*™*"

heifit symplektische Gruppe.

Spa,(R) =1{Q € ¥ | QTJQ = J}.
Lemma 8.27

(a) Sei K € R*™?" schiefsymmetrisch und nichtsingulir, so ist K kongruent zu J aus

Definition 8.26.

- . . . . - 1
(b) Sei K € R™" symmetrisch und nichtsingulir, so ist K kongruent zu l P / ] .
Ty

Beweis:

(a) Da K reell schiefsymmetrisch ist, gibt es @) orthogonal, so daf

Ky
QTKQ =

K,

mit K;; reell-schiefsymmetrisch 1 x 1 oder 2 x 2 (je nachdem, ob die Eigenwerte re-
ell oder komplex konjugierte Paare sind). Da aber alle Eigenwerte von K auf der
imagindren Achse liegen und K nichtsingulédr ist, so folgt, daff alle K;; die Form

l _Oa' C(l)i ] haben und Paare komplex konjugierter Eigenwerte haben, also s = n
ro1

0

Sei D = diag (D11,..., Dpy) mit Dy; = \/Oa_i sgn (a;) |’ so folgt

DTQTKQD =

Mit P =[e1,€3,... €9, 1,€9,€45...,¢,] ist dann PTDTQTKQDP = J.
(b) klar.



Damit kénnen wir uns auf die Falle

— [p _ 0 [n
J—l _[qloderj—[_[n 0]

beschranken.

0 I,

Lemma 8.28 Sei J = l 10

] . Die Menge der J—symmetrischen Matrizen

Ay(m) = {Aer™ | (A))T = AJ}

ist eine Lie—Algebra mit dem Produkt [-,-]. Alle Matrizen in Aj(R) haben die Form
A—[H _FT]mth—H,G—G.

Diese Matrizen heiffen Hamiltonische Matrizen.

Beweis:

A= G] € Ay(®)

b

(4 4o [

— G=GT, H=HT,[=—FT.

A, B e AJ(R)
— (AB— BA)J =  ABJ— BAJ
= AJTBT —BJTAT
(JT==J) T T
= —AJB'"+ BJA

=  —JTATBT 4 JTBTAT
=  JTU(BTAT - ATBT)

Lemma 8.29 Sei X € GL,(R). Falls AX symmetrisch (schiefsymmetrisch) fir alle sym-
metrischen (schiefsymmetrischen) Matrizen A € R™", so gill

X=al, mit o€cr)\{0}



Beweis: Fs folgt mit A = [,,, dal X symmetrisch ist. Mit A = ekejT + e;e) folgt
X(ekejT +ejel) = (ekejT +eief)X, Vi ked{l,...,n}
— xrke;el +apele =el ey +eleay Vi k,rle{l,...,n}

= firk#r, [=j=Fk folgt 22, = 0 und
fir 9 =r,l =kfolgt apy = 2;;, = = =0al,

Im schiefsymmetrischen Fall analoger Beweis (Ubung). O
. I, 0 0 I - .
Satz 8.30 Sei J = 0 I oder J = I 0 und set K = Aj(R) oder K = Cy(R).
—1, _

Dann gilt T=*MT € K fiir alle M € K genau dann, wenn
TTIT = aJ fir o€ Rr\{0}
(wobei natiirlich das passende J zu wihlen ist).

Beweis: Falls TTJT = aJ (oder TTJ = aJT™') ist, so gilt fiir M € K, daB

1 1 1
JI'MT) = —T"JMT =+-T"M"J'T=+-T"M"aT™"J"
o o o

= +(T'MT)"JT.

Umgekehrt, falls fiir M € K auch T7'MT € K, so folgt

JI'MT) = £(T'MT)" JT =+T"M"T7"J =T M"J JT""J"
= T"IJMJT™"J", —
JM(TJTTJT) = (JTJ'TT)JM

und damit ist JM(TJTTJT) symmetrisch.
Wenn also T7'MT ¢ K VM € K, so ist TJTTJT symmetrisch fiir alle symmetrischen
(schiefsymmetrischen) A = JM, also folgt nach Lemma 8.29

JTJ T =al — TJ'T"'=aJ  oder TJT" =aJ — JT" =aoT'J

— JTTIJTT =aT'JJ"T = al
— T7J'T =aJ7
— TTJT = ol

a

Wir erhalten also, da Ahnlichkeitstransformation mit Elementen der Gruppe die entspre-
chende Algebra erhalten und eigentlich nur diese (bis auf eine Konstante). Man kann nun

fir Matrizen in Ay, Cy mit J = l _? é ] eine Schurform mit Matrizen in Oy, (R)N Spen(R)

herleiten.



) 0 [/
Satz 8.31 Sezj—{_[ OJ.

(i) Sei He Ajy = {A er?™ | (AJ)" = AJ} und H habe keine Eigenwerte mit Realteil
0, so gibt es S € Oq,(R) N Span(R), so dafs

F G
-1 _oT _
STTHS =S HS—[O —FT]
Fu - Fug
mit ' in reeller Schurform, d.h. F' = IR mit F;; 1 x 1 oder 2 x 2.
Fy,

(ii) Sei H € C; = {A € R | (AJ)T = —AJ}, so gibt es S € Oy, (R)N Spa,(R), so daff

ST'HS = STHS = l e ]

0 F7

mit ' in reeller Schurform.

Beweis: Wir haben bereits die Schurform fiir allgemeine Matrizen betrachtet. Der Beweis
geht analog und soll hier nicht gemacht werden. O

Bemerkung: Man kann diesen Satz als notwendige und hinreichende Bedingung formulieren
und dabei Eigenwerte auf der imaginiren Achse zulassen.

Siehe Webseite.



Kapitel 9

Grundlagen der Gruppentheorie

Wir wollen nun noch einige wichtige Grundlagen der Gruppentheorie behandeln.

Definition 9.1 FEine nichtleere Menge H mit einer assoziativen inneren Verknipfung o

heifst Halbgruppe.
Beispiel 9.2 (Z,+),(Z,-) sind Halbgruppen.

Satz 9.3 Sei (H,0) eine Halbgruppe a € H,m,n € N, so gilt

an o am — an—l—m7 (an)m — an.m‘

(Beachte Potenzen sind wie iblich definiert durch o' = a,a"*" =aoa™.)

Beweis: Per Induktion. O

Definition 9.4 Fine Halbgruppe (H,o) heifit kommutativ (abelsch), falls a 0b = boa
fiir alle a,b € H. Fin FElement e heifit linksneutrales (rechtsneutrales) Flement, falls
eoa=a(aoe=a). Fin Element, welches sowohl rechts- als auch linksneutral ist, heifit
neutral.

a b

Beispiel 9.5 Sei H = {[ 00

] ,a,b € R}, so ist H eine Halbgruppe beziiglich der Matri-

zenmultiplikation. l (1) 8 ] ist linksneutral aber nicht rechtsneutral.

Definition 9.6 Fs sei (H, o) eine Halbgruppe mit neutralem Element e. Fin Element a € H
heifit linksinvertierbar (rechtsinvertierbar), wenn es b € H gibt mitboa = e(aob=c¢€). b
heifit dann Linksinverses (Rechtsinverses) zu a.

Satz 9.7 Ist (H,o) eine Halbgruppe mit neutralem Element e und H* die Menge der (links-
und rechts-) invertierbaren Elemente aus H, so ist (H*,0) eine Gruppe.
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I' = ¢ = a7 ! ist invertierbar

mit Inversem a. Da das Inverse eindeutig ist, folgt « = (¢7!)7% O

Beweis: eoe=¢ = e€c H*unde '=e. a'oa=aoa”

Beispiel 9.8

(a) R™™ ist eine Halbgruppe mit neutralem Element e = [,,. (R™")* = G'L,(R).

(b) Die Menge F(X) aller Abbildungen einer Menge X in sich mit Komposition o als
Verkniipfung ist eine Halbgruppe mit e = [dx.
Die bijektiven Abbildungen von X — X sind die Permutationen und bilden gerade
E(X)".
Die Gruppe der Permutationen von X heifit symmetrische Gruppe S(X).

Fiir endliche Gruppen kénnen wir die Multiplikation (Verkniipfung) mittels einer Tafel an-
geben

o‘ T T,
ry |x1027 -+ T10X,
T, | xp 02y - T,O0X,

Satz 9.9 Die Verknipfungstafel einer endlichen Halbgruppe G ist die Tafel einer Gruppe
genau dann, wenn in jeder Zeile und Spalte jedes Flement von G hdchstens einmal vor-
kommt.

Beweis: Sei G = {x1,...,2,}. In der i-ten Zeile sind die Elemente x; 0 2;. Die Behauptung
ist dquivalent zu

rjox;=x;0x, < 5=k

Kiirzungsregel in Gruppen =— x; = 4.
Analoges gilt fiir Spalten. O

Beispiel 9.10

(i) ole a b In der (2,2) Position kann nur b oder e stehen. Wire
~ 1 b es ¢, so miifite darunter b stehen, dann wéren aber zwei
ala b’s in einer Zeile, also gibt es nur eine Moglichkeit bei

bl b 3 Elementen.

elec a b
ele a b
ala b e
blb e a




(ii) Klein’sche Vierergruppe G' = {e, a,b,c}, a* =b* = e.

o

+ muf ¢ sein, also folgt

o ¥ O O
9
QL OO o

O TR 0
S TR oo
o SNR O
S R oo
N0 0 2R
oD R OO

Es gibt also nur eine Gruppe mit 4 Elementen und «? = * = e. Man muB allerdings
noch die Assoziativitdt nachweisen.

Wir hatten schon Homomorphismen zwischen Vektorrdumen und Ringen kennengelernt, fiir
Gruppen definieren wir analog:

Definition 9.11 Fs seien (G,0),(H,*) Gruppen.
Fine Abbildung ¢ : G — H heifit Gruppenhomomorphismus, wenn fir alle a,b € G gilt

plaob) = ela)*p(b).

Beispiel 9.12 ¢(x) = €’ ist ein Gruppenhomomorphismus von (R, +) in (R\{0},), da

"ty = e . ev.

Wiederholung: Sei ¢ : G — H Gruppenhomomorphismus.

Monomorphismus ¢ injektiv
Epimorphismus @ surjektiv
Isomorphismus @ bijektiv
Endomorphismus ¢ : G — G
Automorphismus ¢ : G — G bijektiv .

Satz 9.13 Seien G, H Gruppen, ¢ : G — H Homomorphismus, e neutrales Element von
G. Dann folgt

(a) ©(e) ist neutrales Element von H,

(b) pla™) = [p(a)]™! VaeG,
(c) p(a") = (p(a))” Va€dG, nez.

Beweis: Ubung O

Wiederholung: Seien G, H Gruppen mit neutralen Elementen e, e,

Bilde = {p(z)e H |z € G},
Kerng = {zeG|p(r)=-e}



Satz 9.14
(a) Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H ist injektiv genau dann, wenn

Kern ¢ = {e,}.

(b) Sind ¢ : G — H, v»: H— K Gruppenhomomorphismen, so ist auch Yoy : G — K
ein Gruppenhomomorphismus.

(¢) Mit ¢ ist auch =" : H — G ein Isomorphismus.
(d) Sind ¢ : G — H, ¢ : H— K Isomorphismen, so auch ¢ o ¢.

(e) Idg ist ein Isomorphismus.

Beweis: Ubung O
Satz 9.14 zeigt, daB Isomorphie auf einer Menge von Gruppen eine Aquivalenzrelation defi-

niert.

Definition 9.15 Die Menge AutG = {¢ : G — G | ¢ ist Automorphismus } (die natirlich
wieder eine Gruppe ist) heifit Automorphismengruppe von G.

Beispiel 9.16 Sei G eine Gruppe und = € G. Sei

v, G =G
Y l—>:1:y:1;_1.

V=aya~taza™ = ¢.(y)ps(2), so ist ¢, ein Homomorphismus und

Da ¢,(yz) = ayza~
da ¢, 0 -1 = -1 0w, = ldg, so ist ¢, sogar ein Automorphismus. D.h.,

Ahnlichkeitstransformationen in Matrixgruppen sind Automorphismen.

Definition 9.17 Sei G eine Gruppe. Ein Element ¢ € AutG heifit innerer Automorphismus,
wenn es x € G gibt mit ¢ = ;.
Elemente a,b € G heiffen konjugiert, wenn es x € G gibt mit p,(b) = xbax™! = a.

In kommutativen Gruppen ist nur die Identitét ein innerer Automorphismus. Die Abbildung

d: G—=AutG

v o, (9.18)

ist ein Homomorphismus, denn
poy(2) = ayz(ay)™ =ayzy~laT
= (pz00y)(2)

=  P(ay) = P(x) o P(y).



Definition 9.19 Fiir die Abbildung ® aus (9.18) heifst Kern® das Zentrum von G, bezeich-
net mit Z(G).

Da
Kern® = {zeG |y, =1ds}
= {ze€Glayz™ =y Vye G}
= {z€G|ay=yx Vye G}

mift Z(G) den Grad der Kommutativitat von G, denn G ist kommutativ genau dann, wenn

Z(G) =G.
Beispiel 9.20 Betrachte die Gruppe
G =GL,(R),

soist Z(G) ={al, | « € R\ {0}}. Verwende die Matrizen [ + E;; € G fiir ¢ # j, dann folgt
aus X([—I— EZ]) = ([—I— EZ])X — XE” == EZ]X SO fOlgt Tij = 0 \V/Z 7£] und Tig = Xyjj.

Satz 9.21 Sind X,Y nichtleere Mengen von gleicher Mdchtigkeit, so sind die symmetri-
schen Gruppen S(X) und S(Y') isomorph.

Beweis: Da X, Y gleich viele Elemente haben, so gibt es eine bijektive Abbildung f : X — Y.
Zu diesem f: X — Y betrachte

w: S(X)—=S(Y)
grr fogof!

V'= f~Yoho f und man sieht sofort, daff ¢ Homomorphismus ist.

a

@ ist auch bijektiv mit @~

Satz 9.22 (Cayley)
Jede Gruppe GG ist isomorph zu einer Gruppe von Permutationen von (.

Beweis: Fiir g € ( sei L(g) € S(G) definiert durch
L(g) : v — ga.
Da (7 assoziativ ist, so folgt
L(gh) = L(g)L(h) Yg,h € G.
Sei £(G) = {L(g) | g € G}, so ist L(G) eine Halbgruppe und da Id = L(e) € £(G), so gibt
es ein neutrales Element und jede Permutation L(g) hat als Inverses L(g™?).

Damit ist £(G) eine Gruppe von Permutationen und die Abbildung

A G = L(G)
g~ L(g)



ist ein Epimorphismus (surjektiv). Sei g € Kern A mit A(g) = Id, so folgt
Agle=Alg)=e= g=ce.
Also ist A ein Isomorphismus. a

Korollar 9.23 Jede Gruppe der Ordnung n ist isomorph zur Gruppe der Permutationen
vom Grad n.

Fiir Teilmengen A, B C (G einer Gruppe (G definieren wir

A-B = {a-bla€ A be B}
AT = a7l a € A}

Satz 9.24 Sei GG eine Gruppe und U C G eine nichtleere Teilmenge.

(a) Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) U ist Untergruppe von G,

(i) z,ye U = z-ye Uzt el,
(iii) UU C U und U™ C U,

(iv) UU =U und U™t =U

(v) v,y e U= 2yt €U

(vi) UUY C U

(vii) UU =U.

(b) Fualls U eine endliche Menge ist, so ist U Untergruppe genau dann, wenn UU C U.
Beweis: Ubung. O

Beispiel 9.25
(a) Sei G = {e,a,b,c} die Klein’sche Vierergruppe, dann sind
Uy ={e,al, Uy ={e,b},Us = {e,c}
Untergruppen von G.
(b) Seiin S(N) fiir n € ¥
Si={fesSm)| f@)=iVien\{1,2,...,n}}

so ist 7 Untergruppe von S(N) und fiir n < m ist S} Untergruppe von S!,. Dies sieht
man sofort, denn S/ = 5, ist die symmetrische Gruppe von {1,... n}.



(c¢) Eine Realisierung der Klein’schen Vierergruppe ist

0 1
. 1 2 3 4 10
Vi = e_ld"‘]4"‘_(2143)"‘ 01|
10
0010
y_ (1 234)_ 00001
“\34 1 2/)7(1000]|"
0100
000 1
1234) (0010
““l4321)71010 0
1000

Satz 9.26 Seien G, H Gruppen, U C G, V. C H Untergruppen und ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Dann gilt

(i) Bild ((U)) ist Untergruppe von H.

(ii) o~ (V) ist Untergruppe von G.
Beweis:

() e(U)p(U)" = o(U)p(U™) = o(UU™) = ¢(U), denn UU™! = U.
(i) ™4 V) £ 0, da p(e) € V.
r,y € N V) = w(x),0y) €V = pley™) =p(x)ely)™ = zy~ € (V). O

Korollar 9.27 Fiir jede Untergruppe U einer Gruppe G und fiir alle g € G ist gUg™' auch
Untergruppe.

Beweis: gx g~ ist innerer Homomorphismus. a

Definition 9.28 Sei ¢ Gruppe und U C G Untergruppe. Die Untergruppen gUg™", fiir
g € G heiffen die zu U konjugierten Untergruppen. Zwet Untergruppen U,V von G heifien
konjugiert, falls es g € G gibt mit

U=gVgt

Konjugation ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Untergruppen von G.

Satz 9.29 Es seien U,V Untergruppen von G. UV st Untergruppe genau dann, wenn
vv =VU.



Beweis: Sei UV Untergruppe,
— UV =UV)'=VUt=VU.

Gilt UV = VU, so haben wir (UV)(UV) = U(VU)V = U(UV)V = (UU)VV) = UV und
(V) =VlU = VU = UV, 0

Definition 9.30 Sei G eine Gruppe und S C G. Die Gruppe
(S)y = (WU | U ist Untergruppe von G mit S C U}

heifit die von S erzeugte Untergruppe von G.
Ist G = (S), so heifit G von S erzeugt und S heifit Erzeugendensystem von G. G heifit
endlich erzeugt, falls G = (aq,...,a,) fir{ai,...,a,} CG.

Satz 9.31 Sei G eine Gruppe und S C G nicht leer. Dann ist (S) die Menge aller endlichen
Produkte von SU S™1,

Beweis: Falls U eine Untergruppe von G ist, und S C U = SS C U und S~ C U,
— Z:{xl---xn|:1;¢ESUS_1,nEN}CU

und S C X C(S). Falls o = ay...20,y = y1...Yn € X, so ist auch zy™! € ¥ = ¥ ist
Untergruppe und S C ¥ = (9) C ¥ = (5) =X. O

Definition 9.32 Fine Gruppe G heifit zyklisch, wenn es g € G gibt, so daff G = (g).

Es ist klar, daB (g) = {¢" | n € 2}, und da ¢g"¢g™ = ¢"*™ = g™g", so ist jede zyklische
Gruppe kommutativ.

Beispiel 9.33

(i) (Z,+)={ml | m € Z} ist zyklisch und von 1 erzeugt.

(ii) (Zn, +), die Gruppe der Restklassen modulo n ist zyklisch und wird von der Restklasse
1 erzeugt.

Beachte (Z,+) ist unendlich und (Z,, +) ist endlich.

Satz 9.34 Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.



Beweis: GG = (¢g) und U C G Untergruppe und sei U # {e}. ({e} ist natiirlich zyklisch).
SeizelUax#e = Ime Z,m#0und x = ¢ und mit x ist auch 27! = ¢ € U.

Entweder m oder —m ist positiv,
— K={ken|g"cU}#0.

Sei t = min(K), so gilt falls ¢! € U, daB [ = gt +r mit 0 <r < ¢, ¢,r € Z. Es gilt
g =9""=4g)" el

Falls r # 0, so folgt »r € K und dies ist ein Widerspruch, da ¢ = min{ K} und r < t.
—r=0,l=qlund ¢' = (¢)? = U C (¢"). Da (¢') C U, folgt U = (g"). O

Definition 9.35 Die Ordnung der von a € G erzeugten Untergruppe (a) heifit die
Ordnung von a. Bezeichnung ord (a) = |(a)].

Satz 9.36

(a) Die Ordnung von a € G ist unendlich oder gleich der kleinsten positiven Zahl s mit
a® =e.

(b) Hat a € G die endliche Ordnung t, dann ist (a) = {e,a,...,a' '}

Beweis: Betrachte (a) = {a™ | n € Z}, so sind entweder alle Potenzen verschieden und
damit |{(a)] = oo oder @' = @’ fiir ein i > j = a' = e fiir [ =1 — j. Sei t die kleinste Zahl
fiir die @' = e, dann ist (a) = {e,a,...,a" 7 }. O
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Beispiel 9.37 Sei Z={zeC|z"=1}={e"" |j=0,....n—1}. Soist Z = (¢'").
Korollar 9.38 Sei a € (¢ und ord (a) =, so gill * = e <k € 12.

Beweis: k=1-r — a* = (a')" =e.

Fiir die Umkehrung sei W = {k € Z,a* = e}. W ist Untergruppe von Z und nach Satz 9.34
folgt, daBl jede Untergruppe von Z die Form ¢Z hat, wobei ¢t = 0 oder ¢ ist die kleinste in der
Untergruppe vorkommende Zahl aus N. = ord (a) =1, also W = {Z. O

Satz 9.39 Sei a € G mit ord (a) = n. Dann gilt ord («) = == Vm € Z, (m,n) = gg'T

(m,n)
von m und n.

Beweis: Sei d = (m,n), und sei t =ord(a™), m = dm,n = dn. Dann sind m, n teilerfremd.

e = (a™) = a™ ool 938 0t = nr mit r € Z. Kiirzen von d ergibt mt = nr, also
nlmt = alt = n <t Aber (¢ =a™" = (""" =" =€ = t<n=t=n= CEOR

)
0



Korollar 9.40 Sei (a) zyklisch mit ord (a) = n. Dann gilt
(a) =(a™) <= m,n teilerfremd.

Sapz 9.39 (

Beweis: (a™) = (a) <= ord (a) = ord (a™) m,n) = 1. O

Satz 9.41 Ist G zyklisch von der Ordnung n, so gibt es zu jedem Teiler d von n genau eine
Untergruppe der Ordnung d.

Beweis: Sei GG = (a), ord(a) = n und n = dm. Nach Satz 9.39 gilt ord(a™) =

Also ist U = (a™) Untergruppe der Ordnung d.

Sei V eine weitere Untergruppe der gleichen Ordnung. = V = (a*) und nach Satz 9.39

d = ord (a*) = (0. F) = (n,k) =m = mlk.

Das gleiche Argument umgedreht ergibt k|m, also

V = {a") C (a™) C (d¥).

Beispiel 9.42 Sei K = R%*und n € N.
2

Sei § € S(F) die Drehung im Nullpunkt um den Winkel T und o die Spiegelung an der
n

y—Achse. Die Gruppe (o, d) heifit die Diedergruppe D,,.

Da 6" = Id,0? = Id und §sé = s, so folgt mit Satz 9.31, daB jedes Element von D, die

Form o'’ hat,
— D, ={I1d 665, . ...68" 006 .. .05}
D,, hat damit die Ordnung 2n.

Definition 9.43 Sei G eine Gruppe und U C G Untergruppe. Die Relation Ry C G x G
wird definiert durch (z,y) € Ry < a2y~ € U.

Beispiel 9.44

(i) Falls U ={e}, so ist x,y € Ry < = =y.

(ii) Falls G = Z und U = nZ, so gilt

(v,y) € Ry < 2 —y €nZ < z =y (modulo n).



Satz 9.45 Ry ist cine mil der Multiplikation auf G rechtsvertréigliche Aquivalenzrelation,

d.h. Ry ist Aquivalenzrelation und mit

(x,y) € Ry gilt (za,ya) € Ry Va € G.

Beweis: U ist Untergruppe, d.h., e € U und 227! = ¢ Vo € G = (x,2) € Ry Vz € G.

Ist ey~ € U, s0 (ay ™) =yat € U. Aus ay™ € U und yz=* € U folgt (zy~')(yz7") =
vzt e U.

— Ry ist Aquivalenzrelation.

Ist zy~' € Uund a € G

— w(aa™ )y~ = (wa)(ya)™
= (za,ya) € R,.

a
Wir betrachten nun die Aquivalenzklassen von Ry, [z]gr = {y | (z,y) € Ry} und da
y€zlp<=ya' €U <y € Uz, so folgt [¢]p = Ux.

Definition 9.46 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G, so heiffen die Mengen
Uz, fir x € G die Rechtsnebenklassen von U.

Satz 9.47 Sei U Untergruppe einer Gruppe G, dann gult

(i) G=U Ux

zeG
(i) Uz NUy £ 0 < ay ' e U <= Ux = Uy.
(iii) v e U <= Uz =U.
(iv) Die Abbildung von Ux — Uy, gegeben durch ux w— wy, ist bijektiv, insbesondere
|Uz| = |U| fir alle x € G.

Beweis: Ubung O

Definition 9.48 Die Anzahl der verschiedenen Rechtsnebenklassen einer Untergruppe U
ciner Gruppe G heifit der Index von U in G. Bezeichnung |G : U|.

Beispiel 9.49
(i) |G e} = ]G],
(ii) |G : G| =1,

(iii) |Z:nzZ|=mn .



Satz 9.50 (Satz von Lagrange) Sei G eine Gruppe und U C G Untergruppe. Sind je
zwet der Grofien |G, |U| und |G : U] endlich, so auch die dritte, und es gilt

|G| = |G- UU.

Beweis: G = |J Ux nach Satz 9.47(i), und |Uz| = |U|Vax € G.

zeG

Seia € Gyad U = UUUa C G, U und U, sind disjunkt und |U] = |Ual.
Seinunbe GbgUUU, = |U|=|Ua|l=|Ublund UUUaUUbC G. Ist G endlich, so
folgt nach endlich vielen Schritten die Behauptung. O

Korollar 9.51 Sei G eine endliche Gruppe.

(i) Die Ordnung jeder Untergruppe ist Teiler der Gruppenordnung.
(i) Die Ordnung jedes Elements der Gruppe teilt die Gruppenordnung.
(iii) Ist p (eine Primzahl) die Ordnung von G, so ist G zyklisch.

(iv) Sind U,V endliche Untergruppen mit teilerfremden Ordnungen so ist UNV = {e}.

Beweis:

(i), (ii) folgen sofort aus Satz 9.50.

(iii) Fir a € G,a # e ist ord a # 1. Da aber ord (a) nach (ii) Teiler von p ist, so folgt
ord(a) = |G|, d.h., [{(a)| = |G| fir die Untergruppe (a) von G.
Das gilt (bei endlichen Gruppen) nur fiir () = G.

(iv) U NV ist Untergruppe von U und V.
|uonV|||ULIV| = |[UnV]=1 = UnV ={e}.

a

Anstatt Rechtsnebenklassen konnen wir natiirlich auch Linksnebenklassen betrachten mit

Hilfe der Relation Ry, gegeben durch

(z,y) € Ry <= z7'yel.
Ry ist linksvertrigliche Aquivalenzrelation auf ¢ mit Linksnebenklassen 2U, € G.

Satz 9.52 Sei U eine Untergruppe der Gruppe G, so ist die Abbildung Uz — 27U eine
bijektive Abbildung der Rechtsnebenklassen auf die Linksnebenklassen.

Beweis: Ug=Uh <= gh™' € U <= (¢7")"'h7! € U < ¢~ 'U = h"'U. = Injektivitit.
Da GG = G7!, so ist die Abbildung auch surjektiv. a

Relationen, die links— und rechtsvertrédglich sind, heiflen vertréglich.



Kapitel 10

Normalteiler und Faktorgruppen

Satz 10.1 Sei U eine Untergruppe einer Gruppe (. Die durch
(v,y) € Ry == a2y~ telU
definierte Aquivalenzrelation auf G ist genau dann vertriglich, wenn

ala ' CU Ya€G.

Beweis: Sei Ry vertréglich, damit ist Ry insbesondere linksvertréglich, also gilt fiir ¢ € G
und (x,y) € Ry auch

(ax,ay) € Ry <= axy 'a™' € U.

Mit y = e folgt aza™ € U Vo € U und Va € G.

Ist umgekehrt al/a™ C U und 2y~ € U = (ax)(ay)™* € U, damit ist Ry linksvertriglich
und da Ry sowieso rechtsvertraglich ist (Satz 9.45), folgt Ry vertraglich. O

Definition 10.2 FEine Untergruppe U einer Gruppe G heifit Normalteiler, wenn fir alle
a € G git, daf

ala™t C U.

Satz 10.3 Sei GG eine Gruppe und U eine Untergruppe von GG. Dann sind dquivalent:

(a) U ist Normalteiler von G
(b) alla™* =U, Yae€ G

(¢) aU =Ua, Yae @

(d) aU C Ua, Vae G

(e) zy™t €U — a7 lyeU.

86



Beweis: a) = b) U Normalteiler und « € G = aUa™ C U und a7 'U(a™")"t C U
— U =qa(aVa)a™ Ca™VUaCU = alUat=T.

Der Rest des Beweises ist Ubungsaufgabe. O

Beispiel 10.4

(i) {e} und G sind natiirlich Normalteiler, und in kommutativen Gruppen ist jede Unter-
gruppe Normalteiler.

(ii) SL,(R) ist Normalteiler in G'L,(R).
(iii) (d) ist Normalteiler in D,, (Bsp. 9.42).

Satz 10.5

(i) Sei I eine nichtleere Indexmenge und {U,}aer Familie von Normalteilern von einer
Gruppe G, so ist U = () U, auch Normalteiler von GG.

ael
(i) Sei ¢ : G — H Gruppenhomomorphismus, U Normalteiler von G, V' Normalteiler in
H. Dann ist o=(V) Normalteiler in G, und wenn ¢ surjektiv ist, so ist auch o(U)
Normalteiler von H.

Beweis:

(i) Wir haben bereits gezeigt, daf§ U als Durchschnitt von Untergruppen eine Untergruppe
ist. Seia e GiueU,dh.uelU, Vo€l = aua™ € U, Va € = aua™ € U.

(ii) Die Untergruppeneigenschaft ist bereits gezeigt. Sei € ¢™'(V),a € G. Dann gilt
olara™) = pla)p(x)p(a™) € V und damit aza™ € o~ 1(V).
Ist U Normalteiler, so gilt aU'a™ C U Va € G = p(a)o(U)e(a)™ C o(U).
Ist ¢ surjektiv, so kann jedes Element z von H als z = p(a) mit « € G geschrieben
werden = zp(U)z"! C p(U) Vz € H. O

Definition 10.6 Sei & eine Gruppe und X C G. Die Menge N(X) ={g € G | ¢X = Xg}
heifst Normalisator von X in G.

Satz 10.7 Sei GG eine Gruppe.

(i) X C G = N(X) ist Untergruppe von G.
(i) Eine Untergruppe U von G ist Normalteiler <— N(U) = (.

(i) Sei U Untergruppe von G. U ist Normalteiler in N(U), und ist U Normalteiler in
einer Untergruppe V von G, so gilt

V CN(U).

Beweis: Ubung O



Satz 10.8

(a) Ist U Normalteiler einer Gruppe G, dann ist G/U = {aU | a € G} mit einer Ver-
kniipfung (aU)(bU) = (ab)U eine Gruppe, (die Faktorgruppe von G nach U ).

() |G/U| = |G U,

(¢) Die Abbildung 11 : G — G /U mit ll(g) = gU st ein Gruppenhomomorphismus mit
Kern Il = U. (10 ist der kanonische Epimorphismus).

Beweis:

(a) Da G/U = G/Ry und (aU,bU) +— (ab)U innere Verkniipfung, so ist GG/U Halb-
gruppe. el = U ist neutrales Element und «~'U das Inverse von aU. Damit folgt die
Behauptung.

(b) folgt per Definition.

(c¢) H(ab) = (ab)U = (aU)(bU) = Il(a) - 1I(b) = II Homomorphismus, U ist neutrales
Element. Es folgt: @ € Kernll <= Il(a) =U <= ol =U < acU. O

1G]

Satz 10.8 b) besagt fiir endliche Gruppen, daff |G/U| = o

Korollar 10.9 U C G (Gruppe) ist Normalteiler genaw dann, wenn U Kern eines Homo-
morphismus ¢ : G — H 1ist.

Beweis: ¢ : G — H Homomorphismus = Kern ¢ ist Normalteiler, denn es ist natiirlich
eine Untergruppe von G, und mit ¢ € GG und = € Kern ¢ folgt

plaza™) = p(a)p(2)p(a™") = pla)pla™) = plaa™) = ey = aza™' € Kern ¢.

Die andere Richtung folgt aus Satz 10.8 c). O

Definition 10.10 Fine Gruppe G, die aufler ¢ und G keine Normalteiler besitzt, heifit
einfache Gruppe.

Ein Homomorphismus von einer einfachen Gruppe ' in eine andere Gruppe H ist damit
immer injektiv oder es gilt ¢ — ey Vg € G.

Beispiel 10.11

(i) Z ist kommutativ = nZ ist Normalteiler Vn und Z/nZ = 7,

(ii) (Z,+) ist Untergruppe von (R, +).
R /7 ist isomorph zur multiplikativen Untergruppe {e*™* | o € R} von C\ {0}.

(iii) A — det A ist Homomorphismus von GL,(R) — R\{0} = R*. Der Kern dieser
Abbildung ist

SL,(R)={A€GL,(R)|det A =1}

L,(R)/SL,(R) ist isomorph zu R\{0}.



Satz 10.12 (Homomorphiesatz fiir Gruppen)
Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist G/Kern ¢ isomorph zu o(G).

Beweis: Sei K = Kern ¢, dann ist K Normalteiler und durch (¢K)(bK) = (ab)K ist die
Gruppenstruktur auf GG/ K definiert.

Definiere @ : G/ K — ¢(G) durch ®(gK) = ¢(g).

Es ist zu zeigen, dal ® eine wohldefinierte Abbildung ist. Dies gilt, da

gK =hK <= gh™' e K < o(gh™')=eg <= ¢(g) =p(h)
— B(gK) = D(hK).

® ist surjektiv und da ®((aK)(bK)) = ®(abK) = ¢(ab) = p(a)p(b) = P(aK)P(bK), ist

ein Isomorphismus. a

Korollar 10.13 Ist ¢ : G — H ein injektiver Gruppenhomomorphismus, so ist G' isomorph
zu o(G).

Satz 10.14 Zu jedem n € N gibt es bis auf Isomorphie genau eine zyklische Gruppe der
Ordnung n, ndmlich (Z,,+) und jede unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zu 7.

Beweis: Sei G = (a) zyklisch = G = {a” | m € Z}. Dann ist v : m +— a” ein
Epimorphismus von Z — (G, Kern ¢ = tZ mit t = 0 oder ¢ ist die kleinste natiirliche Zahl
mit a’ = e, also ¢t =ord a. Aus dem Homomorphiesatz folgt:

G isomorph Z/{0} isomorph Z, wenn G nicht endlich,
oder
(i isomorph Z; = Z/tZ mit t = |G|, sonst. 0

Satz 10.15 (Erster Isomorphiesatz)

Set U Untergruppe von G und V' Normalteiler von . Dann ist UV Untergruppe von G,
U NV Normalteiler von U und UV/V isomorph U/(U N'V).

Beweis: Sei V' Normalteiler — aV = VaVa e G = UV = J uV = U Vu = VU.

welU welU
Nach Satz 9.29 ist UV Untergruppe, und natiirlich ist V' C uV Normalteiler in UV'.

Betrachte die Restriktion Il des kanonischen Epimorphismus Il : G — G/V auf U, d.h.

Hoi U—>G/V,
u— uV.

Da V =V Vv eV, so gilt
Ho(U) ={uV |ue U} ={uV |uww e UV} =UV/V.
V ist das neutrale Element in G/V und «V =V < a € V.
— Kernllp = {uelU|uV =V} ={ueclU|uelU}=UnNnV.

Damit folgt, dafl U N V' als Kern von Iy Normalteiler in U ist, und nach dem Homomor-
phiesatz folgt die Behauptung. O



Beispiel 10.16 Sei V; die Kleinsche Vierergruppe als Teilmenge von Sy.
Vi ist Normalteiler und es gilt SsVy = Sy = 54/Vy = S3V4/Vy isomorph zu Ss/(S3 N Vi)

isomorph zu 9s.

Satz 10.17 (Zweiter Isomorphiesatz) Seien U,V Normalteiler von G mit U C V.
Dann ist V/U Normalteiler von G /U und (G/U)/(V/U) isomorph G/V .

Beweis: Sei ¢ : G/U — G [V gegeben durch p(gU) = gV.

Sei gU = hU = gh™' e U CV = ¢V = hV. Damit ist ¢ wohldefinierter Homomor-
phismus mit Bild (¢) = G/V und Kern (¢) ={gU | gV =V} ={gU | g€ V} =V/U.

Der Homomorphiesatz liefert die Behauptung. a

Satz 10.18 Sei N Normalteiler einer Gruppe G und 11 : G — G/N der kanonische Epi-
morphismus.

(i) Ist U Untergruppe von G, so ist W(U) = UN/N Untergruppe von G/N.

(ii) Ist V' Untergruppe von G/N, dann ist II7Y(V') Untergruppe von G, die N enthdlt und
V=1"V)/N.

(tii) U I(U) ist bijektiv und IL(U) ist Normalteiler in G/N genau dann, wenn U Nor-
malteiler in G ist. Dann gult

|G U| =|G/N  1(U)|.
Bewess:
(i) und (ii) folgen aus der Definition von II und der Tatsache, dafl Bild (II(U)) Unter-

gruppe ist.

(ii) Fiir Untergruppe U mit N C U folgt aus (i) und (ii), daf II7*(II(U/)) = U und fiir
Untergruppe V von G/N gilt I(II"Y(V)) = V. Das zeigt, daB die Abbildungen invers
zueinander sind, Satz 10.5(ii). Da N C U, so ist der zweite [somorphiesatz anwendbar

und Satz 10.8 b) ergibt

|G U

|G/U[ = [(G/N)/(U/N)]
= |G/N 1(U)].



Kapitel 11

Die Sylow’schen Sitze

Definition 11.1 FEs sei G eine Gruppe mit neutralem FElement e und X eine nichtleere
Menge. Wir sagen, daf$ G auf X operiert, wenn es eine Abbildung

GxX—-X

gibt, so daff Yg,h e G, v € X

(gh)-x = g-(h-x), (11.2)
ex = . (11.3)

Wir haben schon gesehen, dafl jeder Homomorphismus von ¢ — S(X) eine Operation von
G auf X definiert.
Bilde nun fiir gegebene Operation (g,x) — ¢ - zu g € G eine Abbildung

V,:x—=g-x
von X in sich, so folgt aus (11.2) und (11.3), daf
VU, (z) =g(g'z) = (g9 )r=cx =2, also ¥, VU, =id.

Also ist U, in S(X), und die Abbildung ¥ : g — ¥, von G — S(X) ist ein Homomorphis-
mus. Damit operiert G auf X genau dann, wenn es einen Homomorphismus von G — S(X)

gibt.
Satz 11.4 G operiere auf X # (). Dann ist
R(G)={(z.y) X x X |3ge G mil g-x =y}

eine Aquivalenzrelation.
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Beweis: Da ex = x, so ist (z,2) € R(G) Vo € X.
Sei (z,y) € R(G), d.h. g-x =y fiir ein g € G,

= g ly=g'(gr)=(g""g)r=cr =2
= (y,z) € R(G).

Fir (z,y) € R(G),(y,z) € R(G), d.h., (hg)x = h(gx) = hy = z, folgt (z,2) € R(G). O

Definition 11.5 Die Aquivalenzklassen von R((G) heifien Orbits (Bahnen) von G in X.

[2] = {ye X |(z,y) € RIG)}
= {yeX|JdgeGEmitg-z=y}
= {g-v|geCG}=0Gx

Definition 11.6 Fine Gruppe G operiere auf X # (). Dann heifit
Go={9€CGlg-v=ua}
der Stabilisator von « € X in G.

Satz 11.7 Die Gruppe G operiere auf X # (). Dann ist fir jedes v € X der Stabilisator
eine Untergruppe von G und es gilt

G| = |G : Gl

Beweis: h € G, = h™ 'z =h™Hha)= (hh ™z =ex =2 = ' € G,.
Sind h, g € G, so gilt

(gh)x = g(ha) = go = © = gh € G,.

Fiir die zweite Behauptung betrachte die Abbildung v : g - x — ¢G..

gr = hr <= hlg € G, < hG, = gG,. Also ist v wohldefiniert und bijektive
Abbildung von Gz auf die Menge der Linksnebenklassen von GG nach G,. = Behauptung.
O

Aus dem Satz von Lagrange folgt dann sofort:
Korollar 11.8 Ist GG eine endliche Gruppe, so ist fir jedes v € X die Anzahl der Elemente
von G -z ein Teiler der Gruppenordnung |G|.
Beweis: Folgt aus Satz 11.8 und dann Satz von Lagrange. O

Eine Untergruppe U von G operiert auf ¢ durch Linksmultiplikation (u, g) — ug.

Der Orbit von ¢ € (G ist die Rechtsnebenklasse Ug.
Aufgrund der Kiirzungsregeln ist jeder Stabilisator trivial, d.h. U, = {e}, Vg € G.



Satz 11.9 Die Anzahl der verschiedenen konjugierten Untergruppen einer Untergruppe U
von (G ist gleich dem Index des Normalisators U von (.

Beweis: Sei X C G und K = {¢gXg™'|ge€ G}.
Die Elemente aus K heiflen die zu X konjugierten Teilmengen.

G operiert auf K durch h -y = hyh™', und es gibt offensichtlich nur einen Orbit.
— Stabilisator von X ist gleich Normalisator von X:

Go.=N(@)={geG|gX =Xg} = |K|=|G:N(z)|
Falls X Untergruppe von G ist, so folgt die Behauptung. a

Beispiel 11.10 Die Wirkung des inneren Automorphismus einer Gruppe GG kann man als
Operation von (& auf sich auffassen. Die Operation g-h = ghg™' heifit Konjugation mit den
Orbits G - h = {ghg™" | g € G}. Der Stabilisator G, stimmt hier mit dem Normalisator
N(z)={g € G| gr = xg} iiberein.

Wir kénnen X = JG -z in eine Menge disjunkter Orbits zerlegen. So reicht es, jeden Orbit
als Vereinigung iiber eine Teilmenge darzustellen, die aus jedem Orbit genau ein Element
enthalt. So eine Menge heifit Vertretersystem fiir Orbits V' C X ist ein Vertretersystem

genau dann, wenn

VeeX FveV mit G-2=G-v (11.11)
Va,be V mit a#b ist auch G-a # G -b. (11.12)

Lemma 11.13 Sei n € N, p Primzahl und n = p*m mit (p,m) = 1, dann ist fir jedes r
mit 1 <r <k pF7t kein Teiler von (n)
pT’

Beweis: Ubung. O

Satz 11.14 (Erster Sylow’scher Satz) Ist (G endliche Gruppe der Ordnung n = p*m
mit p Primzahl und (p,m) =1, so gibt es zu jedem r mit 1 < r < k eine Untergruppe von
G der Ordnung p".

Beweis: Sei Z die Menge der Teilmengen von G, die genau p” Elemente enthalten,

Z={ACG||A=p).
Dann gilt |Z] = (n) und da fiir A C G und g € G stets |gA| = | A] gilt, operiert G vermoge
pT’

(g, A) — gA auf Z.
Also kénnen wir Z in disjunkte Orbits zerlegen, Z = |J G'A, und wir erhalten
AeZ

(”)=|Z|= S A= ¥ 16 Ga

,
p A€V, A€V,



wobei Vz ein Vertretersystem fiir die Orbits ist.

n
Da p"~" 1y ( r), so gibt es mindestens einen Summanden, der nicht durch p*="*! teilbar
ist. = 3B € Z mit p* TG Gl
Es ist demnach p*~" die hochste p-Potenz, die als Teiler von |G : G| méglich ist. Da

prm =G| = |G : G| - |Gl

kommt p als Faktor k-mal in |G : G| - |Gp| vor, jedoch hochsten (k — r)-mal in |G : Gp|
— p ist als Faktor mindestens r mal in |G'p|

= |GB| >p.

Ist b € B, so folgt aus der Definition des Stabilisators, dal GgB = B oder Ggb C B.
Also folgt fiir die Anzahl der Elemente des Stabilisators G'g, dafl

|G| = |Gb| < |B|=p".

Zusammen mit |Gg| > p” folgt |Gg| = p".
Der Stabilisator ist also die gesuchte Untergruppe der Ordnung p”. O

Satz 11.15 (von Cauchy) Ist G cine endliche Gruppe und die Primzahl p ein Teiler von
|G|, dann enthdlt G ein Element der Ordnung p.

Beweis: Nach Satz 11.14 enthéalt GG eine Untergruppe U der Ordnung p. Nach Korollar 9.51
ist eine Untergruppe zyklisch, also U = (a) und ord(a) = p. O

Definition 11.16 Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe. G heifit p-Gruppe, wenn jedes
Element von G eine p—Potenz als Ordnung hat, d.h., zu g € G gibt es k > 0 mit gpk =e.

Korollar 11.17 FEine endliche Gruppe ist genau dann p—Gruppe, wenn thre Ordnung eine
Potenz von p ist.

Beweis: Machen wir hier nicht. O

Definition 11.18 Sei G Gruppe und U C G Untergruppe. U heifit p-Sylow-Gruppe von
G, falls gilt:

U st p-Untergruppe von G. (11.19)
Ist H eine p-Untergruppe von G mit U C H, dann folgt U = H. (11.20)

Das bedeutet, dafl die p—Sylow—Gruppen die maximalen unter den p—Untergruppen bilden.

Satz 11.21 Sei G endliche Gruppe der Ordnung n = p*m mit p Primzahl und (p,m) = 1,
dann ist jede Untergruppe der Ordnung p* eine p-Sylow-Gruppe von G.



Beweis: U C G Untergruppe mit |U] = p*. Nach Korollar 11.17 ist U eine p-Gruppe. Sei
H eine p-Gruppe mit I/ C H C (. Da wieder nach Korollar 11.17 |H| = p' und nach dem
Satz von Lagrange p'|p*m folgt | <k = |H| < |U| und da U C H, folgt U = H. O

Korollar 11.22 Hat GG die Ordnung p*m, p Primzahl, (p,m) = 1, so hat G mindestens
eine p-Sylow-Gruppe der Ordnung p*.

Beweis: Nach Satz 11.14 enthilt G eine Untergruppe der Ordnung p*, und diese ist nach
Satz 11.21 p—Sylow—Gruppe. O

Lemma 11.23 [st U eine p—Untergruppe (p—Sylow-Gruppe) von G, dann sind auch alle
konjugierten Untergruppen gUg™', g € G, p—Untergruppen (p—Sylow—Gruppen).

Beweis: Da z und grg™' gleiche Ordnung haben, ist mit U auch gUg™"! eine p-Gruppe. Ist
U eine p-Sylow—Gruppe und wire die p-Gruppe gUg™! echt in einer p-Gruppe H enthalten,
dann wire U echt in der p-Gruppe g~'Hg enthalten, im Widerspruch zu (11.20). O

Satz 11.24 (Zweiter Sylow’scher Satz)

(i) Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung p"m(k > 1) mit (p,m) =1 und p Primzahl,
und sei P eine p—Sylow—-Gruppe von G. Dann enthdlt P von jeder p—Untergruppe U
von G eine konjugierte, d.h. 3a € G mit alla™ C P.

(it) Je zwei p=Sylow—-Gruppen von G sind konjugiert, damit isomorph und von der Ordnung
k
pr.

(iii) Eine p—-Sylow-Gruppe P von G ist genau dann ein Normalteiler, wenn P die einzige
p=Sylow—Gruppe in G ist.

Satz 11.25 (Dritter Sylow’scher Satz) In ciner endlichen Gruppe G, deren Ordnung
durch p (Primzahl) teilbar ist, ist die Anzahl der p—=Sylow-Gruppen ein Teiler der Gruppen-
ordnung und hat die Form

14+ kp, k>0.

Beweise siehe: Meyberg, Algebra.

Man nutzt diese Sétze, um die endlichen Gruppen zu klassifizieren, indem man zuerst mal
die p—Gruppen analysiert, um damit Aussagen fiir beliebige Gruppen zu machen. Mehr
dazu in Vorlesungen zur Algebra.
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