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Kapitel 1
Einleitung

Elliptische Randwertprobleme auf polygonal berandeten Gebieten mit ein-
springenden Ecken besitzen im allgemeinen Losungen mit einer Nichtregula-
ritdt im Bereich von Ecken. Solche Gebiete mit Ecken sind numerisch schwie-
rig zu behandeln, da sich die Genauigkeit der Losung bei herkémmlichen Dis-
kretisierungstechniken in der Umgebung von nicht glatten Randteilen verrin-
gert. Das bewirkt eine schlechtere Konvergenzordnung der Finiten Elemente
Methode (FEM) beziiglich uniformer Netze im Vergleich zu nichtsingulédren
Losungen. Als Ausweg wurden in den letzten Jahrzehnten verschiedene an-
gepasste Methoden entwickelt. Zu erwéhnen sind zum Beispiel die Methode
der lokalen Netzverfeinerung um die Eckenumgebung und die Windowing
Methode ([1] oder [11]). Unter anderem ist auch die Singuldrfunktionenme-
thode [6, 10, 12] zu nennen. Dabei werden die singulidren Anteile der Losung
in den Ansatzraum mit aufgenommen. Weitere Literatur zur Behandlung von
Losungssingularitéten ist zum Beispiel auch in [3] und [5] nachzuschlagen.
Die vorliegende Arbeit widmet sich dem Konvergenzverhalten des Verfahrens
der adaptiven FEM bei ausgewéhlten singuldren und reguldren Losungen der
Laplace-Gleichung
—Au = f in Q,

wobei 0 C R? ein L-Gebiet ist. Zu Beginn der vorliegenden Arbeit werden
im Kapitel 2 einige Definitionen und bekannte Resultate des Konvergenzver-

haltens der gleichméBigen FEM dargelegt. Im Kapitel 3 wird fiir die Laplace-
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Gleichung eine singuliire und eine regulire Beispiellosung u, @ € H(Q) auf
einem [L-Gebiet mit einem iiberstumpfen Winkel w = %7‘(‘ hergeleitet und
hinsichtlich des exakten und geschétzten Fehlerverhaltens miteinander ver-
glichen. Zur Verschiarfung der Eckensingularitdt wird im Kapitel 4 mit ver-
schiedenen L-Gebieten experimentiert. Unter anderem wurde ein zweidimen-
sionales L-Gebiet €2 konstruiert, das aus zwei ungleichen Materialien zu-
sammengesetzt ist. Das heift, es liegt dann ein Randwertproblem fiir eine
Differentialgleichung mit unstetigen Koeffizienten vor. Solche Randwertpro-
bleme werden héaufig als Interface- oder Transmissionsproblem bezeichnet.
Im weiterem wird die Bezeichnung Interfaceproblem verwendet. Durch die
starkere Singularitét infolge des Interfaces wird im allgemeinen beim Losen
solcher Aufgaben mittels numerischer Verfahren eine noch geringere Konver-
genzordnung als fiir die Laplace-Gleichung im L-Gebiet erreicht, siche Dobro-
wolski [6]. AuBerdem sind Losungen der Laplace-Gleichung auf L-Gebieten
mit verschiedenen iiberstumpfen Winkeln w berechnet wurden. Das Schluf3-
kapitel 5 geht nochmals zusammenfassend auf die erhaltenen numerischen
Resultate des Konvergenzverhaltens im Vergleich der adaptiven FEM und

der gleichméfigen FEM ein.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Funktionenriaume

Das zu betrachtende Gebiet Q C R? soll ein Gebiet der Klasse C%! sein,
dass heifit der Rand 0f) ist lipschitzstetig. Auf einem solchen Rand koénnen
Ecken auftreten. Weitere Informationen sind zum Beispiel in der Literatur
von Wloka [15] zu finden.

Als weitere Definition werden die Lebesgue-Raume L,(Q2) fiir 1 < p < oo

angegeben mit
L,(Q) :={u=u(x),r € Q: ||ul|pao < oo}

mit zugehoriger Norm

1
lullp.a == {/ \u(:c)|pd:c} fir 1 <p<oo.
0

Die Funktionenrdume H™(2) heiflen Sobolev-Raume. Diese Rdume werden
wie folgt erklért: Sei m eine natiirliche Zahl, dann sind die Sobolev-Réaume
H™(Q) definiert mit

H"(Q) :={u=u(x),z € Q: D% € Ly(Q) Va:0< |af <m},



das bedeutet fiir v € H™(2) sind alle Ableitungen D®u bis zur Ordnung m
quadratisch integrierbar. Dabei sind die verallgemeinerten Ableitungen D%u
definiert durch

lalgy (e
D%u(x) := 0%u(z)

= e, |l maitan w20

Die Norm im Sobolev-Raum H™(Q)) wird angeben mit

1 1
el : = {Z HDau”iQ(Q)} :{ 3 /\Dau|2dx}
o] <m la]<m
und die Halbnorm

1
2

[t)m = = {Z /\Do‘u|2daz}

lo|=m

2.2 Singularitidtenfunktionen

Bei zweidimensionalen Gebieten €2, deren Rand 0f2 ein Polygon ist, kénnen
Schnittwinkel (damit ist der innere Winkel gemeint) zwischen zwei Kurven
von 0f) auftreten, die grofler als 7 sind. Falls dies auftritt, weist die verall-
gemeinerte Losung u der Randwertaufgabe im allgemeinen eine Singularitét
auf. Dass heifit, der Gradient von wu ist unbeschrankt und die Funktion u
gehort nicht mehr zu H*(Q). Wenn die Randkurven von € solche Schnitt-
punkte mit iberstumpfen Winkeln enthalten, werden diese singuldre Punkte
von 0f) genannt. Falls ein solcher singulérer Punkt auftritt, haben im allge-

meinen die Singularfunktionen die Gestalt
up = n(r)r* sin(A,0) (2.1)

mit \p = 'fd—” fir k = 1,2, ... und dem iiberstumpfen Innenwinkel w. Die Varia-
blen (r,#) sind lokale Polarkoordinaten mit Zentrum im singuldren Punkt.
Die reelle Zahl A; gibt die Glattheitseigenschaft des Terms an. Auflerdem
wird die Cut-Off-Funktion 7(r), wie folgt definiert mit

1 firr < 3
n(r) = ¢ dazwischen: monoton abfallend
0 fir r > 2%0.



Die Zahl 7 sei hinreichend klein, so dass der Tréger n(r) vollstandig im Ge-
biet bleibt. Insgesamten ist die Cut-Off-Funktion n € C*(R!), das heifit
ist unendlich oft differenzierbar. Weitere Informationen zur Herleitung von
Singularitdtenfunktionen sind zum Beispiel bei Organesjan/ Ruchovec [11]

nachzuschlagen.

2.3 Konvergenzverhalten der FEM auf gleich-

méifligen Netzen

Dieses Kapitel behandelt das allgemeine Konvergenzverhalten der FEM auf
gleichméfiigen Netzen fiir eine singulére- und nichtsinguldre Losung (zur
kiirzeren Schreibweise wird teilweise auch ”Singulér-” und ”Reguldrlosung”
verwendet). Zunéchst wird das Poisson-Problem in einem polygonal beran-
deten Gebiet Q2 C R? betrachtet.

—Au = f in Q2 (2.2)
u = 0 auf I' := 002

Die zu (2.2) gehorige schwache Formulierung hat das nachstehende Aussehen

finde u € Vo : a(u,v) = (F,v) Yo e Vy (2.3)
mit dem Hilbertraum Vy := HJ(Q) := {v € HY(Q) : v = 0 auf I'}, ei-
ner Bilinearform a(u,v) := [Vu - Vudr und einem linearen Funktional

Q
(F,v) := [ fvdz. Fiir die Finite-Elemente-Diskretisierung ist die zu 16sen-
0

de Variationsgleichung (2.3) aus dem passenden endlichdimensionalen Raum
Vo C Vo und ist definiert durch

finde u), € Vou a(uh, Uh) = <F, Uh> Yy, € Vop. (24)

Es ist bewiesen, dass der Approximationsfehler u—wy, von (2.3) und (2.4) fir
eine Singularlosung, bei gleichméfiiger Vernetzung eines zweidimensionalen

nichtkonvexen Gebiets, folgendermaflen abgeschétzt werden kann mit

lu = unllm < CRY 2., (2.5)
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wobei % < A < 1. Der Exponent A ist die r-Potenz in der Singularfunktion,
vgl. Kapitel 2.2 Formel (2.1). Dem gegeniiber ist die Abschétzung des Fehlers

fiir eine Regularlosung bzw. konvexe Gebiete gegeben durch
lw — unl[gr < Chf]]L,- (2.6)

In beiden Abschétzungen (2.5) und (2.6) ist C' unabhéngig vom globalen
Netzparameter h (h > 0). Zum Nachschlagen und zur Herleitung ist zum Bei-
spiel die Literatur von Apel/ Heinrich [1], Apel/ Séndig [3] und Grofimann/
Roos [7] zu erwidhnen. Fiir ein Interfaceproblem ist der Approximationsfeh-
ler unter anderem in der Habilitationsschrift von Dobrowolski [6] ausfiihrlich
erklart. Anhand der oben aufgeschriebenen Grundlagen des Konvergenzver-
haltens der uniformen Netzverfeinerung fiir Gebiete mit iiberstumpfen Ecken,
untermauern die nachfolgenden Abbildungen das schlechtere Konvergenzver-
halten von Singularlosungen der Laplace-Gleichung. Die Graphiken zeigen
die Abhéngigkeit des Fehlers (entlang der Ordinate) von der Knotenanzahl
n (entlang der Abzisse). Die Koordinatenachsen sind logarithmisch skaliert.
Erkldrungen der in den Abbildungen verwendeten Bezeichnungen sind in
Kapitel 3.3.4 aus Tabelle 3.4 zu entnehmen. In den Abbildungen 2.1, 2.2
und 2.3, 2.4 wird jeweils das lineare und quadratische Fehlerverhalten ei-
ner berechneten singuliren und reguliren Beispiellosung u, @ € H'(Q) der
Laplace-Gleichung auf € fiir die gleichméflige FEM gegeniibergestellt. Die
Herleitungen von w,a € H'(Q) sind aus Unterkapitel 3.1 und 3.2 zu ent-
nehmen. Die Abbildungen 2.1 und 2.2 der singuldren Losung weisen eine
deutlich schlechtere Konvergenz von weniger als O(+) auf, wie infolge der
auftretenden Losungssingularitéit zu erwarten ist. Im Gegensatz dazu weisen
die Abbildungen 2.3, 2.4 der nichtsinguléren Losung eine erwartungsgeméfie
Konvergenz O(2) fiir lineare finite Elemente und O(=) fiir quadratische fi-
nite Elemente auf. Anhand der dargelegten numerischen Ergebnisse der aus-
gewihlten Beispiellosungen der Laplace-Gleichung mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen fiir die gleichméfiige Verfeinerung des uniformen Netzes ist
der Einfluss der Singularitéten gut sichtbar. Die Berechnung des geschétzten
Fehlers erfolgt mit dem Quadrat der Energienorm in H! und der exakte Feh-
ler wird mit dem Quadrat der H'-Halbnorm berechnet. Nihere Erklirungen

zur Fehlerschétzung sind im Kapitel 3.3.4 zu finden.
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Abbildung 2.1: Geschétzter Fehler der gleichméfliigen FEM der singuléiren

Losung
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Abbildung 2.2: Exakter Fehler der gleichméfigen FEM der singuléren Lésung
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Abbildung 2.3: Geschétzter Fehler der gleichméfiigen FEM der reguléiren
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Abbildung 2.4: Exakter Fehler der gleichméfligen FEM der regulédren Losung
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Kapitel 3

Vergleich von mit und ohne
Singularitit fiir die

Laplace-Gleichung im L-Gebiet

In diesem Kapitel sollen experimentelle Resultate herausgearbeitet werden,
welche das Fehlerverhalten der adaptiven FEM einer singuléren Losung u €
H'(Q) und einer nichtsingulidren Losung @ € H'(Q) der Laplace-Gleichung
—Au = f im L-Gebiet Q € R?, mit u = 0 und @ = 0 auf 9Q beurteilt. Zu

untersuchen ist demensprechend folgende Frage:

Gibt es Unterschiede im Konvergenzverhalten

zwischen Beispielen mit singulédrer und nichtsin-

gulidrer Losung?

Da die Beispiellssung v € H*(€2) aufgrund der Ecke im L-Gebiet eine Singu-
laritédt enthalt, wird in den folgenden Unterkapitel versucht, diese durch eine
Beispiellosung @ € H'(€) ohne singuliren Anteil anzunihern. Der Vergleich
der beiden Losungen u und @ soll Aufschluss geben iiber Verdinderungen im
Fehlerverhalten des exakten und des geschitzten Fehlers.

Im Unterkapitel 3.1 wird die Beispiellosung v € H'(Q) mit dem singuldrem
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Anteil definiert, ebenfalls die rechte Seite von Au und der Gradient von u be-
rechnet. Das Unterkapitel 3.2 ist der Herleitung der nichtsingulédren Losung
@ € HY(Q) gewidmet. Dieses Unterkapitel teilt sich nochmals in drei Unterab-
schnitte auf, um u, den Gradient % und die rechte Seite der Laplace-Gleichung
zu berechnen. Am Ende des dritten Kapitels, dass heiit im Unterabschnitt
3.3, werden die numerischen Ergebnisse des Fehlerverhaltens der beiden Bei-
spiellésungen vorgestellt. Dieses wird aufgesplittet in mehrere Abschnitte zur
Erlauterung der Vernetzung des L-Gebietes, des Verlaufs des geschédtzten und

des exakten Fehlers.

3.1 Beispiellosung u mit Singularitit

Betrachten das Poisson-Problem —Au = f € Q mit homogenen Dirichlet-

Randbedingungen, wobei Q C R? ein L-Gebiet mit dem iiberstumpfen In-

nenwinkel w = %7‘(‘ ist, siehe Abbildung 3.1. Wie schon im vorangegangenen

Kapitel erwihnt, besitzen im allgemeinen die Losungen in Gebieten mit ein-

springenden Ecken eine Singularitdt in der Eckenumgebung. Daher wird in

diesem Kapitelabschnitt eine Beispiellosung v € H'(Q) mit der Singularitéit

r aufgestellt. Da Q als rechtwinkliges L-Gebiet angenommen wird, betrigt
2

typischerweise der Wert A = & = 2.

n

Abbildung 3.1: L-Gebiet
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Die verwendeten Koordinaten werden in lokalen Polarkoordinaten mit Ur-

sprung im singuldren Eckpunkt angegeben.

x = rcos(f)

y = rsin(0)

Die singulire Beispiellosung u € H'(Q) hat fiir das Poisson-Problem die

nachstehende Gestalt mit

ulr _ r (1 - L)QSin()ﬁ) r<R
(r,0) { 0 R R (3.1)

Die Funktion u € H'(Q) besitzt eine Singularitit bei r = 0. Im weiterem
wird die rechte Seite von —Awu benétigt. Das Berechnen von —Awu erfolgt
durch die nachstehenden Formeln. Hierzu definiert fo(r) den Ausdruck aus
(3.1) mit

folr) = (1 - %)2. (3.2)

Der Sinn des Faktors (3.2) liegt im stetigen Ubergang zu den 0-Randbeding-
ungen auf dem gesamten Rand. Die Funktion u € H'(Q) kann nun in der

Form (3.3) aufgeschrieben werden.
u(r,0) = rfo(r)sin(\0) (3.3)
Die rechte Seite ergibt sich in den nachfolgenden Gleichungen mit
—Au = r*g(r)sin(\9) (3.4)
und
g(r) = =@ +2X)f5(r) = rf(r). (3.5)
Fiir die Formel (3.5) wird die erste und zweite Ableitung von (3.2) bendétigt,

diese lauten

sowie



Die eben berechneten Ableitungen werden in die Formel (3.5) eingesetzt.

g(r) = —(1+423) <_% <1_%>)_T<%)

_ %(1 +2)) (1 . %) . 2% (3.6)

Die Gleichung (3.6) wird nun in (3.4) eingebaut und somit ergibt sich die

rechte Seite der Laplace-Gleichung von u mit

Ay = [%(1 +2)) <1 - %) - 2%} sin(\0). (3.7)

Weiterfithrend wird der Gradient der singuliren Losung u € H'(Q) formu-

liert, damit das Verhalten des exakten Fehlers berechenbar ist.
Vu = glu, + g*u,. (3.8)

Die in (3.8) verwendeten Vektoren g' und g haben dieses Aussehen:

. , [ rcosd
rsinf

5 1 ol 1 [ —rsinf
rcosf

Die partiellen Ableitungen u, und u g ergeben sich aus

-
S|

u, = (Ar/\_lfo(r) + r’\fé(r)) sin(\)
wg = A fo(r) cos(\).

Nach dem Einsetzen der Vektoren g', g* und der Ableitungen ., u g in (3.8)
entsteht die Gleichung

1 1
Vu = - (:Eu,r + —:?lu,g)
r r

= 2T\ fo(r) + £ (1)) sin(A0) + F-A fo(r) cos(A9)|  (3.9)
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zur Berechnung des Gradienten von v € H'(Q). Letzlich muss noch die
Funktion (3.2) und ihre 1. Ableitung in (3.9) eingebunden werden, was zum

endgiiltigen Gradienten von w fiihrt:

Vu = 2 [:E <)\ (1 - %)2 - 2% (1 - %)) sin(\0)

+ZH A (1 — %)2 Cos()\é’)]

Bemerkung: An der Stelle r = R gilt fiir die Funktion f; und ihre erste
Ableitung f{ die Stetigkeit (fo(R) = f{(R) = 0). Daraus folgt Vu = 0,

also stetig angeschlossen an den Teil » > R.

3.2 Beispiellosung u ohne Singularitét

3.2.1 Herleitung einer nichtsingulidren Losung

In diesem Unterabschnitt wird eine Beispiellssung @ € H'(f2) ohne Singu-
laritat hergeleitet. Mit Hilfe einer Ansatzfunktion soll versucht werden, die
Funktion @ € H'(Q2) zuberechnen. Diese Ansatzfunktion setzt sich aus drei
Teilfunktionen zusammen. Das heifit, der Funktionsteil u mit der typischen
Eckensingularitdt im Bereich 0 < r < Ry, wird durch eine kubische Funk-
tion ersetzt. Im zweiten Teilintervall Ry < r < R entspricht die Funktion
@ € H'(Q) der singuliiren Losung v € H'(Q) fiir r < R aus dem Unterkapi-
tel 3.1 bis auf einen konstanten Vorfaktor. Ansonsten soll die reguldre Losung

identisch null sein. Die Ansatzfunktion hat dementsprechend die nachstehen-

de Form.
3=\ r\2 .
aRy r (1 — E) sin(A6) Ry<r<R
u(r,0) = ¢ r2(BRy — r) sin(\0) r < Ry
0 sonst

16



Die Variablen (r,#) und A sind wie in Abschnitt 3.1 vorgegeben.
Weiterfithrend miissen die Koeffizienten a und § ermittelt werden, so dass
die zwei Teilfunktionen an der Stelle r = Ry nahtlos, das heifit stetig dif-
ferenzierbar, verkniipfbar sind. Die Funktionen f; und f, werden durch die
beiden Anteile

filr) = aRg? <1 - %)2 (3.10)

fo(r) = r*(BRy—1) (3.11)

der Ansatzfunktion definiert. Um die Koeffizienten o und (8 zu berechnen,
miissen die Funktionen f;;7 = 1,2 und deren ersten Ableitungen an der

Verbindungsstelle r» = Ry stetig sein.

fi(Ro) = fi(Ro +0) = f2(Ro —0) = fa(Ro) (3.12)
fi(Ro) = fi(Ry +0) = f5(Ro—0) = f5(Ro) (3.13)

Die ersten Ableitungen von f;(r), ¢ = 1,2 lauten wie folgt.

sy = e (<25 (- 7)o (- 1)

2 A
= aR3ANM! <1 - %) - ZQRS’_)‘T— (1 - L)

R R
f3(r) = 2BRgr —3r°

Nach Einsetzen der Stelle r = Ry ergibt sich:

filRe) = aRRY(1- %)

= Boa (1 B %)2 (3.14)
faRo) = Fo(5—1) (3.15)
fi(Re) = aRg ARy (1 - %)2 - QQRSA% (1 _ %)

17



2 3
:aMﬁl—@i—-ﬁﬁl—§9 3.16
0 R

f3(Ro) = 28Rj—3R;

= Ri(28—3) (3.17)

Das Ziel der nachfolgenden Berechnung ist, die Konstanten mit o > 0 und
(8 > 1 zu erhalten. Falls diese Voraussetzungen nicht erfiillt werden, ist es
nicht moglich, die beiden Teilfunktionen (3.10) und (3.11) an der Stelle r =
Ry stetig differenzierbar zu verbinden. Aus der Bedingung (3.12) berechnet
sich im folgenden, nach Verwendung von (3.14) und (3.15), der Koeffizient o
in Abhéngigkeit von f3.

filRo) = fa(Ro)

aR%(l—%)Q — R(B-1)
a<1—%>2 = -1

Zur Vereinfachung der weiteren Berechnungen wird Ry = % gesetzt.

a(l—ﬁl) = -1

IR
9
o :§§W_1) (3.18)

Um den Koeffizienten 3 zu ermitteln, muss in die Bedingung (3.13) die Ab-
leitungen (3.16) und (3.17) eingesetzt werden.

filRe) = f3(Ro)

Ro\? R} R
2(q 20 _o 20 (1 _ 20 _ p2 _
aAR; <1 ) 2 <1 ) R;(25 — 3)
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Im folgenden Schritt wird zur Vereinfachung Ry = % benutzt.

1\? 1 1
or (1= 20 oL (1B g

iR 1R 1R
9 3
ZaN—2a = 28—
T f-3

Als nachstes wird fiir den Koeffizienten o der schon errechnete Ausdruck
(3.18) eingebunden, um in den weiteren Schritten den Koeffizienten § zu

bestimmen.

L[Se-n]a-2[Fe-n] = 2-3

16 19 819
NG-1) = 2(3-1) = 203
AB—A—§6+§::25—3
8 11
s(h-3) =23
)\ — i
5= 5

Somit ergibt sich fiir § der nachfolgenden Ausdruck, der nur vom Singulérex-
ponent A abhingt mit
3N —11
g = TR (3.19)
Aus der Gleichung (3.19) ist ersichtlich, dass fiir A € (0, %) B > 1 gilt. Nach
Einsetzen des vorgegebenen Wert \ = %, ergibt sich die Zahl § = % > 1.
Weiterfithrend muss noch die Konstante a ausgerechnet werden, indem das

ermittelte 3, dass heifit (3.19) in die Gleichung (3.18) eingesetzt wird.
_ (-1
“ 7 9 \an=y
16 -3
bt
9 \3\ -8

16 1
i 2
@ 38— 3\ (3.20)
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Aus der Gleichung (3.20) folgt, dass a > 0 fiir alle A € (0, %) Somit ist
die zweite Bedingung o > 0 auch erfiillt und die beiden Funktionsteile aus
den Intervallen r € (0, Ry) und r € (Ry, R) sind stetig differenzierbar an der
Stelle r = Ry. Letzlich noch Einsetzen der ermittelten positiven Konstanten o
und [ in die gegebene Ansatzfunktion. Die nichtsingulédre Beispiellosung

a(r,0) € H'(Q) hat folgende Gestalt.

WA (1-£) sin(\)  Ro<r<R
i(r,0) = {12 (RoM=2 — 1) sin(A9) r < Ry (3.21)
0 sonst

Um die nachfolgenden Berechnungen zu vereinfachen, werden den Buchsta-

ben a* und * die nachstehenden konstanten Ausdriicke von (3.21) zugeord-

. _ 16 1 3-)
@z 3<8—3)\>R0

11 — 3\
G R,.
b 8—3\ "

net mit

3.2.2 Rechte Seite fiir die Laplace-Gleichung der nicht-

singulidren Losung

Die Laplace-Gleichung von (3.21) muss ebenfalls fiir die beiden Teilfunktio-
nen des jeweiligen betrachteten Intervalls einzeln berechnet werden. Zunéchst
wird die Einschrinkung der Funktion auf das Intervall r € (Ry, R) angese-
hen, hierfiir kénnen die Formeln aus Unterkapitel 3.1 benutzt werden. Der
Funktion f3(r) wird nun der Ausdruck (3.22) zugeordnet.

fs(r) = a (1 — %)2 =a" fo(r) (3.22)
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Im weiterem ergeben sich die erste und die zweite Ableitung von (3.22) fol-

gendermaflen mit

fi(r) = —2% (1—%) (3.23)
und
5(r) = 2%; (3.24)

Die beiden Ableitungen (3.23) und (3.24) werden nun in die Gleichung (3.5)

eingesetzt, um g(r) zu berechnen.

g(r) = —(1+2)) <_2%‘ <1_%)> —27%;
= (1420 (1 - %) Q% _nr .

Die Gleichung (3.25) wird im néchsten Schritt in die Gleichung (3.4) einge-
gebaut und somit errechnet sich die rechte Seite von —Auw fiir die betrachtete
Teilfunktion aus dem Intervall r € (Rg, R).

“Ai = o {(1 +2)) (1 - %) 2% — 20" sin(0)
Weiterfiihrend muss noch die rechte Seite der Laplace-Gleichung fiir die zwei-
te Teilfunktion aus dem Intervall r € (0, Ry) ermittelt werden. Hierfiir sind
die eben benutzten Formeln nicht verwendbar, weil der singulire Anteil r*
nicht enthalten ist. Dementsprechend darf die folgende Gleichung (3.26) be-
nutzt werden, um die rechte Seite von der Laplace-Gleichung Au = f zu

errechnen.
1 1/0

At = —a — | =—ru 2
U r2u’9€+r <8rm’r> (3.26)

Fiir die Formel (3.26) miissen noch die partiellen Ableitungen @ g9 und @,

ausgerechnet werden. Das erfolgt in den weiteren Rechenschritten.

a(r,0) = r*(8* —r)sin(\)

G, = 71 (20" —3r)sin(\) (3.27)
Gy = A (B* —r1)cos(\) (3.28)
Ggg = —N72 (B8 —r)sin(\) (3.29)
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Die errechneten partiellen Ableitungen (3.27) und (3.29) werden nun in die
Formel (3.26) eingefiigt.

At = 1 <_)\27«2 (B* =) sin()\ﬁ)) + % <%7’2 (26 — 3r) sin(A@))

= (_)\2 (B*—7) + % (4ﬁ*r - 97’2)) sin(\0)
= —(\(B —r) = 45"+ 9r) sin(M0)
—AG = (N(B —r) = 45"+ 9r) sin(\9)

Bemerkung: Fiir den Fall r > R ist die Funktion identisch null, das heift
fiir die dritte Teilfunktion ist der Gradient von 4 gleich null, da f3(R) =
0 und fi(R) = 0 gilt.

Die rechte Seite der Laplace-Gleichung fiir die beiden Teilintervalle ergibt

sich somit aus

A1 {(1 +2)) (1 _ %) o ga*#] sin(\d) Ry <r<R
At =1 (N (8" —r)— 48" + 9r)sin(\0) r < Ry

0 sonst.

3.2.3 Gradienten der nichtsinguliren Losung

In diesem Unterkapitel werden die Gradienten der zwei Teilfunktion der
reguldren Beispiellosung @ € H'(2) (3.21) berechnet. Der Gradient von
@ € H'(Q) muss stetig sein. Um den Gradienten im Intervall r € (Ry, R)
berechnen zu kénnen, wird die Formel (3.9) aus Unterkapitel 3.1 verwendet.

Hierfiir miissen (3.22) und (3.23) in die Formel (3.9) eingearbeitet werden.
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Vi = 2 [:E <)\ <a* (1 - %>2> b (—2‘% (1 - %))) sin(A\0)

=1 * r 2
+7 A <1—E) cos(\0)

Fir die zweite Teilfunktion aus dem Intervall r € (0, Ry) wird der Gradient

auf folgende Weise berechnet.
Vi = gu,+guy

1 1
_ 1 (fu + —f%lﬁ) (3.30)
r T

Einsetzen der partiellen Ableitungen (3.27) und (3.28) in (3.30) liefert den

endgiiltigen Gradienten in dieser Form

~ 1 — * _ : 1—& 2 *
Vi = " (am“ (26"R — 3r)sin(\0) + T Are(B" =) Cos()\ﬁ))

= T(26" — 3r)sin(A0) + T\ (B* — 1) cos(\).

3.3 Die numerischen Experimente

3.3.1 Kurze Programmerliduterung

Zur numerischen Umsetzung der bisher berechneten Beispiellosungen der
Laplace-Gleichung im L-Gebiet wurde ein bereits vorhandenes Programm-
paket namens Adaptive Finite Elemente Code SPC-PM2Ad benutzt

und entsprechend angepasst.
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Im weiterem wird der algorithmische Aufbau des Programms kurz erldutert.
Der Algorithmus setzt sich aus sechs Hauptabschnitten zusammen, die inner-
halb der Verfeinerungsschleife stéindig abgearbeitet werden. Zunéchst wird
das verwendete Netz eingelesen, in dem vorliegenden Fall wurde ein Netz fiir
ein L-Gebiet verwendet. Danach folgt die Netzbehandlung, dass heifit das ent-
sprechende Netz wird verfeinert und vergrébert. Ein weiterer Programmteil
ist fiir das Generieren der Elementsteifigkeitsmatrizen und das Assemblieren
der rechten Seiten zusténdig. Weiterhin wird noch ein Startvektor definiert,
damit das erhaltene Gleichungssytem mit dem PCGM-Solver gelést werden
kann. Das Ergebnis ist auch grafisch darstellbar. Um das Fehlerverhalten be-
urteilen zu konnen, wurde ein Fehlerschitzer implementiert und insbesondere
fiir die Netzsteuerung benotigt. Weitere Informationen zum Algorithmus sind
in der Literatur von Meyer [8] zu finden.

Fortfithrend wird ndher auf die numerischen Umsetzung der singuldren und
reguléren Beispiellosungen v € H'(Q) und @ € H'(Q) in das vorhandene
Programm eingegangen. Um das Fehlerverhalten dieser beiden Beispielfunk-
tionen zu berechnen, wurden die singulére und nichtsingulére Beispiellosung,
deren Gradienten und die rechten Seiten der Laplace-Gleichung von u und u,
aus Kapitel 3 mit speziellen Testroutinen in das Unterprogramm bsp.f imple-
mentiert. In diesem Unterprogamm kénnen Beispielfunktionen einer Losung
der Laplace-Gleichung eingebunden werden. Daher kann, wie im vorliegenden
Fall, gepriift werden, wieviel Einfluss die Singularitiit der Funktion v € H'(£2)
auf das Fehlerverhalten hat. Oder ob die nichtsingulire Funktion @ € H'(Q)
eine wesentliche Verbesserung erzielt. Die Antwort wird in den folgenden

Unterkapiteln dargestellt.

3.3.2 Verfeinerungsstrategien

Die nachfolgende Tabelle 3.1 erklart die zur numerischen Berechnung ver-
wendeten Verfeinerungsstrategien ”Bénsch-green”, "red-green” und "hanging
nodes”. Im weiterm Verlauf dieser Arbeit wird nur auf die Verfeinerungsstra-
tegie "hanging nodes” néher eingegangen, da fiir ”Bénsch-green” und ”red-

green” analoge Netzverfeinerungen resultieren. Ausfithrliche Erlauterungen
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zu den verwendeten Verfeinerungsstrategien sind in der Literatur von Mey-

er [9] nachzuschlagen.

"Bénsch-green” || ausschliellich ”griine” Dreiecke

entsprechend Bénsch [4]

"red-green” rote Teilung der markierten Dreiecke und

Netzabschluss mit griinen Dreiecken

"hanging nodes” | ausschliefSlich rote Teilung,

ein "hanging node” pro Element

ist zugelassen (bei Vierecken ebenso)

Tabelle 3.1: Verfeinerungsstrategien

3.3.3 Vernetzung des L-Gebiets

Es wurden zwei Grundnetze mit dreieckigen oder viereckigen finiten Elemen-
ten fiir das L-Gebiet verwendet. Das Dreiecksgrundnetz besteht aus sechs
Elementen und 21 Knoten, welches in der Abbildung 3.2 zu betrachten ist.
Das Vierecksgrundsnetz hat drei Elemente und 18 Knoten. Zusétzlich ist in
beiden Netzen ein Sekundérnetz eingearbeitet, dieses ist dargestellt mit den
gestrichelten Linien. In der nachstehenden Tabelle 3.2 werden die numerisch
berechneten linearen Verfeinerungsschritte der "hanging nodes” Strategie
aufgelistet. Im Tabellenkopf steht demzufolge in der ersten Spalte die Netz-
verfeinerung mit der Anzahl Knoten, Elemente und Kanten. Die zweite Spalte
listet die benotigte Zeit in [s] des Assemblierens auf. In der dritten Spalte sind
die Anzahl der Tterationen und die Zeit in [s|] des PCGM-Loser angegeben.
Die vierte Spalte stellt die Anzahl der verfeinerten und vergréberten Ele-
mente dar. In der letzten Spalte wird das Quadrat des relativen geschétzten
Fehlers pro Iteration aufgefiihrt. Es ist zu erkennen, dass der PCGM-Loser
im Durchschnitt 9-12 Iterationen pro Verfeinerungsschritt benétigt. Die letz-
te Spalte zeigt das Fallen des geschitzten Fehlers mit zunehmender Anzahl
Knoten. Die Tabelle 3.3 beschreibt analog tabellarisch die linearen Verfeine-

rungsschritte der reguldren Losung. Das Konvergenzverhalten fiir die Verfei-
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nerungsstrategien wird im Kapitel 3.3.4 grafisch dargestellt und néher ausge-
wertet. In den beiden Abbildungen 3.2 und 3.3 sind jeweils vier ausgewéhlte
Vernetzungen mit aufsteigenden Iterationsschritten der "hanging nodes” Ver-
feinerungsstrategie, das heifit ausschliellich rote Teilung, aufgezeichnet. Diese
Abbildungen zeigen die Vernetzung der Singulirlosung u € H' () fiir linea-
re und quadratische finite Elemente. Die Abbildung 3.2 zeigt das Grundnetz
und drei Netzverfeinerungsschritte. Schon im Bild (b) ist die Vernetzung nach
dem sechsten Iterationsschritt erwartungsgemafl um die singuldre Ecke kon-
zentriert. Nach dem zwolften Iterationsschritt (d) ist die Umgebung der Ecke
sehr stark vernetzt. Das iibrige Gebiet ist sonst wenig vernetzt. Die Abbil-
dung 3.3 stellt die Vernetzung der singuldren Losung fiir quadratische finite
Elemente dar. Infolge des quadratischen Ansatzes verlauft die Vernetzung
langsamer aufgrund feinerer Vernetzungsschritte. Daher sind die Vernetzun-
gen der Eckenumgebung zum gleichen Iterationsschritt wie in Abbildung 3.3
noch nicht so dicht vernetzt. Im Bild (d) von 3.3 ist der Ansatz von einem
inneren und einem dufleren Kreisbogen zu erkennen. Dazwischen ist das Netz
weniger vernetzt, was typisch ist fiir quadratische Vernetzung der Eckensingu-
laritdit. Analoge Vernetzungen ergeben sich fiir die glatte Losung @ € H'(€),
dass heifit hinsichtlich der reguléren Losung sind keine Unterschiede in der

Vernetzung festzustellen.
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NetFine : |Assem : | PCGM | #Elements |rel.est.Err.
#Node/#uElem/#uEdge|time[s] |It time[s]<r,w>-in |to ref/coars| (square)

21 / 6 / 13| 0.000 | 2 0.000 1.9E-03]| | 0.0E+00
65/ 24/ 57| 0.000 | 7 0.000 2.1E-02| | 8.8E+00
225/ 96 / 217| 0.004 | 8 0.000 2.5E-02] 4 38 | 1.7E+00
475 / 180 / 453| 0.004 | 9 0.000 9.4E-03| 12 104 | 6.7E-01
575 / 186 / 429| 0.000 | 10 0.000 9.2E-03| 10 74 | 3.1E-01
913 / 324 / 729| 0.000 | 9 0.004 3.1E-03| 40 158 | 1.7E-01
1291 / 414 / 941| 0.004 | 11 0.000 2.2E-03| 44 94 | 8.5E-02
1837 / 660 / 1451| 0.004 | 11 0.004 9.4E-04| 84 180 | 4.4E-02
2593 / 918 / 2025| 0.004 | 11 0.004 4.3E-04| 174 132 | 2.7E-02
4291 / 1716 / 3657| 0.012 | 11 0.008 3.3E-04| 138 212 | 1.3E-02
5485 / 2196 / 4669| 0.012 | 12 0.020 1.1E-04| 300 182 | 9.4E-03
7909 / 3324 / 7027| 0.023 | 10 0.020 8.1E-05| 676 248 | 6.1E-03
130563 / 5748 /12003| 0.047 | 10 0.035 7.2E-05| 668 350 | 3.3E-03
17927 / 8082 /16747| 0.047 | 12 0.055 2.7E-05| 1322 418 | 2.3E-03
27151 /12474 /25793| 0.078 | 10 0.074 2.1E-05| 2712 462 | 1.5E-03
45371 /21396 /43853| 0.152 | 9 0.117 1.7E-05| 2988 576 | 8.4E-04

Tabelle 3.2: Verfeinerungsschritte fiir lineare Elemente der Singulédrldsung
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NetFine : |Assem : | PCGM | #Elements |rel.est.Err.
#Node/#uElem/#uEdge|time[s] |It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

21 / 6 / 13| 0.000 | 2 0.000 9.3E-08| | 0.0E+00
65/ 24/ 57| 0.000 | 7 0.000 1.1E-06]| | 7.9E+00
225/ 96 / 217| 0.000 | 8 0.000 1.2E-06]| 4 28 | 1.8E+00
465 / 180 / 457| 0.000 | 9 0.000 3.7E-07| 14 104 | 4.6E-01
561 / 186 / 425| 0.000 | 10 0.000 4.6E-07| 24 66 | 2.7E-01
1015 / 378 / 855| 0.000 | 11 0.000 1.6E-07| 18 150 | 1.3E-01
1221 / 402 / 897| 0.008 | 10 0.000 4.8E-08| 30 78 | 9.6E-02
1701 / 612 / 1349| 0.008 | 11 0.000 4.2E-08| 76 166 | 5.6E-02
2355 / 834 / 1823| 0.008 | 11 0.008 2.7E-08| 102 108 | 3.2E-02
3485 / 1350 / 2925| 0.008 | 12 0.016 1.4E-08| 128 204 | 2.0E-02
4635 / 1818 / 3865| 0.016 | 12 0.016 8.9E-09| 148 114 | 1.3E-02
6141 / 2520 / 5353| 0.016 | 12 0.016 4.4E-09| 230 252 | 8.8E-03
8043 / 3342 / 7035| 0.016 | 12 0.023 2.9E-09| 602 152 | 6.5E-03
12969 / 5718 /11923| 0.047 | 11 0.039 3.3E-09| 696 390 | 3.7E-03
18063 / 8088 /16757| 0.047 | 12 0.055 1.5E-09| 1016 292 | 2.4E-03
25613 /11736 /24239] 0.078 | 12 0.086 9.0E-10| 2068 462 | 1.7E-03
39907 /18630 /38263 0.133 | 11 0.133 7.8E-10| 2632 470 | 1.0E-03

Tabelle 3.3: Verfeinerungsschritte fiir lineare Elemente der Reguldrlosung
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(a) Igeb - (21 nod;s) (b) Ige; - (129/1 nodesv)

(C) IgeL) - (2595 node;) / (d) Igeb - (13053 nodes)

Abbildung 3.2: Lineare Vernetzung der Singularlosung
(a) Grundnetz (b) 6. Iterationsschritt

(c) 8. Iterationsschritt (d) 12. Iterationsschritt
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Abbildung 3.3: Quadratische Vernetzung der Singuldrlosung

Igeb - (21 nodes)

Igeb - (1777 nodes)

(a) Grundnetz

(c) 8. Iterationsschritt

(d)

Igeb - (1089 nodes)

Igeb - (4265 nodes)

(b) 6. Iterationsschritt
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3.3.4 Vergleich des Konvergenzverhaltens
Vergleich des geschitzten Fehlers

Im folgendem werden die numerischen Ergebnisse des Konvergenzverhaltens,
welche das Programm geliefert hat, ndher untersucht. Der geschétzte Fehler
wird mit dem Residuenfehlerschétzer aus [13] errechnet. Nach Berechnung
einer FE-Losung eines adaptiven Schrittes wird hierzu der Fehlerschiitzer n2
als Summe der Ly-Norm des Kantensprungs von duy,/0n (77 Normalenvektor)
tiber alle Kanten des Elements 7" C 7 (7 Anzahl der finiten Elemente)

berechnet und dann ergibt sich der endgiiltige Fehlerschitzer aus

"= > n.

YT'CT

In den nachstehenden beiden Abbildungen 3.4 und 3.5 sind jeweils acht
Fehlerfunktionen erkennbar. Davon werden sechs Funktionen beziiglich einer
Netzaufteilung mit finiten Dreiecken und die andern zwei mit finiten Quadra-
ten berechnet. Beziiglich des Dreiecksnetzes werden die Verfeinerungsstrate-
gien aus Tabelle 3.1 angewendet. Fiir den Fall eines Netzes mit Vierecksele-
menten wird die "hanging nodes” Strategie benutzt. Auflerdem unterschei-
den sich alle Strategien nochmals zwischen linearen und quadratischen finiten
Ansatzfunktionen. Die Bezeichnungen der Funktionen in den folgenden Ab-

bildungen sind aus Tabelle 3.4 zu entnehmen.

73”7 oder ”74” || Dreiecks- oder Vierecksnetz

"1” oder ”q” || lineare oder quadratische Ansatzfunktionen

"rg” "red-green” Verfeinerung

"Bg” ”Bénsch-green” Verfeinerung

"hn” "hanging nodes” Verfeinerung
"slope” stellt die gepiinktelte Linie dar mit

dem angestrebten Anstieg %

Tabelle 3.4: Abkiirzungen
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In der Abbildung 3.4 ist die Fehlergrafik des geschétzten Fehlers der sin-
guléren Losung u € H'(Q) zu sehen. Im oberen Teil der Grafik befinden sich
die Fehlerfunktionen fiir die linear finiten Elementfunktionen. Diese schmie-
gen sich alle an die gepiinktelte Linie mit Anstieg % an. Da stets das Quadrat
der geschitzten Fehlernorm dargestellt ist, féllt dies bei linearen Ansatz-
funktionen wie O(%) Die restlichen vier Funktionen fiir quadratische finite
Elemente fallen schneller mit O(Z5). In der zweiten Abbildung 3.5 sind die
geschiitzten Fehlerfunktionen der nichtsinguliren Losung @ € H'(2) zu er-
kennen. Die verwendenten Abkiirzungen sind analog zur Abbildung 3.4. Aus
der Abbildung 3.5 sind keine wesentlichen Unterschiede zur Abbildung 3.4
herauszulesen. Die beiden Abbildungen wirken fast identisch. Das heif3t, die
Funktionen mit linearen und quadratischen Ansatz fallen ebenfalls mit O(+)
und O(=5). Anhand der beiden Abbildungen ist zu erkennen, dass die Singu-
laritit der Beispiellosung u € H'(Q) keine schlechteren Ergebnisse bewirkt
als die regulire Beispiellosung @ € H'(Q).
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error versus N
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Abbildung 3.4: Geschétzter Fehler der Singulédrlosung

error versus N
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Abbildung 3.5: Geschéitzter Fehler der Regulirlosung
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Vergleich des exakten Fehlers

In diesem Unterkapitel wird das Konvergenzverhalten des exakten Fehlers
(Quadrat der H!'-Halbnorm) der singuléren und nichtsinguliiren Beispiel-
16sung analysiert. Die verwendeten Abkiirzungen in den nachfolgenden Ab-
bildungen sind analog zur Tabelle 3.4.

In der Abbildung 3.6 ist das exakte Fehlerverhalten der singuldren Losung
u € H(Q) dargestellt. Die oberen vier Fehlerfunktionen des benutzten Drei-
ecksnetz fallen ungefihr mit O(+) und verlaufen parallel zur gepiinktelten
Linie. Die Fehlerfunktion des Vierecknetzes fallt mit O(#), also schneller.
Beziiglich der Abbildung 3.4 ist der geschétzte Fehler der linearen finiten Ele-
mentfunktion tiefer verlaufend als in Abbildung 3.6. Der geschétzte Fehler
der quadratischen finiten Ansatzfunktionen in Abbildung 3.4 und 3.6 verlau-
fen ahnlich.

Die Abbildung 3.7 des exakten Fehlers fiir die nichtsingulére Losung u €
H'(Q) sieht dem exakten Fehler der singuliren Funktion sehr #hnlich hin-
sichtlich des Monotonieverhaltens. Aber in den ersten Iterationen sind geringe
Unterschiede, in Form von gréflern Ausschldgen zu erkennen. In den beiden
Abbildungen 3.6 und 3.7 sind ebenfalls kein Unterschiede im Konvergenzver-

halten der Beispiellosung mit und ohne Singularitédt zu erkennen.

Resiimee: Fiir die bisher betrachteten Beispiellsungen mit und ohne
Singularitit weist das Konvergenzverhalten der adaptiven
FEM und die Gebietsvernetzungen keine Unterschiede auf.
Das bedeutet, es ist ,,alles gleich” beziiglich des Fehlers in
Abhéngigkeit der Knotenanzahl n, wie auch des Fehlers als

Funktion der Rechenzeit t.
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error versus N
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Abbildung 3.6: Exakter Fehler der Singularlosung
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Abbildung 3.7: Exakter Fehler der Reguléarlosung
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Kapitel 4

Interfaceproblem im

zweldimensionalen [-Gebiet

Um eine noch drastischere Singularitdt konstruieren zu kénnen, wird in die-
sem Kapitel ein Interfaceproblem betrachtet. Das heifit, die Beispiellosungen
u, & € H'(Q) des Poisson-Problems aus Kapitel 3 werden fiir ein zweidi-
mensonales L-Gebiet mit verschiedenen Materialien berechnet. Somit tritt
in dem bisherigen L-Gebiet eine Unstetigkeitslinie auf, auch Interface ge-
nannt. Die Anderungen fiir die singulire und nichtsingulire Beispiellssungen
aus Kapitel 3, welche zur Realisierung des Interfaceproblems getroffen wer-
den miissen, erfolgen in den nachstehenden Unterkapiteln. Auf Grund der
verschiedenen Materialien wird —div(a(x)Vu) anstelle von —Awu berechnet,

wobei die Materialien a(z) definiert sind mit

ay ein Teilgebiet von €2
a(x) =
Qo Rest von €.

Am Ende dieses Kapitels werden die numerischen Resultate des Konvergenz-
verhaltens verschiedener konstruierter L-Gebiete mit Interface hinsichtlich

des geschitzten und des exakten Fehlers dargestellt und ausgewertet.
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4.1 Singulire Beispiellosung u fiir ein Inter-

faceproblem

In diesem Unterkapitel wird die Losung u aus Unterkapitel 3.1 fiir ein Inter-
faceproblem mit zwei Materialien im L-Gebiet {2 hergeleitet. Um den Ma-
terialsprung von a; und ay darzustellen, wird der iiberstumpfe Winkel w in
zwei weitere Winkel aufgeteilt. Die verwendeten Winkel sind aus der Abbil-

dung 4.1 zu entnehmen.

Abbildung 4.1: L-Gebiet mit Interface

In der Abbildung 4.1 des L-Gebietes definiert w den iiberstumpfen Winkel
von 2m. Der Winkel §* € (0,w) kennzeichnet den Winkel bis zum Materi-
alsprung von a; zu ay. Der dritte eingefiihrte Winkel @ gibt die Differenz

zwischen w und 0* an.

Die singulire Beispiellosung v € H*(Q) fiir das L-Gebiet mit Interface

ist im folgenden definiert durch

u(r,0) =

{ ™ fo(r)s(6) r<R (1)

0 r> R.

Die Funktion fo(r) aus (4.1) ist gleich der Funktion (3.2) und hat somit die

nachstehende Form:

) = (1-5) (42)



In 5(0) ist der Sprung im Gebiet 2 aufgrund der unterschiedlichen Materialien

aufgenommen. Die Funktion s(f) setzt sich dementsprechend zusammen aus

(0) = sin(A\) sin(\0) 0 <0
= sin(A0*) sin(A(w — 0)) 0 <0 <w.

4.1.1 Bestimmungsgleichung fiir den Singulidrexponent

Es werden fiir s1(0) und s9(6) die nachstehenden Funktionen definiert mit

s1(0) = sin(A0)sin(\0) (4.3)
39(0) = sin(A0%)sin(A(w — 0)). (4.4)

Fiir die nachfolgenden Berechnungen werden die ersten Ableitungen von (4.3)

und (4.4) benétigt. Diese ergeben sich aus

s1(0) = Asin(\d) cos(\0) } —
sh(0) = —Asin(A0*) cos(A(w — 0))

Damit aVu bei § = 6* in #-Richtung stetig wird, muss die Gleichung (4.5)
gelten.

ar181(0%) = a1s1(0° — 0) = agsh(0* +0) = agshH(6%) (4.5)
aiAsin(Ad) cos(A*) = —azAsin(\0*) cos(A(w — %))
arAsin(A0) cos(A0*) = —agAsin(AG*) cos( )

” sin()ﬁ:) . sin(A6*)
cos(\0) cos(\G*)
—Z—i —  tan(\) cot(\0¥) (4.6)

Die reelle Zahl X ist durch das Verhaltnis der beiden Koeffizienten a; und as
bestimmt. Fiir vorgegebene Werte a; und ay wird der zugehorige Wert A aus

der Gleichung (4.6) errechnet. Weiterfiihrende Informationen kénnen aus der
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Literatur von Weber [14] entnommen werden.
Speziell fiir die vorgegebenen Winkel 6, #* und w ergibt sich diese Form der

Gleichung (4.6) mit

= tan(Am) cot()%). (4.7)
Die kleinste positive Losung von (4.7) liegt im Intervall 0.5 < A < 1. Dabei

gilt A\ — 0540 fiira; :as — 0 und A\ — 1 — 0 fiir a1 : ag — 0.

Berechnung der Materialien a; und a,

Zur Berechnung von a; und as ist die Bestimmungsgleichung in der Form
(4.6) zu nutzen. Es werden die Werte fiir die Winkel #* und 6 = w — " und
den Singuldrexponent A verschiedener L-Gebiete in Tabelle 4.1 vorgegeben.
Auflerdem wird der Materialkoeffizient a; = 1 gesetzt. Die zugehorigen Ma-

terialwerte ay sind ebenfalls in Tabelle 4.1 aufgelistet.

Testbeispiel || 1 2 3 4 5
w %W %W §7r gﬂ' %7?
o* 0 %W %W %7? iﬂ'
7 o - T - i
A 2 0.51 3 0.43 0.355
a, 1 1 1 1 1
as 1 | 30.8362252 | 3.732050808 | 238.3872323 | 381.2153917

Tabelle 4.1: Wertetabelle der Testgebiete

Bemerkung: Testbeispiel 1 wurde in Kapitel 3 bearbeitet und ist an dieser

Stelle zur Vollstandigkeit mit angegeben.
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4.1.2 Rechte Seite der Laplace-Gleichung von u

Es wird nun die rechte Seite der Laplace-Gleichung von (4.1) fir das In-
terfaceproblem berechnet. Die Laplace-Gleichung fiir u setzt sich aus dem

nachfolgenden Ausdruck zusammen

—Au = " lg(r)s(d), (4.8)
wobei s(f) der Funktion aus Unterkapitel 4.1 und ¢(r) der Funktion (3.5)
entspricht. Daraus folgt, die schon in Kapitel 3 hergeleitete Gleichung g(r)
mit

2 r r
= —(1+2))(1—-=)—-2—=. 4.
o) = =142 (1-7) -2 (19)

Die Funktion (4.9) wird in (4.8) eingefiigt und somit folgt die Laplace-

Gleichung von wu fiir das Interfaceproblem mit

Ay = L [%(1 +2)) (1 - %) - 2%] s(0). (4.10)

4.1.3 Gradienten von u

Der Gradient der Beispiellssung u € H'(£2) des Interfaceproblem wird analog
mit der Formel (3.8) aus Unterkapitel 3.1 berechnet. Fiir die Formel (3.8)
werden die partiellen Ableitungen von u nach r und 6 benétigt. Diese ergeben

sich aus den beiden Funktionen

w, = (Ar*fo(r) () s(0) (4.11)
wg = rr)s'(6). (4.12)

Die Funktion fy(r) entspricht der Gleichung (4.2). Die partiellen Ableitungen
(4.11) und (4.12) werden in (3.9) eingesetzt.

1/, 1.,
Vu = - (xuﬂn + -7 uﬂ)
r

r

Vu = ! lf(A (1—%)2—2% <1—%>> s(0)



4.2 Regulire Beispiellosung u fiir ein Inter-

faceproblem

In diesem Unterkapitel wird die nichtsingulire Losung u € HY(Q) (3.21)
aus Unterkapitel 3.2, ebenfalls wie die singulire Losung v € H'(Q2) (4.1) fiir
ein L-Gebiet €2 mit Interface erweitert. Die nichtsingulédre Beispiellosung

u € H'(Q) fiir das Interfaceproblem ist geben mit

art (1-15)"s(0) Ry<r <R
a(r7 9) = TQ (ﬁ* — T) S(9> r < RO (413)
0 sonst.

4.2.1 Rechte Seite der Laplace-Gleichung von u

Die Anwendung des Laplace auf die Beispiellosung (4.13) muss ebenfalls fiir
die beiden Teilbereiche r € (Ry, R) und r € (0, Ry) aufgestellen werden. Um
die rechte Seite der Laplace-Gleichung zu berechnen, werden die Formeln aus
Kapitel 3.1 benutzt. Zunéchst wird die rechte Seite der Laplace-Gleichung
im Intervall r € (Rp, R) hergeleitet. Die hierfiir benétigte Funktion f3(r) ist
analog zu (3.22) und hat folgendes Aussehen.

0 = o (1-5)

Von dieser Funktion werden die erste und zweite Ableitung benétigt, welche

ebenfalls im Unterabschnitt 3.2.2 aufgeschrieben sind mit

flr) = —2% (1-%), (4.14)
3(r) = 245 (4.15)

Diese beiden Ableitungsfunktionen (4.14) und (4.15) miissen in die Gleichung

(3.5) eingefiigt werden, um g(r) zu erhalten.

g(r) = (1+2)) <1 - %) 2% - QQ*é (4.16)
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Die Gleichung (4.16) wird in die Formel (3.4) eingebunden und die rechte

Seite der Laplace-Gleichung von @ ergibt sich aus

“AG = 1 [(1 +2)) (1 - 1) P P

)25 | s(0). (417)

Weiterfiithrend muss noch die Laplace-Gleichung von w fiir das zweite Teil-
intervall r € (0, Ry) mit Hilfe der Formel (3.26) aufgestellt werden. Hierzu

werden die partiellen Ableitungen gy und @, benotigt.

a(r,0) = r*(8" —r)s(0)

u, = r(26"—3r)s0) (4.18)
iy = (B —r1)s(0)
gy = r(B*—1)s"(0) (4.19)

Die Ableitung s'(f) ist aus Unterkapitel 4.1 zu entnehmen, was fiir s”(6)
folgendes ergibt.

$(0) = —\2sin(\0) sin(\0) 6 < 6
| —AZsin(A6*) sin(A(w — ) 0 < <w

Die zweite Ableitung von s(f) erfiillt s”(0) = —\?s(). Die Ableitungen (4.18)
und (4.19) werden in (3.26) eingesetzt und damit lautet die rechte Seite der
Laplace-Gleichung von @ € H'(Q) fiir r € (0, Ry), wie folgt:

At = T—12T2(ﬁ* —7r)s"(0) + % (%TZ(Zﬁ* - 37“)3(9))

—Au = (r—p%s"(0) + (9r — 43")s(0)
~ATL = [-X(r— 83" —71)+9r —48%s(0) (4.20)

Bemerkung: Die hergeleiteten Gleichungen (4.17) und (4.20) dienen der
rechten Seite f nach Multiplikation mit dem jeweils giiltigen Material-

wert a; 1 =1, 2.
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Die rechte Seite fiir die Laplace-Gleichung setzt sich demzufolge fiir die beiden

Teilintervalle wie folgt zusammen

A1 [<1+2)\) (1_%) %—2@*%} s(0) Ry<r<R

A= ¢ [=X2(r— 03" —7r)+9r —403*] s(9) r < Ry

0 sonst.

4.2.2 Gradienten von u

Fiir das betrachtete Interfaceproblem im Gebiet 2 muss noch der Gradient
der regulédren Losung ermittelt werden. Dies geschieht wieder fiir die beiden
Teilintervalle. Der Gradient im Intervall r € (R, R) wird mit Hilfe der Formel
(3.9) berechnet. Nach kurzer Rechnung ergibt sich die folgende Gleichung fiir

den Gradienten.

Vi = lf ()\a* (1 - %)2 —20' (1 - %)) 5(0)

+7tar (1 - 1)2 s'(@)]
R
Der Gradient fiir das zweite Teilintervall r» € (0, Rg) wird mit der Formel
(3.8) ausgerechnet und es ergibt sich diese Gleichung
Vi = #(26° —3r)s(0) +7-(8" —1r)s'(0). (4.22)

Die Gleichungen (4.21) und (4.22) stellen den Gradienten der nichtsinguléren
Beispiellosung (4.13) des betrachteten Interfaceproblems dar.

4.3 Numerische Resultate der Testbeispiele

In den folgenden Kapiteln werden die Vernetzung der betrachteten L-Gebiete
aus Tabelle 4.1 sowie das Konvergenzverhalten des geschétzten und des ex-
akten Fehlers der singuldren und nichtsinguliren Losung (4.1) und (4.13) dis-

kutiert. Die Berechnungen sind ebenfalls mit dem Programmpaket Adaptive
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Finite Elemente Code SPC-PM2Ad aus Unterkapitel 3.3.1 durchgefiihrt. Zu-
vor muflte dieses Programm fiir das vorliegende Interfaceproblem angepasst
werden. Dazu waren die Beispiellssungen u € H'(Q) und @ € H'(Q), sowie
die entsprechenden rechten Seiten der Laplace-Gleichung und der Gradienten
in das Teilprogramm bsp.f in Form von Testroutinen zu implementieren. Au-
Berdem wurden noch Anderungen der Datenstruktur verschiedener L-Gebiete
vorgenommen, um die zwei Materialkoeffizienten a; und as einzuarbeiten. Die
Eingangsdaten fiir die nachfolgenden Testbeispiele sind aus der Tabelle 4.1

zu entnehmen.

4.3.1 Testbeispiel 2
Vernetzung

Im folgendem wird die Vernetzung fiir die Strategie "hanging nodes” (sie-
he Tabelle 3.1) in der Abbildungen 4.2 fiir lineare finite Elemente und in
Abbildung 4.3 fiir quadratische finite Elemente grafisch dargelegt. Die Ab-
bildungen weisen wieder die stdrksten Vernetzungen in der Umgebungen der
Eckensingularitdt auf, aber in Folge des Interfaces ist ebenfalls noch eine
lokale Verfeinerung bei 6* = %7? zu sehen. Die vorstehenden Tabellen 4.2
und 4.3 stellen nochmals tabellarisch die numerischen Ergebnisse der sin-
guldren und reguldren Losung fiir das L-Gebiet mit dem Singuldrexponent
A = 0.51 dar. Im Durchschnitt braucht der PCGM-Léoser pro Verfeinerung
10-12 Tterationen, dass heifit trotz der starkeren Singularitét ist die Anzahl
der Iterationen wie fiir das Rechenbeispiel im L-Gebiet ohne dem Interface
(siche Tabellen 3.2 und 3.3 aus Unterabschnitt 3.3.1). Der relative geschétzte
Fehler ist wieder in der letzten Spalte aufgefiihrt. Die grafische Darstellung

des Konvergenzverhaltens ist in dem folgendem Unterabschnitt zu sehen.
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NetFine :

| Assem

PCGM

| #Elements

|rel.est.Err.

#Node/#uElem/#uEdge|time[s] |It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

225
509
625
974
1169
1542
1930
2467
3312
4351
5279
7037
9346
13354
16576
23178
31943

Tabelle 4.2: Verfeinerungsschritte fiir lineare Elemente

96
198
198
342
354
516
609
837

1158
1617
1962
2745
3750
5661
7104
/10236
/14373

N N N N N N N N N N N N N N N N N

und A = 0.51

13|

57|
217
477 |
459
769
811
1151
1378]|
1862
2535 |
3476
4219
5874 |
7983
/11848
/14845|
/21299
/29794 |

N N N N N N N N N N N N N N N

O O O O O O O O O O O O O O o o o o o

10
10
10
11
11
11
11
12
12
12
12
12
12
12
12
12

O O O O O O O O O O O O O O o o o o o
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N W W 0 O = Kk W o o = N P N = N W NN

.8E-02|

.TE-01]|

.5E-01]|

.1E-01]| 11
.5E-01| 13
.TE-02| 20
.TE-02]| 23
.2E-02]| 39
.4E-02| 43
.9E-03/| 71
.8E-03| 95
.4E-03| 97
.6E-03| 192
.4E-03| 270
.4E-04| 506
.TE-04| 402
.3E-04| 889
.4E-04| 1193
.2E-04| 2046

0 | 0.0E+00

| 4.5E-01

36 | 1.0E-01
120 | 4.3E-02
79 | 2.1E-02
166 | 1.4E-02
92 | 8.5E-03
161 | 5.6E-03
121 | 4.3E-03
194 | 3.4E-03
173 | 2.1E-03
235 | 1.6E-03
184 | 1.1E-03
287 | 8.3E-04
297 | 6.2E-04
389 | 3.8E-04
379 | 2.7E-04
516 | 2.0E-04
577 | 1.5E-04

der Singuldrlésung



NetFine : |Assem : | PCGM | #Elements |rel.est.Err.
#Node/#uElem/#uEdge|time[s] |It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

21 / 6 / 13| 0.000 | 2 0.000 6.1E-07]| 6 | 0.0E+00
65/ 24/ 57| 0.000 | 7 0.000 6.1E-06]| 2 | 3.7E-01
225/ 96 / 217| 0.000 | 8 0.000 8.6E-06]| 5 36 | 1.0E-01
509 / 198 / 477| 0.000 | 10 0.000 4.4E-06]| 9 122 | 2.1E-02
606 / 189 / 440| 0.000 | 10 0.000 4.0E-06]| 15 76 | 1.4E-02
959 / 336 / 761| 0.000 | 10 0.004 1.1E-06]| 38 150 | 7.7E-03
1339 / 435 / 986 0.004 | 10 0.004 7.0E-07| 22 89 | 4.7E-03
1782 / 633 / 1398| 0.004 | 11 0.004 1.7E-07| 47 150 | 3.8E-03
2272 / 789 / 1744| 0.004 | 11 0.004 1.1E-07| 87 136 | 3.1E-03
3404 / 1290 / 2795| 0.008 | 12 0.016 1.1E-07| 82 225 | 2.3E-03
4280 / 1611 / 3464| 0.008 | 12 0.016 6.0E-08| 88 158 | 1.4E-03
5317 / 2079 / 4430| 0.012 | 12 0.020 2.9E-08| 152 222 | 1.0E-03
6767 / 2676 / 5715] 0.016 | 12 0.023 2.2E-08| 389 200 | 7.5E-04
10084 / 4218 / 8929| 0.031 | 11 0.035 2.6E-08| 518 290 | 5.1E-04
14273 / 6213 /12960| 0.047 | 12 0.062 1.6E-08| 572 311 | 2.9E-04
18875 / 8376 /17437| 0.047 | 12 0.086 6.5E-09| 1267 352 | 2.0E-04
28090 /12792 /26469| 0.094 | 10 0.113 6.8E-09| 1766 483 | 1.5E-04
40774 /18957 /39002| 0.133 | 11 0.191 4.4E-09| 1577 548 | 9.4E-05

Tabelle 4.3: Verfeinerungsschritte fiir lineare Elemente der Regularlosung und
A =0.51
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(a) Igeb - (21 nod;s) (b) Ige;)2 - (11;39 node;)

(C) Igeb2 - (1930 nodes) ( d) Igeb2 - (5279 nodes)

Abbildung 4.2: Lineare Vernetzung der Singularlosung fiir A = 0.51
(a) Grundnetz (b) 6. Iterationsschritt

(c) 8. Iterationsschritt (d) 12. Iterationsschritt
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(a) Igeb - (21 nod;s) (b) IgeL)Z - (63;) nodesv)

(C) Igeb2 - (980 nodes) (d) Igeb2 - (2213 nodes)

Abbildung 4.3: Quadratische Vernetzung der Singuldrlosung fiir A = 0.51
(a) Grundnetz (b) 6. Iterationsschritt

(c) 8. Iterationsschritt (d) 12. Iterationsschritt
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Vergleich des geschitzten Fehlers

Im folgenden werden die numerisch errechneten geschéitzten Fehler der sin-
guldren und der reguldren Beispiellosung vorgestellt und miteinander ver-
glichen, hinsichtlich der verschérften Singuldritdt durch die Interfacelinie.
Die Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen den geschétzten Fehler der singuldren
und reguldren Beispiellosung mit den Abkiirzungen aus Tabelle 3.4. In dem
Bild 4.4 entsprechen, die im oberen Teil der Grafik eng zusammenliegenden
Fehlerfunktionen wieder den linearen finiten Elementfunktionen. Diese fal-
len nach den ersten Iterationen schnell mit O(%), entlang der vorgegebenen
gepiinktelten Linie. Im unterem Teil der Grafik befinden sich die vier Feh-
lerfunktionen der quadratischen finiten Elemente. Diese fallen aufgrund des
quadratischen Ansatzes erwartungsgemif mit O(-;). Anhand dieser beiden
Abbildungen sind ebenfalls kein Unterschiede im Konvergenzverhalten des
Fehlers der singuldren und nichtsinguldren Beispiellosung zu erkennen, wie
schon im Unterkapitel 3.3.4 festgestellt wurde. Die Verschéarfung durch das
Interface hat keinen weiteren Einflufl auf das Konvergenzverhalten hervorge-
rufen. Denn der Vergleich mit den Abbildungen 3.4 und 3.5 aus Unterkapitel
3.3.4 zeigen, dass es nur geringfiigige Unterschiede beziiglich der ersten Itera-
tionen gibt. Ansonsten ist der Verlauf der Fehlerfunktion fast identisch. Zum
Vergleich des Konvergenzverhaltens sind jeweils rechts die Fehlerdiagramme

der gleichméfligen Vernetzung fiir dieses Testbeispiel 2 gegeniibergestellt.

error versus N error versus N
100 T T T T 10

10 -

01

0.01
0.001
0.0001 -
1e-05 -
1e-06 -
1607 |
1e-08 [
1e-09

01 ¢f

0.01 ¢

0.001
1e+06 10

Abbildung 4.4: Geschétzter Fehler der Singulédrlosung mit Interface
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error versusN error versusN
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01

0.01
0.001
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1e-06 [
le07 3B o
1e-08 [
1e-09

01r

001 -

0.001

0.0001 +

1le-05

10 100 1000 10000 100000 1e+06

Abbildung 4.5: Geschétzter Fehler der Regularlosung mit Interface

Vergleich des exakten Fehlers

In diesem Unterabschnitt wird das Verhalten des exakten Fehlers der sin-
guldren und reguldren Funktion ausgewertet. In den zu betrachteten Ab-
bildungen 4.6 und 4.7 sind ebenfalls keine auffilligen Unterschiede der sin-
guldren und nichtsinguldren Losung zu erkennen. Die Fehler beziiglich der
linearen finiten Elementfunktionen sind fast deckungsgleich und fallen mit
O(2). Nur der Fehler des Viereckselementenetzes fillt schneller. Die Kon-
vergenzgeschwindigkeit der quadratischen finiten Elementfunktionen betrigt
(’)(%) Der quadratische Fehlerverlauf fiir die Reguldrlosung weist in den
ersten Iterationen groflere Ausschliage auf als in Abbildung 4.7 der Singulér-
16sung. Die vorhandene Interfacelinie zeigt auch keine Auswirkungen auf das

exakte Fehlerverhalten.
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error versusN error versusN

1 10 ; ; ; ;

01t

001 F Lr ]
0001 ¢ 01} E
0.0001 -
1605 | 001 F ]
1e-06
1e07 | 0.001 | ]
1e08 0.0001 | 1
1e-09
1610 1605

10 10 100 1000 10000 100000  le+06

Abbildung 4.6: Exakter Fehler der Singularlésung mit Interface

error versus N error versus N
1 T T T T 10 T T T T
01 4
1k ]
0.01 1
0.001 | g 0lr ]
0.0001 - 1 0oL | 1
1 L 1 - 3
05 0001 | 31y —— ]
1606 1 : '31-Bg’ e
. o
1e-07 X 4 L '4-1-hn’ . i
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1e-08 [ %\Q R '3-g-Bg’ --e-- ..
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Abbildung 4.7: Exakter Fehler der Regularlosung mit Interface
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4.3.2 Testbeispiele 3 und 4

Vernetzung

Die Auswertung der numerisch errechneten Ergebnisse fiir das L-Gebiet (2

mit einem Innenwinkel w = gﬂ' und 0* = %7‘(‘, siehe auch Tabelle 4.1, erfolgt in
diesem Unterkapitel. In der Abbildung 4.8 ist das L-Gebiet fiir den Innenwin-
kel w = gw, den Winkel bis zum Interface 6* = %71' und dem Differenzwinkel
= %71' zu betrachten. Durch die Vergroflerung des tiberstumpfen Winkels w

kénnen noch schlechtere Singuldrexponent A < % erreicht werden.

T
|
|
|
|
|
|

Abbildung 4.8: L-Gebiet mit Interface und w = gw
Die folgenden Tabellen 4.4 und 4.5 listen die Netzverfeinerungsschritte und
den relativen geschétzten Approximatonsfehler fiir die Singuldr- und Re-
gularlosung fiir den Exponenten A = 0.43 auf. Fiir den Exponenten A = 0.5
werden analoge Ergebnisse erreicht. Daher wird an dieser Stelle nicht weiter
darauf eingegangen. Im Gegensatz zu den vorangegangen Testbeispielen féllt
auf, dass die singuldre Losung durch die nochmalige Verschirfung der Sin-
gularitdt deutlich mehr Verfeinerungsschritte benotigt als die nichtsingulére
Losung. Ebenfalls steigt die durchschnittliche Anzahl des PCGM Losers auf
11-13 Iterationen der singuldren Losung an. Im Fall der Regulérlosung bewegt
sich die Anzahl der Iterationen zwischen 10 und 12. In den Abbildungen 4.9
und 4.10 werden die Vernetzungen des betrachteten L-Gebietes () der sin-
guldren Losung mit dem Exponenten A = 0.43 ebenfalls fiir die ”"hanging no-
des” Verfeinerungsstrategie abgebildet. Die zur Berechnung benétigten Ma-

terialkoeflizienten a; und a, sind aus Tabelle 4.1 zu entnehmen. Wie schon in
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den vorangegangenen Testbeispiel konzentriert sich die stédrkste Netzverfei-
nerung um die singuldre Ecke und entlang des Interfaces, ansonsten wird das
L-Gebiet nur wenig vernetzt. Die Abbildungen zeigen jeweils das Grundnetz
und drei Netze nach verschiedenen Iterationsschritten fiir lineare und qua-
dratische finite Elemente. Die Netze der Singulédrlésung mit A = 0.5 weisen

eine analoge Gestalt auf.

NetFine : |Assem : | PCGM | #Elements |rel.est.Err.
#Node/#uElem/#uEdge|time[s] |It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

21 / 6 / 13| 0.000 | 0.000 3.8E-01]| 6 | 0.0E+00

65 / 24/ 57| 0.000 | 0.000 1.6E+00]| | 5.9E-02
2256 / 96 / 217| 0.000 | 0.000 2.6E+00]| 3 62 | 1.6E-02
489 / 171 / 398| 0.000 | 10 0.004 2.0E+00]| 12 96 | 6.4E-03
743 / 255 / 578| 0.000 | 11 0.004 1.2E+00]| 25 137 | 3.3E-03
1123 / 369 / 826 0.000 | 11 0.000 7.1E-01| 22 156 | 2.2E-03
1628 / 501 / 1124| 0.004 | 11 0.000 4.4E-01| 7 212 | 1.3E-03
1148 / 507 / 1140| 0.000 | 12 0.004 2.0E-01| 6 190 | 9.5E-04
1365 / 546 / 1233| 0.004 | 12 0.004 1.1E-01| 11 205 | 7.7E-04
1685 / 573 / 1292| 0.004 | 12 0.000 7.2E-02| 15 180 | 6.4E-04
1896 / 660 / 1489| 0.000 | 13 0.008 6.1E-02]| 27 206 | 5.6E-04
2304 / 771 / 1738] 0.004 | 12 0.004 4.5E-02| 49 220 | 4.9E-04
3024 / 1035 / 2324| 0.008 | 13 0.008 4.0E-02| 77 307 | 4.3E-04
3993 / 1398 / 3091| 0.008 | 13 0.012 3.6E-02| 93 354 | 3.9E-04
5151 / 1860 / 4055| 0.012 | 12 0.020 2.7E-02]| 72 425 | 3.6E-04
6078 / 2169 / 4720| 0.008 | 13 0.023 1.1E-02| 106 443 | 3.1E-04
7477 / 2706 / 5875| 0.012 | 13 0.031 8.4E-03| 227 557 | 2.5E-04
9868 / 3684 / 7951| 0.023 | 12 0.035 9.2E-03| 322 686 | 1.9E-04
13235 / 5118 /10949| 0.031 | 12 0.047 7.4E-03| 377 866 | 1.5E-04
16861 / 6681 /14114| 0.035 | 12 0.074 5.0E-03| 316 977 | 1.1E-04
20076 / 7971 /16810] 0.031 | 13 0.090 2.3E-03| 599 1060 | 8.4E-05
25504 /10293 /21662| 0.051 | 12 0.105 2.1E-03| 925 1239 | 6.9E-05
33392 /13800 /28911| 0.074 | 12 0.152 1.9E-03| 1582 1493 | 4.9E-05

Tabelle 4.4: Verfeinerungsschritte fiir lineare Elemente der Singulédrldsung

und A = 0.43
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NetFine : |Assem : | PCGM | #Elements |rel.est.Err.
#Node/#uElem/#uEdge|time[s] |It time[s] <r,w>-inl|to ref/coars| (square)

21 / 6 / 13| 0.000 | 2 0.000 5.4E-06]| 6 | 0.0E+00
65/ 24/ 57| 0.000 | 7 0.000 2.5E-05]| | 5.1E-02
225/ 96 / 217| 0.000 | 8 0.000 5.7E-05]| 3 66 | 1.3E-02
484 / 171 / 400| 0.004 | 11 0.000 3.2E-05]| 10 88 | 2.4E-03
721 / 249 / 566| 0.004 | 10 0.000 2.1E-05]| 1 163 | 1.7E-03
512 / 213 / 504| 0.000 | 11 0.000 1.2E-08]| 16 104 | 1.5E-03
813 / 324 / 739| 0.000 | 11 0.004 6.2E-06]| 21 157 | 1.0E-03
1231 / 456 / 1027| 0.000 | 10 0.004 2.5E-06]| 34 169 | 7.3E-04
1790 / 651 / 1462| 0.004 | 11 0.004 2.5E-06]| 88 222 | 5.5E-04
2766 / 1032 / 2293| 0.008 | 12 0.008 1.7E-06]| 74 251 | 4.0E-04
3804 / 1440 / 3155| 0.012 | 12 0.012 5.4E-07| 104 321 | 3.5E-04
5132 / 1986 / 4277| 0.012 | 11 0.016 3.6E-07| 359 367 | 3.2E-04
8355 / 3375 / 7254| 0.027 | 12 0.031 3.2E-07| 334 494 | 2.1E-04
11814 / 4908 /10431| 0.031 | 12 0.043 1.1E-07| 400 677 | 1.3E-04
16544 / 6561 /13740| 0.035 | 12 0.062 7.4E-08| 340 770 | 8.8E-05
18889 / 7953 /16616| 0.031 | 12 0.078 3.1E-08| 1239 844 | 6.4E-05
28457 /12333 /25658| 0.094 | 10 0.105 4.5E-08| 1788 1005 | 4.4E-05
42487 /18885 /39074| 0.133 | 10 0.172 3.0E-08| 1692 1429 | 2.7E-05

Tabelle 4.5: Verfeinerungsschritte fiir lineare Elemente der Regularlosung und
A =043
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( a) L-60grd2 - (21 nodes) (b) L-60grd2 - (1365 nodes)

( C) L-60grd2 - (3024 nodes) (d) L-60grd2 - (7477 nodes)

Abbildung 4.9: Lineare Vernetzung der Singularlosung fiir A = 0.43
(a) Grundnetz (b) 8. Iterationsschritt

(c) 12. Tterationsschritt (d) 16. Iterationsschritt

95



( a) L-60grd2 - (21 nodes) (b) L-60grd2 - (1757 nodes)

( C) L-60grd2 - (3543 nodes) (d) L-60grd2 - (5985 nodes)

Abbildung 4.10: Quadratische Vernetzung der Singulédrlosung fiir A = 0.43
(a) Grundnetz (b) 12. Iterationsschritt

(c) 16. Iterationsschritt (d) 20. Iterationsschritt
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Konvergenzverhalten fiir A = 0.5 und A = 0.43

Der geschiitzte und der exakte Fehler der Losungen u, u € H(Q) ((4.1),(4.13))
der Singuldrexponenten A = 0.5 und A = 0.43 werden im folgenden analy-
siert. Die Abbildungen 4.11 und 4.12 zeigen das Konvergenzverhalten des
Fehlers der singuliiren und der reguldren Beispiellésungen u und @ € H(Q)
mit den verschieden Singuldrexponenten. Fiir beide Abbildungen sind je-
weils die ersten vier Fehlergrafiken fiir die Singulédrlosung und die restlichen
fiir die Regulédrlosung aufgelistet. Die Abbildung 4.11 stellt das Fehlerver-
halten fiir A = 0.5 dar. Zum Vergleich des Konvergenzverhaltens der ad-
aptiven FEM wurde das Konvergenzverhalten der gleichméfligen FEM mit
dargestellt. Infolge der verschirften Singularitéten ist festzustellen, dass das
Konvergenzverhalten der Singularlosung der gleichméfiigen FEM sich weiter
verschlechtert hat, siche jeweils Plot (a) und (b). Hinsichtlich der konstruier-
ten Regulirlosung @ € H'(Q) der Laplace-Gleichung sind keine wesentlichen
Verénderungen im Konvergenzverhalten (Plot (e) und (f)) aufgetreten. Die
adaptive FEM erlangt auch fiir diese Testbeispiele mit der noch stérkeren
Singularitédt eine Konvergenzordnung von (’)(%) bei linearen Elementfunktio-
nen und O(#) bei quadratischen Elementfunktionen, wie jeweils aus dem
Vergleich der Plots (c), (d) mit (g), (h) in den Abbildung 4.11 und 4.12 zu

entnehmen ist.
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Abbildung 4.11: Konvergenzverhalten des Fehlers fiir A = 0.5

geschétzter Fehler exakter Fehler

(a) gleichméBige FEM Singuldrlgsung  (b) gleichméfiige FEM Singuléirlssung

¢) adaptive FEM Singuldrlosung

d) adaptive FEM Singuléirlésung

() (
(e) gleichmiflige FEM Regulirlosung  (f) gleichmifiige FEM Regulérlosung
( (

g) adaptive FEM Regulirlésung
58

h) adaptive FEM Reguliirlosung
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Abbildung 4.12: Konvergenzverhalten des Fehlers fiir A = 0.43

geschétzter Fehler

(a) gleichméBige FEM Singuldrlgsung
(c) adaptive FEM Singuléirlésung

(e) gleichmiilige FEM Regulirlosung
(g) adaptive FEM Regulirlésung

exakter Fehler

(b) gleichmifBiige FEM Singuléirlésung

(
(
(

d) adaptive FEM Singuléirlésung
f) gleichmiiflige FEM Regulirlosung
h) adaptive FEM Reguliirlosung



4.3.3 Testbeispiel 5
Vernetzung

Im vorangegangenen Testbeispiel 4 (A = 0.43) ist zwar der Fehler beziiglich
der Knotenanzahl n wieder identisch gewesen, aber die singulire Losung er-
forderte hoheren Aufwand. Um zu sehen, ob sich dies bei noch extremeren
Singularitdten fortsetzt, wird jetzt folgendes Beispiel 5 betrachtet. Damit ein
noch kleiner Singulérexponent A berechnet werden konnte, wurde fiir dieses
Testbeispiel der Winkel #* bis zum Materialsprung mit 6* = iﬂ' gewéhlt,
welcher in der Abbildung 4.13 zu betrachten ist. Dadurch betréigt der iiber-
stumpfe Winkel 0 = %ﬂ' und es ergibt sich ein noch kleinerer Singulédrexpo-
nent A = 0.355, siehe auch Tabelle 4.1.

Abbildung 4.13: L-Gebiet mit extremer Singularitit

Fiir die numerischen Berechnungen mufite die Datenstruktur fiir das L-Gebiet
nochmals verdndert werden, da der Winkel 6§ = 45° betrdgt und somit das
Interface genau in eine Ecke des Gebietes féllt. Ansonsten kann die Ver-
netzung mit finiten Viereckselementen nicht angewendet werden. Daher hat
das L-Gebiet in den nachstehenden Abbildungen eine verzerrte Gestalt. Fiir
dieses Testbeispiel wird die Vernetzung, wie in den vorangegangenen Test-
beispielen unter Verwendung der ”hanging nodes” Strategie in den Abbil-
dungen 4.14 und 4.15 gezeigt. Die aufgefithrten Tabellen 4.6 und 4.7 bilden
tabellarisch die benotigten linearen und quadratischen Verfeinerungsschritte

der Singuldrlosung ab. Anhand dieser beiden Tabellen ist deutlich abzulesen,
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dass fiir die Singuldrlésung v € H'(2) anniihernd doppelt soviele Verfei-
nerungsschritte benotigt werden wie bei der konstruierten nichtsinguléaren
Losung @ € H'(€). Dass heifit, mit zunehmend stéirkerer Singularitit nimmt
der Aufwand drastisch zu. Dieses Testbeispiel mit einer noch extremeren Sin-
gularitét bestétigt und verstiarkt den schon im vorangegangenen Testbeispiel
4 ansteigenden Rechenaufwand. Ebenfalls ist die durchschnittliche Anzahl
Iterationen des PCGM Losers auf 11-15 gestiegen fiir die Singulérlosung.
Hinsichtlich der Regulérlosung (siehe Tabelle 4.7) sind keine Auffalligkeiten
zu bemerken. Es werden in der Abbildungen 4.14 und 4.15 jeweils das mo-
difizierte Grundnetz und drei Vernetzungen nach verschiedenen Iterationen
abgebildet. Wie schon in den zuvor aufgefiithrten Testbeispielen konzentriert
sich die feinste Vernetzung um die singuldre Eckenumgebung und entlang
der Interfacelinie. Auffillig ist gegeniiber den vorangegangenen Testbeispie-
len mit Interface, dass sich das Netz noch stdrker um den singuldren Punkt
verdichtet, aufgrund des gréfleren Fehlers durch die noch extremere Singula-

ritat.
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NetFine : |Assem : | PCGM | #Elements |rel.est.Err.
#Node/#uElem/#uEdge|time[s] |It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

24 / 7/ 15| 0.000 | 2 0.000 1.8E-01] 7 0 | 0.0E+00
75/ 28/ 66| 0.000 | 6 0.000 6.9E-01]| 1 | 3.1E-02
242 / 100 / 226| 0.000 | 9 0.000 1.0E+00] 2 68 | 1.3E-02
316 / 94 / 228| 0.000 | 8 0.000 8.1E-04]| 4 48 | 1.3E-02
458 / 139 / 319| 0.000 | 8 0.000 2.5E-01] 2 97 | 1.1E-02
337 / 136 / 328| 0.004 | 8 0.000 2.9E-01] 8 71 | 9.0E-03
538 / 202 / 466| 0.000 | 10 0.000 5.5E-01]| 4 120 | 5.6E-03
665 / 214 / 508| 0.000 | 11 0.004 5.8E-01]| 10 108 | 3.3E-03
907 / 295 / 681| 0.000 | 11 0.000 2.8E-01] 13 147 | 2.3E-03
1137 / 361 / 837| 0.000 | 12 0.004 3.5E-01]| 16 172 | 1.5E-03
984 / 421 / 975| 0.000 | 12 0.004 1.9E-01]| 21 174 | 1.1E-03
1410 / 577 / 1327| 0.004 | 13 0.004 1.2E-01]| 27 249 | 8.6E-04
1793 / 688 / 1564| 0.004 | 13 0.004 1.0E-01| 27 251 | 6.7E-04
2217 / 832 / 1884| 0.004 | 14 0.008 5.4E-02]| 28 295 | 5.6E-04
2649 / 964 / 2174| 0.004 | 14 0.008 3.8E-02]| 35 311 | 4.9E-04
3254 / 1180 / 2650| 0.008 | 14 0.012 2.5E-02]| 48 381 | 4.4E-04
3934 / 1408 / 3160| 0.004 | 156 0.020 1.7E-02| 87 424 | 4.1E-04
5134 / 1885 / 4193| 0.008 | 14 0.023 1.8E-02]| 92 542 | 3.8E-04
6307 / 2335 / 5129| 0.012 | 14 0.027 1.3E-02]| 97 579 | 3.0E-04
7546 / 2812 / 6132 0.012 | 14 0.031 7.9E-03| 86 652 | 2.4E-04
8830 / 3277 / 7129| 0.012 | 156 0.043 4.3E-03| 125 738 | 2.1E-04
10645 / 3964 / 8614| 0.020 | 15 0.047 3.1E-03| 241 892 | 1.7E-04
132569 / 4999 /10809| 0.027 | 14 0.055 3.7E-03| 317 1006 | 1.3E-04
16576 / 6373 /13683| 0.035 | 14 0.070 3.0E-03| 420 1146 | 1.0E-04
20794 / 8179 /17379] 0.043 | 13 0.094 2.4E-03| 334 1278 | 9.0E-05
24420 / 9667 /20439| 0.039 | 14 0.117 1.2E-03| 365 1411 | 7.2E-05
28445 /11278 /23812| 0.039 | 14 0.141 7.9E-04| 717 1594 | 6.2E-05
35255 /14179 /29901| 0.066 | 14 0.184 8.5E-04| 1123 1911 | 4.9E-05

Tabelle 4.6: Verfeinerungsschritte fiir lineare Elemente der Singulédrloésung
und A = 0.355
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NetFine : |Assem : | PCGM | #Elements |rel.est.Err.
#Node/#uElem/#uEdge|time[s] |It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

24 / 7/ 15| 0.000 | 2 0.000 1.7E-06]| 7 0 | 0.0E+00
765/ 28/ 66| 0.000 | 7 0.000 7.2E-06]| 1 7 | 2.9E-02
242 / 100 / 226| 0.000 | 9 0.000 1.7E-05]| 2 68 | 1.0E-02
316 / 94 / 228| 0.000 | 8 0.000 7.7E-09]| 4 56 | 9.3E-03
458 / 139 / 319| 0.000 | 9 0.000 3.8E-06]| 2 98 | 4.7E-03
337 / 136 / 328| 0.000 | 9 0.000 2.3E-06]| 8 75 | 3.2E-03
538 / 202 / 466| 0.000 | 10 0.000 7.0E-06]| 11 120 | 2.0E-03
754 / 256 / 600| 0.000 | 10 0.004 5.6E-06]| 15 107 | 8.4E-04
992 / 334 / 764| 0.000 | 11 0.004 2.9E-06]| 25 115 | 5.9E-04
1479 / 523 / 1185| 0.004 | 12 0.004 1.1E-06]| 39 187 | 4.5E-04
2013 / 718 / 1596| 0.004 | 11 0.004 8.8E-07| 90 207 | 3.2E-04
3134 / 1180 / 2620| 0.012 | 11 0.008 5.5E-07| 135 300 | 2.4E-04
4544 / 1780 / 3874| 0.012 | 12 0.020 2.5E-07| 213 351 | 2.0E-04
6667 / 2728 / 5842| 0.020 | 12 0.023 1.4E-07| 142 421 | 9.7E-05
8443 / 3460 / T7400| 0.016 | 13 0.035 3.7E-08| 509 506 | 9.2E-05
12909 / 5488 /11626| 0.039 | 11 0.047 5.6E-08| 645 686 | 6.1E-05
18049 / 7870 /16420| 0.051 | 10 0.062 3.0E-08| 520 729 | 4.6E-05
23034 /10081 /21033| 0.047 | 12 0.102 1.0E-08| 1680 955 | 3.1E-05
35610 /15961 /33123| 0.117 | 10 0.137 1.5E-08| 2365 1395 | 2.2E-05

Tabelle 4.7: Verfeinerungsschritte fiir lineare Elemente der Regularlosung und
A =0.355
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(a) L-60grd4 - (24 nodes) (b) L-60grd4 - (984 nodes)

(C) L-60grd4 - (2649 nodes) (d) L-60grd4 - (8830 nodes)

Abbildung 4.14: Lineare Vernetzung der Singulédrlosung fiir A = 0.355
(a) Grundnetz (b) 10. Iterationsschritt

(c) 14. Tterationsschritt (d) 20. Iterationsschritt
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(a) L-60grd4 - (24 nodes) (b) L-60grd4 - (1674 nodes)

(C) L-60grd4 - (2561 nodes) (d) L-60grd4 - (5663 nodes)

Abbildung 4.15: Quadratische Vernetzung der Singularlosung fiir A = 0.355
(a) Grundnetz (b) 14. Iterationsschritt

(c) 20. Iterationsschritt (d) 26. Iterationsschritt
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Konvergenzverhalten fiir A = 0.355

Die Auswertung des Konvergenzverhalten des letzten Testbeispiels mit der
extrem starken Singularitdt erfolgt in diesem Unterabschnitt. In der Ab-
bildung 4.16 wird das numerisch errechnete Konvergenzverhalten der sin-
guldren und nichtsinguldren Losung der adaptiven und gleichméfligen FEM
gegeniibergestellt. Infolge der drastischen Singuléritét hat sich das Konver-
genzverhalten des Fehlers der Singulérlosung der gleichméafligen FEM erwar-
tungsgeméf verschlechtert, wie in den Plots (a) und (b) zusehen ist. Das Kon-
vergenzverhalten der konstruierten nichtsinguldren Losung der gleichméBigen
FEM weisen in den Plots (e) und (f) die bekannten Konvergenzordnungen
O(+) und O(%) fiir lineare und quadratische finite Elementfunktionen auf.
Die restlichen vier Plots (c), (d) und (g), (h) zeigen das Fehlerverhalten der
singuldren und nichtsingulidren Losung der adaptiven FEM. Es ist zu sehen,
dass die adaptive FEM keine Schwierigkeiten hat beim L&sen der Laplace-
Gleichung fiir dieses spezielle L-Gebiet 2 trotz Auftreten einer extremen
Losungssingularitéit. Dies bedeutet, dass ebenfalls eine Konvergenzordnung
O(%) und O(Z%) fiir lineare und quadratische finite Elementfunktionen er-
reicht wird.

Wie auch schon in den vorangegangenen Testbeispielen hat die Singularitat
aufgrund der Ecke im L-Gebiet €2 und des Interfaces keine Beeintrichtigun-
gen des Konvergenzverhaltens in Abhéngigkeit der Knotenanzahl n hervor-

gerufen.

Bemerkung: Die im Programm umgesetzte geschéitzte Energienorm enthélt
die Materialkoeffizienten a; i = 1, 2, aber in dem exakten Fehler der H!-
Halbnorm werden die Materialkoeffizienten nicht beriicksichtigt. Daher
kommt es entlang der y-Achse zu den Skalierungsunterschieden. Dieser

Effekt hat keinen Einfluss auf das Konvergenzverhalten.
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Abbildung 4.16: Konvergenzverhalten des Fehlers fiir A = 0.355
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Kapitel 5
Schluf3folgerung

In der vorliegenden Arbeit sind mehrere singuldre Beispiellosungen (mit un-
terschiedlich starken Singularititen) aus H' des Poisson-Problems mit homo-
genen Dirichlet-Randbedingungen auf verschiedenen L-Gebieten hinsichtlich
des Konvergenzverhaltens experimentell untersucht wurden. Zum Vergleich
wurde das Konvergenzverhalten der FEM auf gleichméfiigen Netzen mit be-
trachtet. Aulerdem ist das Fehlerverhalten von singuldren Beispiell6sungen
und dazu konstruierter reguldren Losungen untersucht wurden.

In diesem abschlieenden Kapitel werden die numerischen Resultate des Kon-
vergenzverhaltens der ausgewihlten Beispiellosungen aus H' nochmals zu-
sammengefasst. In dem verwendeten Programmpaket namens Adaptive Fini-
te Elemente Code SPC-PM2Ad wurde das Fehlerverhalten mit dem Quadrat
des H'-Fehlers berechnet.

5.1 Konvergenzverhalten der gleichméfligen
FEM

Das folgende geht nochmals auf das klassische Konvergenzverhalten der FEM
auf gleichméfBigen Netzen ein. Im Unterkapitel 2.2 ist das Konvergenzverhal-

ten von singuldren und reguldren Losungen bei gleichméafliger Vernetzung
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aufgefithrt. Das Quadrat des H'-Fehlers bei gleichmifBiiger FEM einer sin-

guldren Losung ist angebar mit
lu — up |3 ~ Ch*, (5.1)

C' ist unabhéngig von der Schrittweite h. Das bedeutet, die Gitterschrittweite

h verhélt sich wie
(R*)* ~ (l)A S (5.2)
n nA
Damit fallt der Approximationsfehler u — u; mit einem Anstieg n% < %, WO-
bei der Exponent A die Singularitatsintensitat der jeweiligen Beispiellosung
angibt und n stellt die Anzahl der Knoten dar.
In der vorliegenden Arbeit sind fiir den Exponenten A verschiedene Werte
angenommen wurden, siehe Tabelle 4.1. Die verschiedenen singulédren Lésun-
gen mit dem Exponenten \ wiesen folgende zu erwartende Konvergenzeigen-
schaft auf: Je kleiner der Wert von A gewahlt wurde, desto schlechter wurde
das Konvergenzverhalten des H'-Fehlers, wie in den Gleichungen (5.1) und
(5.2) nachzuvollzichen ist. Als extremes Testbeispiel wire das schlechte Kon-
vergenzverhalten der gleichméfiigen FEM einer singuldren Losung mit dem
Exponenten A = 0.355 zu erwidhnen, welches in der Abbildung 4.16 in Bild

(a) und (b) deutlich zu sehen ist.

5.2 Konvergenzverhalten der adaptiven FEM

5.2.1 Fehler in Abhéngigkeit der Knotenanzahl

Fiir alle in der vorliegenden Arbeit betrachteten Losungssingularititen der
verschiedenen L-Gebiete verhilt sich die Konvergenz des Quadrates des H'-
Fehlers (in Abhéngigkeit der Knotenanzahl n) immer proportional zum An-
stieg % Ebenfalls fiir sehr kleine Singuldrexponenten (z. B. A = 0.355),
infolge eines iiberstumpfen Innenwinkels (w > %7?) und einer Interfaceli-
nie (welche den singuldren Punkt beriihrt) erreicht die adaptive FEM das

gewiinschte Konvergenzverhalten, vergleiche Kapitel 4.3.3. Anhand der in
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dieser Arbeit gesammelten numerischen Testbeispiele mit verschieden star-
ken Singularitdten infolge von L-Gebieten mit und ohne Interface konnte
keine Verschlechterung der ”Konvergenzordnung” von (’)(%) fiir lineare und

(’)(%) fiir quadratische Ansatzfunktionen festgestellt werden.

5.2.2 Fehler in Abhéngigkeit der Rechenzeit

Die Rechenzeit ¢ der in Kapitel 3 betrachteten singuldren und nichtsinguléren
Beispiellosungen ((3.1), (3.21)) des L-Gebietes ohne Interface weisen keine
Unterschiede zwischen singulidren und nichtsinguldren Losung auf. Ebenfalls
ist die Anzahl der Verfeinerungsschritte ungefihr gleich.

Die in Kapitel 4 fiir verschiedene L-Gebiete mit Interface modifizierten sin-
guldren- und nichtsinguléren Beispiellosungen ((4.1),(4.13)) weisen mit Ver-
schiarfung der Singularitét drastische Unterschiede der Rechenzeit auf. Infolge
von extremen Singularitdten (z. B. A = 0.43, A = 0.355) kommt es zu einer
starken Zunahme der Verfeinerungsschritte gegeniiber der nichtsinguléren
Beispiellosung (4.13). Der Grund hierfiir liegt in der Netzsteuerung, wegen
einem extremen Materialsprung im L-Gebiet kommt es entlang des Inter-
face zu einer sehr feinen lokalen Vernetzung, um den singuldren Eckpunkt
(nur wenige finite Dreiecke um die Singularitdt werden immer feiner geteilt)
und zusétzlich entlang des Interfaces. Die Verschlechterung der Rechenzeit
resultiert demzufolge aus dem pro Verfeinerungsschritt zu berechnenden Glei-
chungssystem mit vielen Unbekannten, aber relativ langsames Anwachsen der

Dimension in den einzelnen adaptiven Schritten.

Bemerkung: Damit die Verschlechterung der Rechenzeit ¢ der adaptiven
FEM verhindert bzw. minimiert werden kann, sollte eventuell doch bei
extremen Singularititen die Einfiihrung einer Singuldrfunktion (Sin-
guldrfunktionenmethode, siche z. B. [6], [10] und [12]) in Erwégung

gezogen werden.
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Thesen

zur Diplomarbeit

”Numerische Experimente zum Konvergenzverhalten der
adaptiven FEM bei Eckensingularitdten”

vorgelegt von Janine Glénzel

1. Die verallgemeinerte Losung eines elliptischen Randwertproblems auf
einem zweidimensionalen L-Gebiet ), mit einem iiberstumpfen Innen-
winkel grofler 7, besitzt im allgemeinen eine Singularitit und ist aus
H'(Q). Wird eine solche Aufgabe mit der gleichméiBigen Finiten Ele-
mente Methode (FEM) gelost, erreicht die Genauigkeit der Losung auf-
grund des singuléiren Punktes auf I' nur noch Ch* in der H'-Norm, fiir
0< A<,

2. Werden zur Losung von Randwertproblemen auf Gebieten mit Ecken-
singularitdten aus der Literatur bekannte angepasste Methoden an-
gewendet, ermoglichen diese die gleiche Konvergenzordnung wie bei
Aufgaben mit reguldren Losungen. Zu erwédhnen ist zum Beispiel die
Singulérfunktionenmethode. In der vorliegenden Arbeit wird die ange-
passte Methode der adaptiven FEM zur Losung des Poisson-Problems

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen angewendet.

3. Aus dem Vergleich des Konvergenzverhaltens einer singuléren Beispiel-
losung uw € H' und einer dazu konstruierten Losung @ € H' ohne sin-
guléren Anteil sind keine wesentlichen Unterschiede festzustellen, wenn
die Methode der adaptiven FEM zur Losung der Laplace-Gleichung auf

einem [-Gebiet angewendet wird.

4. Zur Verscharfung der auftretenden Losungssingularitéit beim Losen der
Randwertaufgabe —Au = f kénnen L-Gebiete mit verschieden Mate-
rialien und einem Innenwinkel w > %7‘(‘ konstruiert werden. Das heifit, es
liegt dann ein Randwertproblem mit unstetigen Koeffizienten (Interface-

oder Transmissionsproblem) vor.
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5. Zu diesem Interfaceproblem wird eine singuléire Beispiellosung v € H*
hergeleitet und dazu eine regulire Beispiellosung @ € H' modelliert.
Aus verschiedenen Testrechnungen mit der adaptiven FEM mit n Kno-
ten sind keine Konvergenzunterschiede von u und @ numerisch nach-
zuweisen. In beiden Féllen wurde eine Konvergenzordnung von (’)(%)

erreicht.

6. Berechnung des Interfaceproblems mit der gleichméafligen FEM weist
das Konvergenzverhalten der Singulérlosung einen sehr starken Genau-

igkeitsverlust auf.

7. Bei extremen singuléren Losungsanteilen infolge grofler Materialspriinge
nimmt der Aufwand (Rechenzeit ¢) der adaptiven FEM stark zu. Dieser
Effekt resultiert aus der sehr feinen lokalen Vernetzung um die singulére

Ecke und zusétzlich entlang der Interfacelinie.
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