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2.1 Funktionenräume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Kapitel 1

Einleitung

Elliptische Randwertprobleme auf polygonal berandeten Gebieten mit ein-

springenden Ecken besitzen im allgemeinen Lösungen mit einer Nichtregula-

rität im Bereich von Ecken. Solche Gebiete mit Ecken sind numerisch schwie-

rig zu behandeln, da sich die Genauigkeit der Lösung bei herkömmlichen Dis-

kretisierungstechniken in der Umgebung von nicht glatten Randteilen verrin-

gert. Das bewirkt eine schlechtere Konvergenzordnung der Finiten Elemente

Methode (FEM) bezüglich uniformer Netze im Vergleich zu nichtsingulären

Lösungen. Als Ausweg wurden in den letzten Jahrzehnten verschiedene an-

gepasste Methoden entwickelt. Zu erwähnen sind zum Beispiel die Methode

der lokalen Netzverfeinerung um die Eckenumgebung und die Windowing

Methode ([1] oder [11]). Unter anderem ist auch die Singulärfunktionenme-

thode [6, 10, 12] zu nennen. Dabei werden die singulären Anteile der Lösung

in den Ansatzraum mit aufgenommen. Weitere Literatur zur Behandlung von

Lösungssingularitäten ist zum Beispiel auch in [3] und [5] nachzuschlagen.

Die vorliegende Arbeit widmet sich dem Konvergenzverhalten des Verfahrens

der adaptiven FEM bei ausgewählten singulären und regulären Lösungen der

Laplace-Gleichung

−∆u = f in Ω,

wobei Ω ⊂ R2 ein L-Gebiet ist. Zu Beginn der vorliegenden Arbeit werden

im Kapitel 2 einige Definitionen und bekannte Resultate des Konvergenzver-

haltens der gleichmäßigen FEM dargelegt. Im Kapitel 3 wird für die Laplace-
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Gleichung eine singuläre und eine reguläre Beispiellösung u, ũ ∈ H1(Ω) auf

einem L-Gebiet mit einem überstumpfen Winkel ω = 3
2
π hergeleitet und

hinsichtlich des exakten und geschätzten Fehlerverhaltens miteinander ver-

glichen. Zur Verschärfung der Eckensingularität wird im Kapitel 4 mit ver-

schiedenen L-Gebieten experimentiert. Unter anderem wurde ein zweidimen-

sionales L-Gebiet Ω konstruiert, das aus zwei ungleichen Materialien zu-

sammengesetzt ist. Das heißt, es liegt dann ein Randwertproblem für eine

Differentialgleichung mit unstetigen Koeffizienten vor. Solche Randwertpro-

bleme werden häufig als Interface- oder Transmissionsproblem bezeichnet.

Im weiterem wird die Bezeichnung Interfaceproblem verwendet. Durch die

stärkere Singularität infolge des Interfaces wird im allgemeinen beim Lösen

solcher Aufgaben mittels numerischer Verfahren eine noch geringere Konver-

genzordnung als für die Laplace-Gleichung im L-Gebiet erreicht, siehe Dobro-

wolski [6]. Außerdem sind Lösungen der Laplace-Gleichung auf L-Gebieten

mit verschiedenen überstumpfen Winkeln ω berechnet wurden. Das Schluß-

kapitel 5 geht nochmals zusammenfassend auf die erhaltenen numerischen

Resultate des Konvergenzverhaltens im Vergleich der adaptiven FEM und

der gleichmäßigen FEM ein.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Funktionenräume

Das zu betrachtende Gebiet Ω ⊂ R2 soll ein Gebiet der Klasse C0,1 sein,

dass heißt der Rand ∂Ω ist lipschitzstetig. Auf einem solchen Rand können

Ecken auftreten. Weitere Informationen sind zum Beispiel in der Literatur

von Wloka [15] zu finden.

Als weitere Definition werden die Lebesgue-Räume Lp(Ω) für 1 ≤ p ≤ ∞

angegeben mit

Lp(Ω) := {u = u(x), x ∈ Ω : ‖u‖p,Ω < ∞}

mit zugehöriger Norm

‖u‖p,Ω :=







∫

Ω

|u(x)|pdx







1

p

für 1 ≤ p < ∞.

Die Funktionenräume Hm(Ω) heißen Sobolev-Räume. Diese Räume werden

wie folgt erklärt: Sei m eine natürliche Zahl, dann sind die Sobolev-Räume

Hm(Ω) definiert mit

Hm(Ω) := {u = u(x), x ∈ Ω : Dαu ∈ L2(Ω) ∀α : 0 ≤ |α| ≤ m},
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das bedeutet für u ∈ Hm(Ω) sind alle Ableitungen Dαu bis zur Ordnung m

quadratisch integrierbar. Dabei sind die verallgemeinerten Ableitungen Dαu

definiert durch

Dαu(x) :=
∂|α|u(x)

∂α1x1∂α2x2

, |α| := α1 + α2, αi ≥ 0.

Die Norm im Sobolev-Raum Hm(Ω) wird angeben mit

‖u‖m : =







∑

|α|≤m

‖Dαu‖2
L2(Ω)







1

2

=







∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu|2dx







1

2

und die Halbnorm

|u|m : =







∑

|α|=m

∫

Ω

|Dαu|2dx







1

2

.

2.2 Singularitätenfunktionen

Bei zweidimensionalen Gebieten Ω, deren Rand ∂Ω ein Polygon ist, können

Schnittwinkel (damit ist der innere Winkel gemeint) zwischen zwei Kurven

von ∂Ω auftreten, die größer als π sind. Falls dies auftritt, weist die verall-

gemeinerte Lösung u der Randwertaufgabe im allgemeinen eine Singularität

auf. Dass heißt, der Gradient von u ist unbeschränkt und die Funktion u

gehört nicht mehr zu H2(Ω). Wenn die Randkurven von Ω solche Schnitt-

punkte mit überstumpfen Winkeln enthalten, werden diese singuläre Punkte

von ∂Ω genannt. Falls ein solcher singulärer Punkt auftritt, haben im allge-

meinen die Singulärfunktionen die Gestalt

uk = η(r)rλk sin(λkθ) (2.1)

mit λk = kπ
ω

für k = 1, 2, ... und dem überstumpfen Innenwinkel ω. Die Varia-

blen (r, θ) sind lokale Polarkoordinaten mit Zentrum im singulären Punkt.

Die reelle Zahl λ1 gibt die Glattheitseigenschaft des Terms an. Außerdem

wird die Cut-Off-Funktion η(r), wie folgt definiert mit

η(r) =















1 für r ≤ r0

3

dazwischen: monoton abfallend

0 für r ≥ 2 r0

3
.
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Die Zahl r0 sei hinreichend klein, so dass der Träger η(r) vollständig im Ge-

biet bleibt. Insgesamten ist die Cut-Off-Funktion η ∈ C∞(R1), das heißt η

ist unendlich oft differenzierbar. Weitere Informationen zur Herleitung von

Singularitätenfunktionen sind zum Beispiel bei Organesjan/ Ruchovec [11]

nachzuschlagen.

2.3 Konvergenzverhalten der FEM auf gleich-

mäßigen Netzen

Dieses Kapitel behandelt das allgemeine Konvergenzverhalten der FEM auf

gleichmäßigen Netzen für eine singuläre- und nichtsinguläre Lösung (zur

kürzeren Schreibweise wird teilweise auch ”Singulär-” und ”Regulärlösung”

verwendet). Zunächst wird das Poisson-Problem in einem polygonal beran-

deten Gebiet Ω ⊂ R2 betrachtet.

−∆u = f in Ω (2.2)

u = 0 auf Γ := ∂Ω

Die zu (2.2) gehörige schwache Formulierung hat das nachstehende Aussehen

finde u ∈ V0 : a(u, v) = 〈F, v〉 ∀v ∈ V0 (2.3)

mit dem Hilbertraum V0 := H1
0 (Ω) := {v ∈ H1(Ω) : v = 0 auf Γ}, ei-

ner Bilinearform a(u, v) :=
∫

Ω
∇u · ∇vdx und einem linearen Funktional

〈F, v〉 :=
∫

Ω
fvdx. Für die Finite-Elemente-Diskretisierung ist die zu lösen-

de Variationsgleichung (2.3) aus dem passenden endlichdimensionalen Raum

V0h ⊂ V0 und ist definiert durch

finde uh ∈ V0h : a(uh, vh) = 〈F, vh〉 ∀vh ∈ V0h. (2.4)

Es ist bewiesen, dass der Approximationsfehler u−uh von (2.3) und (2.4) für

eine Singulärlösung, bei gleichmäßiger Vernetzung eines zweidimensionalen

nichtkonvexen Gebiets, folgendermaßen abgeschätzt werden kann mit

‖u − uh‖H1 ≤ Chλ‖f‖L2
, (2.5)
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wobei 1
2

< λ < 1. Der Exponent λ ist die r-Potenz in der Singulärfunktion,

vgl. Kapitel 2.2 Formel (2.1). Dem gegenüber ist die Abschätzung des Fehlers

für eine Regulärlösung bzw. konvexe Gebiete gegeben durch

‖u − uh‖H1 ≤ Ch‖f‖L2
. (2.6)

In beiden Abschätzungen (2.5) und (2.6) ist C unabhängig vom globalen

Netzparameter h (h > 0). Zum Nachschlagen und zur Herleitung ist zum Bei-

spiel die Literatur von Apel/ Heinrich [1], Apel/ Sändig [3] und Großmann/

Roos [7] zu erwähnen. Für ein Interfaceproblem ist der Approximationsfeh-

ler unter anderem in der Habilitationsschrift von Dobrowolski [6] ausführlich

erklärt. Anhand der oben aufgeschriebenen Grundlagen des Konvergenzver-

haltens der uniformen Netzverfeinerung für Gebiete mit überstumpfen Ecken,

untermauern die nachfolgenden Abbildungen das schlechtere Konvergenzver-

halten von Singulärlösungen der Laplace-Gleichung. Die Graphiken zeigen

die Abhängigkeit des Fehlers (entlang der Ordinate) von der Knotenanzahl

n (entlang der Abzisse). Die Koordinatenachsen sind logarithmisch skaliert.

Erklärungen der in den Abbildungen verwendeten Bezeichnungen sind in

Kapitel 3.3.4 aus Tabelle 3.4 zu entnehmen. In den Abbildungen 2.1, 2.2

und 2.3, 2.4 wird jeweils das lineare und quadratische Fehlerverhalten ei-

ner berechneten singulären und regulären Beispiellösung u, ũ ∈ H1(Ω) der

Laplace-Gleichung auf Ω für die gleichmäßige FEM gegenübergestellt. Die

Herleitungen von u, ũ ∈ H1(Ω) sind aus Unterkapitel 3.1 und 3.2 zu ent-

nehmen. Die Abbildungen 2.1 und 2.2 der singulären Lösung weisen eine

deutlich schlechtere Konvergenz von weniger als O( 1
n
) auf, wie infolge der

auftretenden Lösungssingularität zu erwarten ist. Im Gegensatz dazu weisen

die Abbildungen 2.3, 2.4 der nichtsingulären Lösung eine erwartungsgemäße

Konvergenz O( 1
n
) für lineare finite Elemente und O( 1

n2 ) für quadratische fi-

nite Elemente auf. Anhand der dargelegten numerischen Ergebnisse der aus-

gewählten Beispiellösungen der Laplace-Gleichung mit homogenen Dirichlet-

Randbedingungen für die gleichmäßige Verfeinerung des uniformen Netzes ist

der Einfluss der Singularitäten gut sichtbar. Die Berechnung des geschätzten

Fehlers erfolgt mit dem Quadrat der Energienorm in H1 und der exakte Feh-

ler wird mit dem Quadrat der H1-Halbnorm berechnet. Nähere Erklärungen

zur Fehlerschätzung sind im Kapitel 3.3.4 zu finden.
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Abbildung 2.1: Geschätzter Fehler der gleichmäßigen FEM der singulären

Lösung
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Abbildung 2.2: Exakter Fehler der gleichmäßigen FEM der singulären Lösung
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Abbildung 2.3: Geschätzter Fehler der gleichmäßigen FEM der regulären

Lösung
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Abbildung 2.4: Exakter Fehler der gleichmäßigen FEM der regulären Lösung
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Kapitel 3

Vergleich von mit und ohne

Singularität für die

Laplace-Gleichung im L-Gebiet

In diesem Kapitel sollen experimentelle Resultate herausgearbeitet werden,

welche das Fehlerverhalten der adaptiven FEM einer singulären Lösung u ∈

H1(Ω) und einer nichtsingulären Lösung ũ ∈ H1(Ω) der Laplace-Gleichung

−∆u = f im L-Gebiet Ω ∈ R2, mit u = 0 und ũ = 0 auf ∂Ω beurteilt. Zu

untersuchen ist demensprechend folgende Frage:

Gibt es Unterschiede im Konvergenzverhalten

zwischen Beispielen mit singulärer und nichtsin-

gulärer Lösung?

Da die Beispiellösung u ∈ H1(Ω) aufgrund der Ecke im L-Gebiet eine Singu-

larität enthält, wird in den folgenden Unterkapitel versucht, diese durch eine

Beispiellösung ũ ∈ H1(Ω) ohne singulären Anteil anzunähern. Der Vergleich

der beiden Lösungen u und ũ soll Aufschluss geben über Veränderungen im

Fehlerverhalten des exakten und des geschätzten Fehlers.

Im Unterkapitel 3.1 wird die Beispiellösung u ∈ H1(Ω) mit dem singulärem
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Anteil definiert, ebenfalls die rechte Seite von ∆u und der Gradient von u be-

rechnet. Das Unterkapitel 3.2 ist der Herleitung der nichtsingulären Lösung

ũ ∈ H1(Ω) gewidmet. Dieses Unterkapitel teilt sich nochmals in drei Unterab-

schnitte auf, um ũ, den Gradient ũ und die rechte Seite der Laplace-Gleichung

zu berechnen. Am Ende des dritten Kapitels, dass heißt im Unterabschnitt

3.3, werden die numerischen Ergebnisse des Fehlerverhaltens der beiden Bei-

spiellösungen vorgestellt. Dieses wird aufgesplittet in mehrere Abschnitte zur

Erläuterung der Vernetzung des L-Gebietes, des Verlaufs des geschätzten und

des exakten Fehlers.

3.1 Beispiellösung u mit Singularität

Betrachten das Poisson-Problem −∆u = f ∈ Ω mit homogenen Dirichlet-

Randbedingungen, wobei Ω ⊂ R2 ein L-Gebiet mit dem überstumpfen In-

nenwinkel ω = 3
2
π ist, siehe Abbildung 3.1. Wie schon im vorangegangenen

Kapitel erwähnt, besitzen im allgemeinen die Lösungen in Gebieten mit ein-

springenden Ecken eine Singularität in der Eckenumgebung. Daher wird in

diesem Kapitelabschnitt eine Beispiellösung u ∈ H1(Ω) mit der Singularität

rλ aufgestellt. Da Ω als rechtwinkliges L-Gebiet angenommen wird, beträgt

typischerweise der Wert λ = π
ω

= 2
3
.

Ω

θ

Abbildung 3.1: L-Gebiet
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Die verwendeten Koordinaten werden in lokalen Polarkoordinaten mit Ur-

sprung im singulären Eckpunkt angegeben.

x = r cos(θ)

y = r sin(θ)

Die singuläre Beispiellösung u ∈ H1(Ω) hat für das Poisson-Problem die

nachstehende Gestalt mit

u(r, θ) =







rλ
(

1 − r
R

)2
sin(λθ) r < R

0 r > R.
(3.1)

Die Funktion u ∈ H1(Ω) besitzt eine Singularität bei r = 0. Im weiterem

wird die rechte Seite von −∆u benötigt. Das Berechnen von −∆u erfolgt

durch die nachstehenden Formeln. Hierzu definiert f0(r) den Ausdruck aus

(3.1) mit

f0(r) =
(

1 −
r

R

)2

. (3.2)

Der Sinn des Faktors (3.2) liegt im stetigen Übergang zu den 0-Randbeding-

ungen auf dem gesamten Rand. Die Funktion u ∈ H1(Ω) kann nun in der

Form (3.3) aufgeschrieben werden.

u(r, θ) = rλf0(r) sin(λθ) (3.3)

Die rechte Seite ergibt sich in den nachfolgenden Gleichungen mit

−∆u = rλ−1g(r) sin(λθ) (3.4)

und

g(r) = −(1 + 2λ)f ′
0(r) − rf ′′

0 (r). (3.5)

Für die Formel (3.5) wird die erste und zweite Ableitung von (3.2) benötigt,

diese lauten

f ′
0(r) = −

2

R

(

1 −
r

R

)

sowie

f ′′
0 (r) =

2

R2
.
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Die eben berechneten Ableitungen werden in die Formel (3.5) eingesetzt.

g(r) = −(1 + 2λ)
(

−
2

R

(

1 −
r

R

))

− r
(

2

R2

)

=
2

R
(1 + 2λ)

(

1 −
r

R

)

− 2
r

R2
(3.6)

Die Gleichung (3.6) wird nun in (3.4) eingebaut und somit ergibt sich die

rechte Seite der Laplace-Gleichung von u mit

−∆u = rλ−1
[

2

R
(1 + 2λ)

(

1 −
r

R

)

− 2
r

R2

]

sin(λθ). (3.7)

Weiterführend wird der Gradient der singulären Lösung u ∈ H1(Ω) formu-

liert, damit das Verhalten des exakten Fehlers berechenbar ist.

∇u = g1u,r + g2u,θ. (3.8)

Die in (3.8) verwendeten Vektoren g1 und g2 haben dieses Aussehen:

g1 = 1
r
~x = 1

r





r cos θ

r sin θ





g2 = 1
r2~x

⊥ = 1
r2





−r sin θ

r cos θ





Die partiellen Ableitungen u,r und u,θ ergeben sich aus

u,r =
(

λrλ−1f0(r) + rλf ′
0(r)

)

sin(λθ)

u,θ = λrλf0(r) cos(λθ).

Nach dem Einsetzen der Vektoren g1, g2 und der Ableitungen u,r, u,θ in (3.8)

entsteht die Gleichung

∇u =
1

r

(

~xu,r +
1

r
~x⊥u,θ

)

= rλ−2
[

~x(λf0(r) + rf ′
0(r)) sin(λθ) + ~x⊥λf0(r) cos(λθ)

]

(3.9)
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zur Berechnung des Gradienten von u ∈ H1(Ω). Letzlich muss noch die

Funktion (3.2) und ihre 1. Ableitung in (3.9) eingebunden werden, was zum

endgültigen Gradienten von u führt:

∇u = rλ−2

[

~x

(

λ
(

1 −
r

R

)2

− 2
r

R

(

1 −
r

R

)

)

sin(λθ)

+~x⊥λ
(

1 −
r

R

)2

cos(λθ)

]

Bemerkung: An der Stelle r = R gilt für die Funktion f0 und ihre erste

Ableitung f ′
0 die Stetigkeit (f0(R) = f ′

0(R) = 0). Daraus folgt ∇u = 0,

also stetig angeschlossen an den Teil r > R.

3.2 Beispiellösung ũ ohne Singularität

3.2.1 Herleitung einer nichtsingulären Lösung ũ

In diesem Unterabschnitt wird eine Beispiellösung ũ ∈ H1(Ω) ohne Singu-

larität hergeleitet. Mit Hilfe einer Ansatzfunktion soll versucht werden, die

Funktion ũ ∈ H1(Ω) zuberechnen. Diese Ansatzfunktion setzt sich aus drei

Teilfunktionen zusammen. Das heißt, der Funktionsteil u mit der typischen

Eckensingularität im Bereich 0 < r < R0, wird durch eine kubische Funk-

tion ersetzt. Im zweiten Teilintervall R0 < r < R entspricht die Funktion

ũ ∈ H1(Ω) der singulären Lösung u ∈ H1(Ω) für r < R aus dem Unterkapi-

tel 3.1 bis auf einen konstanten Vorfaktor. Ansonsten soll die reguläre Lösung

identisch null sein. Die Ansatzfunktion hat dementsprechend die nachstehen-

de Form.

ũ(r, θ) =











































αR3−λ
0 rλ

(

1 − r
R

)2
sin(λθ) R0 < r < R

r2(βR0 − r) sin(λθ) r < R0

0 sonst
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Die Variablen (r, θ) und λ sind wie in Abschnitt 3.1 vorgegeben.

Weiterführend müssen die Koeffizienten α und β ermittelt werden, so dass

die zwei Teilfunktionen an der Stelle r = R0 nahtlos, das heißt stetig dif-

ferenzierbar, verknüpfbar sind. Die Funktionen f1 und f2 werden durch die

beiden Anteile

f1(r) = αR3−λ
0 rλ

(

1 −
r

R

)2

(3.10)

f2(r) = r2(βR0 − r) (3.11)

der Ansatzfunktion definiert. Um die Koeffizienten α und β zu berechnen,

müssen die Funktionen fi, i = 1, 2 und deren ersten Ableitungen an der

Verbindungsstelle r = R0 stetig sein.

f1(R0) = f1(R0 + 0) = f2(R0 − 0) = f2(R0) (3.12)

f ′
1(R0) = f ′

1(R0 + 0) = f ′
2(R0 − 0) = f ′

2(R0) (3.13)

Die ersten Ableitungen von fi(r), i = 1, 2 lauten wie folgt.

f ′
1(r) = αR3−λ

0

(

−2
rλ

R

(

1 −
r

R

)

+ λrλ−1
(

1 −
r

R

)2
)

= αR3−λ
0 λrλ−1

(

1 −
r

R

)2

− 2αR3−λ
0

rλ

R

(

1 −
r

R

)

f ′
2(r) = 2βR0r − 3r2

Nach Einsetzen der Stelle r = R0 ergibt sich:

f1(R0) = αR3−λ
0 Rλ

0

(

1 −
R0

R

)2

= R3
0α
(

1 −
R0

R

)2

(3.14)

f2(R0) = R3
0(β − 1) (3.15)

f ′
1(R0) = αR3−λ

0 λRλ−1
0

(

1 −
R0

R

)2

− 2αR3−λ
0

Rλ
0

R

(

1 −
R0

R

)
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= αλR2
0

(

1 −
R0

R

)2

− 2α
R3

0

R

(

1 −
R0

R

)

(3.16)

f ′
2(R0) = 2βR2

0 − 3R2
0

= R2
0(2β − 3) (3.17)

Das Ziel der nachfolgenden Berechnung ist, die Konstanten mit α > 0 und

β > 1 zu erhalten. Falls diese Voraussetzungen nicht erfüllt werden, ist es

nicht möglich, die beiden Teilfunktionen (3.10) und (3.11) an der Stelle r =

R0 stetig differenzierbar zu verbinden. Aus der Bedingung (3.12) berechnet

sich im folgenden, nach Verwendung von (3.14) und (3.15), der Koeffizient α

in Abhängigkeit von β.

f1(R0) = f2(R0)

αR3
0

(

1 −
R0

R

)2

= R3
0(β − 1)

α
(

1 −
R0

R

)2

= β − 1

Zur Vereinfachung der weiteren Berechnungen wird R0 = R
4

gesetzt.

α
(

1 −
R

4

1

R

)2

= β − 1

9

16
α = β − 1

α =
16

9
(β − 1) (3.18)

Um den Koeffizienten β zu ermitteln, muss in die Bedingung (3.13) die Ab-

leitungen (3.16) und (3.17) eingesetzt werden.

f ′
1(R0) = f ′

2(R0)

αλR2
0

(

1 −
R0

R

)2

− 2α
R3

0

R

(

1 −
R0

R

)

= R2
0(2β − 3)

18



Im folgenden Schritt wird zur Vereinfachung R0 = R
4

benutzt.

αλ
(

1 −
R

4

1

R

)2

− 2α
R

4

1

R

(

1 −
R

4

1

R

)

= 2β − 3

9

16
αλ −

3

8
α = 2β − 3

Als nächstes wird für den Koeffizienten α der schon errechnete Ausdruck

(3.18) eingebunden, um in den weiteren Schritten den Koeffizienten β zu

bestimmen.

9

16

[

16

9
(β − 1)

]

λ −
3

8

[

16

9
(β − 1)

]

= 2β − 3

λ(β − 1) −
2

3
(β − 1) = 2β − 3

λβ − λ −
2

3
β +

2

3
= 2β − 3

β
(

λ −
8

3

)

= λ −
11

3

β =
λ − 11

3

λ − 8
3

Somit ergibt sich für β der nachfolgenden Ausdruck, der nur vom Singulärex-

ponent λ abhängt mit

β =
3λ − 11

3λ − 8
. (3.19)

Aus der Gleichung (3.19) ist ersichtlich, dass für λ ∈
(

0, 8
3

)

β > 1 gilt. Nach

Einsetzen des vorgegebenen Wert λ = 2
3
, ergibt sich die Zahl β = 3

2
> 1.

Weiterführend muss noch die Konstante α ausgerechnet werden, indem das

ermittelte β, dass heißt (3.19) in die Gleichung (3.18) eingesetzt wird.

α =
16

9

(

3λ − 11

3λ − 8
− 1

)

=
16

9

(

−3

3λ − 8
− 1

)

α =
16

3

1

8 − 3λ
(3.20)
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Aus der Gleichung (3.20) folgt, dass α > 0 für alle λ ∈
(

0, 8
3

)

. Somit ist

die zweite Bedingung α > 0 auch erfüllt und die beiden Funktionsteile aus

den Intervallen r ∈ (0, R0) und r ∈ (R0, R) sind stetig differenzierbar an der

Stelle r = R0. Letzlich noch Einsetzen der ermittelten positiven Konstanten α

und β in die gegebene Ansatzfunktion. Die nichtsinguläre Beispiellösung

ũ(r, θ) ∈ H1(Ω) hat folgende Gestalt.

ũ(r, θ) =











































16
3
R3−λ

0
1

8−3λ
rλ
(

1 − r
R

)2
sin(λθ) R0 < r < R

r2
(

R0
11−3λ
8−3λ

− r
)

sin(λθ) r < R0

0 sonst

(3.21)

Um die nachfolgenden Berechnungen zu vereinfachen, werden den Buchsta-

ben α∗ und β∗ die nachstehenden konstanten Ausdrücke von (3.21) zugeord-

net mit

α∗ =
16

3

(

1

8 − 3λ

)

R3−λ
0

β∗ =
11 − 3λ

8 − 3λ
R0.

3.2.2 Rechte Seite für die Laplace-Gleichung der nicht-

singulären Lösung

Die Laplace-Gleichung von (3.21) muss ebenfalls für die beiden Teilfunktio-

nen des jeweiligen betrachteten Intervalls einzeln berechnet werden. Zunächst

wird die Einschränkung der Funktion auf das Intervall r ∈ (R0, R) angese-

hen, hierfür können die Formeln aus Unterkapitel 3.1 benutzt werden. Der

Funktion f3(r) wird nun der Ausdruck (3.22) zugeordnet.

f3(r) = α∗
(

1 −
r

R

)2

= α∗f0(r) (3.22)
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Im weiterem ergeben sich die erste und die zweite Ableitung von (3.22) fol-

gendermaßen mit

f ′
3(r) = −2

α∗

R

(

1 −
r

R

)

(3.23)

und

f ′′
3 (r) = 2

α∗

R2
. (3.24)

Die beiden Ableitungen (3.23) und (3.24) werden nun in die Gleichung (3.5)

eingesetzt, um g(r) zu berechnen.

g(r) = −(1 + 2λ)
(

−2
α∗

R

(

1 −
r

R

))

− 2r
α∗

R2

= (1 + 2λ)
(

1 −
r

R

)

2
α∗

R
− 2α∗ r

R2
(3.25)

Die Gleichung (3.25) wird im nächsten Schritt in die Gleichung (3.4) einge-

gebaut und somit errechnet sich die rechte Seite von −∆u für die betrachtete

Teilfunktion aus dem Intervall r ∈ (R0, R).

−∆ũ = rλ−1
[

(1 + 2λ)
(

1 −
r

R

)

2
α∗

R
− 2α∗ r

R2

]

sin(λθ)

Weiterführend muss noch die rechte Seite der Laplace-Gleichung für die zwei-

te Teilfunktion aus dem Intervall r ∈ (0, R0) ermittelt werden. Hierfür sind

die eben benutzten Formeln nicht verwendbar, weil der singuläre Anteil rλ

nicht enthalten ist. Dementsprechend darf die folgende Gleichung (3.26) be-

nutzt werden, um die rechte Seite von der Laplace-Gleichung ∆ũ = f zu

errechnen.

∆ũ =
1

r2
ũ,θθ +

1

r

(

∂

∂r
rũ,r

)

(3.26)

Für die Formel (3.26) müssen noch die partiellen Ableitungen ũ,θθ und ũ,r

ausgerechnet werden. Das erfolgt in den weiteren Rechenschritten.

ũ(r, θ) = r2 (β∗ − r) sin(λθ)

ũ,r = r (2β∗ − 3r) sin(λθ) (3.27)

ũ,θ = λr2 (β∗ − r) cos(λθ) (3.28)

ũ,θθ = −λ2r2 (β∗ − r) sin(λθ) (3.29)
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Die errechneten partiellen Ableitungen (3.27) und (3.29) werden nun in die

Formel (3.26) eingefügt.

∆ũ =
1

r2

(

−λ2r2 (β∗ − r) sin(λθ)
)

+
1

r

(

∂

∂r
r2 (2β∗ − 3r) sin(λθ)

)

=
(

−λ2 (β∗ − r) +
1

r

(

4β∗r − 9r2
)

)

sin(λθ)

= −
(

λ2 (β∗ − r) − 4β∗ + 9r
)

sin(λθ)

−∆ũ =
(

λ2 (β∗ − r) − 4β∗ + 9r
)

sin(λθ)

Bemerkung: Für den Fall r ≥ R ist die Funktion identisch null, das heißt

für die dritte Teilfunktion ist der Gradient von ũ gleich null, da f3(R) =

0 und f ′
3(R) = 0 gilt.

Die rechte Seite der Laplace-Gleichung für die beiden Teilintervalle ergibt

sich somit aus

−∆ũ =







































rλ−1
[

(1 + 2λ)
(

1 − r
R

)

2α∗

R
− 2α∗ r

R2

]

sin(λθ) R0 < r < R

(λ2 (β∗ − r) − 4β∗ + 9r) sin(λθ) r < R0

0 sonst.

3.2.3 Gradienten der nichtsingulären Lösung

In diesem Unterkapitel werden die Gradienten der zwei Teilfunktion der

regulären Beispiellösung ũ ∈ H1(Ω) (3.21) berechnet. Der Gradient von

ũ ∈ H1(Ω) muss stetig sein. Um den Gradienten im Intervall r ∈ (R0, R)

berechnen zu können, wird die Formel (3.9) aus Unterkapitel 3.1 verwendet.

Hierfür müssen (3.22) und (3.23) in die Formel (3.9) eingearbeitet werden.
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∇ũ = rλ−2

[

~x

(

λ

(

α∗
(

1 −
r

R

)2
)

+ r
(

−2
α∗

R

(

1 −
r

R

))

)

sin(λθ)

+~x⊥λ

(

α∗
(

1 −
r

R

)2
)

cos(λθ)

]

= rλ−2

[

~x

(

λα∗
(

1 −
r

R

)2

− 2
α∗

R
r
(

1 −
r

R

)

)

sin(λθ)

+~x⊥λα∗
(

1 −
r

R

)2

cos(λθ)

]

Für die zweite Teilfunktion aus dem Intervall r ∈ (0, R0) wird der Gradient

auf folgende Weise berechnet.

∇ũ = g1ũ,r + g2ũ,θ

=
1

r

(

~xũ,r +
1

r
~x⊥ũ,θ

)

(3.30)

Einsetzen der partiellen Ableitungen (3.27) und (3.28) in (3.30) liefert den

endgültigen Gradienten in dieser Form

∇ũ =
1

r

(

~xr (2β∗R − 3r) sin(λθ) +
1

r
~x⊥λr2 (β∗ − r) cos(λθ)

)

= ~x (2β∗ − 3r) sin(λθ) + ~x⊥λ (β∗ − r) cos(λθ).

3.3 Die numerischen Experimente

3.3.1 Kurze Programmerläuterung

Zur numerischen Umsetzung der bisher berechneten Beispiellösungen der

Laplace-Gleichung im L-Gebiet wurde ein bereits vorhandenes Programm-

paket namens Adaptive Finite Elemente Code SPC-PM2Ad benutzt

und entsprechend angepasst.
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Im weiterem wird der algorithmische Aufbau des Programms kurz erläutert.

Der Algorithmus setzt sich aus sechs Hauptabschnitten zusammen, die inner-

halb der Verfeinerungsschleife ständig abgearbeitet werden. Zunächst wird

das verwendete Netz eingelesen, in dem vorliegenden Fall wurde ein Netz für

ein L-Gebiet verwendet. Danach folgt die Netzbehandlung, dass heißt das ent-

sprechende Netz wird verfeinert und vergröbert. Ein weiterer Programmteil

ist für das Generieren der Elementsteifigkeitsmatrizen und das Assemblieren

der rechten Seiten zuständig. Weiterhin wird noch ein Startvektor definiert,

damit das erhaltene Gleichungssytem mit dem PCGM-Solver gelöst werden

kann. Das Ergebnis ist auch grafisch darstellbar. Um das Fehlerverhalten be-

urteilen zu können, wurde ein Fehlerschätzer implementiert und insbesondere

für die Netzsteuerung benötigt. Weitere Informationen zum Algorithmus sind

in der Literatur von Meyer [8] zu finden.

Fortführend wird näher auf die numerischen Umsetzung der singulären und

regulären Beispiellösungen u ∈ H1(Ω) und ũ ∈ H1(Ω) in das vorhandene

Programm eingegangen. Um das Fehlerverhalten dieser beiden Beispielfunk-

tionen zu berechnen, wurden die singuläre und nichtsinguläre Beispiellösung,

deren Gradienten und die rechten Seiten der Laplace-Gleichung von u und ũ,

aus Kapitel 3 mit speziellen Testroutinen in das Unterprogramm bsp.f imple-

mentiert. In diesem Unterprogamm können Beispielfunktionen einer Lösung

der Laplace-Gleichung eingebunden werden. Daher kann, wie im vorliegenden

Fall, geprüft werden, wieviel Einfluss die Singularität der Funktion u ∈ H1(Ω)

auf das Fehlerverhalten hat. Oder ob die nichtsinguläre Funktion ũ ∈ H1(Ω)

eine wesentliche Verbesserung erzielt. Die Antwort wird in den folgenden

Unterkapiteln dargestellt.

3.3.2 Verfeinerungsstrategien

Die nachfolgende Tabelle 3.1 erklärt die zur numerischen Berechnung ver-

wendeten Verfeinerungsstrategien ”Bänsch-green”, ”red-green” und ”hanging

nodes”. Im weiterm Verlauf dieser Arbeit wird nur auf die Verfeinerungsstra-

tegie ”hanging nodes” näher eingegangen, da für ”Bänsch-green” und ”red-

green” analoge Netzverfeinerungen resultieren. Ausführliche Erläuterungen
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zu den verwendeten Verfeinerungsstrategien sind in der Literatur von Mey-

er [9] nachzuschlagen.

”Bänsch-green” ausschließlich ”grüne” Dreiecke

entsprechend Bänsch [4]

”red-green” rote Teilung der markierten Dreiecke und

Netzabschluss mit grünen Dreiecken

”hanging nodes” ausschließlich rote Teilung,

ein ”hanging node” pro Element

ist zugelassen (bei Vierecken ebenso)

Tabelle 3.1: Verfeinerungsstrategien

3.3.3 Vernetzung des L-Gebiets

Es wurden zwei Grundnetze mit dreieckigen oder viereckigen finiten Elemen-

ten für das L-Gebiet verwendet. Das Dreiecksgrundnetz besteht aus sechs

Elementen und 21 Knoten, welches in der Abbildung 3.2 zu betrachten ist.

Das Vierecksgrundsnetz hat drei Elemente und 18 Knoten. Zusätzlich ist in

beiden Netzen ein Sekundärnetz eingearbeitet, dieses ist dargestellt mit den

gestrichelten Linien. In der nachstehenden Tabelle 3.2 werden die numerisch

berechneten linearen Verfeinerungsschritte der ”hanging nodes” Strategie

aufgelistet. Im Tabellenkopf steht demzufolge in der ersten Spalte die Netz-

verfeinerung mit der Anzahl Knoten, Elemente und Kanten. Die zweite Spalte

listet die benötigte Zeit in [s] des Assemblierens auf. In der dritten Spalte sind

die Anzahl der Iterationen und die Zeit in [s] des PCGM-Löser angegeben.

Die vierte Spalte stellt die Anzahl der verfeinerten und vergröberten Ele-

mente dar. In der letzten Spalte wird das Quadrat des relativen geschätzten

Fehlers pro Iteration aufgeführt. Es ist zu erkennen, dass der PCGM-Löser

im Durchschnitt 9-12 Iterationen pro Verfeinerungsschritt benötigt. Die letz-

te Spalte zeigt das Fallen des geschätzten Fehlers mit zunehmender Anzahl

Knoten. Die Tabelle 3.3 beschreibt analog tabellarisch die linearen Verfeine-

rungsschritte der regulären Lösung. Das Konvergenzverhalten für die Verfei-
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nerungsstrategien wird im Kapitel 3.3.4 grafisch dargestellt und näher ausge-

wertet. In den beiden Abbildungen 3.2 und 3.3 sind jeweils vier ausgewählte

Vernetzungen mit aufsteigenden Iterationsschritten der ”hanging nodes” Ver-

feinerungsstrategie, das heißt ausschließlich rote Teilung, aufgezeichnet. Diese

Abbildungen zeigen die Vernetzung der Singulärlösung u ∈ H1(Ω) für linea-

re und quadratische finite Elemente. Die Abbildung 3.2 zeigt das Grundnetz

und drei Netzverfeinerungsschritte. Schon im Bild (b) ist die Vernetzung nach

dem sechsten Iterationsschritt erwartungsgemäß um die singuläre Ecke kon-

zentriert. Nach dem zwölften Iterationsschritt (d) ist die Umgebung der Ecke

sehr stark vernetzt. Das übrige Gebiet ist sonst wenig vernetzt. Die Abbil-

dung 3.3 stellt die Vernetzung der singulären Lösung für quadratische finite

Elemente dar. Infolge des quadratischen Ansatzes verläuft die Vernetzung

langsamer aufgrund feinerer Vernetzungsschritte. Daher sind die Vernetzun-

gen der Eckenumgebung zum gleichen Iterationsschritt wie in Abbildung 3.3

noch nicht so dicht vernetzt. Im Bild (d) von 3.3 ist der Ansatz von einem

inneren und einem äußeren Kreisbogen zu erkennen. Dazwischen ist das Netz

weniger vernetzt, was typisch ist für quadratische Vernetzung der Eckensingu-

larität. Analoge Vernetzungen ergeben sich für die glatte Lösung ũ ∈ H1(Ω),

dass heißt hinsichtlich der regulären Lösung sind keine Unterschiede in der

Vernetzung festzustellen.

26



NetFine : |Assem :| PCGM | #Elements |rel.est.Err.

#Node/#uElem/#uEdge|time[s]|It time[s]<r,w>-in |to ref/coars|(square)

--------------------|-------|-------------------|------------|---------

21 / 6 / 13| 0.000 | 2 0.000 1.9E-03| 6 0 | 0.0E+00

65 / 24 / 57| 0.000 | 7 0.000 2.1E-02| 2 0 | 8.8E+00

225 / 96 / 217| 0.004 | 8 0.000 2.5E-02| 4 38 | 1.7E+00

475 / 180 / 453| 0.004 | 9 0.000 9.4E-03| 12 104 | 6.7E-01

575 / 186 / 429| 0.000 | 10 0.000 9.2E-03| 10 74 | 3.1E-01

913 / 324 / 729| 0.000 | 9 0.004 3.1E-03| 40 158 | 1.7E-01

1291 / 414 / 941| 0.004 | 11 0.000 2.2E-03| 44 94 | 8.5E-02

1837 / 660 / 1451| 0.004 | 11 0.004 9.4E-04| 84 180 | 4.4E-02

2593 / 918 / 2025| 0.004 | 11 0.004 4.3E-04| 174 132 | 2.7E-02

4291 / 1716 / 3657| 0.012 | 11 0.008 3.3E-04| 138 212 | 1.3E-02

5485 / 2196 / 4669| 0.012 | 12 0.020 1.1E-04| 300 182 | 9.4E-03

7909 / 3324 / 7027| 0.023 | 10 0.020 8.1E-05| 676 248 | 6.1E-03

13053 / 5748 /12003| 0.047 | 10 0.035 7.2E-05| 668 350 | 3.3E-03

17927 / 8082 /16747| 0.047 | 12 0.055 2.7E-05| 1322 418 | 2.3E-03

27151 /12474 /25793| 0.078 | 10 0.074 2.1E-05| 2712 462 | 1.5E-03

45371 /21396 /43853| 0.152 | 9 0.117 1.7E-05| 2988 576 | 8.4E-04

Tabelle 3.2: Verfeinerungsschritte für lineare Elemente der Singulärlösung
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NetFine : |Assem :| PCGM | #Elements |rel.est.Err.

#Node/#uElem/#uEdge|time[s]|It time[s] <r,w>-in|to ref/coars|(square)

--------------------|-------|-------------------|------------|---------

21 / 6 / 13| 0.000 | 2 0.000 9.3E-08| 6 0 | 0.0E+00

65 / 24 / 57| 0.000 | 7 0.000 1.1E-06| 2 0 | 7.9E+00

225 / 96 / 217| 0.000 | 8 0.000 1.2E-06| 4 28 | 1.8E+00

465 / 180 / 457| 0.000 | 9 0.000 3.7E-07| 14 104 | 4.6E-01

561 / 186 / 425| 0.000 | 10 0.000 4.6E-07| 24 66 | 2.7E-01

1015 / 378 / 855| 0.000 | 11 0.000 1.6E-07| 18 150 | 1.3E-01

1221 / 402 / 897| 0.008 | 10 0.000 4.8E-08| 30 78 | 9.6E-02

1701 / 612 / 1349| 0.008 | 11 0.000 4.2E-08| 76 166 | 5.6E-02

2355 / 834 / 1823| 0.008 | 11 0.008 2.7E-08| 102 108 | 3.2E-02

3485 / 1350 / 2925| 0.008 | 12 0.016 1.4E-08| 128 204 | 2.0E-02

4635 / 1818 / 3865| 0.016 | 12 0.016 8.9E-09| 148 114 | 1.3E-02

6141 / 2520 / 5353| 0.016 | 12 0.016 4.4E-09| 230 252 | 8.8E-03

8043 / 3342 / 7035| 0.016 | 12 0.023 2.9E-09| 602 152 | 6.5E-03

12969 / 5718 /11923| 0.047 | 11 0.039 3.3E-09| 696 390 | 3.7E-03

18063 / 8088 /16757| 0.047 | 12 0.055 1.5E-09| 1016 292 | 2.4E-03

25613 /11736 /24239| 0.078 | 12 0.086 9.0E-10| 2068 462 | 1.7E-03

39907 /18630 /38263| 0.133 | 11 0.133 7.8E-10| 2632 470 | 1.0E-03

Tabelle 3.3: Verfeinerungsschritte für lineare Elemente der Regulärlösung
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(a) lgeb - (21 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(b) lgeb - (1291 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(c) lgeb - (2593 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(d) lgeb - (13053 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

Abbildung 3.2: Lineare Vernetzung der Singulärlösung

(a) Grundnetz (b) 6. Iterationsschritt

(c) 8. Iterationsschritt (d) 12. Iterationsschritt
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(a) lgeb - (21 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(b) lgeb - (1089 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(c) lgeb - (1777 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(d) lgeb - (4265 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

Abbildung 3.3: Quadratische Vernetzung der Singulärlösung

(a) Grundnetz (b) 6. Iterationsschritt

(c) 8. Iterationsschritt (d) 12. Iterationsschritt
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3.3.4 Vergleich des Konvergenzverhaltens

Vergleich des geschätzten Fehlers

Im folgendem werden die numerischen Ergebnisse des Konvergenzverhaltens,

welche das Programm geliefert hat, näher untersucht. Der geschätzte Fehler

wird mit dem Residuenfehlerschätzer aus [13] errechnet. Nach Berechnung

einer FE-Lösung eines adaptiven Schrittes wird hierzu der Fehlerschätzer η2
T

als Summe der L2-Norm des Kantensprungs von ∂uh/∂~n (~n Normalenvektor)

über alle Kanten des Elements T ⊂ T (T Anzahl der finiten Elemente)

berechnet und dann ergibt sich der endgültige Fehlerschätzer aus

η2 =
∑

∀T⊂T

η2
T .

In den nachstehenden beiden Abbildungen 3.4 und 3.5 sind jeweils acht

Fehlerfunktionen erkennbar. Davon werden sechs Funktionen bezüglich einer

Netzaufteilung mit finiten Dreiecken und die andern zwei mit finiten Quadra-

ten berechnet. Bezüglich des Dreiecksnetzes werden die Verfeinerungsstrate-

gien aus Tabelle 3.1 angewendet. Für den Fall eines Netzes mit Vierecksele-

menten wird die ”hanging nodes” Strategie benutzt. Außerdem unterschei-

den sich alle Strategien nochmals zwischen linearen und quadratischen finiten

Ansatzfunktionen. Die Bezeichnungen der Funktionen in den folgenden Ab-

bildungen sind aus Tabelle 3.4 zu entnehmen.

”3” oder ”4” Dreiecks- oder Vierecksnetz

”l” oder ”q” lineare oder quadratische Ansatzfunktionen

”rg” ”red-green” Verfeinerung

”Bg” ”Bänsch-green” Verfeinerung

”hn” ”hanging nodes” Verfeinerung

”slope” stellt die gepünktelte Linie dar mit

dem angestrebten Anstieg 1
n

Tabelle 3.4: Abkürzungen
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In der Abbildung 3.4 ist die Fehlergrafik des geschätzten Fehlers der sin-

gulären Lösung u ∈ H1(Ω) zu sehen. Im oberen Teil der Grafik befinden sich

die Fehlerfunktionen für die linear finiten Elementfunktionen. Diese schmie-

gen sich alle an die gepünktelte Linie mit Anstieg 1
n

an. Da stets das Quadrat

der geschätzten Fehlernorm dargestellt ist, fällt dies bei linearen Ansatz-

funktionen wie O( 1
n
). Die restlichen vier Funktionen für quadratische finite

Elemente fallen schneller mit O( 1
n2 ). In der zweiten Abbildung 3.5 sind die

geschätzten Fehlerfunktionen der nichtsingulären Lösung ũ ∈ H1(Ω) zu er-

kennen. Die verwendenten Abkürzungen sind analog zur Abbildung 3.4. Aus

der Abbildung 3.5 sind keine wesentlichen Unterschiede zur Abbildung 3.4

herauszulesen. Die beiden Abbildungen wirken fast identisch. Das heißt, die

Funktionen mit linearen und quadratischen Ansatz fallen ebenfalls mit O( 1
n
)

und O( 1
n2 ). Anhand der beiden Abbildungen ist zu erkennen, dass die Singu-

larität der Beispiellösung u ∈ H1(Ω) keine schlechteren Ergebnisse bewirkt

als die reguläre Beispiellösung ũ ∈ H1(Ω).
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Abbildung 3.4: Geschätzter Fehler der Singulärlösung
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Abbildung 3.5: Geschätzter Fehler der Regulärlösung
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Vergleich des exakten Fehlers

In diesem Unterkapitel wird das Konvergenzverhalten des exakten Fehlers

(Quadrat der H1-Halbnorm) der singulären und nichtsingulären Beispiel-

lösung analysiert. Die verwendeten Abkürzungen in den nachfolgenden Ab-

bildungen sind analog zur Tabelle 3.4.

In der Abbildung 3.6 ist das exakte Fehlerverhalten der singulären Lösung

u ∈ H1(Ω) dargestellt. Die oberen vier Fehlerfunktionen des benutzten Drei-

ecksnetz fallen ungefähr mit O( 1
n
) und verlaufen parallel zur gepünktelten

Linie. Die Fehlerfunktion des Vierecknetzes fällt mit O( 1
n2 ), also schneller.

Bezüglich der Abbildung 3.4 ist der geschätzte Fehler der linearen finiten Ele-

mentfunktion tiefer verlaufend als in Abbildung 3.6. Der geschätzte Fehler

der quadratischen finiten Ansatzfunktionen in Abbildung 3.4 und 3.6 verlau-

fen ähnlich.

Die Abbildung 3.7 des exakten Fehlers für die nichtsinguläre Lösung ũ ∈

H1(Ω) sieht dem exakten Fehler der singulären Funktion sehr ähnlich hin-

sichtlich des Monotonieverhaltens. Aber in den ersten Iterationen sind geringe

Unterschiede, in Form von größern Ausschlägen zu erkennen. In den beiden

Abbildungen 3.6 und 3.7 sind ebenfalls kein Unterschiede im Konvergenzver-

halten der Beispiellösung mit und ohne Singularität zu erkennen.

Resümee: Für die bisher betrachteten Beispiellösungen mit und ohne

Singularität weist das Konvergenzverhalten der adaptiven

FEM und die Gebietsvernetzungen keine Unterschiede auf.

Das bedeutet, es ist ,,alles gleich” bezüglich des Fehlers in

Abhängigkeit der Knotenanzahl n, wie auch des Fehlers als

Funktion der Rechenzeit t.
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Abbildung 3.6: Exakter Fehler der Singulärlösung
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Abbildung 3.7: Exakter Fehler der Regulärlösung
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Kapitel 4

Interfaceproblem im

zweidimensionalen L-Gebiet

Um eine noch drastischere Singularität konstruieren zu können, wird in die-

sem Kapitel ein Interfaceproblem betrachtet. Das heißt, die Beispiellösungen

u, ũ ∈ H1(Ω) des Poisson-Problems aus Kapitel 3 werden für ein zweidi-

mensonales L-Gebiet mit verschiedenen Materialien berechnet. Somit tritt

in dem bisherigen L-Gebiet eine Unstetigkeitslinie auf, auch Interface ge-

nannt. Die Änderungen für die singuläre und nichtsinguläre Beispiellösungen

aus Kapitel 3, welche zur Realisierung des Interfaceproblems getroffen wer-

den müssen, erfolgen in den nachstehenden Unterkapiteln. Auf Grund der

verschiedenen Materialien wird −div(a(x)∇u) anstelle von −∆u berechnet,

wobei die Materialien a(x) definiert sind mit

a(x) =







a1 ein Teilgebiet von Ω

a2 Rest von Ω.

Am Ende dieses Kapitels werden die numerischen Resultate des Konvergenz-

verhaltens verschiedener konstruierter L-Gebiete mit Interface hinsichtlich

des geschätzten und des exakten Fehlers dargestellt und ausgewertet.
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4.1 Singuläre Beispiellösung u für ein Inter-

faceproblem

In diesem Unterkapitel wird die Lösung u aus Unterkapitel 3.1 für ein Inter-

faceproblem mit zwei Materialien im L-Gebiet Ω hergeleitet. Um den Ma-

terialsprung von a1 und a2 darzustellen, wird der überstumpfe Winkel ω in

zwei weitere Winkel aufgeteilt. Die verwendeten Winkel sind aus der Abbil-

dung 4.1 zu entnehmen.

ω

θ

Ω

a a12

θ

*

Abbildung 4.1: L-Gebiet mit Interface

In der Abbildung 4.1 des L-Gebietes definiert ω den überstumpfen Winkel

von 3
2
π. Der Winkel θ∗ ∈ (0, ω) kennzeichnet den Winkel bis zum Materi-

alsprung von a1 zu a2. Der dritte eingeführte Winkel θ̄ gibt die Differenz

zwischen ω und θ∗ an.

Die singuläre Beispiellösung u ∈ H1(Ω) für das L-Gebiet mit Interface

ist im folgenden definiert durch

u(r, θ) =







rλf0(r)s(θ) r < R

0 r > R.
(4.1)

Die Funktion f0(r) aus (4.1) ist gleich der Funktion (3.2) und hat somit die

nachstehende Form:

f0(r) =
(

1 −
r

R

)2

(4.2)
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In s(θ) ist der Sprung im Gebiet Ω aufgrund der unterschiedlichen Materialien

aufgenommen. Die Funktion s(θ) setzt sich dementsprechend zusammen aus

s(θ) =







sin(λθ̄) sin(λθ) θ < θ∗

sin(λθ∗) sin(λ(ω − θ)) θ∗ < θ < ω.

4.1.1 Bestimmungsgleichung für den Singulärexponent

Es werden für s1(θ) und s2(θ) die nachstehenden Funktionen definiert mit

s1(θ) = sin(λθ̄) sin(λθ) (4.3)

s2(θ) = sin(λθ∗) sin(λ(ω − θ)). (4.4)

Für die nachfolgenden Berechnungen werden die ersten Ableitungen von (4.3)

und (4.4) benötigt. Diese ergeben sich aus

s′1(θ) = λ sin(λθ̄) cos(λθ)

s′2(θ) = −λ sin(λθ∗) cos(λ(ω − θ))







= s′(θ).

Damit a∇u bei θ = θ∗ in θ-Richtung stetig wird, muss die Gleichung (4.5)

gelten.

a1s
′
1(θ

∗) = a1s
′
1(θ

∗ − 0) = a2s
′
2(θ

∗ + 0) = a2s
′
2(θ

∗) (4.5)

a1λ sin(λθ̄) cos(λθ∗) = −a2λ sin(λθ∗) cos(λ(ω − θ∗))

a1λ sin(λθ̄) cos(λθ∗) = −a2λ sin(λθ∗) cos(λθ̄)

a1
sin(λθ̄)

cos(λθ̄)
= −a2

sin(λθ∗)

cos(λθ∗)

−
a2

a1
= tan(λθ̄) cot(λθ∗) (4.6)

Die reelle Zahl λ ist durch das Verhältnis der beiden Koeffizienten a1 und a2

bestimmt. Für vorgegebene Werte a1 und a2 wird der zugehörige Wert λ aus

der Gleichung (4.6) errechnet. Weiterführende Informationen können aus der
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Literatur von Weber [14] entnommen werden.

Speziell für die vorgegebenen Winkel θ̄, θ∗ und ω ergibt sich diese Form der

Gleichung (4.6) mit

−
a2

a1
= tan(λπ) cot(λ

π

2
). (4.7)

Die kleinste positive Lösung von (4.7) liegt im Intervall 0.5 < λ < 1. Dabei

gilt λ −→ 0.5 + 0 für a1 : a2 −→ 0 und λ −→ 1 − 0 für a1 : a2 −→ ∞.

Berechnung der Materialien a1 und a2

Zur Berechnung von a1 und a2 ist die Bestimmungsgleichung in der Form

(4.6) zu nutzen. Es werden die Werte für die Winkel θ∗ und θ̄ = ω − θ∗ und

den Singulärexponent λ verschiedener L-Gebiete in Tabelle 4.1 vorgegeben.

Außerdem wird der Materialkoeffizient a1 = 1 gesetzt. Die zugehörigen Ma-

terialwerte a2 sind ebenfalls in Tabelle 4.1 aufgelistet.

Testbeispiel 1 2 3 4 5

ω 3
2
π 3

2
π 5

3
π 5

3
π 5

3
π

θ∗ 0 1
2
π 1

2
π 1

2
π 1

4
π

θ̄ 3
2
π π 7

6
π 7

6
π 17

12
π

λ 2
3

0.51 1
2

0.43 0.355

a1 1 1 1 1 1

a2 1 30.8362252 3.732050808 238.3872323 381.2153917

Tabelle 4.1: Wertetabelle der Testgebiete

Bemerkung: Testbeispiel 1 wurde in Kapitel 3 bearbeitet und ist an dieser

Stelle zur Vollständigkeit mit angegeben.
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4.1.2 Rechte Seite der Laplace-Gleichung von u

Es wird nun die rechte Seite der Laplace-Gleichung von (4.1) für das In-

terfaceproblem berechnet. Die Laplace-Gleichung für u setzt sich aus dem

nachfolgenden Ausdruck zusammen

−∆u = rλ−1g(r)s(θ), (4.8)

wobei s(θ) der Funktion aus Unterkapitel 4.1 und g(r) der Funktion (3.5)

entspricht. Daraus folgt, die schon in Kapitel 3 hergeleitete Gleichung g(r)

mit

g(r) =
2

R
(1 + 2λ)

(

1 −
r

R

)

− 2
r

R2
. (4.9)

Die Funktion (4.9) wird in (4.8) eingefügt und somit folgt die Laplace-

Gleichung von u für das Interfaceproblem mit

−∆u = rλ−1
[

2

R
(1 + 2λ)

(

1 −
r

R

)

− 2
r

R2

]

s(θ). (4.10)

4.1.3 Gradienten von u

Der Gradient der Beispiellösung u ∈ H1(Ω) des Interfaceproblem wird analog

mit der Formel (3.8) aus Unterkapitel 3.1 berechnet. Für die Formel (3.8)

werden die partiellen Ableitungen von u nach r und θ benötigt. Diese ergeben

sich aus den beiden Funktionen

u,r = (λrλ−1f0(r) + rλf ′
0(r))s(θ) (4.11)

u,θ = rλ(r)s′(θ). (4.12)

Die Funktion f0(r) entspricht der Gleichung (4.2). Die partiellen Ableitungen

(4.11) und (4.12) werden in (3.9) eingesetzt.

∇u =
1

r

(

~xu,r +
1

r
~x⊥u,θ

)

∇u = rλ−1

[

~x

(

λ
(

1 −
r

R

)2

− 2
r

R

(

1 −
r

R

)

)

s(θ)

+~x⊥
(

1 −
r

R

)2

s′(θ)

]
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4.2 Reguläre Beispiellösung ũ für ein Inter-

faceproblem

In diesem Unterkapitel wird die nichtsinguläre Lösung ũ ∈ H1(Ω) (3.21)

aus Unterkapitel 3.2, ebenfalls wie die singuläre Lösung u ∈ H1(Ω) (4.1) für

ein L-Gebiet Ω mit Interface erweitert. Die nichtsinguläre Beispiellösung

ũ ∈ H1(Ω) für das Interfaceproblem ist geben mit

ũ(r, θ) =











































α∗rλ
(

1 − r
R

)2
s(θ) R0 < r < R

r2 (β∗ − r) s(θ) r < R0

0 sonst.

(4.13)

4.2.1 Rechte Seite der Laplace-Gleichung von ũ

Die Anwendung des Laplace auf die Beispiellösung (4.13) muss ebenfalls für

die beiden Teilbereiche r ∈ (R0, R) und r ∈ (0, R0) aufgestellen werden. Um

die rechte Seite der Laplace-Gleichung zu berechnen, werden die Formeln aus

Kapitel 3.1 benutzt. Zunächst wird die rechte Seite der Laplace-Gleichung

im Intervall r ∈ (R0, R) hergeleitet. Die hierfür benötigte Funktion f3(r) ist

analog zu (3.22) und hat folgendes Aussehen.

f3(r) = α∗
(

1 −
r

R

)

Von dieser Funktion werden die erste und zweite Ableitung benötigt, welche

ebenfalls im Unterabschnitt 3.2.2 aufgeschrieben sind mit

f ′
3(r) = −2

α∗

R

(

1 −
r

R

)

, (4.14)

f ′′
3 (r) = 2

α∗

R2
. (4.15)

Diese beiden Ableitungsfunktionen (4.14) und (4.15) müssen in die Gleichung

(3.5) eingefügt werden, um g(r) zu erhalten.

g(r) = (1 + 2λ)
(

1 −
r

R

)

2
α∗

R
− 2α∗ r

R2
(4.16)
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Die Gleichung (4.16) wird in die Formel (3.4) eingebunden und die rechte

Seite der Laplace-Gleichung von ũ ergibt sich aus

−∆ũ = rλ−1
[

(1 + 2λ)
(

1 −
r

R

)

2
α∗

R
− 2α∗ r

R2

]

s(θ). (4.17)

Weiterführend muss noch die Laplace-Gleichung von ũ für das zweite Teil-

intervall r ∈ (0, R0) mit Hilfe der Formel (3.26) aufgestellt werden. Hierzu

werden die partiellen Ableitungen ũ,θθ und ũ,r benötigt.

ũ(r, θ) = r2(β∗ − r)s(θ)

ũ,r = r(2β∗ − 3r)s(θ) (4.18)

ũ,θ = r2(β∗ − r)s′(θ)

ũ,θθ = r2(β∗ − r)s′′(θ) (4.19)

Die Ableitung s′(θ) ist aus Unterkapitel 4.1 zu entnehmen, was für s′′(θ)

folgendes ergibt.

s′′(θ) =







−λ2 sin(λθ̄) sin(λθ) θ < θ∗

−λ2 sin(λθ∗) sin(λ(ω − θ)) θ∗ < θ < ω

Die zweite Ableitung von s(θ) erfüllt s′′(θ) = −λ2s(θ). Die Ableitungen (4.18)

und (4.19) werden in (3.26) eingesetzt und damit lautet die rechte Seite der

Laplace-Gleichung von ũ ∈ H1(Ω) für r ∈ (0, R0), wie folgt:

∆ũ =
1

r2
r2(β∗ − r)s′′(θ) +

1

r

(

∂

∂r
r2(2β∗ − 3r)s(θ)

)

−∆ũ = (r − β∗)s′′(θ) + (9r − 4β∗)s(θ)

−∆ũ = [−λ2(r − β∗ − r) + 9r − 4β∗]s(θ) (4.20)

Bemerkung: Die hergeleiteten Gleichungen (4.17) und (4.20) dienen der

rechten Seite f nach Multiplikation mit dem jeweils gültigen Material-

wert ai i = 1, 2.

42



Die rechte Seite für die Laplace-Gleichung setzt sich demzufolge für die beiden

Teilintervalle wie folgt zusammen

∆ũ =







































rλ−1
[

(1 + 2λ)
(

1 − r
R

)

2α∗

R
− 2α∗ r

R2

]

s(θ) R0 < r < R

[−λ2(r − β∗ − r) + 9r − 4β∗] s(θ) r < R0

0 sonst.

4.2.2 Gradienten von ũ

Für das betrachtete Interfaceproblem im Gebiet Ω muss noch der Gradient

der regulären Lösung ermittelt werden. Dies geschieht wieder für die beiden

Teilintervalle. Der Gradient im Intervall r ∈ (R0, R) wird mit Hilfe der Formel

(3.9) berechnet. Nach kurzer Rechnung ergibt sich die folgende Gleichung für

den Gradienten.

∇ũ = rλ−2

[

~x

(

λα∗
(

1 −
r

R

)2

− 2α∗ r

R

(

1 −
r

R

)

)

s(θ)

(4.21)

+~x⊥α∗
(

1 −
r

R

)2

s′(θ)

]

Der Gradient für das zweite Teilintervall r ∈ (0, R0) wird mit der Formel

(3.8) ausgerechnet und es ergibt sich diese Gleichung

∇ũ = ~x(2β∗ − 3r)s(θ) + ~x⊥(β∗ − r)s′(θ). (4.22)

Die Gleichungen (4.21) und (4.22) stellen den Gradienten der nichtsingulären

Beispiellösung (4.13) des betrachteten Interfaceproblems dar.

4.3 Numerische Resultate der Testbeispiele

In den folgenden Kapiteln werden die Vernetzung der betrachteten L-Gebiete

aus Tabelle 4.1 sowie das Konvergenzverhalten des geschätzten und des ex-

akten Fehlers der singulären und nichtsingulären Lösung (4.1) und (4.13) dis-

kutiert. Die Berechnungen sind ebenfalls mit dem Programmpaket Adaptive
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Finite Elemente Code SPC-PM2Ad aus Unterkapitel 3.3.1 durchgeführt. Zu-

vor mußte dieses Programm für das vorliegende Interfaceproblem angepasst

werden. Dazu waren die Beispiellösungen u ∈ H1(Ω) und ũ ∈ H1(Ω), sowie

die entsprechenden rechten Seiten der Laplace-Gleichung und der Gradienten

in das Teilprogramm bsp.f in Form von Testroutinen zu implementieren. Au-

ßerdem wurden noch Änderungen der Datenstruktur verschiedener L-Gebiete

vorgenommen, um die zwei Materialkoeffizienten a1 und a2 einzuarbeiten. Die

Eingangsdaten für die nachfolgenden Testbeispiele sind aus der Tabelle 4.1

zu entnehmen.

4.3.1 Testbeispiel 2

Vernetzung

Im folgendem wird die Vernetzung für die Strategie ”hanging nodes” (sie-

he Tabelle 3.1) in der Abbildungen 4.2 für lineare finite Elemente und in

Abbildung 4.3 für quadratische finite Elemente grafisch dargelegt. Die Ab-

bildungen weisen wieder die stärksten Vernetzungen in der Umgebungen der

Eckensingularität auf, aber in Folge des Interfaces ist ebenfalls noch eine

lokale Verfeinerung bei θ∗ = 1
2
π zu sehen. Die vorstehenden Tabellen 4.2

und 4.3 stellen nochmals tabellarisch die numerischen Ergebnisse der sin-

gulären und regulären Lösung für das L-Gebiet mit dem Singulärexponent

λ = 0.51 dar. Im Durchschnitt braucht der PCGM-Löser pro Verfeinerung

10-12 Iterationen, dass heißt trotz der stärkeren Singularität ist die Anzahl

der Iterationen wie für das Rechenbeispiel im L-Gebiet ohne dem Interface

(siehe Tabellen 3.2 und 3.3 aus Unterabschnitt 3.3.1). Der relative geschätzte

Fehler ist wieder in der letzten Spalte aufgeführt. Die grafische Darstellung

des Konvergenzverhaltens ist in dem folgendem Unterabschnitt zu sehen.
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NetFine : |Assem :| PCGM | #Elements |rel.est.Err.

#Node/#uElem/#uEdge|time[s]|It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

--------------------|-------|-------------------|------------|---------

21 / 6 / 13| 0.000 | 2 0.000 2.8E-02| 6 0 | 0.0E+00

65 / 24 / 57| 0.000 | 6 0.000 2.7E-01| 2 1 | 4.5E-01

225 / 96 / 217| 0.004 | 9 0.000 3.5E-01| 6 36 | 1.0E-01

509 / 198 / 477| 0.000 | 10 0.000 2.1E-01| 11 120 | 4.3E-02

625 / 198 / 459| 0.000 | 10 0.000 1.5E-01| 13 79 | 2.1E-02

974 / 342 / 769| 0.000 | 10 0.004 7.7E-02| 20 156 | 1.4E-02

1169 / 354 / 811| 0.000 | 11 0.004 4.7E-02| 23 92 | 8.5E-03

1542 / 516 / 1151| 0.004 | 11 0.004 2.2E-02| 39 161 | 5.6E-03

1930 / 609 / 1378| 0.004 | 11 0.004 1.4E-02| 43 121 | 4.3E-03

2467 / 837 / 1862| 0.004 | 11 0.008 6.9E-03| 71 194 | 3.4E-03

3312 / 1158 / 2535| 0.008 | 12 0.008 5.8E-03| 95 173 | 2.1E-03

4351 / 1617 / 3476| 0.012 | 12 0.016 3.4E-03| 97 235 | 1.6E-03

5279 / 1962 / 4219| 0.008 | 12 0.023 1.6E-03| 192 184 | 1.1E-03

7037 / 2745 / 5874| 0.016 | 12 0.031 1.4E-03| 270 287 | 8.3E-04

9346 / 3750 / 7983| 0.027 | 12 0.035 9.4E-04| 506 297 | 6.2E-04

13354 / 5661 /11848| 0.043 | 12 0.059 8.7E-04| 402 389 | 3.8E-04

16576 / 7104 /14845| 0.031 | 12 0.074 3.3E-04| 889 379 | 2.7E-04

23178 /10236 /21299| 0.062 | 12 0.109 3.4E-04| 1193 516 | 2.0E-04

31943 /14373 /29794| 0.090 | 12 0.160 2.2E-04| 2046 577 | 1.5E-04

Tabelle 4.2: Verfeinerungsschritte für lineare Elemente der Singulärlösung

und λ = 0.51
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NetFine : |Assem :| PCGM | #Elements |rel.est.Err.

#Node/#uElem/#uEdge|time[s]|It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

--------------------|-------|-------------------|------------|---------

21 / 6 / 13| 0.000 | 2 0.000 6.1E-07| 6 0 | 0.0E+00

65 / 24 / 57| 0.000 | 7 0.000 6.1E-06| 2 0 | 3.7E-01

225 / 96 / 217| 0.000 | 8 0.000 8.6E-06| 5 36 | 1.0E-01

509 / 198 / 477| 0.000 | 10 0.000 4.4E-06| 9 122 | 2.1E-02

606 / 189 / 440| 0.000 | 10 0.000 4.0E-06| 15 76 | 1.4E-02

959 / 336 / 761| 0.000 | 10 0.004 1.1E-06| 38 150 | 7.7E-03

1339 / 435 / 986| 0.004 | 10 0.004 7.0E-07| 22 89 | 4.7E-03

1782 / 633 / 1398| 0.004 | 11 0.004 1.7E-07| 47 150 | 3.8E-03

2272 / 789 / 1744| 0.004 | 11 0.004 1.1E-07| 87 136 | 3.1E-03

3404 / 1290 / 2795| 0.008 | 12 0.016 1.1E-07| 82 225 | 2.3E-03

4280 / 1611 / 3464| 0.008 | 12 0.016 6.0E-08| 88 158 | 1.4E-03

5317 / 2079 / 4430| 0.012 | 12 0.020 2.9E-08| 152 222 | 1.0E-03

6767 / 2676 / 5715| 0.016 | 12 0.023 2.2E-08| 389 200 | 7.5E-04

10084 / 4218 / 8929| 0.031 | 11 0.035 2.6E-08| 518 290 | 5.1E-04

14273 / 6213 /12960| 0.047 | 12 0.062 1.6E-08| 572 311 | 2.9E-04

18875 / 8376 /17437| 0.047 | 12 0.086 6.5E-09| 1267 352 | 2.0E-04

28090 /12792 /26469| 0.094 | 10 0.113 6.8E-09| 1766 483 | 1.5E-04

40774 /18957 /39002| 0.133 | 11 0.191 4.4E-09| 1577 548 | 9.4E-05

Tabelle 4.3: Verfeinerungsschritte für lineare Elemente der Regulärlösung und

λ = 0.51
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(a) lgeb - (21 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(b) lgeb2 - (1169 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(c) lgeb2 - (1930 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(d) lgeb2 - (5279 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

Abbildung 4.2: Lineare Vernetzung der Singulärlösung für λ = 0.51

(a) Grundnetz (b) 6. Iterationsschritt

(c) 8. Iterationsschritt (d) 12. Iterationsschritt
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(a) lgeb - (21 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(b) lgeb2 - (630 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(c) lgeb2 - (980 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(d) lgeb2 - (2213 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

Abbildung 4.3: Quadratische Vernetzung der Singulärlösung für λ = 0.51

(a) Grundnetz (b) 6. Iterationsschritt

(c) 8. Iterationsschritt (d) 12. Iterationsschritt
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Vergleich des geschätzten Fehlers

Im folgenden werden die numerisch errechneten geschätzten Fehler der sin-

gulären und der regulären Beispiellösung vorgestellt und miteinander ver-

glichen, hinsichtlich der verschärften Singulärität durch die Interfacelinie.

Die Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen den geschätzten Fehler der singulären

und regulären Beispiellösung mit den Abkürzungen aus Tabelle 3.4. In dem

Bild 4.4 entsprechen, die im oberen Teil der Grafik eng zusammenliegenden

Fehlerfunktionen wieder den linearen finiten Elementfunktionen. Diese fal-

len nach den ersten Iterationen schnell mit O( 1
n
), entlang der vorgegebenen

gepünktelten Linie. Im unterem Teil der Grafik befinden sich die vier Feh-

lerfunktionen der quadratischen finiten Elemente. Diese fallen aufgrund des

quadratischen Ansatzes erwartungsgemäß mit O( 1
n2 ). Anhand dieser beiden

Abbildungen sind ebenfalls kein Unterschiede im Konvergenzverhalten des

Fehlers der singulären und nichtsingulären Beispiellösung zu erkennen, wie

schon im Unterkapitel 3.3.4 festgestellt wurde. Die Verschärfung durch das

Interface hat keinen weiteren Einfluß auf das Konvergenzverhalten hervorge-

rufen. Denn der Vergleich mit den Abbildungen 3.4 und 3.5 aus Unterkapitel

3.3.4 zeigen, dass es nur geringfügige Unterschiede bezüglich der ersten Itera-

tionen gibt. Ansonsten ist der Verlauf der Fehlerfunktion fast identisch. Zum

Vergleich des Konvergenzverhaltens sind jeweils rechts die Fehlerdiagramme

der gleichmäßigen Vernetzung für dieses Testbeispiel 2 gegenübergestellt.
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Abbildung 4.4: Geschätzter Fehler der Singulärlösung mit Interface
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Abbildung 4.5: Geschätzter Fehler der Regulärlösung mit Interface

Vergleich des exakten Fehlers

In diesem Unterabschnitt wird das Verhalten des exakten Fehlers der sin-

gulären und regulären Funktion ausgewertet. In den zu betrachteten Ab-

bildungen 4.6 und 4.7 sind ebenfalls keine auffälligen Unterschiede der sin-

gulären und nichtsingulären Lösung zu erkennen. Die Fehler bezüglich der

linearen finiten Elementfunktionen sind fast deckungsgleich und fallen mit

O( 1
n
). Nur der Fehler des Viereckselementenetzes fällt schneller. Die Kon-

vergenzgeschwindigkeit der quadratischen finiten Elementfunktionen beträgt

O( 1
n2 ). Der quadratische Fehlerverlauf für die Regulärlösung weist in den

ersten Iterationen größere Ausschläge auf als in Abbildung 4.7 der Singulär-

lösung. Die vorhandene Interfacelinie zeigt auch keine Auswirkungen auf das

exakte Fehlerverhalten.
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Abbildung 4.6: Exakter Fehler der Singulärlösung mit Interface
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Abbildung 4.7: Exakter Fehler der Regulärlösung mit Interface
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4.3.2 Testbeispiele 3 und 4

Vernetzung

Die Auswertung der numerisch errechneten Ergebnisse für das L-Gebiet Ω

mit einem Innenwinkel ω = 5
3
π und θ∗ = 1

2
π, siehe auch Tabelle 4.1, erfolgt in

diesem Unterkapitel. In der Abbildung 4.8 ist das L-Gebiet für den Innenwin-

kel ω = 5
3
π, den Winkel bis zum Interface θ∗ = 1

2
π und dem Differenzwinkel

θ̄ = 7
6
π zu betrachten. Durch die Vergrößerung des überstumpfen Winkels ω

können noch schlechtere Singulärexponent λ ≤ 1
2

erreicht werden.

θ

θ ω

*

Ω

a a2 1

Abbildung 4.8: L-Gebiet mit Interface und ω = 5
3
π

Die folgenden Tabellen 4.4 und 4.5 listen die Netzverfeinerungsschritte und

den relativen geschätzten Approximatonsfehler für die Singulär- und Re-

gulärlösung für den Exponenten λ = 0.43 auf. Für den Exponenten λ = 0.5

werden analoge Ergebnisse erreicht. Daher wird an dieser Stelle nicht weiter

darauf eingegangen. Im Gegensatz zu den vorangegangen Testbeispielen fällt

auf, dass die singuläre Lösung durch die nochmalige Verschärfung der Sin-

gularität deutlich mehr Verfeinerungsschritte benötigt als die nichtsinguläre

Lösung. Ebenfalls steigt die durchschnittliche Anzahl des PCGM Lösers auf

11-13 Iterationen der singulären Lösung an. Im Fall der Regulärlösung bewegt

sich die Anzahl der Iterationen zwischen 10 und 12. In den Abbildungen 4.9

und 4.10 werden die Vernetzungen des betrachteten L-Gebietes Ω der sin-

gulären Lösung mit dem Exponenten λ = 0.43 ebenfalls für die ”hanging no-

des” Verfeinerungsstrategie abgebildet. Die zur Berechnung benötigten Ma-

terialkoeffizienten a1 und a2 sind aus Tabelle 4.1 zu entnehmen. Wie schon in
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den vorangegangenen Testbeispiel konzentriert sich die stärkste Netzverfei-

nerung um die singuläre Ecke und entlang des Interfaces, ansonsten wird das

L-Gebiet nur wenig vernetzt. Die Abbildungen zeigen jeweils das Grundnetz

und drei Netze nach verschiedenen Iterationsschritten für lineare und qua-

dratische finite Elemente. Die Netze der Singulärlösung mit λ = 0.5 weisen

eine analoge Gestalt auf.

NetFine : |Assem :| PCGM | #Elements |rel.est.Err.

#Node/#uElem/#uEdge|time[s]|It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

--------------------|-------|-------------------|------------|---------

21 / 6 / 13| 0.000 | 2 0.000 3.8E-01| 6 0 | 0.0E+00

65 / 24 / 57| 0.000 | 6 0.000 1.6E+00| 1 0 | 5.9E-02

225 / 96 / 217| 0.000 | 9 0.000 2.6E+00| 3 62 | 1.6E-02

489 / 171 / 398| 0.000 | 10 0.004 2.0E+00| 12 96 | 6.4E-03

743 / 255 / 578| 0.000 | 11 0.004 1.2E+00| 25 137 | 3.3E-03

1123 / 369 / 826| 0.000 | 11 0.000 7.1E-01| 22 156 | 2.2E-03

1528 / 501 / 1124| 0.004 | 11 0.000 4.4E-01| 7 212 | 1.3E-03

1148 / 507 / 1140| 0.000 | 12 0.004 2.0E-01| 6 190 | 9.5E-04

1365 / 546 / 1233| 0.004 | 12 0.004 1.1E-01| 11 205 | 7.7E-04

1585 / 573 / 1292| 0.004 | 12 0.000 7.2E-02| 15 180 | 6.4E-04

1896 / 660 / 1489| 0.000 | 13 0.008 6.1E-02| 27 206 | 5.6E-04

2304 / 771 / 1738| 0.004 | 12 0.004 4.5E-02| 49 220 | 4.9E-04

3024 / 1035 / 2324| 0.008 | 13 0.008 4.0E-02| 77 307 | 4.3E-04

3993 / 1398 / 3091| 0.008 | 13 0.012 3.6E-02| 93 354 | 3.9E-04

5151 / 1860 / 4055| 0.012 | 12 0.020 2.7E-02| 72 425 | 3.6E-04

6078 / 2169 / 4720| 0.008 | 13 0.023 1.1E-02| 106 443 | 3.1E-04

7477 / 2706 / 5875| 0.012 | 13 0.031 8.4E-03| 227 557 | 2.5E-04

9868 / 3684 / 7951| 0.023 | 12 0.035 9.2E-03| 322 686 | 1.9E-04

13235 / 5118 /10949| 0.031 | 12 0.047 7.4E-03| 377 866 | 1.5E-04

16861 / 6681 /14114| 0.035 | 12 0.074 5.0E-03| 316 977 | 1.1E-04

20076 / 7971 /16810| 0.031 | 13 0.090 2.3E-03| 599 1060 | 8.4E-05

25504 /10293 /21662| 0.051 | 12 0.105 2.1E-03| 925 1239 | 6.9E-05

33392 /13800 /28911| 0.074 | 12 0.152 1.9E-03| 1582 1493 | 4.9E-05

Tabelle 4.4: Verfeinerungsschritte für lineare Elemente der Singulärlösung

und λ = 0.43
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NetFine : |Assem :| PCGM | #Elements |rel.est.Err.

#Node/#uElem/#uEdge|time[s]|It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

--------------------|-------|-------------------|------------|---------

21 / 6 / 13| 0.000 | 2 0.000 5.4E-06| 6 0 | 0.0E+00

65 / 24 / 57| 0.000 | 7 0.000 2.5E-05| 1 0 | 5.1E-02

225 / 96 / 217| 0.000 | 8 0.000 5.7E-05| 3 66 | 1.3E-02

484 / 171 / 400| 0.004 | 11 0.000 3.2E-05| 10 88 | 2.4E-03

721 / 249 / 566| 0.004 | 10 0.000 2.1E-05| 1 153 | 1.7E-03

512 / 213 / 504| 0.000 | 11 0.000 1.2E-08| 16 104 | 1.5E-03

813 / 324 / 739| 0.000 | 11 0.004 6.2E-06| 21 157 | 1.0E-03

1231 / 456 / 1027| 0.000 | 10 0.004 2.5E-06| 34 169 | 7.3E-04

1790 / 651 / 1462| 0.004 | 11 0.004 2.5E-06| 88 222 | 5.5E-04

2766 / 1032 / 2293| 0.008 | 12 0.008 1.7E-06| 74 251 | 4.0E-04

3804 / 1440 / 3155| 0.012 | 12 0.012 5.4E-07| 104 321 | 3.5E-04

5132 / 1986 / 4277| 0.012 | 11 0.016 3.6E-07| 359 367 | 3.2E-04

8355 / 3375 / 7254| 0.027 | 12 0.031 3.2E-07| 334 494 | 2.1E-04

11814 / 4908 /10431| 0.031 | 12 0.043 1.1E-07| 400 677 | 1.3E-04

15544 / 6561 /13740| 0.035 | 12 0.062 7.4E-08| 340 770 | 8.8E-05

18889 / 7953 /16616| 0.031 | 12 0.078 3.1E-08| 1239 844 | 6.4E-05

28457 /12333 /25658| 0.094 | 10 0.105 4.5E-08| 1788 1005 | 4.4E-05

42487 /18885 /39074| 0.133 | 10 0.172 3.0E-08| 1692 1429 | 2.7E-05

Tabelle 4.5: Verfeinerungsschritte für lineare Elemente der Regulärlösung und

λ = 0.43
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(a) L-60grd2 - (21 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(b) L-60grd2 - (1365 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(c) L-60grd2 - (3024 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(d) L-60grd2 - (7477 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

Abbildung 4.9: Lineare Vernetzung der Singulärlösung für λ = 0.43

(a) Grundnetz (b) 8. Iterationsschritt

(c) 12. Iterationsschritt (d) 16. Iterationsschritt
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(a) L-60grd2 - (21 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(b) L-60grd2 - (1757 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(c) L-60grd2 - (3543 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(d) L-60grd2 - (5985 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

Abbildung 4.10: Quadratische Vernetzung der Singulärlösung für λ = 0.43

(a) Grundnetz (b) 12. Iterationsschritt

(c) 16. Iterationsschritt (d) 20. Iterationsschritt
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Konvergenzverhalten für λ = 0.5 und λ = 0.43

Der geschätzte und der exakte Fehler der Lösungen u, ũ ∈ H1(Ω) ((4.1),(4.13))

der Singulärexponenten λ = 0.5 und λ = 0.43 werden im folgenden analy-

siert. Die Abbildungen 4.11 und 4.12 zeigen das Konvergenzverhalten des

Fehlers der singulären und der regulären Beispiellösungen u und ũ ∈ H1(Ω)

mit den verschieden Singulärexponenten. Für beide Abbildungen sind je-

weils die ersten vier Fehlergrafiken für die Singulärlösung und die restlichen

für die Regulärlösung aufgelistet. Die Abbildung 4.11 stellt das Fehlerver-

halten für λ = 0.5 dar. Zum Vergleich des Konvergenzverhaltens der ad-

aptiven FEM wurde das Konvergenzverhalten der gleichmäßigen FEM mit

dargestellt. Infolge der verschärften Singularitäten ist festzustellen, dass das

Konvergenzverhalten der Singulärlösung der gleichmäßigen FEM sich weiter

verschlechtert hat, siehe jeweils Plot (a) und (b). Hinsichtlich der konstruier-

ten Regulärlösung ũ ∈ H1(Ω) der Laplace-Gleichung sind keine wesentlichen

Veränderungen im Konvergenzverhalten (Plot (e) und (f)) aufgetreten. Die

adaptive FEM erlangt auch für diese Testbeispiele mit der noch stärkeren

Singularität eine Konvergenzordnung von O( 1
n
) bei linearen Elementfunktio-

nen und O( 1
n2 ) bei quadratischen Elementfunktionen, wie jeweils aus dem

Vergleich der Plots (c), (d) mit (g), (h) in den Abbildung 4.11 und 4.12 zu

entnehmen ist.
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Abbildung 4.11: Konvergenzverhalten des Fehlers für λ = 0.5

geschätzter Fehler exakter Fehler

(a) gleichmäßige FEM Singulärlösung (b) gleichmäßige FEM Singulärlösung

(c) adaptive FEM Singulärlösung (d) adaptive FEM Singulärlösung

(e) gleichmäßige FEM Regulärlösung (f) gleichmäßige FEM Regulärlösung

(g) adaptive FEM Regulärlösung (h) adaptive FEM Regulärlösung
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Abbildung 4.12: Konvergenzverhalten des Fehlers für λ = 0.43

geschätzter Fehler exakter Fehler

(a) gleichmäßige FEM Singulärlösung (b) gleichmäßige FEM Singulärlösung

(c) adaptive FEM Singulärlösung (d) adaptive FEM Singulärlösung

(e) gleichmäßige FEM Regulärlösung (f) gleichmäßige FEM Regulärlösung

(g) adaptive FEM Regulärlösung (h) adaptive FEM Regulärlösung
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4.3.3 Testbeispiel 5

Vernetzung

Im vorangegangenen Testbeispiel 4 (λ = 0.43) ist zwar der Fehler bezüglich

der Knotenanzahl n wieder identisch gewesen, aber die singuläre Lösung er-

forderte höheren Aufwand. Um zu sehen, ob sich dies bei noch extremeren

Singularitäten fortsetzt, wird jetzt folgendes Beispiel 5 betrachtet. Damit ein

noch kleiner Singulärexponent λ berechnet werden konnte, wurde für dieses

Testbeispiel der Winkel θ∗ bis zum Materialsprung mit θ∗ = 1
4
π gewählt,

welcher in der Abbildung 4.13 zu betrachten ist. Dadurch beträgt der über-

stumpfe Winkel θ̄ = 17
12

π und es ergibt sich ein noch kleinerer Singulärexpo-

nent λ = 0.355, siehe auch Tabelle 4.1.

a

Ω

θ θω
*

a 1  2

Abbildung 4.13: L-Gebiet mit extremer Singularität

Für die numerischen Berechnungen mußte die Datenstruktur für das L-Gebiet

nochmals verändert werden, da der Winkel θ = 45◦ beträgt und somit das

Interface genau in eine Ecke des Gebietes fällt. Ansonsten kann die Ver-

netzung mit finiten Viereckselementen nicht angewendet werden. Daher hat

das L-Gebiet in den nachstehenden Abbildungen eine verzerrte Gestalt. Für

dieses Testbeispiel wird die Vernetzung, wie in den vorangegangenen Test-

beispielen unter Verwendung der ”hanging nodes” Strategie in den Abbil-

dungen 4.14 und 4.15 gezeigt. Die aufgeführten Tabellen 4.6 und 4.7 bilden

tabellarisch die benötigten linearen und quadratischen Verfeinerungsschritte

der Singulärlösung ab. Anhand dieser beiden Tabellen ist deutlich abzulesen,
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dass für die Singulärlösung u ∈ H1(Ω) annähernd doppelt soviele Verfei-

nerungsschritte benötigt werden wie bei der konstruierten nichtsingulären

Lösung ũ ∈ H1(Ω). Dass heißt, mit zunehmend stärkerer Singularität nimmt

der Aufwand drastisch zu. Dieses Testbeispiel mit einer noch extremeren Sin-

gularität bestätigt und verstärkt den schon im vorangegangenen Testbeispiel

4 ansteigenden Rechenaufwand. Ebenfalls ist die durchschnittliche Anzahl

Iterationen des PCGM Lösers auf 11-15 gestiegen für die Singulärlösung.

Hinsichtlich der Regulärlösung (siehe Tabelle 4.7) sind keine Auffälligkeiten

zu bemerken. Es werden in der Abbildungen 4.14 und 4.15 jeweils das mo-

difizierte Grundnetz und drei Vernetzungen nach verschiedenen Iterationen

abgebildet. Wie schon in den zuvor aufgeführten Testbeispielen konzentriert

sich die feinste Vernetzung um die singuläre Eckenumgebung und entlang

der Interfacelinie. Auffällig ist gegenüber den vorangegangenen Testbeispie-

len mit Interface, dass sich das Netz noch stärker um den singulären Punkt

verdichtet, aufgrund des größeren Fehlers durch die noch extremere Singula-

rität.
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NetFine : |Assem :| PCGM | #Elements |rel.est.Err.

#Node/#uElem/#uEdge|time[s]|It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

--------------------|-------|-------------------|------------|---------

24 / 7 / 15| 0.000 | 2 0.000 1.8E-01| 7 0 | 0.0E+00

75 / 28 / 66| 0.000 | 6 0.000 6.9E-01| 1 7 | 3.1E-02

242 / 100 / 226| 0.000 | 9 0.000 1.0E+00| 2 68 | 1.3E-02

316 / 94 / 228| 0.000 | 8 0.000 8.1E-04| 4 48 | 1.3E-02

458 / 139 / 319| 0.000 | 8 0.000 2.5E-01| 2 97 | 1.1E-02

337 / 136 / 328| 0.004 | 8 0.000 2.9E-01| 8 71 | 9.0E-03

538 / 202 / 466| 0.000 | 10 0.000 5.5E-01| 4 120 | 5.6E-03

665 / 214 / 508| 0.000 | 11 0.004 5.8E-01| 10 108 | 3.3E-03

907 / 295 / 681| 0.000 | 11 0.000 2.8E-01| 13 147 | 2.3E-03

1137 / 361 / 837| 0.000 | 12 0.004 3.5E-01| 16 172 | 1.5E-03

984 / 421 / 975| 0.000 | 12 0.004 1.9E-01| 21 174 | 1.1E-03

1410 / 577 / 1327| 0.004 | 13 0.004 1.2E-01| 27 249 | 8.6E-04

1793 / 688 / 1564| 0.004 | 13 0.004 1.0E-01| 27 251 | 6.7E-04

2217 / 832 / 1884| 0.004 | 14 0.008 5.4E-02| 28 295 | 5.6E-04

2649 / 964 / 2174| 0.004 | 14 0.008 3.8E-02| 35 311 | 4.9E-04

3254 / 1180 / 2650| 0.008 | 14 0.012 2.5E-02| 48 381 | 4.4E-04

3934 / 1408 / 3160| 0.004 | 15 0.020 1.7E-02| 87 424 | 4.1E-04

5134 / 1885 / 4193| 0.008 | 14 0.023 1.8E-02| 92 542 | 3.8E-04

6307 / 2335 / 5129| 0.012 | 14 0.027 1.3E-02| 97 579 | 3.0E-04

7546 / 2812 / 6132| 0.012 | 14 0.031 7.9E-03| 86 652 | 2.4E-04

8830 / 3277 / 7129| 0.012 | 15 0.043 4.3E-03| 125 738 | 2.1E-04

10645 / 3964 / 8614| 0.020 | 15 0.047 3.1E-03| 241 892 | 1.7E-04

13259 / 4999 /10809| 0.027 | 14 0.055 3.7E-03| 317 1006 | 1.3E-04

16576 / 6373 /13683| 0.035 | 14 0.070 3.0E-03| 420 1146 | 1.0E-04

20794 / 8179 /17379| 0.043 | 13 0.094 2.4E-03| 334 1278 | 9.0E-05

24420 / 9667 /20439| 0.039 | 14 0.117 1.2E-03| 365 1411 | 7.2E-05

28445 /11278 /23812| 0.039 | 14 0.141 7.9E-04| 717 1594 | 6.2E-05

35255 /14179 /29901| 0.066 | 14 0.184 8.5E-04| 1123 1911 | 4.9E-05

Tabelle 4.6: Verfeinerungsschritte für lineare Elemente der Singulärlösung

und λ = 0.355
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NetFine : |Assem :| PCGM | #Elements |rel.est.Err.

#Node/#uElem/#uEdge|time[s]|It time[s] <r,w>-in|to ref/coars| (square)

--------------------|-------|-------------------|------------|---------

24 / 7 / 15| 0.000 | 2 0.000 1.7E-06| 7 0 | 0.0E+00

75 / 28 / 66| 0.000 | 7 0.000 7.2E-06| 1 7 | 2.9E-02

242 / 100 / 226| 0.000 | 9 0.000 1.7E-05| 2 68 | 1.0E-02

316 / 94 / 228| 0.000 | 8 0.000 7.7E-09| 4 56 | 9.3E-03

458 / 139 / 319| 0.000 | 9 0.000 3.8E-06| 2 98 | 4.7E-03

337 / 136 / 328| 0.000 | 9 0.000 2.3E-06| 8 75 | 3.2E-03

538 / 202 / 466| 0.000 | 10 0.000 7.0E-06| 11 120 | 2.0E-03

754 / 256 / 600| 0.000 | 10 0.004 5.6E-06| 15 107 | 8.4E-04

992 / 334 / 764| 0.000 | 11 0.004 2.9E-06| 25 115 | 5.9E-04

1479 / 523 / 1185| 0.004 | 12 0.004 1.1E-06| 39 187 | 4.5E-04

2013 / 718 / 1596| 0.004 | 11 0.004 8.8E-07| 90 207 | 3.2E-04

3134 / 1180 / 2620| 0.012 | 11 0.008 5.5E-07| 135 300 | 2.4E-04

4544 / 1780 / 3874| 0.012 | 12 0.020 2.5E-07| 213 351 | 2.0E-04

6667 / 2728 / 5842| 0.020 | 12 0.023 1.4E-07| 142 421 | 9.7E-05

8443 / 3460 / 7400| 0.016 | 13 0.035 3.7E-08| 509 506 | 9.2E-05

12909 / 5488 /11626| 0.039 | 11 0.047 5.6E-08| 645 686 | 6.1E-05

18049 / 7870 /16420| 0.051 | 10 0.062 3.0E-08| 520 729 | 4.6E-05

23034 /10081 /21033| 0.047 | 12 0.102 1.0E-08| 1680 955 | 3.1E-05

35610 /15961 /33123| 0.117 | 10 0.137 1.5E-08| 2365 1395 | 2.2E-05

Tabelle 4.7: Verfeinerungsschritte für lineare Elemente der Regulärlösung und

λ = 0.355
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(a) L-60grd4 - (24 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(b) L-60grd4 - (984 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(c) L-60grd4 - (2649 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(d) L-60grd4 - (8830 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

Abbildung 4.14: Lineare Vernetzung der Singulärlösung für λ = 0.355

(a) Grundnetz (b) 10. Iterationsschritt

(c) 14. Iterationsschritt (d) 20. Iterationsschritt
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(a) L-60grd4 - (24 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(b) L-60grd4 - (1674 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(c) L-60grd4 - (2561 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

(d) L-60grd4 - (5663 nodes)

SFB 393 - TU Chemnitz

Abbildung 4.15: Quadratische Vernetzung der Singulärlösung für λ = 0.355

(a) Grundnetz (b) 14. Iterationsschritt

(c) 20. Iterationsschritt (d) 26. Iterationsschritt
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Konvergenzverhalten für λ = 0.355

Die Auswertung des Konvergenzverhalten des letzten Testbeispiels mit der

extrem starken Singularität erfolgt in diesem Unterabschnitt. In der Ab-

bildung 4.16 wird das numerisch errechnete Konvergenzverhalten der sin-

gulären und nichtsingulären Lösung der adaptiven und gleichmäßigen FEM

gegenübergestellt. Infolge der drastischen Singulärität hat sich das Konver-

genzverhalten des Fehlers der Singulärlösung der gleichmäßigen FEM erwar-

tungsgemäß verschlechtert, wie in den Plots (a) und (b) zusehen ist. Das Kon-

vergenzverhalten der konstruierten nichtsingulären Lösung der gleichmäßigen

FEM weisen in den Plots (e) und (f) die bekannten Konvergenzordnungen

O( 1
n
) und O( 1

n2 ) für lineare und quadratische finite Elementfunktionen auf.

Die restlichen vier Plots (c), (d) und (g), (h) zeigen das Fehlerverhalten der

singulären und nichtsingulären Lösung der adaptiven FEM. Es ist zu sehen,

dass die adaptive FEM keine Schwierigkeiten hat beim Lösen der Laplace-

Gleichung für dieses spezielle L-Gebiet Ω trotz Auftreten einer extremen

Lösungssingularität. Dies bedeutet, dass ebenfalls eine Konvergenzordnung

O( 1
n
) und O( 1

n2 ) für lineare und quadratische finite Elementfunktionen er-

reicht wird.

Wie auch schon in den vorangegangenen Testbeispielen hat die Singularität

aufgrund der Ecke im L-Gebiet Ω und des Interfaces keine Beeinträchtigun-

gen des Konvergenzverhaltens in Abhängigkeit der Knotenanzahl n hervor-

gerufen.

Bemerkung: Die im Programm umgesetzte geschätzte Energienorm enthält

die Materialkoeffizienten ai i = 1, 2, aber in dem exakten Fehler der H1-

Halbnorm werden die Materialkoeffizienten nicht berücksichtigt. Daher

kommt es entlang der y-Achse zu den Skalierungsunterschieden. Dieser

Effekt hat keinen Einfluss auf das Konvergenzverhalten.

66



(a)  0.1

 1

 10

 100

 1000

 10  100  1000  10000  100000  1e+06

error versus N

’3-l-rg’
’3-l-Bg’
’3-l-hn’
’4-l-hn’
’3-q-rg’

’3-q-Bg’
’3-q-hn’
’4-q-hn’

’slope’

(b)  1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 10  100  1000  10000  100000  1e+06

error versus N

’3-l-rg’
’3-l-Bg’
’3-l-hn’
’4-l-hn’
’3-q-rg’

’3-q-Bg’
’3-q-hn’
’4-q-hn’

’slope’

(c)  1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 100

 1000

 10  100  1000  10000  100000

error versus N

’3-l-rg’
’3-l-Bg’
’3-l-hn’
’4-l-hn’
’3-q-rg’

’3-q-Bg’
’3-q-hn’
’4-q-hn’

’slope’

(d)  1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 10  100  1000  10000  100000

error versus N

’3-l-rg’
’3-l-Bg’
’3-l-hn’
’4-l-hn’
’3-q-rg’

’3-q-Bg’
’3-q-hn’
’4-q-hn’

’slope’

(e) 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 100

 1000

 10  100  1000  10000  100000  1e+06

error versus N

’3-l-rg’
’3-l-Bg’
’3-l-hn’
’4-l-hn’
’3-q-rg’

’3-q-Bg’
’3-q-hn’
’4-q-hn’

’slope’

(f)  1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 10  100  1000  10000  100000  1e+06

error versus N

’3-l-rg’
’3-l-Bg’
’3-l-hn’
’4-l-hn’
’3-q-rg’

’3-q-Bg’
’3-q-hn’
’4-q-hn’

’slope’

(g)  1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 100

 1000

 10  100  1000  10000  100000

error versus N

’3-l-rg’
’3-l-Bg’
’3-l-hn’
’4-l-hn’
’3-q-rg’

’3-q-Bg’
’3-q-hn’
’4-q-hn’

’slope’

(h)  1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 10  100  1000  10000  100000

error versus N

’3-l-rg’
’3-l-Bg’
’3-l-hn’
’4-l-hn’
’3-q-rg’

’3-q-Bg’
’3-q-hn’
’4-q-hn’

’slope’

Abbildung 4.16: Konvergenzverhalten des Fehlers für λ = 0.355

geschätzter Fehler exakter Fehler

(a) gleichmäßige FEM Singulärlösung (b) gleichmäßige FEM Singulärlösung

(c) adaptive FEM Singulärlösung (d) adaptive FEM Singulärlösung

(e) gleichmäßige FEM Regulärlösung (f) gleichmäßige FEM Regulärlösung

(g) adaptive FEM Regulärlösung (h) adaptive FEM Regulärlösung
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Kapitel 5

Schlußfolgerung

In der vorliegenden Arbeit sind mehrere singuläre Beispiellösungen (mit un-

terschiedlich starken Singularitäten) aus H1 des Poisson-Problems mit homo-

genen Dirichlet-Randbedingungen auf verschiedenen L-Gebieten hinsichtlich

des Konvergenzverhaltens experimentell untersucht wurden. Zum Vergleich

wurde das Konvergenzverhalten der FEM auf gleichmäßigen Netzen mit be-

trachtet. Außerdem ist das Fehlerverhalten von singulären Beispiellösungen

und dazu konstruierter regulären Lösungen untersucht wurden.

In diesem abschließenden Kapitel werden die numerischen Resultate des Kon-

vergenzverhaltens der ausgewählten Beispiellösungen aus H1 nochmals zu-

sammengefasst. In dem verwendeten Programmpaket namens Adaptive Fini-

te Elemente Code SPC-PM2Ad wurde das Fehlerverhalten mit dem Quadrat

des H1-Fehlers berechnet.

5.1 Konvergenzverhalten der gleichmäßigen

FEM

Das folgende geht nochmals auf das klassische Konvergenzverhalten der FEM

auf gleichmäßigen Netzen ein. Im Unterkapitel 2.2 ist das Konvergenzverhal-

ten von singulären und regulären Lösungen bei gleichmäßiger Vernetzung
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aufgeführt. Das Quadrat des H1-Fehlers bei gleichmäßiger FEM einer sin-

gulären Lösung ist angebar mit

‖u − uh‖
2
H1 ∼ Ch2λ, (5.1)

C ist unabhängig von der Schrittweite h. Das bedeutet, die Gitterschrittweite

h verhält sich wie

(h2)λ ∼
(

1

n

)λ

=
1

nλ
. (5.2)

Damit fällt der Approximationsfehler u− uh mit einem Anstieg 1
nλ < 1

n
, wo-

bei der Exponent λ die Singularitätsintensität der jeweiligen Beispiellösung

angibt und n stellt die Anzahl der Knoten dar.

In der vorliegenden Arbeit sind für den Exponenten λ verschiedene Werte

angenommen wurden, siehe Tabelle 4.1. Die verschiedenen singulären Lösun-

gen mit dem Exponenten λ wiesen folgende zu erwartende Konvergenzeigen-

schaft auf: Je kleiner der Wert von λ gewählt wurde, desto schlechter wurde

das Konvergenzverhalten des H1-Fehlers, wie in den Gleichungen (5.1) und

(5.2) nachzuvollziehen ist. Als extremes Testbeispiel wäre das schlechte Kon-

vergenzverhalten der gleichmäßigen FEM einer singulären Lösung mit dem

Exponenten λ = 0.355 zu erwähnen, welches in der Abbildung 4.16 in Bild

(a) und (b) deutlich zu sehen ist.

5.2 Konvergenzverhalten der adaptiven FEM

5.2.1 Fehler in Abhängigkeit der Knotenanzahl

Für alle in der vorliegenden Arbeit betrachteten Lösungssingularitäten der

verschiedenen L-Gebiete verhält sich die Konvergenz des Quadrates des H1-

Fehlers (in Abhängigkeit der Knotenanzahl n) immer proportional zum An-

stieg 1
n
. Ebenfalls für sehr kleine Singulärexponenten (z. B. λ = 0.355),

infolge eines überstumpfen Innenwinkels (ω > 3
2
π) und einer Interfaceli-

nie (welche den singulären Punkt berührt) erreicht die adaptive FEM das

gewünschte Konvergenzverhalten, vergleiche Kapitel 4.3.3. Anhand der in
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dieser Arbeit gesammelten numerischen Testbeispiele mit verschieden star-

ken Singularitäten infolge von L-Gebieten mit und ohne Interface konnte

keine Verschlechterung der ”Konvergenzordnung” von O( 1
n
) für lineare und

O( 1
n2 ) für quadratische Ansatzfunktionen festgestellt werden.

5.2.2 Fehler in Abhängigkeit der Rechenzeit

Die Rechenzeit t der in Kapitel 3 betrachteten singulären und nichtsingulären

Beispiellösungen ((3.1), (3.21)) des L-Gebietes ohne Interface weisen keine

Unterschiede zwischen singulären und nichtsingulären Lösung auf. Ebenfalls

ist die Anzahl der Verfeinerungsschritte ungefähr gleich.

Die in Kapitel 4 für verschiedene L-Gebiete mit Interface modifizierten sin-

gulären- und nichtsingulären Beispiellösungen ((4.1),(4.13)) weisen mit Ver-

schärfung der Singularität drastische Unterschiede der Rechenzeit auf. Infolge

von extremen Singularitäten (z. B. λ = 0.43, λ = 0.355) kommt es zu einer

starken Zunahme der Verfeinerungsschritte gegenüber der nichtsingulären

Beispiellösung (4.13). Der Grund hierfür liegt in der Netzsteuerung, wegen

einem extremen Materialsprung im L-Gebiet kommt es entlang des Inter-

face zu einer sehr feinen lokalen Vernetzung, um den singulären Eckpunkt

(nur wenige finite Dreiecke um die Singularität werden immer feiner geteilt)

und zusätzlich entlang des Interfaces. Die Verschlechterung der Rechenzeit

resultiert demzufolge aus dem pro Verfeinerungsschritt zu berechnenden Glei-

chungssystem mit vielen Unbekannten, aber relativ langsames Anwachsen der

Dimension in den einzelnen adaptiven Schritten.

Bemerkung: Damit die Verschlechterung der Rechenzeit t der adaptiven

FEM verhindert bzw. minimiert werden kann, sollte eventuell doch bei

extremen Singularitäten die Einführung einer Singulärfunktion (Sin-

gulärfunktionenmethode, siehe z. B. [6], [10] und [12]) in Erwägung

gezogen werden.
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[3] Th. Apel, A.-M. Sändig and J. R. Whiteman. Graded mesh refinement

and error estimates for finite element solutions of elliptic boundary value

problems in non-smooth domains. Math. Meth. Appl. Si., 63-85, 1996.
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3.5 Geschätzter Fehler der Regulärlösung . . . . . . . . . . . . . 33
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4.9 Lineare Vernetzung der Singulärlösung für λ = 0.43 . . . . . . 55

4.10 Quadratische Vernetzung der Singulärlösung für λ = 0.43 . . . 56
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Thesen

zur Diplomarbeit

”Numerische Experimente zum Konvergenzverhalten der
adaptiven FEM bei Eckensingularitäten”

vorgelegt von Janine Glänzel

1. Die verallgemeinerte Lösung eines elliptischen Randwertproblems auf

einem zweidimensionalen L-Gebiet Ω, mit einem überstumpfen Innen-

winkel größer π, besitzt im allgemeinen eine Singularität und ist aus

H1(Ω). Wird eine solche Aufgabe mit der gleichmäßigen Finiten Ele-

mente Methode (FEM) gelöst, erreicht die Genauigkeit der Lösung auf-

grund des singulären Punktes auf Γ nur noch Chλ in der H1-Norm, für

0 < λ < 1.

2. Werden zur Lösung von Randwertproblemen auf Gebieten mit Ecken-

singularitäten aus der Literatur bekannte angepasste Methoden an-

gewendet, ermöglichen diese die gleiche Konvergenzordnung wie bei

Aufgaben mit regulären Lösungen. Zu erwähnen ist zum Beispiel die

Singulärfunktionenmethode. In der vorliegenden Arbeit wird die ange-

passte Methode der adaptiven FEM zur Lösung des Poisson-Problems

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen angewendet.

3. Aus dem Vergleich des Konvergenzverhaltens einer singulären Beispiel-

lösung u ∈ H1 und einer dazu konstruierten Lösung ũ ∈ H1 ohne sin-

gulären Anteil sind keine wesentlichen Unterschiede festzustellen, wenn

die Methode der adaptiven FEM zur Lösung der Laplace-Gleichung auf

einem L-Gebiet angewendet wird.

4. Zur Verschärfung der auftretenden Lösungssingularität beim Lösen der

Randwertaufgabe −∆u = f können L-Gebiete mit verschieden Mate-

rialien und einem Innenwinkel ω ≥ 3
2
π konstruiert werden. Das heißt, es

liegt dann ein Randwertproblem mit unstetigen Koeffizienten (Interface-

oder Transmissionsproblem) vor.
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5. Zu diesem Interfaceproblem wird eine singuläre Beispiellösung u ∈ H1

hergeleitet und dazu eine reguläre Beispiellösung ũ ∈ H1 modelliert.

Aus verschiedenen Testrechnungen mit der adaptiven FEM mit n Kno-

ten sind keine Konvergenzunterschiede von u und ũ numerisch nach-

zuweisen. In beiden Fällen wurde eine Konvergenzordnung von O( 1
n
)

erreicht.

6. Berechnung des Interfaceproblems mit der gleichmäßigen FEM weist

das Konvergenzverhalten der Singulärlösung einen sehr starken Genau-

igkeitsverlust auf.

7. Bei extremen singulären Lösungsanteilen infolge großer Materialsprünge

nimmt der Aufwand (Rechenzeit t) der adaptiven FEM stark zu. Dieser

Effekt resultiert aus der sehr feinen lokalen Vernetzung um die singuläre

Ecke und zusätzlich entlang der Interfacelinie.
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