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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

In bisherigen Arbeiten des SEB 393 wurde die Simulation von Stromungsprozessen an-
hand des Navier-Stokes-Systems durchgefiihrt. Fiir die numerische Behandlung dieses
Systems sind theoretisch fundierte, effiziente (d. h. adaptive, sich auf die Losung anpas-
sende) Losungstrategien bekannt. Diese Gleichungen werden mittlerweile routinemifig
gelost und bendtigen einen handhabbaren numerischen Aufwand.

Auf der anderen Seite bietet die kinetische Theorie mit der Boltzmanngleichung eine
gute Beschreibung fiir Stromungszustéinde von Fluiden, bei denen die Abweichung von
lokalen Gleichgewichtszustinden nicht mehr vernachlissigt werden kann, z. B. wenn
die mittlere freie Weglénge in der Groflenordnung charakteristischer Stromungsldngen
liegt. Im Vergleich zur Losung der Euler- und Navier-Stokes-Gleichung ist der Berech-
nungsaufwand zur Losung der Boltzmann-Gleichung immens, hauptséichlich durch die
Beschreibung durch Phasenraumdichten und numerische Steifheit.

Dies lédsst eine erhebliche Liicke in der M&glichkeit, numerische Ergebnisse fiir Stromun-
gen in dem zwischen den beiden oben genannten Berschreibungen liegenden Ubergangs-
regime zu erhalten. Dies sind Probleme, bei denen (in bestimmten Bereichen) eine Mo-
dellierung durch die Navier-Stokes-Gleichungen nicht mehr ausreicht, eine Beschreibung
mittels Boltzmann-Gleichung jedoch zu aufwendig ist. Oft beschrénkt sich die Notwen-
digkeit einer Fluidbeschreibung durch die kinetische Theorie auf einen vergleichsweise
kleinen Teil des Gesamtgebietes, z. B. dort, wo starke Gradienten in makroskopischen
Feldern auftreten. In vielen praktisch relevanten Anwendungen ist man jedoch nicht an
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solch detaillierter Beschreibung durch Phasenraumdichten f interessiert. Hier reichen
oft einige “wenige” Feldvariablen zur Charakterisierung der Strémungsverhéltnisse aus.
Es ist daher von grofiem Interesse, Methoden zu entwickeln, die eine systematische
Anpassung der Komplexitit in der Modellierung zwischen Boltzmann-Gleichung auf
der einen und Euler-Gleichungen auf der anderen Seite ermdoglichen. Diese Verfahren
miissen es erlauben, nicht nur die Gebietsdiskretisierung adaptiv an die Geometrie und
Stromungsverhéltnisse anzupassen, sondern auch — im Sinne einer adaptiven Approxima-
tion der Boltzmanngleichung — das zu 16sende System partieller Differentialgleichungen.
Wann diese Verfeinerung notwendig wird, und wie die Kopplung aneinandergrenzender
Modellierungsbereiche zu behandeln ist, stellen dabei interessante und neue Fragestellun-
gen dar. Hier haben Simulationsmethoden basierend auf gaskinetischen Modellierungen
in den vergangenen Jahren méogliche Ansatzpunkte aufgezeigt.

Das Teilprojekt D5 befasst sich mit eben dieser systematischen Ableitung von Fluid-
modellen aus der Boltzmann-Gleichung und deren numerischer Simulation. Die dabei
verwendete Kumulantenmethode erlaubt es ausgehend von der Boltzmann-Gleichung,
auf einfache Weise deterministische Modelle verschiedener Ordnung fiir die Bewegung
von Fluiden zu erhalten.

Ziel dieser Antragsphase war die Anwendung dieser Methode zur Modellierung von Flui-
den auf laminare 2D-Probleme und der Vergleich mit den Ergebnissen bekannter Metho-
den. Da die zu losenden Gleichungen in beliebiger Ordnung abgeleitet werden kénnen,
lassen sich diese zusammen mit dem verwendeten Ansatz als schrittweise Ndherung der
Boltzmann-Gleichung durch immer “detailliertere” Fluidmodelle auffassen. Die Betrach-
tung dieser Gleichungshierarchien soll langfristig die Entwicklung effizienter numerischer
Verfahren zur Losung von Strémungsproblemen im Ubergangsregime ermaglichen.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

Grundlage einer gaskinetischen Modellierung einer chemisch nicht reagierenden Mi-
schung von N verschiedenen Spezies ist die Boltzmann-Gleichung [CIP94] fiir die ein-
zelnen Phasenraumdichten fs(t, z, ¢):

N
atfs+§'a§fs+g'agfs:Zsrs[fmfs]- (21)

Das Hauptproblem einer Losung dieser Integro-Differentialgleichung liegt darin, dass
zum einen N, Funktionen von 7 Verédnderlichen zu bestimmen sind und zum anderen
komplizierte Integrale {iber diese Funktionen bei der Auswertung der Kollisionsterme
S, zu berechnen sind. Eine Ubersicht iiber Losungsmethoden zur direkten numerischen
Integration dieser Gleichungen ist im Antrag und in [Ari01], [NGS91] gegeben. Im Ver-
gleich zu Strémungssimulationen nach dem Navier-Stokes-Modell sind diese Verfahren
jedoch extrem aufwendig, so dass ihre Anwendung nur im Regime stark verdiinnter Gase
lohnt, in denen die Kontinuumsné&herungen nicht anwendbar sind.

Ein weiterer Ansatz, der im letzten Jahrzehnt daher besonders stark verfolgt wird, ist
die Reduktion der Boltzmanngleichung auf fiir die makroskopische Dynamik relevan-
te Grofien [KNS00]. Hier haben Lattice-Boltzmann-Methoden (LBM) [Luo00], [Suc01]
vielversprechende Alternativen [KNS00], [TKSRO00], [JK00] zu bisherigen Methoden auf-
gezeigt. Die Grundidee der LBM besteht in einer radikalen Vereinfachung der Phasen-
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raumdichte f; so, dass gerade die klassischen Feldvariablen Dichte p, Stromungsgeschwin-
digkeit v und Spannungen 7 richtig reproduziert werden koénnen. Bei geschickter Wahl
der Ortsdiskretisierung ergibt sich durch das Modell diskreter Geschwindigkeiten ein
sehr schnelles numerisches Verfahren zur Simulation isothermer Stréomungen. Allerdings
lassen sich LBM nur schwer unter Beibehaltung ihrer guten Anwendungseigenschaften
auf Modelle hoherer Ordnung verallgemeinern, z. B. fiir nicht-isotherme Strémungen.

Kennt man die Phasenraumdichte f;(, z, ¢), lassen sich makroskopisch relevante Grofien

U(t,z) als Mittelwerte zugeordneter mikroskopischer Funktionen W(t, z, ) bestimmen,
fiir die aus (2.1) Bilanzgleichungen hergeleitet werden kénnen:

N
OV +0,-c¥ =Y wlfi,....fn]+ 0¥ +0,-c¥ — a,0.0 (2.2)

Eine besondere Rolle spielen dabei Momente ¥ = ¢, da aus diesen fiir &« = 0, 1, 2 gerade
die ‘klassischen’ Feldvariablen ps, v, und 7 berechnet werden konnen. Erweitert man
die Feldvariablen um héhere Momente, erhélt man eine Hierarchie von Bilanzgleichun-
gen, in welcher der Flux der n-ten Bilanzgleichung jeweils die Dichte in der (n + 1)-ten
Gleichung darstellt. Der Abbruch dieser Hierarchie nach N Momenten fiithrt zum Ab-
schlussproblem, d. h. es miissen die (/N + 1)-ten Momente und die Produktionsterme als
Funktionen der Momente bis zur Ordnung N ausgedriickt werden.

Die verschiedenen in der Literatur bekannten Ansétze erlauben einen Abschluss der Mo-
mentengleichungen durch Annahmen iiber die spezielle Form von f,. Bei der Momenten-
methode [Grab8| entwickelt man die Phasenraumdichte nach Momenten und bestimmt
die Entwicklungskoeffizienten aus der Forderung, dass die Ansatzfunktion und f, in den
ersten N Momenten iibereinstimmen sollen. Nach der Erweiterten Thermodynamik (ET)
[MR98] betrachtet man die Momentengleichungen als Nebenbedingungen zur Forderung
nach Existenz und Stabilitit des thermodynamischen Gleichgewichts. Man erhilt so aus
dem Formalismus der ET f, als Funktion von Lagrange-Multiplikatoren, die wieder aus
der Forderung nach Ubereinstimmung der ersten N Momente bestimmt werden. Eine
dhnliche Herangehensweise bietet die erweiterte Momentenmethode [Eu92]. Bei allen
Methoden muss jedoch letztlich die Annahme gemacht werden, dass das System sich
nahe am thermodynamischen Gleichgewicht befindet, da die Entwicklungskoeffizienten
bzw. Lagrange-Multiplikatoren nur in linearer Ndherung bestimmt werden konnen. Auch
gestaltet sich die Bestimmung der Momente des Kollisionsoperators als Funktion der NV
Momente schwierig, da dieser von zweiter Ordnung in den Phasenraumdichten ist. Wird
auch im Stooperator die Annahme gemacht, dass sich das Fluid nahe dem Gleichgewicht
befindet, lassen sich auch die Produktionsterme nidherungsweise bestimmen (linearisierte
Boltzmann-Gleichung) [Wal58]. Sowohl beim Abschluss der Momentengleichungen als
auch bei der Berechnung der Produktionsterme bestehen die Probleme hauptséchlich
darin, dass hohere Momente von Funktionen des Typs eP© mit einem Tensorpolynom
p(c) — sogenannten Normallosungen — bestimmt werden miissen. Die Tatsache, dass die
vernachldssigten Terme gerade bei Gaszustdnden ausserhalb des thermodynamischen
Gleichgewichts eine Rolle spielen (z.B. starke Temperatur-Gradienten), erfordert ent-
sprechende Sorgfalt bei der Interpretation der Ergebnisse aus Anwendungen auf Proble-
me, in denen viele Momente beriicksichtigt werden.
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2.4 Ergebnisse

Die in den Vorarbeiten zu diesem Bewilligungszeitraum entwickelte Kumulantenmethode
[SHOO], [SHO2] umgeht die Schwierigkeiten bei der Herleitung der Gleichungsysteme mit
den o.g. Momentenmethoden durch einen Kumulanten-Ansatz

Na o
cm_ L I o ra
a=0
fiir die charakteristische Funktion
1 ix-c
Ps = W/dgfs(taLQ) etixe, (2-4)

Dadurch lassen sich die Bewegungsgleichungen fiir die Kumulanten durch einfache Dif-
ferentiation analytisch berechnen. Die erhaltenen Gleichungen wurden mit den aus Mo-
mentenmethoden erhaltenen verglichen und zeigen fiir niedrige Approximationsordnun-
gen die gleiche Form. Fiir hohere Ordnungen treten fiir die Kumulantengleichungen
jedoch zusétzliche, nicht-lineare Beitrage auf, wodurch die Advektionsform

Ns
ath +é5(gs) ) aﬁgs = ES + ZETS(QWQS) (25)

mit dem Advektionstensor A (C;), den externen Kréften E, und Produktionstermen

B,, cine besonders einfache, quasi-lineare Struktur hat, denn der Advektionstensor ist

linear in den Kumulanten und besitzt eine einfache Blockstruktur:

cc |l 1 oo o olo o0 0 o0
cow | ¢t 0o |1 0 0]0 0 0 0
cv | 0o ¢ |0 1 0[]0 0 0 0
cese [oces 0 ¢t 0 0 |1 0 0 0
coow | Cmo e | o ¢t 0 |0 1 0 0
4] cow | 0 20| 0 0 CT|0 0 1 0 (2.6)
"o omelaem 0 [sem 00 0 [er 0 0 o
Coey | acmy gmee | oo 9cmm 0 |0 O 0 0
coow | caw pcem | 0 20% ¢ |0 0 €T 0
cows| 0 3cw| 0 0 3¢W| 0 0 0 C°

Ausgehend von dem bestehenden MATHEMATICA-Paket [SHO2] zur Berechnung der Glei-
chungen wurde im letzten Bewilligungszeitraum ein erheblich verbessertes, modulares
Programmpaket erstellt [See03b], welches die automatisierte Erstellung der Kumulan-
tengleichungen fiir nichtreagierende Mischungen von Maxwell-Gasen bis zu hohen Ord-
nungen erlaubt. Durch Differentiation von (2.3) werden zunéchst die Beziehungen zwi-
schen Momenten und Kumulanten bis zur gewiinschten Ordnung bestimmt. Anschlielend
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Abbildung 2.1: Eigenwertspektrum der in den Kumulanten linearisierten Maxwell-
Produktionsterme bis zur 12. Ordnung. Fiir jede Ordnung « sind die
Eigenwerte des entsprechenden Blocks der Jacobi-Matrix gezeigt.

werden die Produktionsterme fiir die Momentengleichungen und daraus die Produkti-
onsterme fiir (2.5) abgeleitet. Dazu wird zuerst die Fourier-Transformierte des Stofi-
operators als Funktional der charakteristischen Funktionen berechnet. In Verbindung
mit dem Kumulantenansatz erhélt man wieder durch schrittweise Differentiation die
Produktionsterme fiir die Momentengleichungen als Funktion der Kumulanten. Da die
Abbildung der Kumulanten auf die Momente eineindeutig und analytisch invertierbar
ist, konnen im Anschluss die Formulierungen der Bewegungsgleichungen fiir die Momen-
te sowohl in Erhaltungs- bzw. Divergenzform als auch fiir die Kumulantengleichungen
in quasi-linearer bzw. Advektionsform bestimmt werden.

Betrachtet man die Gleichungen mit Produktionstermen fiir das Wechselwirkungsmo-
dell des Maxwell-Gases, so gibt die Betrachtung von in den Kumulanten linearisierten
Produktionstermen Aufschluss iiber den Bezug der Kumulanten zur klassischen, kon-
tinuumsmechanischen Fluid-Beschreibung. Interessanterweise ist die Jacobi-Matrix der
Produktionsterme beziiglich der Kumulanten im Gleichgewicht blockdiagonal. Dies fiihrt
dazu, dass entsprechende Eigenwerte und -variablen unabhingig von der Ordnung der
Kumulantengleichungen N, bestimmt werden kénnen [See03a]. Abbildung 2.1 zeigt das
so erhaltene Eigenwertspektrum. Die urspriingliche Motivation fiir die Kumulantenme-
thode zeigt sich bestétigt, denn die Eigenwerte (und damit die Relaxationsraten fiir die
entsprechenden Eigenvariablen) wachsen mit zunehmender Kumulantenordnung. Aller-
dings ist ein erheblicher Uberlapp der Eigenwertspektren verschiedener Ordnungen zu
beobachten. Die Eigenvariablen e,; lassen sich als Linearkombination der Kumulanten
berechnen, wobei die Relationen aufgrund der Blockdiagonalitéit der Jacobi-Matrix der
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Produktionsterme unabhéngig von der Ansatzordnung sind:

( eoo = co )

() - (5)
() -

xr

Yy

C?
C
crT _ vy

N

20%Y
€312 _ 1 CYYyYy + C*Try
€321 T 4| cTrr 30y (27)
€392 cCyvy — 3 Crry
e4o crTTT | 9 CTTYY 4 CYYYY
eall 4 CrTTT _ A (OYYYY
€412 = é 40Ty 4 A C*YYY
ean1 CrTrTTT _ 6 CTTYY 4 CYYYY
€422 4 Cr*TY — 4 CTYYY

Genauere Betrachtungen [See03a] zeigen drei verschiedene Arten von Eigenvariablen, die
man entsprechend der Zuordnung zu klassischen Variablen unterscheiden kann:

e cinzelne, energieartige Eigenvariablen e,g, welche immer zum niedrigsten Eigenwert
fiir geradzahlige Ordnungen « auftreten. Diese Eigenvariablen sind symmetrisch
beziiglich einer Vertauschung der Koordinatenachsen;

e paarweise flussartige Figenwerte ey, und e,,0, welche stets paarweise zu ungerad-
zahligen Ordnungen « auftreten und fiir die die Eigenvariablen ebenfalls symme-
trisch beziiglich einer Vertauschung der Koordinatenachsen sind;

e paarweise spannungsartige Eigenwerte e,,1 und e,,2, die zu geradzahligen « auftre-
ten und fiir deren Eigenvariablen sowohl symmetrisches als auch antisymmetrisches
Verhalten auftritt.

Schreibt man die Kumulantengleichungen in diesen Figenvariablen der Produktions-
terme, so kann man die Eigenvariablen niedrigster Ordnung als die Feldvariablen der
klassischen Hydrodynamik identifizieren [SH02]. Abbildung 2.1 verdeutlicht diese Zu-
ordnung der Eigenvariablen ey, zur Dichte n, ey; zur Stromungsgeschwindigkeit v, egq
zur spezifischen Energie ¢, €91; zum Spannungstensor g und e3;; zum Wérmestrom j. Da-
zu ist keine Kenntnis , klassischer® Modellierungen notwendig, denn es werden lediglich
Systeme nahe dem Gleichgewicht betrachtet, fiir die sich iiber den ersten Schritt einer
Maxwell-Iteration aus dem erhaltenen Differentialgleichungsystem direkt die Navier--
Stokes- bzw. Eulergleichungen ableiten lassen. Der Zusammenhang der Relaxationszei-
ten mit den Transportkoeffizienten ergibt dabei die Motivation fiir ein hyperbolisches
Equivalent zum Navier-Stokes-Modell.

Diese Herleitung des Bezugs zum Navier-Stokes-System iiber die Technik der Maxwell-
Iteration kann benutzt werden, um Randbedingungen fiir die Kumulanten zu konstru-
ieren: Fasst man sich im Fluid aufbauende Wérmestrome und Scherspannungen als Re-
aktion auf Gradienten in den Eigenvariablen niedrigerer Ordnung auf, so kann man
entsprechend der erhaltenen Beziehungen aus den Gradienten niedriger Ordnung die
Randwerte fiir Eigenvariablen htherer Ordnung rekonstruieren (sieche Abschnitt 2.4.3).
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Abbildung 2.2: Eigenvariable fiir die analytische und numerische BKW-Losung mit
nichtlinearen und linearisierten Produktionstermen. links: Zeitentwick-
lung fiir das Maxwell-Gas. rechts: zur Zeit t = 1 fiir eine bindre Mischung
bei verschiedenen Massenverhéaltnissen A.

2.4.1 Vergleich mit der analytischen Bobylev/Krook-Wu-Ldsung

Fiir den Fall einer rdumlich homogenen Mischung kann die einzige bekannte, nichttri-
viale, analytische Losung der Boltzmann-Gleichung angegeben werden, die so genannte
Bobylev/Krook-Wu-Losung [Bob75], [KW77]. Mit dieser lassen sich fiir bestimmte An-
fangsbedingungen explizite Losungen der raumhomogenen Boltzmanngleichung durch
elementare Funktionen angeben. In [SHO4b] wurde diese Losung auf den Kumulanten-
Ansatz {ibertragen und so die entsprechenden analytischen Losungen fiir die Kumulan-
ten bestimmt. Mittels einer Runge-Kutta-Integration 4. Ordnung wurde die numerische
Losung fiir die nichtlinearen und die in den Kumulanten linearisierten Produktionsterme
bestimmt und mit der analytischen Losung verglichen. Durch die hohe Symmetrie der
Losung haben zwar mehrere Kumulanten hoherer Ordnung eine nichttriviale Zeitent-
wicklung, betrachtet man jedoch die Zeitentwicklung der Eigenvariablen beziiglich der
linearisierten Produktionsterme, so sind nur die energieartigen Eigenwerte von Null ver-
schieden. Es zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung mit der analytischen Losung bei
Verwendung der exakten, nicht-linearen Produktionsterme sowohl fiir das einkomponen-
tige Gas als auch fiir eine bindre Mischung iiber einen weiten Bereich unterschiedlichen
Massenverhiltnisses der Spezies (siehe Abbildung 2.2). Bei Verwendung der nach den
Kumulanten linearisierten Produktionsterme sind jedoch fiir Kumulanten héherer Ord-
nung Abweichungen zu beobachten.

2.4.2 Couette-Stromung mit adiabatischen Randern

In den Vorarbeiten zur letzten Antragsperiode wurden die aus der kinetischen Theo-

rie bekannten adiabatischen noslip-Randbedingungen fiir den Kumulantenansatz her-

geleitet: Bei adiabatischen noslip-Randbedingungen wird ein auf die Wand prallendes

A\ Teilchen elastisch retro-reflektiert, d. h. beide Geschwindigkeits-

/ komponenten normal und tangential zur Wand werden negiert.

Dadurch kénnen Normal- und Scherspannungen zwischen Fluid

n und Wand entstehen und das Fluid hat am Rand die Wandge-
schwindigkeit.




282 D5 Hoffmann/Meyer

T ]
©® 12+ — Truesdell
. © 10+ o Monte-Carlo
: Ohs —~ 8
e @) 8
10 @O ® T&Z 6
©® — 4
®° A
®° 2t
1 @ : O BGK O Qo
; * Maxwell _5 ‘ ‘ 1 :
0 5 n 0 1 2 3 t

Abbildung 2.3: Zeitentwicklung der Temperatur in der Mitte des Kanals fiir die Couette-
Stromung mit adiabatischen Randbedingungen. links: Temperatur T fiir
BGK- und Maxwell-Gas nach der Kumulantenmethode. rechts: Span-
nungskomponente 7., (fiir dieses Problem o T') als Ergebnis einer Monte-
Carlo-Simulation und die exakte Losung nach Truesdell [Cer00].

Aus diesen Annahmen folgen Symmetrieeigenschaften der Phasenraumdichte und damit
auch der charakteristischen Funktion, aus welchen Randbedingungen an die Werte und
Gradienten fiir die Kumulanten folgen [SHO00], [See03a).

Mit diesen adiabatischen noslip-Randbedingungen wurde das Problem der Couette-
Stromung simuliert [See03a] und mit Ergebnissen fiir den 3D-Fall nach [Cer00] ver-
glichen. Obwohl ein quantitativer Vergleich aufgrund unterschiedlicher Dimensionalitét
und Stromungsverhéltnisse nicht sinnvoll moglich ist, zeigen die Ergebnisse (siehe Ab-
bildung 2.3) eine gute qualitative Ubereinstimmung der Ergebnisse nach der Kumulan-
tenmethode, analytischer Ergebnisse der kinetischen Theorie und direkter Simulation
durch Molekulardynamik.

2.4.3 Thermische Randbedingungen

Ein wichtiges Ergebnis der Arbeiten in der letzten Antragsperiode sind Formulierun-
gen von Randbedingungen [See03a], [SHO4a] fiir die Kumulantengleichungen, welche
eine Simulation stationirer Stromungen mit dissipativen Effekten erlauben. Zum einen
thermische Randbedingungen, welche lediglich die Temperatur und Geschwindigkeit der
Wand in die Stréomung einpridgen und zum anderen Navier-Stokes-Randbedingungen,
bei denen Wéarmestrom und Impulsfluss am Rand konsistent zu den Gradienten der
entsprechenden Kumulanten niedriger Ordnung berechnet werden. Bei den thermischen
noslip-Randbedingungen werden Randpunkte im wesentlichen wie

t — innere Gitterpunkte behandelt: die Gradienten senkrecht zur
t+dt Wand werden durch einseitige Differenzen approximiert und die
,,/*HF Werte fiir die FEigenvariablen e;; und eyy durch die Komponenten

Tw /":‘\? der Wandgeschwindigkeit w bzw. aus der Wandtemperatur 7" be-

’ rechnete Werte ersetzt. AnschlieSend erfolgt ein Update wie fiir

einen normalen Fluidknoten.
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Abbildung 2.4: Temperaturprofil fiir die Poiseulle-Stromung. links: Kumulantenmetho-
de (N, = 3, fiir BGK- und Maxwell-Gas) rechts: Molekulardynamik-
Simulation (Punkte) und analytische Ergebnisse (Linie) nach [HMM99]

Bei den Navier-Stokes Randbedingungen werden zunéchst fiir den Randknoten und den
benachbarten Fluidknoten die Eigenvariablen beziiglich der Produktionsterme bestimmt.
Fiir die der Stromungsgeschwindigkeit und spezifische Energie

‘ | entsprechenden Eigenvariablen e;; und ey des Randkno-
t+dt o tens werden die Wandgeschwindigkeit w und die aus der
dpe, 000 = | | Wandtemperatur 7T berechnete spezifischen Energie ange-

/N0 A . nommen. Uber einseitige Differenzenquotienten zum Fluid-
/ \ / . . . . .

T.w j,a knoten werden die Gradienten in den Figenvariablen be-

rechnet und nach den aus der Maxwell-Iteration erhaltenen
Beziehungen die den Spannungen ¢ und dem Warmestrom j entsprechenden Eigenva-
riablen eq1; und ezy; bestimmt. Durch Riicktransformation erhiilt man die neuen Werte
fiir die Kumulanten am Randknoten.

Anhand von Couette- und Poiseulle-Strémungen wurden diese thermischen Randbe-
dingungen fiir verschiedene Gasmodelle untersucht [See03a] und es zeigt sich, dass fiir
beide die wesentlichen Eigenschaften (lineares bzw. parabolisches Profil der Stromungs-
geschwindigkeit, dissipative Effekte im Innern und Wirmetransport zu den Wénden)
qualitativ richtig wiedergegeben werden. Allerdings konnten bestimmte, fiir Strémun-
gen verdiinnter Gase typische qualitative Eigenschaften nur mit der einen oder anderen
Art Randbedingungen beobachtet werden. Trotzdem wird mit diesen Randbedingungen
ein direkter Vergleich der Implementation der Kumulantenmethode mit den in den A-
Teilprojekten verwendeten Verfahren moglich, welcher jedoch zum gegenwértigen Zeit-
punkt noch nicht vollstédndig abgeschlossen ist.

2.4.4 Poiseulle-Stromung

et it Fiir die durch eine konstante externe Kraft angetriebene Kanal-
T 7 stromung sagen Modelle basierend auf der kinetischen Theorie ein
lokales Minimum im Temperaturprofil quer zur Strémungsrichtung
voraus (siehe Abbildung 2.4).

Dieser qualitative Unterschied zum Navier-Stokes-Modell tritt bereits fiir laminare Stro-
mungen mit niedrigen Reynolds- und Machzahlen sowohl bei einer direkten Molekular-
dynamik-Simulation [MBG97] als auch bei einer stérungstheoretischen Betrachtung der
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Boltzmann-Gleichung mit BGK-Wechselwirkungsterm [TS94] und Momentenmethoden
[HMM99] auf. Diese qualitative Eigenschaft ist auch bei Antrieb der Kanalstromung
durch einen Druckgradienten vorhanden, obwohl hierbei eine bessere Ubereinstimmung
mit Navier-Stokes zu beobachten ist [ZGA03]. Auch bei Modellierung durch die Kumu-
lantenmethode wird dieses lokale Temperaturminimum reproduziert [See03a], allerdings
nur bei Verwendung der Navier-Stokes-Randbedingungen. Fiir die thermischen noslip-
Randbedingungen wird &hnlich zu Navier-Stokes ein Maximum im Temperaturprofil
beobachtet.

2.4.5 Couette-Stromung

Auch fiir die laminare Scherstrémung eines verdiinnten Gases zwi-
T N schen zwei unendlich ausgedehnten Platten, welche sich entgegen-
gesetzt mit der Geschwindigkeit w bewegen, werden verschiedene
' Eigenschaften der Stromung verdiinnter GGase durch das Navier-
Stokes-Modell falsch wiedergegeben.

Zum einen ist das Profil der z-Komponente der Geschwindigkeit sogar fiir die lineari-
sierte Boltzmanngleichung keine exakt lineare Funktion mehr [Wil62], zum anderen tritt
ein nicht verschwindender Warmestrom in Stromungsrichtung auf, obwohl kein Tempe-
raturgradient in dieser Richtung vorhanden ist. Auch diese durch Navier-Stokes nicht
beschriebene qualitative Eigenschaft wird durch direkte numerische Simulation [RC97],
Momentenmethoden [T'S95] und die kinetische Theorie [CC70] vorhergesagt. Abbildung
2.5 zeigt die Ergebnisse einer Molekulardynamik-Simulation fiir ein stark verdiinntes Gas
und einer Simulation mit der Kumulantenmethode [See03a]. Diese reproduziert die qua-
litative Eigenschaft etwa gleich starker Warmestromkomponenten, die Ausbildung einer
Randschicht ist jedoch nicht zu beobachten, wobei offen ist, ob dies an den verwende-
ten Randbedingungen oder der kleineren Knudsen-Zahl liegt. Interessanterweise werden
etwa gleich starke Warmestrome in z und y-Richtung bei Simulation mit der Kumulan-
tenmethode nur mit thermischen noslip-Randbedingungen beobachtet. Bei Navier-Stokes
Randbedingungen ist der Warmestrom quer zur Stromung um Groflenordnungen stérker
[See03a], das Wirmestromprofil entspricht also eher dem Navier-Stokes-Modell.

w

2.4.6 Stabilitat /Hyperbolizitdtsbereich

Fiir starke externe Krifte (Poiseulle) bzw. hohe Wandgeschwindigkeiten (Couette) treten
numerische Instabilitdten der verwendeten Verfahren auf. Ausgehend von der Beobach-
tung, dass diese sich von den Réndern aus in das Stréomungsgebiet hinein ausbreiten,
wurden Untersuchungen zum Hyperbolizititsbereich der Kumulanten-Gleichungen bis
zu hohen Ordnungen angestellt [See03a]. Dazu wurde das Eigenwertspektrum der Kom-
ponenten des Advektionstensors bei Variation der Eigenvariablen beziiglich der in den
Kumulanten linearisierten Produktionsterme betrachtet. Ein charakteristisches Spek-
trum ist in Abbildung 2.6 dargestellt. Fiir dieses wurde die der Warmestromkompo-
nente j, entsprechende Eigenvariable es;; variiert und fiir alle anderen Eigenvariablen
Gleichgewichtswerte angenommen.

Die Form der Spektren im Vergleich mit dem entsprechenden Profil aus der Stromungs-
simulation (siehe Abbildung 2.6) ldsst darauf schlieflen, dass diese Instabilitéten durch
zu hohe Wirmefliisse hervorgerufen werden. Dies kann zum einen dadurch bedingt sein,
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Abbildung 2.5:  Wiarmestromprofil (quer zur Stromung) fiir die Couette-Strémung.
links: Kumulantenmethode fiir BGK- und Maxwell-Gas (kleine Sym-
bole) mit thermischen Randbedingungen, rechts: Molekulardynamik-
Simulation mit thermischen noslip-Randbedingungen (nach kin. Theo-

rie) [CR96].
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Abbildung 2.6: Imaginérteil der Eigenwerte der z-Komponente des Advektionstensors.
links: Variation der Wirmestromkomponente j, (entspricht esy1). rechts:

Querschnitt iiber eine Couette-Strémung mit starker Scherung fiir BGK-
Gas (Kreise) und Maxwell-Gas (Punkte).

dass die Randbedingungen fiir solch starke Nichtgleichgewichtszusténde nicht geeignet
sind (die Navier-Stokes-Beziehungen wurden unter der Annahme von Zustdnden nahe
dem Gleichgewicht erhalten) oder die Ordnung der Kumulantengleichungen zu niedrig
ist. Dies muss in weitergehenden Arbeiten geklirt werden.

2.4.7 Effiziente Diskretisierung

In den parallel dazu durchgefiihrten Arbeiten zur Anwendbarkeit effizienter, d.h. ad-
aptiver Diskretisierungsstrategien fiir die Kumulantengleichungen zeigte sich [See03a],
dass sich eine wesentliche Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit moderner Verfahren mit
dem bisherigen, nichtlinearem Ansatz fiir die charakteristische Funktion nur schwierig
erreichen lasst. Hauptproblem ist dabei die analytische Formulierung einer Entropie-
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dichte, mittels derer eine symmetrische Form der Gleichungen konstruiert werden kann,
fiir die sich die aus dem H-Theorem ableitbaren fundamentalen Stabilitétseigenschaf-
ten auf die diskrete Losung {ibertragen. Im Rahmen dieser noch andauernden Arbeiten
konnte gezeigt werden [See03al], dass Momenten- und Kumulantenmethoden als eine
spezielle Form der Methode der gewichteten Residuen (WRM) zur Diskretisierung der
Boltzmann-Gleichung aufgefasst werden kénnen. Allerdings gehen viele Eigenschaften
der WRM dadurch verloren, dass fiir die Momenten-/Kumulantenmethoden nichtlinea-
re Ansatzfunktionen fiir die Losung verwendet werden miissen. Vorbetrachtungen zei-
gen, dass bei geeigneter Wahl der Ansatzfunktionen fiir die charakteristische Funktion
eine analytische Form fiir die Entropiedichte und damit nach der Kumulantenmetho-
de symmetrische Gleichungen angegeben werden kénnen, die unter Beibehaltung der
Stabilitatseigenschaften diskretisierbar sind.

Literaturverzeichnis

[SHO4a] S. Seeger and K. H. Hoffmann.
Thermal boundary conditions for the cumulant method.
Submitted to Europhys. Lett., May 2004.

[SHO4b] S. Seeger and K.H. Hoffmann.
The cumulant method for the space-homogeneous Boltzmann equation.
submitted to Continuum Mech. Thermodyn., March 2004.

[See03a] S. Seeger.
The Cumulant Method.
Phd thesis, Chemnitz University of Technology, Chemnitz, September 2003.
http://archiv.tu-chemnitz.de/pub/2003/0120.

[See03b] S. Seeger.
Cumulant method implementation for MATHEMATICA.
http://www.tu-chemnitz.de/pub/2003/0120, March 2003.

[SHO2] S. Seeger and K. H. Hoffmann.
The cumulant method applied to a mixture of Maxwell gases.
Continuum Mech. Thermodyn., 14(2):321-335, 2002.

[SHOO] S. Seeger and K. H. Hoffmann.
The cumulant method for computational kinetic theory.
Continuum Mech. Thermodyn., 12:403-421, 2000.

[Sp00]  P. Spith.
Renewed Theory, Interfacing, and Visualization of Thermal Lattice Boltzmann Sche-

mes. Dissertation, TU Chemnitz, July 2000.

[See97] S. Seeger.
Gitter-Boltzmann-Schemata fiir 2D-Hydrodynamik.
Diplomarbeit, TU Chemnitz, November 1997.



D5 Hoffmann/Meyer 287

2.5 Offene Fragen / Ausblick

In der letzten Bewilligungsphase ist eine verbesserte Implementierung eines Programm-
systems zur Losung der Kumulantengleichungen erfolgt. Die Validierung der Metho-
de anhand komplizierterer Testprobleme zeigt die grundsétzliche Anwendbarkeit der
Kumulanten-Methode, wirft aber auch neue Fragestellungen auf, die wir weiter untersu-
chen wollen.

Hauptziele fiir den abschliefenden Bewilligungszeitraum sind daher zum einen die An-
wendung einer aus der Kumulantenmethode abgeleiteten Gewichtete-Residuen-Formu-
lierung der Herleitung der Kumulantengleichungen und zum anderen die Herleitung ther-
modynamisch korrekt gestellter Randbedingungen, die parallel zueinander bearbeitet
werden sollen.

Zunichst soll ausgehend von den bisherigen Arbeiten zum Hyperbolizitéitsbereich der
Losung untersucht werden, inwieweit die an den Rindern auftretenden Phasenraum-
dichten durch den Kumulantenansatz richtig approximiert werden kénnen. Dabei soll
untersucht werden, wie sich aus der kinetischen Theorie bekannte Fomulierungen fiir
Randbedingungen an die Phasenraumdichte auf die fiir die Ableitung der Kumulanten-
gleichungen benoétigte charakteristische Funktion iibertragen lassen. Diese Untersuchun-
gen haben zum Ziel, Randbedingungen aus der mikroskopischen Beschreibung heraus
systematisch und theoretisch fundiert ableiten zu konnen. Auf der anderen Seite lassen
sich auch aus dem thermodynamischen Verstdndnis geschlossener bzw. offener thermo-
dynamischer Systeme Randbedingungen in Form von Extremalprinzipien ableiten. Diese
stellen eine alternative “makroskopische” Formulierung dar, welche jedoch eng an eine
praktisch benutzbare Formulierung der entsprechenden Groflen (z. B. Entropiedichte)
gekniipft ist. Die Untersuchungen zu dieser Herangehensweise und ihrer Anwendbarkeit
auf die Kumulantengleichungen sind eng mit den Arbeiten zur Formulierung méglicher
Entropiefunktionale verkniipft und sollen deshalb parallel verfolgt werden.

Gleichzeitig soll die Anwendung moderner numerischer Methoden auf die Losung der
raum-inhomogenen Kumulanten-Gleichungen weiter vorangetrieben werden. Es ist be-
kannt, dass bei Angabe einer Entropiedichte als Funktion der Ansatzparameter die Glei-
chungen symmetrisiert und damit unter Ubertragung der grundlegenden Stabilititsei-
genschaften auf die numerische Losung diskretisiert werden kénnen. Fiir Formulierungen
basierend auf einem Ansatz fiir die charakteristische Funktion sind Entropie-Funktionale
bisher in der Literatur jedoch nicht bekannt.

Um eine weitergehende Validierung der Kumulantenmethode und ihrer weiterentwickel-
ten Formulierung anhand komplizierter Anwendungsprobleme zu ermdoglichen, soll in
Fortfiihrung der zur Zeit noch andauernden Arbeiten fiir 1D Modellgleichungen ein ent-
sprechendes Programmsystem fiir den 2D-Fall fiir Parallelrechner implementiert werden.
Die symmetrische Konstruktion der Gleichungen wiirde zum einen eine stabile Diskreti-
sierung unter Verwendung adaptiver Techniken, als auch die gewiinschte Anpassung der
Detailliertheit des physikalischen Modells ermoglichen.

Zusammen mit den Ergebnissen aus den Untersuchungen zu méglichen Randbedingun-
gen koénnen so kompliziertere Anwendungs-Probleme gelost werden, anhand derer die
Anwendbarkeit dieser Herangehensweise weiter iiberpriift werden soll. Je nach Fortschritt
der Arbeiten konnten dabei zusammen mit anderen Forschergruppen folgende Probleme
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untersucht werden, z. B. um (I) Aussagen fiir die Anwendbarkeit mikro- und makrosko-
pisch motivierter Randbedingungen durch Vergleich mit Molekulardynamiksimulatio-
nen, Discrete-Velocity-Verfahren und den in den A-Teilprojekten verwendeten Navier-
Stokes-Formulierungen zu erhalten; (IT) die Genauigkeit von Losungen der raumhomoge-
nen Boltzmanngleichung durch Kumulantengleichungen hoher Ordnung mit etablierten,
deterministischen und stochastischen Losungsmethoden zu testen und (IIT) Simulationen
turbulenter Strémungen mit periodischen Randbedingungen und Gleichungen niedriger
Ordnung mit den Ergebnissen fiir Lattice-Boltzmann-Methoden zu vergleichen.
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