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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
In bisherigen Arbeiten des SFB 393 wurde die Simulation von Str�omungsprozessen an-hand des Navier-Stokes-Systems durchgef�uhrt. F�ur die numerische Behandlung diesesSystems sind theoretisch fundierte, e�ziente (d. h. adaptive, sich auf die L�osung anpas-sende) L�osungstrategien bekannt. Diese Gleichungen werden mittlerweile routinem�a�iggel�ost und ben�otigen einen handhabbaren numerischen Aufwand.Auf der anderen Seite bietet die kinetische Theorie mit der Boltzmanngleichung einegute Beschreibung f�ur Str�omungszust�ande von Fluiden, bei denen die Abweichung vonlokalen Gleichgewichtszust�anden nicht mehr vernachl�assigt werden kann, z. B. wenndie mittlere freie Wegl�ange in der Gr�o�enordnung charakteristischer Str�omungsl�angenliegt. Im Vergleich zur L�osung der Euler- und Navier-Stokes-Gleichung ist der Berech-nungsaufwand zur L�osung der Boltzmann-Gleichung immens, haupts�achlich durch dieBeschreibung durch Phasenraumdichten und numerische Steifheit.Dies l�asst eine erhebliche L�ucke in der M�oglichkeit, numerische Ergebnisse f�ur Str�omun-gen in dem zwischen den beiden oben genannten Berschreibungen liegenden �Ubergangs-regime zu erhalten. Dies sind Probleme, bei denen (in bestimmten Bereichen) eine Mo-dellierung durch die Navier-Stokes-Gleichungen nicht mehr ausreicht, eine Beschreibungmittels Boltzmann-Gleichung jedoch zu aufwendig ist. Oft beschr�ankt sich die Notwen-digkeit einer Fluidbeschreibung durch die kinetische Theorie auf einen vergleichsweisekleinen Teil des Gesamtgebietes, z. B. dort, wo starke Gradienten in makroskopischenFeldern auftreten. In vielen praktisch relevanten Anwendungen ist man jedoch nicht an
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solch detaillierter Beschreibung durch Phasenraumdichten fs interessiert. Hier reichenoft einige \wenige" Feldvariablen zur Charakterisierung der Str�omungsverh�altnisse aus.Es ist daher von gro�em Interesse, Methoden zu entwickeln, die eine systematischeAnpassung der Komplexit�at in der Modellierung zwischen Boltzmann-Gleichung aufder einen und Euler-Gleichungen auf der anderen Seite erm�oglichen. Diese Verfahrenm�ussen es erlauben, nicht nur die Gebietsdiskretisierung adaptiv an die Geometrie undStr�omungsverh�altnisse anzupassen, sondern auch { im Sinne einer adaptiven Approxima-tion der Boltzmanngleichung { das zu l�osende System partieller Di�erentialgleichungen.Wann diese Verfeinerung notwendig wird, und wie die Kopplung aneinandergrenzenderModellierungsbereiche zu behandeln ist, stellen dabei interessante und neue Fragestellun-gen dar. Hier haben Simulationsmethoden basierend auf gaskinetischen Modellierungenin den vergangenen Jahren m�ogliche Ansatzpunkte aufgezeigt.Das Teilprojekt D5 befasst sich mit eben dieser systematischen Ableitung von Fluid-modellen aus der Boltzmann-Gleichung und deren numerischer Simulation. Die dabeiverwendete Kumulantenmethode erlaubt es ausgehend von der Boltzmann-Gleichung,auf einfache Weise deterministische Modelle verschiedener Ordnung f�ur die Bewegungvon Fluiden zu erhalten.Ziel dieser Antragsphase war die Anwendung dieser Methode zur Modellierung von Flui-den auf laminare 2D-Probleme und der Vergleich mit den Ergebnissen bekannter Metho-den. Da die zu l�osenden Gleichungen in beliebiger Ordnung abgeleitet werden k�onnen,lassen sich diese zusammen mit dem verwendeten Ansatz als schrittweise N�aherung derBoltzmann-Gleichung durch immer \detailliertere" Fluidmodelle au�assen. Die Betrach-tung dieser Gleichungshierarchien soll langfristig die Entwicklung e�zienter numerischerVerfahren zur L�osung von Str�omungsproblemen im �Ubergangsregime erm�oglichen.
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
Grundlage einer gaskinetischen Modellierung einer chemisch nicht reagierenden Mi-schung von Ns verschiedenen Spezies ist die Boltzmann-Gleichung [CIP94] f�ur die ein-zelnen Phasenraumdichten fs(t; x; c):

@t fs + c � @x fs + a � @c fs = NsX
r Srs[fr; fs] : (2.1)

Das Hauptproblem einer L�osung dieser Integro-Di�erentialgleichung liegt darin, dasszum einen Ns Funktionen von 7 Ver�anderlichen zu bestimmen sind und zum anderenkomplizierte Integrale �uber diese Funktionen bei der Auswertung der KollisionstermeSrs zu berechnen sind. Eine �Ubersicht �uber L�osungsmethoden zur direkten numerischenIntegration dieser Gleichungen ist im Antrag und in [Ari01], [NGS91] gegeben. Im Ver-gleich zu Str�omungssimulationen nach dem Navier-Stokes-Modell sind diese Verfahrenjedoch extrem aufwendig, so dass ihre Anwendung nur im Regime stark verd�unnter Gaselohnt, in denen die Kontinuumsn�aherungen nicht anwendbar sind.Ein weiterer Ansatz, der im letzten Jahrzehnt daher besonders stark verfolgt wird, istdie Reduktion der Boltzmanngleichung auf f�ur die makroskopische Dynamik relevan-te Gr�o�en [KNS00]. Hier haben Lattice-Boltzmann-Methoden (LBM) [Luo00], [Suc01]vielversprechende Alternativen [KNS00], [TKSR00], [JK00] zu bisherigen Methoden auf-gezeigt. Die Grundidee der LBM besteht in einer radikalen Vereinfachung der Phasen-
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raumdichte fs so, dass gerade die klassischen Feldvariablen Dichte �, Str�omungsgeschwin-digkeit v und Spannungen � richtig reproduziert werden k�onnen. Bei geschickter Wahlder Ortsdiskretisierung ergibt sich durch das Modell diskreter Geschwindigkeiten einsehr schnelles numerisches Verfahren zur Simulation isothermer Str�omungen. Allerdingslassen sich LBM nur schwer unter Beibehaltung ihrer guten Anwendungseigenschaftenauf Modelle h�oherer Ordnung verallgemeinern, z. B. f�ur nicht-isotherme Str�omungen.Kennt man die Phasenraumdichte fs(t; x; c), lassen sich makroskopisch relevante Gr�o�en	(t; x) als Mittelwerte zugeordneter mikroskopischer Funktionen 	(t; x; c) bestimmen,f�ur die aus (2.1) Bilanzgleichungen hergeleitet werden k�onnen:

@t	+ @x � c	 = NsX
r $[f1; : : : ; fNs ] + @t	+ @x � c	� as@c	 (2.2)

Eine besondere Rolle spielen dabei Momente 	 = c�, da aus diesen f�ur � = 0; 1; 2 geradedie `klassischen' Feldvariablen �s, vs und Ts berechnet werden k�onnen. Erweitert mandie Feldvariablen um h�ohere Momente, erh�alt man eine Hierarchie von Bilanzgleichun-gen, in welcher der Flux der n-ten Bilanzgleichung jeweils die Dichte in der (n+ 1)-tenGleichung darstellt. Der Abbruch dieser Hierarchie nach N Momenten f�uhrt zum Ab-schlussproblem, d. h. es m�ussen die (N +1)-ten Momente und die Produktionsterme alsFunktionen der Momente bis zur Ordnung N ausgedr�uckt werden.Die verschiedenen in der Literatur bekannten Ans�atze erlauben einen Abschluss der Mo-mentengleichungen durch Annahmen �uber die spezielle Form von fs. Bei der Momenten-methode [Gra58] entwickelt man die Phasenraumdichte nach Momenten und bestimmtdie Entwicklungskoe�zienten aus der Forderung, dass die Ansatzfunktion und fs in denerstenN Momenten �ubereinstimmen sollen. Nach der Erweiterten Thermodynamik (ET)[MR98] betrachtet man die Momentengleichungen als Nebenbedingungen zur Forderungnach Existenz und Stabilit�at des thermodynamischen Gleichgewichts. Man erh�alt so ausdem Formalismus der ET fs als Funktion von Lagrange-Multiplikatoren, die wieder ausder Forderung nach �Ubereinstimmung der ersten N Momente bestimmt werden. Eine�ahnliche Herangehensweise bietet die erweiterte Momentenmethode [Eu92]. Bei allenMethoden muss jedoch letztlich die Annahme gemacht werden, dass das System sich
nahe am thermodynamischen Gleichgewicht be�ndet, da die Entwicklungskoe�zientenbzw. Lagrange-Multiplikatoren nur in linearer N�aherung bestimmt werden k�onnen. Auchgestaltet sich die Bestimmung der Momente des Kollisionsoperators als Funktion der NMomente schwierig, da dieser von zweiter Ordnung in den Phasenraumdichten ist. Wirdauch im Sto�operator die Annahme gemacht, dass sich das Fluid nahe dem Gleichgewichtbe�ndet, lassen sich auch die Produktionsterme n�aherungsweise bestimmen (linearisierteBoltzmann-Gleichung) [Wal58]. Sowohl beim Abschluss der Momentengleichungen alsauch bei der Berechnung der Produktionsterme bestehen die Probleme haupts�achlichdarin, dass h�ohere Momente von Funktionen des Typs ep(c) mit einem Tensorpolynomp(c) { sogenannten Normall�osungen { bestimmt werden m�ussen. Die Tatsache, dass dievernachl�assigten Terme gerade bei Gaszust�anden ausserhalb des thermodynamischenGleichgewichts eine Rolle spielen (z.B. starke Temperatur-Gradienten), erfordert ent-sprechende Sorgfalt bei der Interpretation der Ergebnisse aus Anwendungen auf Proble-me, in denen viele Momente ber�ucksichtigt werden.
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2.4 Ergebnisse
Die in den Vorarbeiten zu diesem Bewilligungszeitraum entwickelte Kumulantenmethode[SH00], [SH02] umgeht die Schwierigkeiten bei der Herleitung der Gleichungsysteme mitden o.g. Momentenmethoden durch einen Kumulanten-Ansatz

'CMs = 1(2�)d=2 exp N�X
�=0

i��!�� � C�s
! (2.3)

f�ur die charakteristische Funktion
's = 1(2�)d=2

Z dc fs(t; x; c) e+i��c : (2.4)
Dadurch lassen sich die Bewegungsgleichungen f�ur die Kumulanten durch einfache Dif-ferentiation analytisch berechnen. Die erhaltenen Gleichungen wurden mit den aus Mo-mentenmethoden erhaltenen verglichen und zeigen f�ur niedrige Approximationsordnun-gen die gleiche Form. F�ur h�ohere Ordnungen treten f�ur die Kumulantengleichungenjedoch zus�atzliche, nicht-lineare Beitr�age auf, wodurch die Advektionsform

@tCs + As(Cs) � @xCs = Es + NsX
r Brs(Cr; Cs) (2.5)

mit dem Advektionstensor As(Cs), den externen Kr�aften Es und ProduktionstermenBrs eine besonders einfache, quasi-lineare Struktur hat, denn der Advektionstensor istlinear in den Kumulanten und besitzt eine einfache Blockstruktur:

hAsix =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

Cx 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Cxx Cx 0 1 0 0 0 0 0 0
Cxy 0 Cx 0 1 0 0 0 0 0
Cxxx 2Cxx 0 Cx 0 0 1 0 0 0
Cxxy Cxy Cxx 0 Cx 0 0 1 0 0
Cxyy 0 2Cxy 0 0 Cx 0 0 1 0
Cxxxx 3Cxxx 0 3Cxx 0 0 Cx 0 0 0 . . .
Cxxxy 2Cxxy Cxxx Cxy 2Cxx 0 0 Cx 0 0
Cxxyy Cxyy 2Cxxy 0 2Cxy Cxx 0 0 Cx 0
Cxyyy 0 3Cxyy 0 0 3Cxy 0 0 0 Cx
. . . . . . . . . . . . . . .

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(2.6)

Ausgehend von dem bestehendenMathematica-Paket [SH02] zur Berechnung der Glei-chungen wurde im letzten Bewilligungszeitraum ein erheblich verbessertes, modularesProgrammpaket erstellt [See03b], welches die automatisierte Erstellung der Kumulan-tengleichungen f�ur nichtreagierende Mischungen von Maxwell-Gasen bis zu hohen Ord-nungen erlaubt. Durch Di�erentiation von (2.3) werden zun�achst die Beziehungen zwi-schen Momenten und Kumulanten bis zur gew�unschten Ordnung bestimmt. Anschlie�end
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Abbildung 2.1: Eigenwertspektrum der in den Kumulanten linearisierten Maxwell-Produktionsterme bis zur 12. Ordnung. F�ur jede Ordnung � sind dieEigenwerte des entsprechenden Blocks der Jacobi-Matrix gezeigt.

werden die Produktionsterme f�ur die Momentengleichungen und daraus die Produkti-onsterme f�ur (2.5) abgeleitet. Dazu wird zuerst die Fourier-Transformierte des Sto�-operators als Funktional der charakteristischen Funktionen berechnet. In Verbindungmit dem Kumulantenansatz erh�alt man wieder durch schrittweise Di�erentiation dieProduktionsterme f�ur die Momentengleichungen als Funktion der Kumulanten. Da dieAbbildung der Kumulanten auf die Momente eineindeutig und analytisch invertierbarist, k�onnen im Anschluss die Formulierungen der Bewegungsgleichungen f�ur die Momen-te sowohl in Erhaltungs- bzw. Divergenzform als auch f�ur die Kumulantengleichungenin quasi-linearer bzw. Advektionsform bestimmt werden.
Betrachtet man die Gleichungen mit Produktionstermen f�ur das Wechselwirkungsmo-dell des Maxwell-Gases, so gibt die Betrachtung von in den Kumulanten linearisiertenProduktionstermen Aufschluss �uber den Bezug der Kumulanten zur klassischen, kon-tinuumsmechanischen Fluid-Beschreibung. Interessanterweise ist die Jacobi-Matrix derProduktionsterme bez�uglich der Kumulanten im Gleichgewicht blockdiagonal. Dies f�uhrtdazu, dass entsprechende Eigenwerte und -variablen unabh�angig von der Ordnung derKumulantengleichungen N� bestimmt werden k�onnen [See03a]. Abbildung 2.1 zeigt dasso erhaltene Eigenwertspektrum. Die urspr�ungliche Motivation f�ur die Kumulantenme-thode zeigt sich best�atigt, denn die Eigenwerte (und damit die Relaxationsraten f�ur dieentsprechenden Eigenvariablen) wachsen mit zunehmender Kumulantenordnung. Aller-dings ist ein erheblicher �Uberlapp der Eigenwertspektren verschiedener Ordnungen zubeobachten. Die Eigenvariablen e�i lassen sich als Linearkombination der Kumulantenberechnen, wobei die Relationen aufgrund der Blockdiagonalit�at der Jacobi-Matrix der
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Produktionsterme unabh�angig von der Ansatzordnung sind:

� e00 � = � C0 �
� e11e12 � = � CxCy �
0
@ e20e211e212

1
A = 1

2

0
@ Cxx + CyyCxx � Cyy2Cxy

1
A

0
BB@

e311e312e321e322
1
CCA = 1

4

0
BB@

Cxxx + CxyyCyyy + CxxyCxxx � 3CxyyCyyy � 3Cxxy
1
CCA

0
BBB@

e40e411e412e421e422
1
CCCA = 1

8

0
BBB@

Cxxxx + 2Cxxyy + Cyyyy4Cxxxx � 4Cyyyy4Cxxxy + 4CxyyyCxxxx � 6Cxxyy + Cyyyy4Cxxxy � 4Cxyyy
1
CCCA

...

(2.7)

Genauere Betrachtungen [See03a] zeigen drei verschiedene Arten von Eigenvariablen, dieman entsprechend der Zuordnung zu klassischen Variablen unterscheiden kann:
� einzelne, energieartige Eigenvariablen e�0, welche immer zum niedrigsten Eigenwertf�ur geradzahlige Ordnungen � auftreten. Diese Eigenvariablen sind symmetrischbez�uglich einer Vertauschung der Koordinatenachsen;
� paarweise 
ussartige Eigenwerte e�n1 und e�n2, welche stets paarweise zu ungerad-zahligen Ordnungen � auftreten und f�ur die die Eigenvariablen ebenfalls symme-trisch bez�uglich einer Vertauschung der Koordinatenachsen sind;
� paarweise spannungsartige Eigenwerte e�n1 und e�n2, die zu geradzahligen � auftre-ten und f�ur deren Eigenvariablen sowohl symmetrisches als auch antisymmetrischesVerhalten auftritt.

Schreibt man die Kumulantengleichungen in diesen Eigenvariablen der Produktions-terme, so kann man die Eigenvariablen niedrigster Ordnung als die Feldvariablen derklassischen Hydrodynamik identi�zieren [SH02]. Abbildung 2.1 verdeutlicht diese Zu-ordnung der Eigenvariablen e00 zur Dichte n, e1i zur Str�omungsgeschwindigkeit v, e20zur spezi�schen Energie ", e21i zum Spannungstensor � und e31i zum W�armestrom j. Da-zu ist keine Kenntnis "klassischer\ Modellierungen notwendig, denn es werden lediglichSysteme nahe dem Gleichgewicht betrachtet, f�ur die sich �uber den ersten Schritt einerMaxwell-Iteration aus dem erhaltenen Di�erentialgleichungsystem direkt die Navier--Stokes- bzw. Eulergleichungen ableiten lassen. Der Zusammenhang der Relaxationszei-ten mit den Transportkoe�zienten ergibt dabei die Motivation f�ur ein hyperbolischesEquivalent zum Navier-Stokes-Modell.Diese Herleitung des Bezugs zum Navier-Stokes-System �uber die Technik der Maxwell-Iteration kann benutzt werden, um Randbedingungen f�ur die Kumulanten zu konstru-ieren: Fasst man sich im Fluid aufbauende W�armestr�ome und Scherspannungen als Re-aktion auf Gradienten in den Eigenvariablen niedrigerer Ordnung auf, so kann manentsprechend der erhaltenen Beziehungen aus den Gradienten niedriger Ordnung dieRandwerte f�ur Eigenvariablen h�oherer Ordnung rekonstruieren (siehe Abschnitt 2.4.3).
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Abbildung 2.2: Eigenvariable f�ur die analytische und numerische BKW-L�osung mitnichtlinearen und linearisierten Produktionstermen. links: Zeitentwick-lung f�ur das Maxwell-Gas. rechts: zur Zeit t = 1 f�ur eine bin�are Mischungbei verschiedenen Massenverh�altnissen �.
2.4.1 Vergleich mit der analytischen Bobylev/Krook-Wu-L�osungF�ur den Fall einer r�aumlich homogenen Mischung kann die einzige bekannte, nichttri-viale, analytische L�osung der Boltzmann-Gleichung angegeben werden, die so genannteBobylev/Krook-Wu-L�osung [Bob75], [KW77]. Mit dieser lassen sich f�ur bestimmte An-fangsbedingungen explizite L�osungen der raumhomogenen Boltzmanngleichung durchelementare Funktionen angeben. In [SH04b] wurde diese L�osung auf den Kumulanten-Ansatz �ubertragen und so die entsprechenden analytischen L�osungen f�ur die Kumulan-ten bestimmt. Mittels einer Runge-Kutta-Integration 4. Ordnung wurde die numerischeL�osung f�ur die nichtlinearen und die in den Kumulanten linearisierten Produktionstermebestimmt und mit der analytischen L�osung verglichen. Durch die hohe Symmetrie derL�osung haben zwar mehrere Kumulanten h�oherer Ordnung eine nichttriviale Zeitent-wicklung, betrachtet man jedoch die Zeitentwicklung der Eigenvariablen bez�uglich derlinearisierten Produktionsterme, so sind nur die energieartigen Eigenwerte von Null ver-schieden. Es zeigt sich eine sehr gute �Ubereinstimmung mit der analytischen L�osung beiVerwendung der exakten, nicht-linearen Produktionsterme sowohl f�ur das einkomponen-tige Gas als auch f�ur eine bin�are Mischung �uber einen weiten Bereich unterschiedlichenMassenverh�altnisses der Spezies (siehe Abbildung 2.2). Bei Verwendung der nach denKumulanten linearisierten Produktionsterme sind jedoch f�ur Kumulanten h�oherer Ord-nung Abweichungen zu beobachten.
2.4.2 Couette-Str�omung mit adiabatischen R�andernIn den Vorarbeiten zur letzten Antragsperiode wurden die aus der kinetischen Theo-rie bekannten adiabatischen noslip-Randbedingungen f�ur den Kumulantenansatz her-geleitet: Bei adiabatischen noslip-Randbedingungen wird ein auf die Wand prallendes

wall
gas

n

Teilchen elastisch retro-re
ektiert, d. h. beide Geschwindigkeits-komponenten normal und tangential zur Wand werden negiert.Dadurch k�onnen Normal- und Scherspannungen zwischen Fluidund Wand entstehen und das Fluid hat am Rand die Wandge-schwindigkeit.
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Abbildung 2.3: Zeitentwicklung der Temperatur in der Mitte des Kanals f�ur die Couette-Str�omung mit adiabatischen Randbedingungen. links: Temperatur T f�urBGK- und Maxwell-Gas nach der Kumulantenmethode. rechts: Span-nungskomponente �xx (f�ur dieses Problem/ T ) als Ergebnis einer Monte-Carlo-Simulation und die exakte L�osung nach Truesdell [Cer00].
Aus diesen Annahmen folgen Symmetrieeigenschaften der Phasenraumdichte und damitauch der charakteristischen Funktion, aus welchen Randbedingungen an die Werte undGradienten f�ur die Kumulanten folgen [SH00], [See03a].Mit diesen adiabatischen noslip-Randbedingungen wurde das Problem der Couette-Str�omung simuliert [See03a] und mit Ergebnissen f�ur den 3D-Fall nach [Cer00] ver-glichen. Obwohl ein quantitativer Vergleich aufgrund unterschiedlicher Dimensionalit�atund Str�omungsverh�altnisse nicht sinnvoll m�oglich ist, zeigen die Ergebnisse (siehe Ab-bildung 2.3) eine gute qualitative �Ubereinstimmung der Ergebnisse nach der Kumulan-tenmethode, analytischer Ergebnisse der kinetischen Theorie und direkter Simulationdurch Molekulardynamik.
2.4.3 Thermische Randbedingungen
Ein wichtiges Ergebnis der Arbeiten in der letzten Antragsperiode sind Formulierun-gen von Randbedingungen [See03a], [SH04a] f�ur die Kumulantengleichungen, welcheeine Simulation station�arer Str�omungen mit dissipativen E�ekten erlauben. Zum einenthermische Randbedingungen, welche lediglich die Temperatur und Geschwindigkeit derWand in die Str�omung einpr�agen und zum anderen Navier-Stokes-Randbedingungen,bei denen W�armestrom und Impuls
uss am Rand konsistent zu den Gradienten derentsprechenden Kumulanten niedriger Ordnung berechnet werden. Bei den thermischen
t + dt

t

T, w

noslip-Randbedingungen werden Randpunkte im wesentlichen wieinnere Gitterpunkte behandelt: die Gradienten senkrecht zurWand werden durch einseitige Di�erenzen approximiert und dieWerte f�ur die Eigenvariablen e1i und e20 durch die Komponentender Wandgeschwindigkeit w bzw. aus der Wandtemperatur T be-rechnete Werte ersetzt. Anschlie�end erfolgt ein Update wie f�ureinen normalen Fluidknoten.
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Abbildung 2.4: Temperaturpro�l f�ur die Poiseulle-Str�omung. links: Kumulantenmetho-de (N� = 3, f�ur BGK- und Maxwell-Gas) rechts: Molekulardynamik-Simulation (Punkte) und analytische Ergebnisse (Linie) nach [HMM99]
Bei den Navier-Stokes Randbedingungen werden zun�achst f�ur den Randknoten und denbenachbarten Fluidknoten die Eigenvariablen bez�uglich der Produktionsterme bestimmt.

t

t + dt

j, σ

∂xε, ∂xv

T, w

F�ur die der Str�omungsgeschwindigkeit und spezi�sche Energieentsprechenden Eigenvariablen e1i und e20 des Randkno-tens werden die Wandgeschwindigkeit w und die aus derWandtemperatur T berechnete spezi�schen Energie ange-nommen. �Uber einseitige Di�erenzenquotienten zum Fluid-knoten werden die Gradienten in den Eigenvariablen be-rechnet und nach den aus der Maxwell-Iteration erhaltenenBeziehungen die den Spannungen � und dem W�armestrom j entsprechenden Eigenva-riablen e21i und e31i bestimmt. Durch R�ucktransformation erh�alt man die neuen Wertef�ur die Kumulanten am Randknoten.Anhand von Couette- und Poiseulle-Str�omungen wurden diese thermischen Randbe-dingungen f�ur verschiedene Gasmodelle untersucht [See03a] und es zeigt sich, dass f�urbeide die wesentlichen Eigenschaften (lineares bzw. parabolisches Pro�l der Str�omungs-geschwindigkeit, dissipative E�ekte im Innern und W�armetransport zu den W�anden)qualitativ richtig wiedergegeben werden. Allerdings konnten bestimmte, f�ur Str�omun-gen verd�unnter Gase typische qualitative Eigenschaften nur mit der einen oder anderenArt Randbedingungen beobachtet werden. Trotzdem wird mit diesen Randbedingungenein direkter Vergleich der Implementation der Kumulantenmethode mit den in den A-Teilprojekten verwendeten Verfahren m�oglich, welcher jedoch zum gegenw�artigen Zeit-punkt noch nicht vollst�andig abgeschlossen ist.
2.4.4 Poiseulle-Str�omung

a

T T

F�ur die durch eine konstante externe Kraft angetriebene Kanal-str�omung sagen Modelle basierend auf der kinetischen Theorie einlokales Minimum im Temperaturpro�l quer zur Str�omungsrichtungvoraus (siehe Abbildung 2.4).Dieser qualitative Unterschied zum Navier-Stokes-Modell tritt bereits f�ur laminare Str�o-mungen mit niedrigen Reynolds- und Machzahlen sowohl bei einer direkten Molekular-dynamik-Simulation [MBG97] als auch bei einer st�orungstheoretischen Betrachtung der
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Boltzmann-Gleichung mit BGK-Wechselwirkungsterm [TS94] und Momentenmethoden[HMM99] auf. Diese qualitative Eigenschaft ist auch bei Antrieb der Kanalstr�omungdurch einen Druckgradienten vorhanden, obwohl hierbei eine bessere �Ubereinstimmungmit Navier-Stokes zu beobachten ist [ZGA03]. Auch bei Modellierung durch die Kumu-lantenmethode wird dieses lokale Temperaturminimum reproduziert [See03a], allerdingsnur bei Verwendung der Navier-Stokes-Randbedingungen. F�ur die thermischen noslip-Randbedingungen wird �ahnlich zu Navier-Stokes ein Maximum im Temperaturpro�lbeobachtet.
2.4.5 Couette-Str�omung

w

w

T

T

Auch f�ur die laminare Scherstr�omung eines verd�unnten Gases zwi-schen zwei unendlich ausgedehnten Platten, welche sich entgegen-gesetzt mit der Geschwindigkeit w bewegen, werden verschiedeneEigenschaften der Str�omung verd�unnter Gase durch das Navier-Stokes-Modell falsch wiedergegeben.Zum einen ist das Pro�l der x-Komponente der Geschwindigkeit sogar f�ur die lineari-sierte Boltzmanngleichung keine exakt lineare Funktion mehr [Wil62], zum anderen trittein nicht verschwindender W�armestrom in Str�omungsrichtung auf, obwohl kein Tempe-raturgradient in dieser Richtung vorhanden ist. Auch diese durch Navier-Stokes nichtbeschriebene qualitative Eigenschaft wird durch direkte numerische Simulation [RC97],Momentenmethoden [TS95] und die kinetische Theorie [CC70] vorhergesagt. Abbildung2.5 zeigt die Ergebnisse einer Molekulardynamik-Simulation f�ur ein stark verd�unntes Gasund einer Simulation mit der Kumulantenmethode [See03a]. Diese reproduziert die qua-litative Eigenschaft etwa gleich starker W�armestromkomponenten, die Ausbildung einerRandschicht ist jedoch nicht zu beobachten, wobei o�en ist, ob dies an den verwende-ten Randbedingungen oder der kleineren Knudsen-Zahl liegt. Interessanterweise werdenetwa gleich starke W�armestr�ome in x und y-Richtung bei Simulation mit der Kumulan-tenmethode nur mit thermischen noslip-Randbedingungen beobachtet. Bei Navier-StokesRandbedingungen ist der W�armestrom quer zur Str�omung um Gr�o�enordnungen st�arker[See03a], das W�armestrompro�l entspricht also eher dem Navier-Stokes-Modell.
2.4.6 Stabilit�at/Hyperbolizit�atsbereichF�ur starke externe Kr�afte (Poiseulle) bzw. hohe Wandgeschwindigkeiten (Couette) tretennumerische Instabilit�aten der verwendeten Verfahren auf. Ausgehend von der Beobach-tung, dass diese sich von den R�andern aus in das Str�omungsgebiet hinein ausbreiten,wurden Untersuchungen zum Hyperbolizit�atsbereich der Kumulanten-Gleichungen biszu hohen Ordnungen angestellt [See03a]. Dazu wurde das Eigenwertspektrum der Kom-ponenten des Advektionstensors bei Variation der Eigenvariablen bez�uglich der in denKumulanten linearisierten Produktionsterme betrachtet. Ein charakteristisches Spek-trum ist in Abbildung 2.6 dargestellt. F�ur dieses wurde die der W�armestromkompo-nente jx entsprechende Eigenvariable e311 variiert und f�ur alle anderen EigenvariablenGleichgewichtswerte angenommen.Die Form der Spektren im Vergleich mit dem entsprechenden Pro�l aus der Str�omungs-simulation (siehe Abbildung 2.6) l�asst darauf schlie�en, dass diese Instabilit�aten durchzu hohe W�arme
�usse hervorgerufen werden. Dies kann zum einen dadurch bedingt sein,
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Abbildung 2.5: W�armestrompro�l (quer zur Str�omung) f�ur die Couette-Str�omung.
links: Kumulantenmethode f�ur BGK- und Maxwell-Gas (kleine Sym-bole) mit thermischen Randbedingungen, rechts: Molekulardynamik-Simulation mit thermischen noslip-Randbedingungen (nach kin. Theo-rie) [CR96].
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Abbildung 2.6: Imagin�arteil der Eigenwerte der x-Komponente des Advektionstensors.
links: Variation der W�armestromkomponente jx (entspricht e311). rechts:Querschnitt �uber eine Couette-Str�omung mit starker Scherung f�ur BGK-Gas (Kreise) und Maxwell-Gas (Punkte).

dass die Randbedingungen f�ur solch starke Nichtgleichgewichtszust�ande nicht geeignetsind (die Navier-Stokes-Beziehungen wurden unter der Annahme von Zust�anden nahedem Gleichgewicht erhalten) oder die Ordnung der Kumulantengleichungen zu niedrigist. Dies muss in weitergehenden Arbeiten gekl�art werden.
2.4.7 E�ziente DiskretisierungIn den parallel dazu durchgef�uhrten Arbeiten zur Anwendbarkeit e�zienter, d.h. ad-aptiver Diskretisierungsstrategien f�ur die Kumulantengleichungen zeigte sich [See03a],dass sich eine wesentliche Voraussetzung f�ur die Anwendbarkeit moderner Verfahren mitdem bisherigen, nichtlinearem Ansatz f�ur die charakteristische Funktion nur schwierigerreichen l�asst. Hauptproblem ist dabei die analytische Formulierung einer Entropie-
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dichte, mittels derer eine symmetrische Form der Gleichungen konstruiert werden kann,f�ur die sich die aus dem H-Theorem ableitbaren fundamentalen Stabilit�atseigenschaf-ten auf die diskrete L�osung �ubertragen. Im Rahmen dieser noch andauernden Arbeitenkonnte gezeigt werden [See03a], dass Momenten- und Kumulantenmethoden als einespezielle Form der Methode der gewichteten Residuen (WRM) zur Diskretisierung derBoltzmann-Gleichung aufgefasst werden k�onnen. Allerdings gehen viele Eigenschaftender WRM dadurch verloren, dass f�ur die Momenten-/Kumulantenmethoden nichtlinea-re Ansatzfunktionen f�ur die L�osung verwendet werden m�ussen. Vorbetrachtungen zei-gen, dass bei geeigneter Wahl der Ansatzfunktionen f�ur die charakteristische Funktioneine analytische Form f�ur die Entropiedichte und damit nach der Kumulantenmetho-de symmetrische Gleichungen angegeben werden k�onnen, die unter Beibehaltung derStabilit�atseigenschaften diskretisierbar sind.
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2.5 O�ene Fragen / Ausblick
In der letzten Bewilligungsphase ist eine verbesserte Implementierung eines Programm-systems zur L�osung der Kumulantengleichungen erfolgt. Die Validierung der Metho-de anhand komplizierterer Testprobleme zeigt die grunds�atzliche Anwendbarkeit derKumulanten-Methode, wirft aber auch neue Fragestellungen auf, die wir weiter untersu-chen wollen.Hauptziele f�ur den abschlie�enden Bewilligungszeitraum sind daher zum einen die An-wendung einer aus der Kumulantenmethode abgeleiteten Gewichtete-Residuen-Formu-lierung der Herleitung der Kumulantengleichungen und zum anderen die Herleitung ther-modynamisch korrekt gestellter Randbedingungen, die parallel zueinander bearbeitetwerden sollen.Zun�achst soll ausgehend von den bisherigen Arbeiten zum Hyperbolizit�atsbereich derL�osung untersucht werden, inwieweit die an den R�andern auftretenden Phasenraum-dichten durch den Kumulantenansatz richtig approximiert werden k�onnen. Dabei solluntersucht werden, wie sich aus der kinetischen Theorie bekannte Fomulierungen f�urRandbedingungen an die Phasenraumdichte auf die f�ur die Ableitung der Kumulanten-gleichungen ben�otigte charakteristische Funktion �ubertragen lassen. Diese Untersuchun-gen haben zum Ziel, Randbedingungen aus der mikroskopischen Beschreibung heraussystematisch und theoretisch fundiert ableiten zu k�onnen. Auf der anderen Seite lassensich auch aus dem thermodynamischen Verst�andnis geschlossener bzw. o�ener thermo-dynamischer Systeme Randbedingungen in Form von Extremalprinzipien ableiten. Diesestellen eine alternative \makroskopische" Formulierung dar, welche jedoch eng an einepraktisch benutzbare Formulierung der entsprechenden Gr�o�en (z. B. Entropiedichte)gekn�upft ist. Die Untersuchungen zu dieser Herangehensweise und ihrer Anwendbarkeitauf die Kumulantengleichungen sind eng mit den Arbeiten zur Formulierung m�oglicherEntropiefunktionale verkn�upft und sollen deshalb parallel verfolgt werden.Gleichzeitig soll die Anwendung moderner numerischer Methoden auf die L�osung derraum-inhomogenen Kumulanten-Gleichungen weiter vorangetrieben werden. Es ist be-kannt, dass bei Angabe einer Entropiedichte als Funktion der Ansatzparameter die Glei-chungen symmetrisiert und damit unter �Ubertragung der grundlegenden Stabilit�atsei-genschaften auf die numerische L�osung diskretisiert werden k�onnen. F�ur Formulierungenbasierend auf einem Ansatz f�ur die charakteristische Funktion sind Entropie-Funktionalebisher in der Literatur jedoch nicht bekannt.Um eine weitergehende Validierung der Kumulantenmethode und ihrer weiterentwickel-ten Formulierung anhand komplizierter Anwendungsprobleme zu erm�oglichen, soll inFortf�uhrung der zur Zeit noch andauernden Arbeiten f�ur 1D Modellgleichungen ein ent-sprechendes Programmsystem f�ur den 2D-Fall f�ur Parallelrechner implementiert werden.Die symmetrische Konstruktion der Gleichungen w�urde zum einen eine stabile Diskreti-sierung unter Verwendung adaptiver Techniken, als auch die gew�unschte Anpassung derDetailliertheit des physikalischen Modells erm�oglichen.Zusammen mit den Ergebnissen aus den Untersuchungen zu m�oglichen Randbedingun-gen k�onnen so kompliziertere Anwendungs-Probleme gel�ost werden, anhand derer dieAnwendbarkeit dieser Herangehensweise weiter �uberpr�uft werden soll. Je nach Fortschrittder Arbeiten k�onnten dabei zusammen mit anderen Forschergruppen folgende Probleme
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untersucht werden, z. B. um (I) Aussagen f�ur die Anwendbarkeit mikro- und makrosko-pisch motivierter Randbedingungen durch Vergleich mit Molekulardynamiksimulatio-nen, Discrete-Velocity-Verfahren und den in den A-Teilprojekten verwendeten Navier-Stokes-Formulierungen zu erhalten; (II) die Genauigkeit von L�osungen der raumhomoge-nen Boltzmanngleichung durch Kumulantengleichungen hoher Ordnung mit etablierten,deterministischen und stochastischen L�osungsmethoden zu testen und (III) Simulationenturbulenter Str�omungen mit periodischen Randbedingungen und Gleichungen niedrigerOrdnung mit den Ergebnissen f�ur Lattice-Boltzmann-Methoden zu vergleichen.
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