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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Gegenstand dieses Teilprojektes ist die computergest�utzte Untersuchung des durch Un-
ordnung induzierten Metall-Isolator-�Ubergangs in ungeordneten und amorphen Mate-
rialien. Das Auftreten des Phasen�ubergangs und das kritische Verhalten in seiner N�ahe
wird durch h�ochst pr�azise numerische Methoden analysiert und charakterisiert. Es wur-
den die folgenden physikalischen Fragestellungen untersucht: �Andert sich das universelle
Verhalten f�ur ungeordnete Systeme, wenn man das zu Grunde liegende Anderson-Modell
der Lokalisierung ver�andert? Haben �Anderungen der Topologie des zu Grunde liegen-
den Gitters einen Ein
uss? Gibt es Abweichungen von den universellen Vorhersagen
der Theorie der Zufallsmatrizen, wenn man sich dem Phasen�ubergang n�ahert? Wie
wirkt sich Vielteilchenwechselwirkung zwischen den elektronischen Zust�anden auf die
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Lokalisierungseigenschaften in ungeordneten Systemen aus? Wie lassen sich thermische
und andere Transportgr�o�en im Anderson-Modell numerisch berechnen? L�asst sich der
Lokalisierungs-Delokalisierungs-�Ubergang beim ganzzahligen Quanten-Hall-E�ekt mit
den von uns beim Anderson-�Ubergang benutzten Methoden beschreiben?
Die numerische Charakterisierung der elektronischen Zust�ande geschieht durch Bestim-
mung der Lokalisierungsl�angen und des kritischen Exponenten durch die Transfer-Matrix-
Methode mit anschlie�endem \�nite-size-scaling", durch Untersuchungen des multifrak-
talen und statistischen Verhaltens der Wellenfunktionsamplituden sowie durch Analyse
der Energieniveaustatistiken, wof�ur die Eigenwerte und Eigenzust�ande mit dem Lanczos-
Algorithmus bestimmt werden. Der Ein
uss der Wechselwirkung wird ebenfalls mit ex-
akten Diagonalisierungsverfahren, aber auch mit einer speziellen Dezimationsmethode
und mit Renormierungsgruppen-Methoden behandelt. Der Renormierungsgruppenan-
satz wird auch bei der Beschreibung des Quanten-Hall-E�ektes benutzt. Die direkte
Berechnung der thermischen Transportgr�o�en geschieht mit Hilfe der linearen Antwort-
Theorie.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

2.3.1 Teilaufgabe \Test und Entwicklung von Algorithmen"

Wie wir bereits in der vergangenen F�orderperiode gezeigt hatten, l�asst sich der Hamilton-
Operator des Anderson-Modells der Lokalisierung sehr e�ektiv durch den Lanczos-Al-
gorithmus in der Cullum-Willoughby-Implementation diagonalisieren. Obwohl verschie-
dene andere Algorithmen getestet wurden, hat sich der Lanczos-Algorithmus bisher als
die beste zur Verf�ugung stehende Methode bew�ahrt. F�ur wechselwirkende Elektronen
mussten aufw�andigere Algorithmen entwickelt werden.

2.3.2 Teilaufgabe \Anisotrope Systeme und Schichtsysteme"

Im Anderson-Modell wird den Transferintegralen, die das H�upfen der Elektronen zwi-
schen benachbarten Gitterpl�atzen beschreiben, �ublicherweise ein konstanter Wert zuge-
wiesen. Die Abweichung vom kristallinen, perfekt geordneten System wird dann durch
die zuf�allige Wahl der potentiellen Energien an den Gitterpl�atzen modelliert. Im Rah-
men dieser Teilaufgabe haben wir die Frage untersucht, inwieweit sich die Lokalisie-
rungseigenschaften �andern, wenn wir andere physikalisch mindestens genauso relevante
Arten von Unordnung oder St�orungen der Transferintegrale im System ber�ucksichti-
gen. Dabei wurden zun�achst anisotrope periodische Systeme untersucht, bei denen die
Transferintegrale in einer oder in zwei Richtungen wesentlich kleiner als in den verblei-
benden Richtungen gew�ahlt werden. Dadurch werden schwach gekoppelte Ebenen bzw.
schwach gekoppelte Ketten simuliert. Dies ist von experimenteller Relevanz, da eine Rei-
he von Messungen zum kritischen Verhalten uniachsiale Druckver�anderung nutzten, was
anisotropen �Anderungen der Transferintegrale entspricht. Interessant ist hierbei unter
anderem die Frage, ob durch gen�ugend schwache Kopplung zwischen den Ebenen ein
quasi-zweidimensionales Verhalten erreicht werden kann. Dies ist von besonderer Rele-
vanz, um den Phasen�ubergang zu beschreiben, der experimentell in zweidimensionalen
Systemen gefunden wurde. In diesem Zusammenhang stellt sich nat�urlich auch die Frage,
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ob ein derartiger Phasen�ubergang im Anderson-Modell beobachtet werden kann, wenn
man Schichtstrukturen endlicher Dicke simuliert.

2.3.3 Teilaufgabe \Nichtdiagonale Unordnung"

Das Anderson-Modell mit zuf�allig gew�ahlten Transferintegralen modelliert sehr gut die
unterschiedlichen H�upfraten auf Grund variabler Atomabst�ande in amorphen Substan-
zen. Im entsprechenden zweidimensionalen Modell ohne Potentialunordnung ist die Lo-
kalisierungsl�ange der elektronischen Zust�ande im thermodynamischen Limes wesentlich
gr�o�er als im Fall reiner Potentialunordnung. In der Mitte des Bandes divergiert die
Lokalisierungsl�ange sogar, es ergibt sich ein kritischer Zustand, der jedoch bereits durch
kleine zus�atzliche Potentialunordnung lokalisiert wird.

2.3.4 Teilaufgabe \Topologische Unordnung"

Quasiperiodische Systeme stehen gewisserma�en zwischen geordneten Kristallen und
ungeordneten Strukturen, da sie deterministisch aufgebaut sind, aber keine Translati-
onsinvarianz zeigen. Diese topologische Unordnung hat Ein
uss auf die Lokalisierungsei-
genschaften der elektronischen Zust�ande, beispielsweise treten an den Bandkanten ver-
gleichsweise ausgedehnte Zust�ande auf, w�ahrend in der Bandmitte extrem lokalisierte
Zust�ande gefunden werden. Die Energieniveaustatistik von zweidimensionalen quasipe-
riodischen Systemen zeigt bereits kritisches Verhalten, ohne dass Potentialunordnung
eingef�uhrt werden muss.

2.3.5 Teilaufgabe \Wechselwirkende Systeme"

Der in zweidimensionalen Elektronensystemen mit hoher Ladungstr�agerbeweglichkeit
experimentell gefundene Metall-Isolator-�Ubergang wird vermutlich durch die Coulomb-
Wechselwirkung induziert, denn eine einfache Absch�atzung der relevanten Energieska-
len ergibt bereits, dass die charakteristische Coulomb-Energie wesentlich gr�o�er als die
Fermi-Energie ist. Die Frage, ob die Coulomb-Wechselwirkung zwischen zwei Elektro-
nen zu einer Vergr�o�erung der Lokalisierungsl�ange f�uhrt und damit m�oglicherweise in
zweidimensionalen Systemen ein Metall-Isolator-�Ubergang auftritt, ist in der Vergangen-
heit kontrovers diskutiert worden. Interessant sind in diesem Zusammenhang auch eini-
ge quasiperiodische Systeme, bei denen ein Metall-Isolator-�Ubergang bereits f�ur nicht-
wechselwirkende Elektronen auf eindimensionalen Strukturen auftritt.
F�ur sehr gro�e Systeme, insbesondere im thermodynamischen Grenzfall, erscheint jedoch
die Untersuchung von zwei wechselwirkenden Teilchen uninteressant, vielmehr stellt sich
die Frage, wie sich eine gro�e Zahl wechselwirkender Teilchen verh�alt. Da die Anzahl der
Vielteilchenzust�ande in derartigen Systemen allerdings mit der Zahl der betrachteten
Teilchen stark anw�achst, ist die Gr�o�e der Systeme, die numerisch behandelt werden
k�onnen, stark eingeschr�ankt.

2.3.6 Teilaufgabe \Transporteigenschaften"

Die Thermokraft ist ein Beispiel einer Transportgr�o�e, deren Verhalten am Anderson-
�Ubergang noch nicht gut verstanden ist, obwohl zahlreiche experimentelle Resultate
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vorliegen. Die Temperaturabh�angigkeit der Thermokraft kann ebenso wie die Tempera-
turabh�angigkeit der Leitf�ahigkeit im Rahmen der linearen Antwort-Theorie beschrieben
werden.
F�ur eindimensionale Strukturen kann man Transporteigenschaften leicht mit Hilfe der
Transmissionswahrscheinlichkeit iterativ bestimmen. Dies haben wir f�ur den Magneto-
transport eines mesoskopischen Systems von in einer Kette angeordneten Ringstrukturen
benutzt.

2.3.7 Teilaufgabe \Quanten-Hall-E�ekt"

Der unordnungsgetriebene Lokalisierungs-Delokalisierungs-�Ubergang beim quantisierten
ganzzahligen Hall-E�ekt kann durch das Netzwerkmodell von Chalker und Codding-
ton simuliert werden. Mit Hilfe eines Renormierungsgruppenansatzes berechnen wir die
Statistik von Transmissionsamplituden. Die Motivation der Untersuchung basiert auf
experimentellen Arbeiten, in denen Abweichungen vom erwarteten Skalenverhalten ge-
funden wurden. Insbesondere stellt sich die Frage, ob derartige Abweichungen durch
makroskopische Inhomogenit�aten innerhalb der Probe hervorgerufen werden.

2.3.8 Teilaufgabe \Statistik der Wellenfunktionen von seltenen

Zust�anden"

Die Verteilung der Wellenfunktionsamplituden im metallischen Bereich des Anderson-
Modells ist n�aherungsweise durch die Porter-Thomas-Verteilung gegeben. Sie folgt aus
der Annahme, dass die Quantenlokalisierung, die mit wachsender Unordnung schlie�lich
zum Phasen�ubergang f�uhrt, vernachl�assigbar ist. F�ur endliche Werte des Unordnungs-
parameters gibt es nat�urlich Abweichungen von der Porter-Thomas-Verteilung auch im
metallischen Bereich. Au�erdem treten so genannte anormale Zust�ande auf, die Loka-
lisierung zeigen und sich stark von den typischen ausgedehnten Wellenfunktionen un-
terscheiden. Sie verursachen gro�e relative Abweichungen in den Ausl�aufern der Vertei-
lungsfunktionen. Das Ziel unserer entsprechenden Untersuchungen ist es, durch Vergleich
der numerischen Daten mit analytischen Vorhersagen die mikroskopische Elektronenbe-
wegung in ungeordneten Metallen besser zu verstehen. Die analytischen Vorhersagen be-
ruhen auf dem nicht-linearen Sigma-Modell, das den Elektronentransport semiklassisch
beschreibt, wobei sich die Elektronen lokal di�usiv bewegen, aber der Quantenlokalisie-
rung unterliegen.

2.4 Ergebnisse

2.4.1 Teilaufgabe \Test und Entwicklung von Algorithmen"

Wir f�uhrten noch einige abschlie�ende Arbeiten zur Parallelisierung durch [CMRS01,
CMRS02, cmrs01, s02c, skc+02]. Untersuchungen von Mehrgitterverfahren zeigten er-
neut, dass eine derartige iterative Herangehensweise mit den derzeit vorhandenen Gl�at-
tungsverfahren keinen e�zienten Ersatz f�ur den Lanczos-Algorithmus erm�oglicht. Zur
Beschreibung von Vielteilchensystemen mit Wechselwirkung ist ein Diagonalisierungs-
verfahren entwickelt worden [SV03], das nur eine Teilmenge der energetisch g�unstigsten
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Zust�ande ber�ucksichtigt, aber die Wechselwirkung zwischen diesen Zust�anden dann ex-
akt enth�alt.
Eine neuartige Transfer-Matrix-Methode, bei der die Konvergenz durch vielfaches Be-
trachten desselben ungeordneten quasieindimensionalen Systems ereicht wird, haben wir
entwickelt, um langreichweitig korrelierte Unordnungspotentiale im Anderson-Modell
verwenden zu k�onnen [NRS04, nrs03a]. Auf diese Weise ist es m�oglich geworden, die
Abh�angigkeit des kritischen Exponenten von der Potenz, mit der die Korrelationsst�arke
des Potentials abf�allt, zu bestimmen. Es zeigt sich, dass f�ur feste Unordnung ein kriti-
scher Wert dieser Potenz existiert, oberhalb dessen der kritische Exponent dem des Mo-
dells mit unkorrelierter Unordnung entspricht, was mit dem erweiterten Harris-Kriterium
�ubereinstimmt [nrs03b, nrs04a].
Die �ublicherweise verwendete Transfer-Matrix-Methode haben wir andererseits erwei-
tert auf ein dreidimensionales Anderson-Modell mit zwei B�andern, wobei ein bin�ares
Unordnungspotential benutzt wurde, um mit experimentellen Ergebnissen f�ur amorphe
metallische Legierungen vergleichen zu k�onnen [PRS03].
Einen �Uberblick auch �uber die methodischen Aspekte geben die �Ubersichtsartikel [RS03,
SM02].

2.4.2 Teilaufgabe \Anisotrope Systeme und Schichtsysteme"

Bei den Untersuchungen des Metall-Isolator-�Ubergangs im Anderson-Modell der Lokali-
sierung mit anisotropen Transferintegralen wurde in allen F�allen die G�ultigkeit der Ein-
parameterskalenhypothese best�atigt. Die Abh�angigkeit der Mobilit�atskante von der Ani-
sotropie wurde bestimmt [MRS01, smr01, sr02, s02b]. Dabei wurden neben der Niveau-
Abstandsverteilung auch die Varianz, die die globale spektrale Steifheit misst, und deren
Ableitung zur Beschreibung des Phasen�ubergangs und zur Bestimmung der kritischen
Exponenten eingesetzt [NRS02, NRS03, nrs01, nrs02].
Schichtstrukturen unterschiedlicher Dicke wurden mit Hilfe der Transfer-Matrix-Methode
untersucht [SK01, SK02, SK04]. Dabei wurde bereits f�ur relativ d�unne Schichten ein
Metall-Isolator-�Ubergang gefunden.

2.4.3 Teilaufgabe \Nichtdiagonale Unordnung"

F�ur das Anderson-Modell mit zuf�allig gew�ahlten Transferintegralen wurden die Zu-
standsdichte und die multifraktalen Eigenschaften der Eigenzust�ande auf zweidimen-
sionalen Quadratgittern berechnet [ers02a]. Dabei wurde auch der Spezialfall eines bi-
partiten Systems analysiert, der in die so genannte chirale Universalit�atsklasse f�allt
[ERS01a]. Durch Skalierung der Zustandsdichte in der Bandmitte wurde die Bestim-
mung des kritischen Exponenten in einem Modell mit zuf�alligem magnetischem Fluss
vorgenommen [Cer01], was die bisher einzige quantitative Absch�atzung der Divergenz
der Lokalisierungsl�ange in der Bandmitte f�ur dieses Modell ist. Eine Skalierung der Lo-
kalisierungsl�angen f�uhrte dabei nicht zu einer genaueren Bestimmung des Wertes des
Exponenten, da die Lokalisierungsl�angen sehr gro� werden. Trotzdem konnte das Pha-
sendiagramm des Modells in zwei Dimensionen bestimmt werden [Cer01].
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2.4.4 Teilaufgabe \Topologische Unordnung"

Die Energiespektren und Eigenzust�ande von quasiperiodischen Systemen wurden mit
Hilfe der Multifraktalanalyse und der Energieniveaustatistik beschrieben [s01c], wodurch
sich die universellen Eigenschaften der Spektren nachweisen lie�en [GS03, gs03]. In drei-
dimensionalen Systemen deuten erste Rechnungen zur Propagation von Wellenpaketen
[CGS04, cgs03, cgs04, s01b] m�oglicherweise auf eine Mobilit�atskante hin.

2.4.5 Teilaufgabe \Wechselwirkende Systeme"

F�ur das Problem von zwei wechselwirkenden Teilchen in einem Zufallspotential auf einer
linearen Kette haben wir die Dezimationsmethode benutzt. Wir konnten zeigen, dass ei-
ne wechselwirkungsinduzierte Vergr�o�erung der Lokalisierungsl�angen auftritt, dass die
St�arke der Delokalisierung jedoch weniger dramatisch ist als in analytischen Absch�atzun-
gen vermutet [s02a]. Die numerisch sehr anspruchsvolle Erweiterung dieser Arbeiten
auf zweidimensionale Systeme zeigte eine vollst�andige Delokalisierung der Zweiteilchen-
Lokalisierungsl�angen f�ur bestimmte Zust�ande [RSV01, rsv01].
Auch in quasiperiodischen Systemen, die einen Metall-Isolator-�Ubergang schon in einer
Dimension aufweisen, wie die Aubry-Andre-Kette, haben wir die Lokalisierungseigen-
schaften mit Hilfe der Dezimationsmethode untersucht [ERS01b, ERS02, ers02b, ers03,
srs02]. Eine �Anderung des kritischen Verhaltens wurde dabei nicht beobachtet. Dies gilt
auch f�ur entsprechende Untersuchungen mit Hilfe eines Dichtematrix-Renormierungs-
gruppen-Ansatzes, mit dem es m�oglich ist, eine endliche Dichte von wechselwirkenden
Teilchen zu beschreiben [SRS02, SRS03, erss01].
Ein anderer Zugang zur Beschreibung der Lokalisierung von wechselwirkenden Viel-
teilchensystemen, der in der vergangenen F�orderperiode im Rahmen des nicht weiter-
gef�uhrten Teilprojektes C2 entwickelt worden war, beruht auf der exakten Berechnung
der niederenergetischen Vielteilchenzust�ande [EKS+01, VS01, svm01]. Die bisherigen
Untersuchungen zum Quanten-Coulomb-Glas [mrs01], bei dem die Wechselwirkung sehr
vieler Elektronen untereinander mit Unordnung konkurriert, wurden auf Systeme mit
Ber�ucksichtigung des Spins ausgedehnt [VS01]. Dabei wurden auch die Transporteigen-
schaften bestimmt [EKS+01]. Es hat sich gezeigt, dass im stark lokalisierten Bereich
die Wechselwirkungen zur Erh�ohung der Leitf�ahigkeit f�uhren, wogegen sie f�ur schwache
Unordnung die Leitf�ahigkeit verringern. Diese Methode wurde nun auch f�ur die Be-
schreibung von mehreren wechselwirkenden Elektronen in Quantenpunkten eingesetzt
[SSV01a, SSV01b, SSV01c, s01a, ssv01, svs01].

2.4.6 Teilaufgabe \Transporteigenschaften"

Mit Hilfe der Greensfunktionsmethode konnten wir die thermoelektrischen Transport-
eigenschaften von amorphen Systemen in der N�ahe des Metall-Isolator-�Ubergangs un-
tersuchen und deren kritisches Verhalten beschreiben [VRSM01, crms04, vrsm01a]. Alle
kinetischen Koe�zienten der linearen Antwort-Theorie lassen sich durch eine rekursive
Formulierung der Methode berechnen [VRSM01, rsvm01, vrsm01b, vrsm02].
Ein anderer Zugang wurde benutzt, um Magnetotransport auf mesoskopischen Struktu-
ren zu beschreiben, wobei der Transmissionskoe�zient berechnet wurde [CRS03, crs02,
crs03].
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2.4.7 Teilaufgabe \Quanten-Hall-E�ekt"

Der Phasen�ubergang beim ganzzahligen quantisierten Hall-E�ekt wurde f�ur ein lang-
reichweitig korreliertes Unordnungspotential beschrieben [CRSR01, crrs01, crs01]. Zur
Charakterisierung des �Ubergangs wurde auch die Energieniveaustatistik benutzt [crrs02,
crrs03a, crsr02]. Dabei wurde wieder ein Renormierungsgruppenansatz verwendet [crsr03,
crs04, crrs03b].

2.4.8 Teilaufgabe \Statistik der Wellenfunktionen von seltenen

Zust�anden"

Wir haben die Verteilung von Wellenfunktionsamplituden im Anderson-Modell unter-
sucht [UMS01]. Dabei wurden auch Korrekturen zu den aus der Zufallsmatrizentheorie
gewonnenen Resultaten ber�ucksichtigt. Insbesondere wurde der G�ultigkeitsbereich von
st�orungstheoretischen Korrekturen analysiert [URS02]. In ihren Ausl�aufern kann die
Verteilung der Intensit�aten der Eigenzust�ande in quasieindimensionalen Systemen gut
durch die Zufallsmatrizentheorie mit den erw�ahnten Korrekturen wiedergegeben werden,
in zweidimensionalen Systemen stimmt die Verteilung mit Ergebnissen der Methode op-
timaler Fluktuationen �uberein [ums01]. F�ur dreidimensionale Systeme zeigen numerische
Untersuchungen ebenfalls die G�ultigkeit der Methode optimaler Fluktuationen [NC02],
obwohl nur kleine Systemgr�o�en im metallischen Bereich untersucht wurden.
Die r�aumliche Struktur der anormalen lokalisierten Zust�ande gro�er dreidimensionaler
Systeme wurde ebenfalls numerisch bestimmt [UMS02, umrs01, rusm01], dabei wurden
insbesondere die Intensit�aten au�erhalb des anormalen Bereiches untersucht und mit
analytischen Resultaten verglichen. Es zeigt sich, dass der Ein
uss von ballistischen Ef-
fekten auf die statistischen Eigenschaften der Wellenfunktionen in quasieindimensionalen
Systemen wichtig sein kann [UMS01].
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2.5 O�ene Fragen / Ausblick

Die bisherigen Untersuchungen sollen fortgesetzt und erweitert werden. In zweidimen-
sionalen und quasizweidimensionalen Systemen soll das Wechselspiel zwischen der Topo-
logie des Gitters, der Schichtdicke und der Anisotropie genauer analysiert werden, dabei
sollen insbesondere auch Systeme mit einem Magnetfeld parallel zu den Schichten be-
schrieben werden. Die bisherigen Untersuchungen zu Schichten endlicher Dicke kommen
wahrscheinlich zu falschen Ergebnissen, da die f�ur das \�nite-size-scaling" benutzten
Rohdaten wahrscheinlich nicht konvergiert waren, bzw. viel zu kleine Systeme berechnet
wurden. Andere topologische Strukturen, beispielsweise das Modell eines Netzwerkes f�ur
eine \kleine Welt", in dem ein bestimmter Anteil der Transferintegrale zwischen den
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n�achsten Nachbarn durch langreichweitige Transferterme zu zuf�allig ausgew�ahlten Git-
terpl�atzen ersetzt wird, sollen in Zukunft ebenfalls betrachtet werden. Mit wachsender
Zahl derartig langreichweitiger Verbindungen im Netzwerk ist eine wachsende Deloka-
lisierung der Eigenzust�ande zu erwarten, so dass das System m�oglicherweise in einen
Phasen�ubergang getrieben werden kann. Genauere numerische Untersuchungen f�ur die
verschiedenen Varianten des Anderson-Modells sind geplant f�ur die Energieniveausta-
tistik an der Mobilit�atskante und deren Abh�angigkeit von der Verteilung der zuf�allig
gew�ahlten Matrixelemente.
Eine genauere Analyse der Umst�ande, die zum Auftreten der anormalen lokalisierten
Zust�ande erforderlich sind, soll zu einer besseren quantitativen Beschreibung f�uhren,
so dass ein Vergleich mit verschiedenen analytischen Resultaten m�oglich wird. F�ur die
Charakterisierung der Transporteigenschaften sollen die di�usiven Eigenschaften bei der
Dynamik von Wellenpaketen berechnet werden, insbesondere die anormale Di�usion,
die im kritischen Bereich des Delokalisierungs�ubergangs auftritt. In quasiperiodischen
Systemen zeigt sich hier ein �Ubergang zwischen ballistischem und di�usivem Verhalten,
der sicherlich durch die Hinzunahme von Potentialunordnung beein
usst werden kann,
wobei die Unordnung entweder durch St�orstellen oder auch topologisch, also durch Pha-
sonen eingef�uhrt werden kann.
In allen F�allen wird die Charakterisierung der elektronischen Zust�ande und die Beschrei-
bung des kritischen Verhaltens am Phasen�ubergang wesentliches Ziel unserer zuk�unftigen
Untersuchungen sein.
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