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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
Der E�ekt von Verunreinigungen in Festk�orpern ist von fundamentaler Bedeutung f�ur
die Physik, sowohl in praktischer als auch in theoretischer Hinsicht. Die bahnbrechen-
den Arbeiten von P.W. Anderson [And58] sowie N.F. Mott und W.D. Twose [MT61]
wurden aufgrund ihrer prinzipiellen Einsicht in diesen Themenkreis mit dem Nobelpreis
gew�urdigt.
Abh�angig von der Dimension d des Systems erwartet man durch Unordnung eine mehr
oder weniger drastische Verringerung der Mobilit�at, d.h. eine Unterdr�uckung der ma-
kroskopischen Transporteigenschaften [KM93]. Dabei geht man bei d = 1, 2 von Lokali-
sierung (kein Transport) und f�ur d � 3 von einem Metall-Isolator-�Ubergang (MI�U) aus.
Letzteres bedeutet, dass es sowohl Energiebereiche mit lokalisierten als auch solche mit
ausgedehnten Zust�anden gibt.
Die rigorose analytische Behandlung dieses Ph�anomens ist sehr schwierig. F�ur das Auf-
treten von Energiebereichen mit gutem Transport gibt es noch keinen mathematischen
Anhaltspunkt, obwohl sowohl die experimentellen als auch die numerischen Daten [KM93]
�uberw�altigende Hinweise darauf geben. Die ersten Lokalisierungsbeweise gehen auf Gold-
sheidt, Molchanov und Pastur [GMP77] in einer Dimension und Fr�ohlich und Spencer
in d � 2 [FS83] zur�uck. Dabei muss man in letzterer Situation eine �au�erst schwierige
Multi-Skalen-Analyse bem�uhen. F�ur viele wichtige Modelle steht der Beweis f�ur Lokali-
sierung noch aus. F�ur den aktuellen, mathematischen Kenntnisstand verweisen wir auf
[Sto01].
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Die Beschreibung ungeordneter Festk�orper erfolgt typischerweise im Rahmen der Quan-
tenmechanik unter Verwendung von Hamiltonoperatoren der Form

H(!) = H0 + V!; (2.1)
die in L2(Rd) (kontinuierlich) bzw. l2(Zd) (diskret) wirken. Der Einfachheit halber be-
schr�anken wir uns in der folgenden kurzen Beschreibung auf letzteren Fall. Dabei ist H0der diskrete Laplaceoperator,

H0u(n) = X
jk�nj=1

u(k); u 2 l2(Zd); (2.2)
bei dem an jedem Punkt nur der Ein
uss der n�achsten Nachbarn eine Rolle spielt.
Das zuf�allige Potential V! repr�asentiert die Verunreinigung bzw. die Unordnung. Der
Zufallsparameter ! durchl�auft dabei einen Wahrscheinlichkeitsraum 
, dessen Ma� wir
mit P bezeichnen. In der Zuordnung ! 7! V! wird das spezielle Modell der Unordnung
kodiert. Es handelt sich also in Wirklichkeit um eine ganze Klasse von Modellen, denn die
Wahrscheinlichkeitsverteilung von V!(0) kann durch ein beliebiges Ma� gegeben sein. Ein
besonders wichtiges Modell ist das Anderson-Modell, bei dem die Werte von V! an den
einzelnen Gitterpunkten unabh�angig und identisch verteilt sind. Gebr�auchlich ist hier
die Gleichverteilung auf dem Intervall [�W=2;W=2], wobeiW die St�arke der Unordnung
parametrisiert. Wir bezeichnen dieses Modell im Folgenden als gleichverteiltes Anderson-
Modell (GAM).
Ein besonders attraktives Modell zur Beschreibung von Kristallen mit Defekten oder von
metallischen Legierungen ergibt sich, wenn man f�ur V!(0) nur zwei Werte annimmt, o.E.
�1 und 0, mit jeweils Wahrscheinlichkeit 1=2. Dabei bedeutet V!(k) = 0 gerade, dass z.B.
am Gitterpunkt k kein Defekt-Ion sitzt. Da die Folge der V!(k), k 2 Zd in diesem Fall
einen Bernoulli-Prozess darstellt, spricht man vom BAM, welches in der physikalischen
Literatur auch unter den Stichworten bin�ares Anderson-Modell und bin�are Unordnung

zu �nden ist.
Ein wichtiger Schritt in Lokalisierungs-Beweisen ist unter dem Namen Wegner-Un-

gleichung bekannt [Weg81] und bedeutet eine Absch�atzung, dass in gewissen Energie-
Intervallen die zuf�alligen Eigenwerte nur moderate Resonanzen aufweisen. Dies ist eng
mit einer gewissen Glattheit der Zustandsdichte verbunden. Solche Ungleichungen sind
f�ur das GAM leicht zu zeigen [Sto00], f�ur das BAM in d = 1 aber sehr schwer [CKM87,
SVW98]. F�ur d � 2 war kein solcher Beweis bekannt. Dies war der Ausgangspunkt des
vorliegenden Antrags, bei dem durch numerische Simulation die Grundlage f�ur einen
rigorosen Beweis gescha�en werden soll.
Da beim erst k�urzlich gelungenen Beweis von Lokalisierung f�ur das kontinuierliche BAM
in einer Dimension [DSS04] festgestellt wurde, dass resonante Ausnahmeenergien mit
ausgedehnten Zust�anden auftreten k�onnen, bestand die Frage, ob solche Resonanzen der
integrierten Zustandsdichte auch in h�oheren Dimensionen auftreten k�onnen.
Diese Frage sollte unter Einsatz numerischer Simulationen in Verbindung mit analyti-
schen Techniken gekl�art werden.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
Es sollten im Rahmen des vorliegenden Teilprojekts durch eine Absch�atzung von Spit-
zen in der Zustandsdichte die numerischen Grundlagenuntersuchungen f�ur einen mathe-
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matisch rigorosen Beweis von Lokalisierung (oder eben Delokalisierung in bestimmten
Energiebereichen) mit Hilfe der Wegner-Ungleichung durchgef�uhrt werden.
Das haben wir im Antrag in folgende Einzelziele gegliedert:
� Numerische �Uberpr�ufung der Grundlagen zu einem analytischen Beweis f�ur die
G�ultigkeit der Wegner-Ungeichung (und damit von Lokalisierung) im diskreten
BAM in d = 2; 3.

� Entwicklung und Parallelisierung eines neuen Verfahrens zur Berechnung der Ei-
genwertverteilung des BAM und Vergleich mit den bereits f�ur das GAM verwen-
deten parallelen Algorithmen.

� Gibt es in d = 2; 3 resonante Ausnahmeenergien und/oder ausgedehnte Zust�ande?
� Falls es solche ausgedehnten Zust�ande gibt, k�onnen diese ein Spektrum tragen,
d.h., kann man Wellenpakete konstruieren, die zu einem endlichen Transport von
Ladung f�uhren?

� Welche Unterschiede ergeben sich zwischen diskretem und kontinuierlichem BAM?
F�uhren diese zu anderen Aussagen bzgl. der Lokalisierungseigenschaften?

Hierbei sind in den verschiedenen Punkten analytische und numerische Fragen kombi-
niert. Ausgehend von bekannten und bew�ahrten Verfahren sollte eine neue Methode zur
e�zienten parallelen Berechnung der Eigenwerte im BAM entwickelt werden, die, wie
im Antrag beschrieben, die spezielle Struktur des BAM nutzt. Gleichzeitig war es das
Traumziel, aus den so gewonnenen Einsichten �uber die Struktur der Eigenwertverteilung
im BAM einen rigorosen Beweis f�ur Lokalisierung zu erhalten.
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2.4 Ergebnisse
Bereits im ersten Jahr des Berichtszeitraumes, Oktober 2002, hat PD R. R�omer einen
Ruf an die University of Warwick angenommen, was die Schwerpunkte im vorliegenden
Teilprojekt erheblich verschoben hat. Er hat, wie im Antrag ausgef�uhrt, ma�geblich die
numerische Kompetenz eingebracht und sein Fehlen hat die Arbeit an diesem Teil stark
verz�ogert.
Numerische Ergebnisse

Zu untersuchen ist die Eigenwertverteilung (Zustandsdichte) des Bernoulli-Anderson-
Modells in Dimensionen d = 1; 2; 3. Es sind die Eigenwerte einer Matrix zu berechnen, die
durch Einschr�ankung eines zuf�alligen diskreten Schr�odingeroperators auf einen W�urfel
mit Kantenl�ange L entsteht. Zur Anwendung sollten iterative Verfahren wie z.B Lanczos,
Arnoldi kommen. Hierf�ur wurde die numerische Funktionsbibliothek Arpack eingesetzt.
Desweiteren wurden direkte L�oser ben�otigt. Hierf�ur wurde SuperLU eingesetzt. Zur Ver-
ringerung der e�ektiven Matrixgr�o�en sollte ein diskretes Birmann-Schwinger-Prinzip
zur Anwendung kommen.
Das Programmierproblem ist in 3 Schritte unterteilt:
� Berechnung der Eigenwerte des BAM-Modells mit Hilfe der implicity restarted
Arnoldi Method (Arpack standard mode)

� Berechnung der Eigenwerte des BAM-Modells mit Hilfe der implicity restarted
Arnoldi Method (Arpack shift and invert mode)

� Berechnung der Eigenwerte des BAM-Modells mit Hilfe der oben genannten Ver-
fahren und des Birmann-Schwinger-Prinzips

Die Programmierarbeiten f�ur den ersten Schritt sind weitgehend abgeschlossen. Das
Programm ist lau��ahig auf den HP-UX und Linux Rechnern (PIII 500MHz) der Physik
sowie auf dem Itanium IA64 basierten 4 Prozessorsystem der Fakult�at f�ur Mathematik.
Die maximale Matrixgr�o�e, f�ur die das Programm Ergebnisse liefert, liegt in Abh�angig-
keit von der gew�ahlten Anzahl der zu berechnenden Eigenwerte und der Anzahl der
verwendeten Lanczos-Basisvektoren bei ca. 8000 � 8000. Dies entspricht einem BAM-
Modell mit Kantenl�ange L = 20.
Da die implicity restarted Arnoldi Method nur an den R�andern des Spektrums e�zi-
ent rechnet, wurde im zweiten Schritt die implicity restarted Arnoldi Method im shift
and invert mode verwendet. Hier werden beliebige Portionen des Spektrums an den
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Rand geshiftet, berechnet und wieder zur�uck transformiert. F�ur diese Methode werden
Funktionen ben�otigt, die Matrix-Vektor-Multiplikationen durchf�uhren und Gleichungs-
systeme l�osen. Hierf�ur wurde die Funktionsbibliothek SuperLU benutzt. Als Grundlage
diente hier das Programm aus Schritt 1.
Wir k�onnen mit dieser Methode Ergebnisse erzielen f�ur Matrixgr�o�en 36000 � 36000.
Dies entspricht etwa einem dreidimensionalen Modell mit Kantenl�ange L = 33. Hier ist
jedoch zu erwarten, dass man durch einige systematische �Anderungen im Programm und
durch den Austausch der Funktionsbibliothek SuperLU gegen UMFPACK auch gr�o�ere
Modelle berechnen kann.
F�ur die Realisierung des dritten Programmierschrittes wurden die Programme aus Schritt
1 und 2 ben�otigt. Hier wurden grundlegende numerische und analytische �Uberlegungen
zur numerischen Realisierung des diskreten Birmann-Schinger Prinzips angestellt. Durch
anf�anglich massive Probleme mit der Funktionsbibliothek SuperLU und durch den Wech-
sel von PD R. R�omer an die University of Warwick im Oktober 2002 hat sich der Zeitplan
verschoben. Daher ist dieser Programmteil zur Zeit noch nicht einsetzbar.
Es waren umfangreiche Programmieraufgaben zu erledigen, die sich in einigen tausend
Zeilen Code substantiieren. Zur Illustration m�ogen einige Beispielsamples dienen, die in
den Abbildungen graphisch dargestellt sind. Hierbei sind verschiedene Realisierungen
des Zufallspotentials gerechnet worden. Die Berechnungen sowie die Auswertung der Er-
gebnisse werden gem�a� dem urspr�unglichen Antrag weitergef�uhrt und in die Dissertation
[Klang] von S. Klassert ein
ie�en.

Abbildung 2.1: Eine Dimension, Kantenl�ange 1000
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Abbildung 2.2: Drei Dimensionen, Kantenl�ange 10, Realisierung 1

Abbildung 2.3: Drei Dimensionen, Kantenl�ange 10, Realisierung 2
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Abbildung 2.4: Drei Dimensionen, Kantenl�ange 10, Realisierung 3

Abbildung 2.5: Drei Dimensionen, Kantenl�ange 20
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Weitere Ergebnisse sind in [PRS03] ver�o�entlicht. Mit den analytischen Grundlagen zu
Wegner-Ungleichungen und Lokalisierung sind die Arbeiten [dMS03a, dMS03b, dMSS04,
BKS03, Stont] befasst. Die Kooperation, die zum Teil diesen Arbeiten zugrunde liegt,
wurde innerhalb des SFB gef�ordert.
Ein Schritt in die Richtung, geeignete Stetigkeitsaussagen der integrierten Zustandsdich-
te f�ur singul�are Ma�e zu erhalten, wurde in der Arbeit [HKN+04] geleistet.
Das spektakul�arste Ergebnis im Zusammenhang mit dem hier vorliegenden Teilprojekt
wurde aber au�erhalb des SFB erzielt. Mit J. Bourgain (Tr�ager der Fields-Medaille) und
C. Kenig haben zwei herausragende Mathematiker die positive L�osung des Problems
angek�undigt, [BK04]: Auch in d � 2 liegt im kontinuierlichen Bernoulli-Anderson-Modell
Lokalisierung f�ur kleine Energien vor.
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2.5 O�ene Fragen / Ausblick
Es stehen noch Antworten auf einige der Fragen aus dem zugrunde liegenden Antrag aus.
Nach Beheben der Probleme im Zusammenhang mit der Programmierung sollen nun die
geplanten Produktionsl�aufe statt�nden. Auch nach der L�osung des Ausgangsproblems
durch Bourgain und Kenig bleiben wichtige Fragen o�en, da dort ausschlie�lich das
kontinuierliche Modell behandelt wurde.
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