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2.1.2 Projektbearbeiter

Dipl.-Math. techn. Tino Eibner (seit September 2002)

2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung

Eine Vielzahl von Problemen in den Naturwissenschaften und der Technik werden als
elliptische Randwertaufgaben formuliert. Ihre e�ziente numerische L�osung ist deshalb
ein wichtiges Forschungsgebiet. Die wichtigsten Vertreter von L�osungsmethoden sind die
Finite-Elemente-Methode (FEM) und die Randelementmethode (BEM) [Hac95, Ste03].
W�ahrend bei erster eine Diskretisierung des gesamten betrachteten Gebietes 
 � Rd

ben�otigt wird, gen�ugt bei zweiter eine Diskretisierung des Randes @
. Da daher bei der
BEM nur Mannigfaltigkeiten der Dimension d � 1 diskretisiert werden m�ussen, kann
die BEM e�zienter als die klassische FEM sein. Ein weiterer Vorzug der BEM ist die
M�oglichkeit, Au�enraumprobleme zu behandeln. Ein klassischer Nachteil der BEM be-
steht darin, dass die Stei�gkeitsmatrix a priori voll besetzt ist, so dass Kompressions-
techniken (Wavelets [Sch98a], Panel Clustering [HN89],multipole expansions [GR97] und
neuerdings H- und H2-Matrizen [Hac99, GH03, HKS00]) zum Einsatz gebracht werden
m�ussen. Weiterhin baut die BEM auf einer Umformulierung eines Randwertproblems auf
eine auf dem Rand @
 gestellten Integralgleichung auf. F�ur diese Umformulierung wird
die Fundamentall�osung/Singul�arfunktion der Di�erentialgleichung explizit ben�otigt; da
in der Praxis diese nur f�ur Di�erentialgleichungen mit konstanten Koe�zienten bekannt
ist, ist die BEM nicht bei bei Di�erentialgleichung mit variablen Koe�zienten einsetzbar.
Die randkonzentrierte FEM, [KM03] verbindet die Flexibilit�at der klassischen FEM mit
den guten Eigenschaften bzgl. Komplexit�at der BEM. Ziel des Teilprojekts A13 ist,
diese neue Methode genauer zu untersuchen. Insbesondere soll zum einen ein besseres
Verst�andnis der Approximationseigenschaften der Methode erarbeitet werden und zum
anderen sollen Fragen ihrer e�zienten Implementierung beantwortet werden.
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Abbildung 2.1: Beispiel eines randkonzentrieren Gitters und des Fehlerverhaltens.

2.3 Forschungsaufgaben / Methoden

Konvergenz der FEM kann prinzipiell auf mehrere Arten erzielt werden: Man kann die
Approximationsordnung festhalten und Konvergenz durch Gitterverfeinerung erreichen
(h-FEM); andererseits kann man die Approximationsordnung erh�ohen und das Gitter
festhalten (p-FEM). Wird sowohl das Gitter (zumindest lokal) verfeinert als auch die
Approximationsordnung erh�oht, so spricht man von der hp-FEM, [Sch98b, KS99]. Bei
der randkonzentrierten FEM liegt eine Variante der hp-FEM vor: Es wird in Randn�ahe
das Gitter verfeinert und die Approximationsordnung niedrig gehalten; im Inneren des
Rechengebietes wird das Gitter festgehalten und Konvergenz durch Erh�ohen der Appro-
ximationsordnung erzielt. Im Fall von Di�erentialgleichungen mit analytischen Koe�zi-
enten konnte in [KM03] gezeigt werden, dass die geeignete Gitterwahl und Verteilung
der Approximationsordnung folgende, einfache Bedingungen erf�ullen m�ussen:

hK � h+ dist(K; @
); (2.1)

pK � � log(hK=h): (2.2)

Hier steht K f�ur ein Element des Gitters, hK f�ur seinen Durchmesser und pK f�ur die
Approximationsordnung, die auf Element K verwendet wird. F�ur ein typisches Gitter
verweisen wir auf Abb. 2.1; man beachte, dass die Bedingung (2.1) dazu f�uhrt, dass
ein quasi-uniformes Gitter mit Maschenweite h in Randn�ahe vorliegt. Der Parameter
� > 0, der in (2.2) auftritt, muss problemabh�angig geeignet gew�ahlt werden. Bezeichnet
man mit VN den hp-FEM Raum, der auf solchen Gittern und Polynomgradverteilun-
gen basiert, so konnte in der Arbeit [KM03] f�ur elliptische Probleme (mit analytischen
Koe�ziente) in 2D gezeigt werden, dass gilt:

N = dimVN � h�1 � Gitterpunkte auf @
; (2.3)

ku� uNkH1(
) � CN��; (2.4)

wobei die L�osung u 2 H1+�(
), � > 0, angenommen wird. Dr�uckt man die Konvergenz
als \Fehler gegen Problemgr�o�e" aus, so sieht man ein Konvergenzverhalten, wie man
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es von einer BEM kennt. Als FEM hat die randkonzentrierte FEM z.B. die Eigenschaft
geerbt, d�unn besetzt zu sein: da der maximale Polynomgrad pmax = O(j lnhj) = O(lnN)
ist (vgl. 2.2), ergibt sich in 2D, dass jede Zeile der Stei�gkeitsmatrix h�ochstens O(ln2N)
Eintr�age hat.

2.3.1 Implementierung, schnelle L�oser, hp-Adaptivit�at

Wie im Antrag [Ant01] f�ur die Periode 2002{2004 beschrieben, sollte in einem ersten
Schritt die Methode vorerst in 2D implementiert werden. Dabei sollte nicht nur der
Frage nachgegangen werden, wie die Gitter zu erzeugen seien, sondern es sollte auch
untersucht werden, wie e�ziente Quadraturen auf Dreiecken (mit der M�oglichkeit der
Erweiterung auf Tetraeder) zu bewerkstelligen sind. Dies ist von Interesse, da bei der
hp-FEM typischerweise die Quadraturen beim Aufstellen der Stei�gkeitsmatrix einen
erheblichen Anteil an den Gesamtkosten haben. F�ur Referenzelemente, die Tensorpro-
duktstruktur haben (z.B. das Quadrat in 2D und den W�urfel in 3D), wurde bereits
in [MGS01] ein Algorithmus vorgestellt, mit dem in optimaler Komplexit�at die Stei-
�gkeitsmatrix (hinreichend genau) bestimmt werden kann. Ein analoger Algorithmus
f�ur Dreiecke und Tetraeder sollte im Rahmen dieses Projekts entwickelt und untersucht
werden.
Die \Formel" (2.2) mit dem geeignet zu w�ahlenden Parameter � stellt das optimale
Konvergenzverhalten O(N��) in (2.4) sicher. Eine adaptive Strategie zur Wahl der Gitter
und der Polynomgradverteilung ist dennoch von Interesse: Zum einen ist die genaue Wahl
des Parameters � a priori nicht bekannt, zum anderen ist die optimale Wahl des Gitters
und der Polynomgradverteilung problemabh�angig. Die Frage nach hp-Adaptivit�at sollte
deshalb in Betracht gezogen werden.
Weiter sollte in dem Zeitraum 2002{2004 die Frage e�zienter L�oser angegangen werden.
Hier k�onnen sowohl direkte wie auch iterative Verfahren zum Zuge kommen. Es konnte
bereits in [Yse99, KM03] gezeigt werden, dass bei Dirichletproblemen die Konditions-
zahl der Stei�gkeitsmatrix nur polylogarithmisch von der Problemgr�o�e abh�angt. Das
Gleichungssystem ist somit gut konditioniert und einfache Iterationsverfahren wie das
CG-Verfahren reichen aus. Bei anderen Randbedingungen wird jedoch Vorkonditionie-
rung bzw. ein Multilevelansatz ben�otigt.

2.3.2 Lokale Fehleranalyse

Im Rahmen des Projektziels, die Eigenschaften der randkonzentrierten FEM besser zu
verstehen, steht eine Analyse ihres lokalen Verhaltens. Als Motivation f�ur solche Fra-
gestellungen m�oge noch einmal der oben gemachte Vergleich mit der Galerkin-BEM
dienen. Bei der Galerkin-BEM ist bekannt, dass Einsetzen der BEM-L�osung in die
Greensche Darstellungsformel zu punktweisen Approximationen im Gebiet f�uhrt, die
im Wesentlichen doppelt so schnell konvergieren wie die BEM in der Energienorm (siehe
z.B. Abb. 2.1, 2.5). Eine solche Verdopplung der Konvergenzgeschwindigkeit in inneren
Punkten beobachtet man auch bei der randkonzentrieren FEM, und sowohl die nume-
rische als auch theoretische Untersuchung dieses Ph�anomens war Teil der Forschung im
Antragszeitraum.
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2.4 Ergebnisse

2.4.1 Implementierung, schnelle L�oser, hp-Adaptivit�at

Implementierung

Die Implementierung der randkonzentrierten FEM in 2D wurde in dem Paket BC-
FEM2D realisiert.
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In einem ersten Schritt wurde die Erzeugung geeigneter Gitter in Angri� genommen.
Im Prinzip gibt es mehrere Zugangsm�oglichkeiten, z.B. Verfahren, die auf Quadtrees
basieren und Verfahren vom advancing front Typ. Implementiert und untersucht wurden
zwei verschiedene Techniken: zum einen wurden mit einem advancing front Algorithmus
Gitter ausgehend von einer Triangulierung des Randes erzeugt, wobei die gew�unschte
Gr�o�e der zu generierenden Elemente in der front mit Hilfe von (2.1) gesteuert wird; zum
anderen wurden Gitter durch Verfeinerung eines Grobgitters erzeugt. Letztere, schnellere
Technik, f�uhrt zudem in nat�urlicher Weise auf Hierarchien von Gittern, die (2.1) erf�ullen.

In einem zweiten Schritt wurde dann die hp-FEM variabler Ordnung realisiert; variable
Ordnung bedeutet hier, dass jedem Element K sein individueller Polynomgrad zuge-
wiesen werden kann und die Erzeugung von H1-konformen Formfunktionen im Rahmen
der Assemblierung sichergestellt wird. Verschiedene Wahlen von Polynombasen wurden
zugelassen, insbesondere solche, die auf integrierten Legendrepolynomen und solche, die
auf Lagrangeschen Interpolationspolynomen (z.B. in Gau�-Lobatto-Punkten) basieren.

Einer der Gr�unde, warum Basisfunktionen, die auf Lagrangeschen Interpolationspoly-
nomen beruhen, ber�ucksichtigt wurden, war die dadurch gegebene M�oglichkeit, die nu-
merische Quadratur wesentlich zu beschleunigen. In [MGS01] wurde diese Option f�ur
Referenzelemente mit Tensorproduktstruktur untersucht. Dort wurde gezeigt, dass man,
falls die Formfunktionen als Lagrangeinterpolationspolynome in den Quadraturpunkten
gew�ahlt werden, optimale Komplexit�at f�ur das Aufstellen der Stei�gkeitsmatrix erh�alt.
Es wurde f�ur skalare elliptische Probleme zweiter Ordnung gezeigt, dass exponentielle
Konvergenz, die bei exakter Auswertung aller Integrale erzielt werden kann, auch hier
gew�ahrleistet ist. Im Rahmen des TP A13 wurden diese Ideen auf Dreiecke �ubertragen.
Die Grundidee ist dabei folgende: Die Quadratur auf einem Dreieck wird mit Hilfe der
sog. Du�y-Transformation auf eine gewichtete Quadratur auf einem Viereck �uberf�uhrt;
f�ur diese Quadratur auf dem Viereck werden dann Tensorproduktquadraturformeln vom
Typ Gau�-Lobatto/Gau�-Jacobi-Lobatto (aufgrund des Gewichtes) eingesetzt. Die Ver-
wendung von Lagrangeinterpolationspolynomen in den zugeh�origen Quadraturpunkten
liefert dann wieder eine Methode optimaler Komplexit�at. F�ur einen e�zienten Einsatz in
einem hp-FEM-Code mit variablem Polynomgrad sind noch weitere Techniken wie z.B.
die sum factorization von Karniadakis/Sherwin [KS99] vonn�oten. Abb. 2.2 zeigt erste
Ergebnisse dieser Implementierung. Verglichen wird die \Standardquadratur", welche
in 2D Komplexit�at O(p6) hat, mit der Beschleunigungstechnik der sum factorization,
die Komplexit�at O(p5) hat, sowie mit der neuen Routine, die die optimale Komple-
xit�at O(p4) erreicht. An dieser Stelle sollte erw�ahnt werden, dass der neue Algorithmus
einen Ansatzraum verwendet, der mehr \innere Formfunktionen" benutzt (im Wesent-
lichen werden so viele Formfunktionen verwendet wie auf einem Viereck). Da diese in-
neren Freiheitsgrade typischerweise mit Hilfe von statischer Kondensation bereits auf
Elementebene entfernt werden, wurde die Rechenzeit f�ur die statische Kondensation in
Abb. 2.2 zu Vergleichszwecken ebenfalls aufgef�uhrt. Die Erweiterung des vorgeschlage-
nen Algorithmus auf Tetraeder ist prinzipiell m�oglich. Diese Erweiterung sowie genauere
Untersuchungen werden Bestandteil der Dissertation von Tino Eibner [Eibit] sein. Wei-
terhin wurden inzwischen die Datenstrukturen des Codes so angelegt, dass Experimente
zu hp-Adaptivit�at im Verlauf des Jahres 2004 durchgef�uhrt werden k�onnen.
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Abbildung 2.2: Verschiedene Quadraturverfahren im Vergleich.
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Abbildung 2.3: Links: Gebiet. Rechts: Konditionszahlen in Abh�angigkeit von Randbe-
dingungen.

L�oser

Wie bereits in [Yse99, KM03] bemerkt, w�achst bei Dirichletproblemen die Konditions-
zahl � nur polylogarithmisch, d.h. � = O(log� N), wobei � � 0 von der genauen Wahl
der Polynombasis abh�angt. F�ur andere Randbedingungen muss mit einem O(N log� N)
gerechnet werden. Das verschiedene Verhalten wird in Abb. 2.3 illustriert.
Im Rahmen des Projektes wurde in [KM02] f�ur zweidimensionale Probleme ein direkter
L�oser vorgestellt. Das wesentliche Element des vorgeschlagenen Pro�ll�osers ist ein Al-
gorithmus zur Nummerierung der Unbekannten mit der Eigenschaft, dass der Speicher-
bedarf O(N log4N) und die Rechenzeit f�ur die Cholesky- bzw. die LU-Faktorisierung
O(N log8N) betr�agt. F�ur den speziellen Fall p = 1 vereinfachen sich die Aufwands-
absch�atzungen zu O(N log2N) und O(n log4N); diese wurden numerisch in [KM02]
getestet; ein Beispiel �ndet sich in Abb. 2.4.
Es ist geplant, die M�oglichkeiten eines e�zienten Multilevel-L�osers zu untersuchen. We-
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Abbildung 2.4: CPU-Zeit in Sekunden gegen Problemgr�o�e f�ur Faktorisieren nach ge-
eigneter Nummerierung der Unbekannten.

sentliche Vorarbeiten sind hierf�ur bereits get�atigt: Wie oben beschrieben kann eine ge-
schachtelte Gitterhierarchie von randkonzentrierten Gittern erzeugt werden, welche die
M�oglichkeit bietet, e�ziente L�oser f�ur den Fall st�uckweise linearer Approximationen zu
konstruieren. Hier bestehen enge fachliche Ankn�upfungspunkte an TP A12. Ein einfacher
m�oglicher Gl�atter im Kontext von hp-FEM k�onnte im L�osen von lokalen Problemen auf
�uberlappenden Patches (d.h. der Vereinigung von Elementen, die sich einen gemeinsa-
men Knoten teilen) sein. Zumindest im zweidimensionalen Fall (mit Elementen variabler
Ordnung) konnte in [EM04] das wesentliche Werkzeug f�ur die Analyse dieser Gl�atters,
die Existenz von stabilen Zerlegungen, bereitgestellt werden.
Weiterhin wurden erste Erfahrungen mit der Verwendung von H-Matrizen zum L�osen
der bei der randkonzentrierten FEM entstehenden Gleichungssysteme gemacht. Nume-
rische Experimente zeigen, dass die berechnete H-Matrix-Inverse sehr schnell mit dem
Blockrang k gegen die exakte Inverse konvergiert. Die Erweiterung des Resultats von Be-
bendorf/Hackbusch [BH03], welches dieses Verhalten f�ur den Fall der klassischen FEM
(st�uckweise lineare Ansatzfunktionen, quasiuniforme Gitter) erkl�art, auf den vorliegen-
den Fall hoher Approximationsordnung und nicht quasiuniformer Gitter ist beabsichtigt.

2.4.2 Lokale Fehleranalyse

Bei der Galerkin-BEM ist bekannt, dass durch Auswertung von linearen Funktionalen
wie Punktauswertungen oder Auswertungen von Ableitungen im Inneren des Gebietes
eine Verdopplung der Konvergenzgeschwindigkeit erho�t werden kann. Erste numerische
Ergebnisse zeigen ein �ahnliches Verhalten der randkonzentrierten FEM (vgl. Abb. 2.1
und Abb. 2.5). In den theoretischen Untersuchungen in [EM04] konnte dann f�ur Dirich-
letprobleme auf kompakten Teilmengen e
 �� 
 tats�achlich eine verbesserte Konver-
genzordnung gezeigt werden. Genauer: Es existiert ein � > 0 und ein Ce
;k > 0, so dass
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Abbildung 2.5: lokales Konvergenzverhalten einer L�osung mit H2-Reglarit�at.

im Falle von Energienormkonvergenz ku� uNkH1(
) � CN�� gilt:

max
K�e


ku� uNkWk;1(K) � Ck;e
(logN)2k+2N����: (2.5)

Numerisch beobachtet man in den Abbildungen 2.1, 2.5 sogar � = �. Zum Beweis dieses
Resultates sei angemerkt, dass die klassischen dualit�atsbasierten Argumente, die auf
H2-Regularit�at und (lokalen) Approximationseigenschaften des Ansatzraumes basieren,
nicht ausreichen, denn im vorliegenden Fall liegt zwar H2-Regularit�at im Inneren des
Gebietes vor, jedoch haben nach (2.1), (2.2) die Elemente K � e
 die Gr�o�e hK = O(1)
und einen Polynomgrad pK = O(logN). Damit ist ein Faktor N�� nicht zu erreichen.
Um dieses Problem zu umgehen, wurde in [EM04] mit geeigneten Gewichtsfunktionen
gearbeitet, was jedoch den Einsatz von Hardyungleichungen erforderlich machte. Die
Verwendung letzterer ist der Grund f�ur die Restriktion auf Dirichletprobleme.
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2.5 O�ene Fragen / Ausblick

Verschiedene Aspekte der randkonzentrierten FEM, wie z.B. ihre e�ziente Implementie-
rung und das L�osen der entstandenen Gleichungssysteme, wurden in Angri� genommen.
Erkenntnisse, die insbesondere der Projektbearbeiter Tino Eibner beim Entwickeln und
Untersuchen der Methode gewonnen hat, k�onnen sehr gut in andere Teilprojekte ein
ie-
�en. Z.B. k�onnen Varianten der randkonzentrierten FEM f�ur die in TP A12 betrachteten
Kontaktprobleme eingesetzt werden. Bei Kontaktproblemen (linear) elastischer K�orper
ist eine relativ hohe Au
�osung der L�osung in Randn�ahe hilfreich, um die genaue Kontakt-

�ache zu �nden; im Inneren der elastischen K�orper ist die L�osung typischerweise glatt, so
dass hohe Approximationsordnungen sehr e�zient sind. Man kann also erwarten, dass die
randkonzentrierte FEM hier gut funktioniert. Wenn die genaue Kontakt
�ache im Laufe
der Iteration gefunden wird, reicht nat�urlich eine lokale Verfeinerung. Hier gliedern sich
die Fragestellungen der hp-Adaptivit�at gut ein. In Hinblick auf eine verst�arkte Anwen-
dung der randkonzentrierten FEM in Bereichen wie Kontaktproblemen w�are ein Ausbau
der vorhandenen Implementierung auf 3D sehr w�unschenswert. Dies betri�t sowohl die
Erzeugung der Gitter als auch das e�ziente Aufstellen der Stei�gkeitsmatrizen.
Wie in Abschnitt 2.4.1.2 erw�ahnt, ist die Erfahrung mit Multilevell�osern aus TP A3
wichtig f�ur die Entwicklung von schnellen L�osern f�ur die randkonzentrierte FEM.
Weitere Problemstellungen, in die die gewonnenen Erkenntnisse der randkonzentrierten
FEM ein
ie�en k�onnen, sind Kontrollprobleme mit Randkontrolle; hier gibt es nat�urliche
Ankn�upfungspunkte an TP A15.
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