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1 Einleitung

Fiir die Beschreibung einiger Probleme aus Physik und Kontinuumsmechanik werden ge-
mischte Formulierungen verwendet. Beispiele hierfiir sind Stromungsprobleme (Stokes),
Elastizitédtsprobleme auch inkompressibler Materialien sowie piezoelektrische Probleme.
Die numerische Approximation mit gemischter FEM fiihrt dabei héufig auf lineare Glei-
chungssysteme der folgenden Form:

(5 2)0)-0)

Wir betrachten den Fall mit symmetrisch positiv definiter Matrix K € R¥«*"«_die Matrix
C € RM>*Ne 5oll symmetrisch positiv semidefinit sein. Die Gesamtsystemmatrix

_ K B NxN
A= <BT —C) cRR

ist dann symmetrisch, aber im Allgemeinen indefinit. Dies siecht man leicht bei der Wahl
eines ,unteren Blockvektors®:

Mit x = (2) gilt (Ax,x) = —(Cq,q) < 0.

In [1] beschreiben Bramble und Pasciak eine Methode, das indefinite System (1) mit einer
geeigneten Vorkonditionierung zu einem positiv definiten System umzuformen. Dabei wird
zunéchst angenommen, dass K s.p.d. ein guter Vorkonditionierer fiir K sei und das System

(1) von links mit der Matrix
K'Y O
BTK;' —I

multipliziert. Die Systemmatrix des transformierten Systems

K;'K K;'B w) K;'f
BTKiY(K — Ky) BTK;'B+C)\p) \BT'K;'f-g
ist s.p.d. in einem speziell gewahlten Skalarprodukt.
Wir betrachten eine von Meyer und Steidten in [2] eingefiihrte Verallgemeinerung: Eine

Matrix By wird als Vorkonditionierer fiir das Schur-Komplement BTK;'B + C gewihlt,
wobei positive Konstanten (3, 3 existieren sollen, so dass

B(Bog,q) < (B'Ky'B+C)q,q) < B(Bog,q) Vg€ R™M.

Ferner werden 2 positive Skalierungsfaktoren ¢ und 7 hinzugefiigt. Nun wird (1) von links

mit der Matrix
= K! 0,
~\0B,'BTK;' —v6B;*

multipliziert. Die neue Systemmatrix A bezeichnen wir mit

A K;'K K;'B
T \IB,'BT(Ky'K —~I) 6By (BTKy'B+~C) )"
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Wir definieren im folgenden das Schur-Komplement mit
S=B"K;'B+1C.

By soll dabei nun ein guter Vorkonditionierer fiir S sein. W&ahlt man ~ so, dass K —
vK positiv definit ist, ldsst sich zeigen dass A beziiglich eines speziellen Skalarproduktes
(.,.) symmetrisch positiv definit ist (nachzulesen in [2]). Fiihrt man fiir die Vektoren die

Blockschreibweise
P ’ q

ein, so wird dieses Skalarprodukt definiert durch

(x,y) == (K —vKo)z,y) + (0 'Bop, q) = (x,y)0 + (P, @), (2)

wobei (.,.) das iibliche euklidische Skalarprodukt im R™ bzw. R" bezeichnet. Man kann
also unter Verwendung von A und (., .) den , handelsiiblichen“ CG benutzen um das System
zu losen, und hat quasi nebenbei gleich noch eine (blockweise) Vorkonditionierung mit
eingebaut. Bisher noch offen ist eine geeignete Wahl der Parameter 0 und ~. Im Folgenden
soll eine Strategie erortert werden, einen moglichst giinstigen Wert fiir ¢ zu finden.

2 Spektralbetrachtungen der transformierten System-
matrix

2.1 Abschitzung der Spektren

Beim Nachweis der positiven Definitheit von A bzgl. (.,.) bewiesen Meyer und Steidten in
[2] ein Lemma, welches die Spektraleigenschaften von A4 abschétzt gegeniiber dem Block-
diagonalteil von A, hier bezeichnet als

_(Ki'K O
M‘( O 53015)'

Es existieren namlich positive Konstanten o, @ mit
a(Mx,x) < (Ax,x) < @(Mx,x).

Das liefert als eine Abschétzung fiir die Konditionszahl von A:

K(A) < ZK(M).

[s)e]

Ziel ist es damit, die Kondition von M moglichst klein zu halten, um die Kondition von
A zu beschrianken.
Fiir das Spektrum von M gilt aufgrund der Blockdiagonalstruktur:

o(M)=0(K,'K)Uo(6B;'S) = o(Ky K)Udo(By'S).
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Der Parameter ¢ skaliert also das Spektrum des unteren Blockes gegeniiber dem oberen
Block. Um im CG eine schnelle Konvergenz zu erreichen mochten wir mittels geschickter
Wahl von ¢ nun die beiden Blockspektren moglichst ineinanderschieben, damit die Kondi-
tion der Gesamtmatrix moglichst klein bleibt. Fernerhin bezeichnen wir mit Ay, (7") und
Amax(T") den betragsméBig kleinsten bzw. grofiten Eigenwert einer Matrix 7. Wir betrach-
ten nun die Blocke von M beziiglich der in (2) definierten Skalarprodukte. Es ist leicht
einzusehen, daf8 K; 'K im Skalarprodukt (.,.), selbstadjungiert ist, da gilt:

(Ky'Kz,y)o = (K—7Ko)Ky 'Kz, y) = (KKy'K —yK)x,y)
= (KK; (K —yKo)z,y) = (K —vKo)z, Ky ' Ky)
= (=, Ko_le>0 :

Analog ist By 'S wie auch §B; 'S beziiglich (.,.), selbstadjungiert, hier gilt mit der offen-
sichtlichen Symmetrie des Schurkomplementes S beziiglich (.,.):

(6BySq,q)u = (Sq,q) = (q,5q) = (6 ' Bog,6B; " Sq) = (q,0By " Sq). -

Bekanntlich gilt somit die folgende Beziehung zwischen den Rayleigh-Quotienten und den
Eigenwerten:

Nuinl K ) < Ro(a) i= S92 < e (K K) 3)
_ By 15¢,q)u _
Awin(Bg'S) < Ry(q) = 2200 <\, (By'S) (4)

Unter der Bedingung, daf§i Ky und B, gute Vorkonditionierer fiir die Matrizenblocke K
bzw. S sind, sind die Konditionszahlen

Amax (K5 ' K)
Amin(By 1S)

Amax(By 1S)

K 'K) =
K’( 0 ) )\min<Bals)

sowie k(By'S) =

im wesentlichen von der Gréflenordnung O(1). Unmittelbar folgt daraus aber auch fiir das
Verhiltnis zwischen Rayleigh-Quotienten prinzipiell beliebiger Vektoren x,y € R # 0

bzw. p,q € RN #£ 0:
Ro(z) Ru(p)

Ro(y) R.(q)

so dafl der Quotient zwischen Rayleigh-Quotienten zu verschiedenen nichtverschwindenden
Vektoren immer von der Gréfenordnung O(1) ist.

< k(K 'K), < K(By'S),

2.2 Wahl eines geeigneten Parameters

Die Kondition der Blockdiagonalmatrix M ergibt sich aus der Vereinigungsmenge der
Eigenwerte von K; 'K und §B;'S:

~ max(Apax(Ky 'K), 6 - Amax(B;'S))
RM) = min (Amin (K5 ' K), 0 - Amin(By 19)) (5)
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Angenommen, wir wiirden 0 so wéhlen, dafl Ay (K 'K) = I Amin(By 1S) ist. Dann folgt
aus obiger Formel sofort

k(M) = max(k(K;'K), k(By'9))

Hier werden die Spektren der Blocke so ineinandergeschoben, daf3 der untere Rand iiberein-
stimmt. Die gleiche Abschiitzung ergibt sich auch, wenn man stattdessen Apay(Ky ' K) =
SAmax(By 1S) fordert, oder aber

+

Amax (Ko ' K) { } Amin (K5 1K) = Amax(By 1S) {*} SAmin(By1S)

setzt, was eine Aufeinanderschiebung des oberen Spektrumrandes bzw. der (arithmetischen
oder geometrischen) Spektrenmittelpunkte bedeutet. Veranschaulicht werden die beschrie-
benen Situationen in Abb. 1, wobei T} und T3 die Matrizen K;'K und 6B;'S derart

bezeichnen, dafl k(7)) > k(T5) gilt. Dabei wird mit o(7;) die konvexe Hiille von o(T}) be-
zeichnet. Das Problem liegt nun darin, dafl wir ¢ nicht einfach nach einer der beschriebenen

, o(Th) , : o(Th) : , o(1h) :
o(T5) o(T3) o(Tz)

Abbildung 1: Spektrenschachtelung bei optimaler Wahl von ¢

Varianten wihlen konnen, da wir die extremalen Eigenwerte von K, 'K sowie B;'S von
vorneherein nicht kennen. Wir wissen aber, dafl beliebig gewéhlte Rayleigh-Quotienten im-
mer innerhalb der Spektrumsgrenzen liegen. Wihlen wir einen Vektor in Blockaufteilung

v= (Z) , x€RM #£0, ¢ € RN # 0, und wihlen wir § so, da8 R,(z) = dR,(q) ist, so
ergibt sich mittels (3),(4) sofort:

Ro() € [Aunin(Kg " K), Amax (K K], Ro() € [Mnin(0857S), Amax (6B ' 5]

Immerhin haben wir die Tatsache, dafl bei guter Vorkonditionierung A, und An.. jeweils
,nah beieinanderliegen®, die Wahl von

(6)

fithrt also schon einmal in die richtige Gréolenordnung. Wir erhalten mit diesem ¢ nun eine
Abschétzung fiir die Kondition von M. In Gleichung (5) konnen wir dazu eine Fallunter-
scheidung durchfiihren:



® Ain(Kg ' K) < 6Amin( By S)

>\max K_lK Amax B_l
= kM) = max( ( - ),5 ( - S)>
)\min(K K) )\min<K0 K)
-1
© max </<J(KO_1K), RO(SL’))\maABEl 5) )
Ro()Amin (Ko~ K)
(3),(4) . -
S max (H(KOIK)u )\maX<KO 1 K))\maX<B(]1 S))
)\mln( S) )\mln( K)

— ma(e(K7 K), (K5 K )R(B5 1))
k(KT K)k(BytS).

o \uin(Ky 'K) > i (B 1S)

1 —1
= h(M) s ()\max(K K) §A\max(By S))

(
O\ mi S)" 0Amin(By 1 9)
K)

(B
© o Bul@) A B-1
B (Ru(q)Ro(l“)Amm( S)’ ~(Bo S>)
(3).(4) Amax(By ') Amax (Ko ' K)
: maX(Ammm (B9 " 5))
= max(k(K, 'K)k(By'S), k(B '9))
= KK, 'K)r(By'S).

Die grafische Veranschaulichung dieses Sachverhaltes liefert Abb. 2.

Abbildung 2: Spektreniiberlappung mittels einfacher Wahl von ¢

Lediglich durch Berechnung je eines oberen und unteren Rayleigh-Quotienten 148t sich da-

mit absichern, dafi die Kondition von M das Produkt der Konditionszahlen der Blécke nicht

iibersteigt. Sind die verwendeten Vorkonditionierer hinreichend gut (d.h. k(Ky ' K), k(By'S)
jeweils O(1)), so ist bei Wahl von § vermoge (6) auch x(M) von der GréBlenordnung O(1),

wobei allerdings die Konstanten im ungiinstigsten Fall multipliziert werden. Selbst eine

logarithmische Abhéngigkeit der Kondition von N via

R(Ky ' K) = O((In(NL))"), k(By'S) = O((In(N,))")
fithrt fiir die Gesamtkondition auf eine lediglich logarithmische Abhéngigkeit
k(M) < O((In(N))*).



2.3 Berechnung der Rayleighquotienten

Eine Problematik ist nun noch die Berechnung von R, bzw. R,. Wir haben ja z.B. den
Vorkonditionierer K nicht direkt vorliegen, sondern kénnen nur einen gegebenen Vektor
mit K, ' multiplizieren. Wir kénnen aber iiber Umformungen berechenbare Ausdriicke
erzeugen:

p_ (Ki'Krx), (K- 9Ky 'Kz, x)
: (z, 7)o (K —7Ko).2)

KKK — v KK 2y, K. ° o
_ (KK v )710 y’,;o y) — x =K, %y
(K —yKo) K, *y, Ky *y)
(Ky*KKy?)?—~vK,*KK, ?*)y,y)
(K *KKy? —~I)y,y)

K(K —~I - ISR
_ (E(K —11)y,y) — K= KKK, *?

(K =~1)y,y)
K(K —~1)z2y, (K —yI)3 - )
= ( (~ 7 2 Y (~ 7 2 y) — K, (K —~I)2 vertauschbar
(K —D)2y, (K —~1)zy
1

(Kz,2) (KK,22, K, %z - 1
= (Z Z) = O(Z Z)O — 2 = (K—W[)Qy
(KK 'w, Ki'w)

(Kj  w, w)

Die Vertauschbarkeit von K und (K —~I)z = f(K) ist klar aufgrund der Eigenzerlegung
der Matrixfunktion (K symmetrisch).

Damit lisst sich also tatsiichlich R, berechnen, da wir lediglich Vektoren mit K bzw. K,
multiplizieren miissen:

(Kv,v)

o= w)

mit v = K 'w. (7)
Fiir den unteren Teil gilt

p _ Bi'Se.q)u _ (5'Sq.q) _ (Sa,9)

(4, q)u (0-'Boq,q)  (Bog,q)

Wenn wir By direkt kennen (z.B. Diagonalvorkonditionierung fiir die Massenmatrix) kénnen
wir somit direkt R, berechnen, ansonsten folgt mit ¢ = By 'r die Aquivalenz

_ (Sq.q) _ (SBy'r,By'r)
T g T B o




Ideen fiir optimalere Parameterwahl: Es stellt sich nun die Frage ob es moglich ist,
sich dem Optimalzustand aufeinanderliegender Spektrenmittelpunkte (vgl. Abb. 1) noch
weiter anzundhern. Man konnte z.B. fiir jeweils mehrere Vektoren, die im Idealfall nahe
an Eigenvektoren relativ grofler und relativ kleiner Eigenwerte liegen, Rayleighquotienten
berechnen und aus dem gréfiten und kleinsten das arithmetische oder geometrische (die-
ses wird aber sehr stark verfilscht falls Ausreier nahe 0 auftreten) Mittel bilden. Mit
rein , zufilliger* Vektorenwahl ohne weiteres Wissen iiber die Eigenwerte/-vektoren ist al-
lerdings kein qualitativ besseres Ergebnis zu erwarten. Es wéren dann die Kosten fiir die
Berechnung von Rayleigh-Quotienten gegen die von ggf. einzusparenden Iterationsschritten
im CG abzuwégen.

3 Numerische Experimente

Erste Experimente wurden mit dem zweidimenensionalen Elastizitdtsprogramm
SPC-Pm2AdMix durchgefiihrt, um an einigen Beispielen die Auswirkung der Parameter-
wahl zu testen. Als erstes Beispiel wurde hier ein Quadrat aus normal elastischem Material
(z.B. Stahl) genommen, in welchem ein kleineres Quadrat aus einem inkompressiblen Mate-
rial eingelassen ist. Unten ist ein Dirichletrand vorgegeben, wéhrend oben auf den mittleren
Teil eine konstante Kraft wirkt (siehe dazu auch Abb. 3).

IO

U M
P : T?i/ E;, = 200.000
A B ;:’,Mate/r%‘a[2,,,,/,/,,;:1,,,,,,7

Ey, = 20.000
777777777777777777777 Vo = 0.5

i 2 -

Abbildung 3: Grafische Veranschaulichung von Testbeispiel 1

Zunichst einmal wurde ausgehend vom Grobnetz (Level 0) fiir 6-Werte aus verschiede-
nen Groflenordnungen eine Rechnung mit 4-facher Totalverfeinerung durchgefiihrt, um die
dabei auftretenden MixCG-Iterationszahlen in jedem Level sowie die berechneten Maxi-
malwerte der Verschiebung u,, u, sowie des hydrostatischen Druckes p im feinsten Level 4
zu vergleichen. Zuvor wurde noch mittels Testrechnungen ein moglichst grofier geeigneter
Wert fiir v bestimmt, so daf} eine Verletzung der positiven Definitheit von K — K nicht
feststellbar war. Fiir Dreieckselemente mit globaler roter Verfeinerung ergab sich hierbei
ein Wert von v = 0.005 sowie die in Abbildung 4 dargestellte Abhéngigkeit von 4.
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Abbildung 4: Losungskomponenten und Iterationszahlen in Bsp.1 bei Dreiecksvernetzung

Die automatisch vermoge (6) gewéhlten Werte § =: 6,y liegen abhéngig vom Level etwa im
Bereich 30000..45000, im Diagramm angedeutet durch senkrechte Linien. Als Ausgangsvek-
toren fiir die Berechnung mittels (7),(8) wurden dabei Vektoren aus lauter Einsen gew&hlt.
Das Diagramm zeigt kleine Iterationszahlen (jeweils zwischen 30 und 40 Iterationen in
allen Leveln) fir kleine § < 0.01, danach ein in den einzelnen Leveln etwas chaotisches
Einsetzen groflerer Iterationszahlen fiir etwa 0.01 < § < 10 sowie anscheinend stetig von
0 abhéngige Iterationszahlen fiir etwa 6 > 10. Die Kurven der Iterationszahlen zeigen
hier ein relatives Minimum etwa in Hohe des Bereichs der automatisch ermittelten d,ay,
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wéhrend ein kleinerer ,,Buckel® bei -Werten zwischen 100 und 1000 sowie sehr schnell an-
steigende Iterationszahlen fiir 6 oberhalb etwa 100000 zu beobachten sind. Die berechneten
Losungskomponenten zeigen ein stabiles Verhalten mit etwa gleichbleibenden Werten fiir
0 im Bereich um 6,,, herum, wéhrend abweichende p-Werte schon bei etwa § < 100 sowie

signifikant abweichende Verschiebungen bei etwa § < 1 ermittelt werden.
Etwa analog sind die Ergebnisse der gleichen Testrechnungen bei Vierecksvernetzung, wel-

che in Abbildung 5 dargestellt sind.
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Abbildung 5: Losungskomponenten und Iterationszahlen in Bsp.1 bei Vierecksvernetzung

Hier wurde ein ebenfalls durch ,,Probieren® ermittelter Wert von v = 0.004 verwendet.



Beim genaueren Vergleich der Vernetzungsarten ist ersichtlich, dal die Abweichung zumin-
dest der Verschiebungskomponenten der Losung bei Verwendung von Viereckselementen
erst bei um etwa um eine Groflenordnung kleinerem o eintritt, obwohl das Netz durch
Zusammenlegen zweier Dreiecke zu einem Viereck etwas weniger Freiheitsgrade besitzt.
Grund dafiir ist vermutlich, daf§ die gesamte Anordnung symmetrisch ist und die Vierecks-
vernetzung im Gegensatz zur Dreiecksvernetzung ebenfalls diese Symmetrie aufweist.

Testweise wurde auf einer ,;schnellen” Maschine einmal mit adaptiver Verfeinerung bis zur
Uberschreitung von 10000 Knoten gerechnet. Die dabei aufgelaufenen PCG-Zeiten, sowie
die prozentuale Abweichung der maximalen Verschiebungskomponenten u,, v, vom ver-
mutlich korrekten Wert (ndherungsweise stabil berechnet fiir Werte von 6 > 1) verdeutlicht

Abbildung 6.

100 T ™ T 7
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delta

Abbildung 6: PCG-Zeiten fiir adaptive Rechnung in Bsp.1 bei rot-griiner Dreiecksvernet-
zung sowie Vierecksvernetzung mit max. Anisotropiefaktor 2.1

Der Effekt abnehmender Iterationszeiten und signifikant wachsendem Fehler bei § < 1 ist
darauf zuriickzufiithren, daf§ sich bei sehr kleinem (und evtl. auch sehr grofiem, was hier
nicht mit gerechnet wurde)  die Blocke der Gesamtmatrix A in der Grofienordnung wesent-
lich unterscheiden. Der gering gewichte Block wird also in der Rechnung mit wachsendem
Ungleichgewicht immer stérker vernachlassigt, und spétestens bei einem Gréfenordnungs-
unterschied von mehr als €2, wobei & das Abbruch-Epsilon darstellt, erzeugt der PCG
keine Konvergenz mehr gegen eine sinnvolle Losung. Hier greift dann nur noch der obere
bzw. untere Block, wo durch die jeweils gute Vorkonditionierung eine sehr schnelle Kon-
vergenz eintritt. Bei automatischer Wahl von 6 = 0,y (&hnlich fiir 5-Werte in der gleichen
GroBenordnung) ist in diesem Beispiel erfreulicherweise nur ein moderates Wachstum der
[terationszahlen festzustellen: Bei adaptiver rot-griiner Verfeinerung 80 Iterationen beim
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Start mit 81 Knoten, 155 It. bei 1169 Knoten, 232 It. bei 10838 Knoten. Etwa vergleichbar
ist die Situation bei totaler Verfeinerung: 177 Iterationen in Level 3 (4225 Knoten), 202
Iterationen in Level 4 (16641 Knoten).

Als ein weiteres Beispiel wurde dieselbe Versuchsanordnung genommen, diesmal aber mit
einem Quadrat aus einheitlichem Material der Parameter £ = 20000, v = 0.3. Einige cha-
rakteristische Losungswerte zeigt Abbildung 7, die Losungen sind dabei nach bmaliger
Totalverfeinerung untersucht worden.
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Abbildung 7: Berechnete Losungskomponenten und Iterationszahlen im Bsp.2

Der Vorteil bei diesem einfacheren Beispiel ist, dafl die berechneten Verschiebungskompo-
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nenten der Losung problemlos auch mit dem herkémmlichen Elastizitdtsprogramm SPC-
Pm2Ad berechnet werden kénnen (in Abbildung 7 mit dargestellt) und so ein Vergleich
hinsichtlich Korrektheit zumindest der u-Komponenten moglich ist. Es wurde hier wieder
mit global roter Dreiecksverfeinerung gearbeitet und Werte von ¢ iiber weite Groflenord-
nungen gewéahlt. Wie oben beschrieben wurde fiir das gesamte Beispiel ein ndherungsweise
optimaler Wert von v = 0.008 bestimmt. Auffillig ist, daf3 fiir exotische Werte von § aufler-
halb etwa der Grofenordnungen 107*...10'* die Verschiebung u, bzw. u, keine sinnvollen
Werte mehr ergibt. Man beachte, dafl dies bei dem verwendeten Abbruch-Epsilon von
e = 107* gerade die von einem ,gutartigen“ d—Wert 10* in der GréBenordnung um mehr
als €2 abweichenden 6-Werte sind. Der Bereich stabiler p-Werte ist dagegen kleiner, der ver-
mutlich korrekte Druck wird zumindest niherungsweise zuverlissig nur fiir 6 € [100, 107
getroffen. Die iiber Rayleigh-Quotienten ermittelten Werte fiir § lagen hier im Bereich
1250..1500, ein optimales Konvergenz- bzw. Losungsverhalten scheint aber hier erst bei
etwas grofierem § ~ 10* aufzutreten, was auch die Darstellung der Iterationszahlen in Ab-
bildung 7 belegt. Es wire hier daher zu untersuchen, ob eine zuféllige Auswahl weniger
Testvektoren noch etwas giinstigere Werte bei der automatischen Wahl von § ergibt.
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