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1 Einleitung

Dieses Preprint beschéftigt sich mit einem Teilgebiet der linearen Elastizitéts-
theorie. Es werden einige Forschungsergebnisse zu der Mindlin-Reissner-Platte
vorgestellt und diskutiert. Weiterhin wird auf einige Schwierigkeiten im Umgang
mit den einzelnen Elementen hingewiesen. Zum Abschlufl werden dann noch di-
verse Fehlerschéitzerentwicklungen vorgestellt und einige Ergebnisse diskutiert.

2 Mindlin-Reissner-Plattentheorie

In diesem Abschnitt soll nur ein kurzer Abriss der Plattentheorie erfolgen. Zum
tieferen Verstédndniss wird auf [1,4] verwiesen, wo dies alles ausfiihrlich dargestellt
worden ist.

Man betrachtet eine diinne Platte mit konstanter Dicke ¢, deren Mittelebene
mit der (x1, x2)-Ebene iibereinstimmt.

o (L 1) new

Die Platte wird durch duflere Kréfte belastet, die orthogonal zur Mittelebene sind,
d.h die Krifte wirken nur in z3-Richtung auf die Platte ein f = €3 - f(x, x2).

Hypothesen von Mindlin und Reissner

H1 Linearitdatshypothese. Die Segmente auf jeder Normalen werden linear defor-

miert, d.h. die Punkte auf z x (—%, £) bleiben auf einer Geraden (¥ z € ).
H2 Die Verschiebungen in x3-Richtung sind unabhéngig von der z3-Koordinate.
H3 Die Punkte auf der Mittelebene werden nur in x3-Richtung deformiert.

H4 Die Normalspannung o33 verschwindet, d.h. es gilt ebener Spannungszu-
stand (o33 = 0).

Mit den Hypothesen H1-H3 haben die Verschiebungen folgende Gestalt

ui(r1, v, 73) = —x30;(71, T2) 1=1,2 (1)

uz(w1, w9, 73) = w(ry, 7o) (2)

Wobei w als tranversale Verschiebung und 6 = (6;,6,)" als Verdrehung (beziig-
lich x1- und x5-Achse) bezeichnet wird.

Das Energiefunktional



kann nun mit Hilfe von (1),(2), den entsprechenden Ableitungen, Integration iiber
die z3-Variable wie folgt geschrieben werden.

a(w,0,w,0) = /2 /Q,uxgs(ﬁ) - (0) + 22\ ggdiv Odiv b (3)
-t Ja

+ pur(Vw — 0)T (Vi — 0) dQ das

oder vereinfacht

a(w,8,,0) = t2a,(6,0) + px(Vw — 6, Vi — ), (4)

_ 1 _ _
a,(0,0) = E/ﬂZus(@) : £(0) + Agszdiv Odiv 0 dS.

Der erste Term enthélt den Biegeanteil, ist ein ganz normales 2D Elastizitéts-
problem. Der zweite Term ist der Scherterm, der hier von besonderer Bedeutung
ist und mit verschieden Ansdtzen behandelt werden kann. Daraus ergibt sich
nun fiir die verschiedenen Ansétze folgende Grundgleichung mit entsprechender
Skalierung :

ao(0,0) = —/925(0) ce() + )\Ejzdivﬁdivédﬁ (5)

Man 1ost

Im weiteren wird folgende Abkiirzung verwendet :

f

f= P

3 Elemente

Es gibt verschiedene Méglichkeiten die oben genannte Gleichung zu diskretisieren.
In diesem Artikel werden drei verschiedene Elementetypen vorgestellt. Nahere
Einzelheiten zum Aufbau der lokalen Steifigkeitsmatrizen sind in [1] zu finden.
Es wird nur auf einigen Besonderheiten beim Aufbau der Steifigkeitsmatrizen
eingegangen.

3.1 Allgemeine Dreiecks- bzw. Viereckselemente

Dies sind die einfachsten Elemente, die zur Diskretisierung verwendet werden
konnen, haben aber entscheidende Nachteile beziiglich Konvergenz und Genau-
igkeit, weil der Raum fiir den Scherterm Hy(rot, 2) nicht beriicksichtigt wird.
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Elemente :

TRI3 | allgemeines lineares Dreieckselement

Quad4 | allgemeines bilineares Viereckselement

TRI6 | allgemeines quadratisches Dreieckselement

Quad8 | allgemeines biquadratisches Viereckselement (Serendipity-Klasse)
TRI7 | allgemeines quadratisches Dreieckselement + Bubblefunction
Quad9 | allgemeines biquadratisches Viereckselement + Bubblefunction

Die Unterschiede zwischen TRI6 und TRI7 und oder Quad8 oder Quad9 sind
nicht wesentlich. Durch Hinzunahme der Bubblefunktion wird die Approxima-
tionsgiite der einzelnen Elemente beziiglich des Finite Elemente Raums erhoht.
Man erhilt aber leider keine nennenswerten Verbesserungen beziiglich der Lésung
und des Konvergenzverhaltens.

Bei der Implementierung wird, wie in [1] erwihnt, der Reduktionsoperator
im Biegeanteil auf R, = I gesetzt. Damit vereinfacht sich die Implementierung

wesentlich.

3.2 Arnold und Falk-Element

Das Plattenproblem wird als gemischte Formulierung dargestellt und eine neue

Schervariable

y=t?—a)(Vw—0)und 0 < a <t ?

eingefiihrt. Daraus entsteht folgendes Problem :

Gesucht wird (w,0) € H}(Q) x H{(2)? und v € Ly(2)?, so daB

mit

und

0,7) = (f,0)
7

a(w, 0, w,0) + b(w
v, =0

b(wv 07 ’?) - (
a(w,0,w,0) = ay(6,0) + (a(Vw — 0), Vi — 0),
b(w7 97 :Y) = (vw - 97 &)0
c(v,7) = /1~ at’)y,9)o.

Vi eH, Ve H(Q)? und 7 € Ly(Q)?

gilt. Damit ergibt sich fiir die FEM folgende Raumkonstellation :

H, = Po(T)NHL(Q)
= (Py(T) +Bs(7)* N (Hy(2))*
= (Po(T)?

=
i




wenn mit P, (7)) der Raum der Polynome k-ten Grades auf jedem Element 7 € 7
bezeichnet wird (ab k& > 1 sind dies stetige Funktionen).

Die Diskretisierung der Gleichungen weicht einwenig ab von den bisherigen Ele-
menten, deshalb soll hier darauf kurz eingegangen werden.

3.2.1 Diskretisierung des Arnold und Falk - Elements

Man verwendet folgende Ansétze :

w = dw b= (¢1,...,0n,), ¢i...Ansatztkt. fiir w
0 = \17Q = (Yr€1, V1€ ..., Y, €1, Yn,€2), Vi€ . .. Vektoransatztkt. fiir 6

Ky

1 im Element ¢
0 sonst

—

v o= 27 E= (V161,06 .., Unafl, Unafs), U; = {

Damit lasst sich a(.,.) wie folgt schreiben :

| [k e ][]

Der zweite Term in der ersten Gleichung léasst sich ebenso einfach schreiben :

NEAIES

Die Matrixblocke sind definiert wie folgt :

a(w,,w,0) = {

SIS

b(w,0,7) = {

| |Sz

L = (V®)H (Vo)

B = (V®)"¥

E = Steifigkeitsmatrix des 2D-Elastizititsproblems (mit U)
M = 9y

By = (V®)I=
M, = WH=

D = =H=Z = diag (mes Ty, mes T ..., mes T, mes Tyer)

Die Schreibweise (...)7(...) ist als Matrix der Ly-Skalarprodukte aller einzelnen
Ansatzfunktionen zu verstehen.

Die 2.Gleichung ldsst sich genauso darstellen :

I |2
_ 1
|
G

Q
N
N
S
)

b(w,0.%) — c(1,7) = [ 7 ][ B —Mf][



Damit ergibt sich folgendes elementare Gleichungssystem :

al —aB BO w l_)
—aBT aM+E —M, 0 |=10
BT -MI LD v 0

Dieses nach 7 umgestellt

1 —at?
7= —5— D' (Bjw— M[)
und wieder eingesetzt, ergibt
al + =22 By, D' B —aB — =88 By D MT w] [0
—aBT — =9EAM DB oM+ E+ 122D ME [ [ 6] |0

das endgiiltige Gleichungssystem. Die Systemmatrix kann lokal, wie bei den an-
deren Elementen berechnet und aufgestellt werden.

Néhere Informationen zu dem Verhalten der Losung, Konvergenz und Fehler-
schétzer in den folgenden Abschnitten.

3.3 MITC-Elemente

Bei diesen Elementen wird ein spezieller Reduktionsoperator im Scherterm ein-
gefiihrt.

a(w,0,,0) = t2a1 (6, 0) + pux(Vw — Ry0, Vi — Ry0), (6)

Diese Elemente wurden in [1] vollstdndig beschrieben.

4 Ergebnisse und Vergleich der Elemente

Hier wird ein Beispiel vorgestellt, wo man die Losung auch analytisch bestimmen
kann. Dieses wird nun numerisch berechnet und dabei werden die einzelnen Ele-
mente betrachtet.

Beispiel :

Man betrachtet eine Kreisplatte mit folgenden Abmessungen und Daten :

Radius = 1
Dicket = 0.1
Elastizitatszahl E = 1

und die Poisonzahl v = 0.3.



Die Platte wird als voll eingespannt betrachtet, damit sind alle Randbedingungen
gleich Dirichletbedingungen. Fiir w und 6 gelten folgenden Funktionen :

0 = 4(r* - 1)z r?=2T%
w = r*—1r*(16t2°a +2) + 16t°a + 1

Diese werden nun in die Formulierung der Mindlin-Reissner-Platte eingesetzt.
2

t

Edivcr +rpu(Vw—0) = 0
f+ kpdiv(Vw —6) = 0

Nach der Berechnung vom Parameter

1

o = und der Kraft
5(1—v)

f = Et*-5.8608059

erhalt man diese Maxima :

w(0) = 1+4t*-4.571428
max [#| = 1.5396

Nun werden alle Elemente mit dieser Losung verglichen. Man erhélt folgende
Grafik fiir den Verlauf von w(0) — wy,(0) tiber der Knotenanzahl.

W(0)-Wh(0)
10: T T T L T T T

3g-Smpl
3-MITC3 -

01 I

0.01

0.001

0.0001

1e-05

10000 100000 1le+06

1606
10 100 1000



Die MITC-Elemente sind beziiglich des Fehlers, die Elemente mit der héchsten
Approximationsgiite.

5 Fehlerschitzer / Fehlerindikator

Zuerst ein allgemeiner Fehlerschétzer, der aus dem 3D-Bereich kommt und mit
dem speziellen Ansatz fiir die Mindlin-Reissner-Elemente arbeitet. Dieser ist aber
leider nicht mathemathisch korrekt beziiglich der MITC-Elemente, aber als Feh-
lerindikator benutzbar. Der Scherterm wird nicht exakt beriicksichtigt. Aber als
Ausgangspunkt fiir zukiinftige mathematisch exakte Fehlerschéitzer soll er hier
mit erwdhnt werden, da er wichtige Implementierungsdetails enthélt.

5.1 Allgemein
Der allgemeine 3D-Elastizitétsfehler-Schéitzer besitzt folgende Darstellung :

h? - h
Whs =~V - osp(un) + flFsg + > olllosp - nlllEs (7)
)\T E3CT3 )\T

tt t t
mit 7% =T x <—§, 5) und B3 = E x <—§, 5) ( A7 ist kleinster Eigenwert des

Material-Tensor C'). Die Klammern |[...] bezeichnen den Sprung iiber Flichen im

3D bzw. Kanten im 2D.

5.2 Resultierender Fehlerindikator fiir Mindlin-Reissner-
Gleichung

Man kann von obigem Fehlerschéitzer ausgehen, aber mit den Einschrinkungen :

1. wuy, erfiillt nicht exakt die 3D-Gleichung (siehe z.B. (6))

azp(up,vp) = (f - €3,vp) YV v, € FE-Ansatzraum

2. u* erfiillt nicht exakt o33 = 0, aber

asp(u*,v) = (f - €3,0) Vo e Hy(Q)°.

Als weitere Voraussetzung wird getroffen, dafl die Materialparameter, speziell
Apsz (ebener Spannungszustand), identisch sind in beiden Gleichungen. Damit
wire die Galerkin-Orthogonalitit des Fehlers

asp(u* — up,vp) =0 v, € FE-Ansatzraum



erfiillt und obiger Fehlerschitzer definierbar. Wie bereits erwéhnt trifft dies nicht
bei MITC-Elementen / Arnold und Falk-Element zu, wegen des speziellen Re-
duktionsoperators. Aber als Fehlerindikator ist (7) durchaus geeignet.

Es wird folgender Ansatz fiir u;, verwendet :

—x;»,@,ll 1
— 0 ) —( Wh — Qh)
Un = 202 c [ $352D( h 5 V
h — wf; h = 3D = %(VU}h eh)T 0

wobei 0! und wy, von (x1, 3) abhéingig sind. Damit ergeben sich folgende Formeln.
Fiir
03p = 2lue + Agszspure - [
erhalt man
Oap = |: —.T3O'2D((9h) ,LL(VUJh — Hh) :|
,u(th — Qh)T 0 '
Unter Beachtung der Flachen 7' x % bzw. T' x —% und Integration iiber die x3-
Variable entsteht fiir den Elementanteil im Fehlerindikator folgende Gleichung

"y
Ar

Im zweiten Teil des Fehlerindikators, also der Summe iiber die Kanten ergibt sich
folgendes

£ 2
EngO'QD(eh) + M(V?Uh — Hh)T

+1uVap(Vwn, — 6h) + fl!%) :

T

> };\_j <‘ %[Uw(@h) -]

ECT

T [4(Vwn = 0n) - n] II%> :

5.3 (Bi-)Lineare Elemente

Fiir die linearen Elemente vereinfachen sich obige Formeln. Die Berechnung wird
an dieser Stelle kurz dargestellt. Es werden folgende Ansétze fiir wy, 6%, i = 1,2

verwendet R . ' o
wp =Y g 6, =" 6.
J J

1. Betrachtung von V% oyp(6y) :

020 (05) = 200105 + Apszdivl, (805 + 0,07)
2D M(aQeill + 619}21) 2/1829;21 -+ )\Egzdiv 9h

Offensichtlich ist fiir das lineare Dreickselement VZoyp(0),) = 0. Bei den
bilinearen Elementen sind nur die gemischten Ableitungen von Null ver-
schieden. Daraus folgt :

VT o9p(0h) = (Apsz + 1) [ 0%,07 05,0} |



2. Betrachtung von u(Vwy, — 0y) :

Bei diesem Term muf} keine spezielle Umformung vorgenommen werden.
Ublicherweise wird der sogenannte Scherterm ~; mit dem Scherkorrektur-
faktor k = 5/6 multipliziert, der im folgenden stets benutzt wird

Y = pr(Vwy, — 0y).

. Betrachtung von puxV7T (Vwy, — ;) :

peNE(Vwy, —0,) = ux(VIVw, — V7Ioy,)
= pk(Awy, — V7T,)

Offensichtlich entfallt fiir das lineare Dreieckselement Awy,.

Betrachtung des Kanten-Anteils im Fehlerschétzer :

2

e (Hf—;@meh) 0

+ | lps(Vwn — 6r) MH%) :

E

Bei diesem Anteil mufl auch nichts besonders umgeformt oder beachtet wer-
den.

5.4 Quadratische Elemente

Bei den hoheren Elementen verschwinden keine Terme im Fehlerschitzer (Fehler-
indikator) mehr. Dies hat zur Folge, dass kompliziertere Formeln fiir den Fehler-
schitzer notig sind.

1.

Betrachtung von VTOQD(Qh) : In diesem Fall mul V7oyp komplett berech-
net werden, weil die 2.Ableitungen von 6! existieren und von Null verschie-
den sind. D.h.

(2 + Apsz)20% + (Apsz + pn)0%0% + o261 1"

T _
V30200 =1 (9,1 4 Aper) 0207 + (pss + p)OR0L + ud?6?

Betrachtung von px(Vwy, — 0)) ist analog zu den linearen Elementen.

Betrachtung von uxV7T (Vwy, — 0),) ist auch wieder analog zu den linearen
Elementen.

Betrachtung des Kanten-Anteils im Fehlerschitzer ist auch analog wie bei
den linearen Elementen aufzubauen.



5.5 Implementierung

Setzen isotropes Netz hg = |E| und hy = |T'| voraus. Damit ergeben sich folgende
Berechnungen. Zur Vereinfachung wird folgende Darstellung verwendet :

h? h
Ny = —T(771,T +m2r) + Z _E("]LE + 12,1)
Ar por AT

1. %div oap () + pr(Vwy, — 0,) im Elementanteil

Die Berechnung von V7T oyp ist etwas schwieriger, weil wie beim folgenden
Term die Darstellung im natiirlichen Koordinatensystem erfolgen muf3. Des-
halb ist es sinnvoll eine Aufteilung des Spannungstensors osp vorzunehmen
damit dieser einfach numerisch berechenbar wird.

oop (@) = | 200+ Apszdivy u(0s8), +0,67)
2D (020} 4+ 0107)  2udh0? + Apszdiv,

| ponb poi6; o 0;  pudab; Agszdiv 6y,

Daraus folgt
Vioap = plspur (VVT6;) i spur (VVT07] + (1 + Apsz)[01div 0y,  Oadiv 6]
Zur einfachen Berechnung setzt man @ = [y ap]” mit :

ar = pspur (VVT0) + B
ay = pspur (VVT?) + B

mit

2y

= [ gl :| = ()\E52+M)leveh
2

Weiterhin R
7= uk(Vwy, — 0,) = ps(J T Vwy, — 0))

mr ‘= /
T

t2
EVTO'QD(Hh) —+ [LKJ(th — Qh)T

nutzen Mittelpunktregel (MP)

Q

10

)\Egzdiveh '

2

d€2p

£ T
—a+7 —a+r - | det(J)].
wg(uoz—l—'r)'MP (12a—|—7’)|MP | det(J)|



Mit folgenden einfachen Berechnungsformeln :

pspur (VV710;) = uspur(J‘;gj(@@T%)WPJ_l ) und

|arp

Ne
ﬁi = ()‘ESZ+/~L)J\;Z; (Z(@@ijjleé)zwp>

j=1

wegen 6, = Y ;(#)6;,
J

wobei J der Jacobian der Abbildung auf das Masterelement ist.

. prdiv(Vwy, — 6,) + f im Elementanteil

Dieser Term wird mit Hilfe
VIV = spur (VV7)

berechnet. Weil man beachten muf, dafl der Gradient immer im natiirlichen
Koordinatensystem dargestellt wird und die Matrix fiir den Basiswechsel
ebenfalls von z abhédngen kann. Daraus ergibt sich folgende Berechnungs-
formel :

psNT (Vwy, —0,) = prspur (V(VTwy, —07))
= prspur (JTIVVTw,J Y — ks spur (J-TVOD),

womit sich ergibt :

Nor = / || e spur (J-IV NV w71 — prspur (J7IVOD) + f1? dqp
T

WQ{NKJ [spur (JiT (@@Twh)\MP T
=spur (J|. " (VO}) ;)] + 1] det J|

|arp

Q

) %O-QD(eh) im Kantenanteil

Fiir 77 ; ist obige Formel einfach zu implementieren. Die Terme fiir die
Kanten werden wie folgt berechnet :

2

|E| t?
= = —o9p - ds
mE . 12021) N2p
w t? 2
~ )\_; lEUZD(Hh)MP ’ EL}

11



4. pk(Vwy, — 6,) im Kantenanteil

Fiir n g ergibt sich ein analoges Vorgehen. D.h.

E
oy = 12 [ (T = 00) - s
>\T E
w
)\_g”[:u"i(vwh\MP - Hh\Mp) ’ EJ_]”2
T

Q

5.6 Fehlerindikator mit speziellem o(6})

Da bei MITC-Elementen ein spezieller Ansatz verwendet wird, kann man obigen
Fehlerindikator auch dahin abéndern, daf§ er den Reduktionsoperator im Scher-
term mit beachtet. Damit ergibt sich folgendes o3p

Oar — —x302p(6h) wRy(Vwy, — 0y)
3D uRh(th _ eh)T 0 .

Man erhilt dann diesen Fehlerindikator :

all

und beziiglich der Kanten :

s

ECT

2 2
EngU2D<9h> -+ MH(VUJ;L — Rhﬁh)T

+ [|ukV o (Vwy, — Riy) + fH%) :

T

t2
151920(0n) - 1]

2
+ [ [s(Vwn = Rubn) - 1] H%) :
E

Dieser Fehlerindikator, ist nicht exakt mathematisch herleitbar, weil der Re-
duktionsoperator in der 3D-Gleichung nicht auftritt und damit keine Galerkin-
Orthogonalitdten berechnet werden koénnen. Aber um den speziellen Typ der
MITC-Elemente hervorzuheben, ist der Fehlerindikator mit R, geeignet.

Die Implementierung der einzelnen Terme ist analog wie in dem vorangegan-
gem Abschnitt beschrieben. An dieser Stelle wird nur auf einige Besonderheiten
eingegangen. Nihere Details zum Reduktionspoerator Ry, siehe [1].

In diesem Fall wird Vw; — 0,, durch Vw; — R,0) ersetzt. Vermutlich koénnte
der Projektor R, im Fehlerschétzer eine besondere Bedeutung einnehmen, was
aber erst noch bestéitigt werden muf.

Der Projektor Ry0 besitzt folgende Darstelung :
—Rpby=J "MH'Z 0.

M = M(Z) enthélt die Vektoransatzfunktionen des Raumes I', beziiglich des
Masterelementes. Damit d&ndern sich folgende Terme :

12



1. prdiv(Vw, — Rp0,) + f im Elementanteil

Nor = / | s spur (J TN Tw, J Y — prspur (J TV (R0)T) + fI? dQap
T
~  wy{puk [spur (J‘;Z;D(vawh)‘]MP J\;;P)
+spur (7 My, ) L) + [ det |
Es wird eine MITC-Maske M definiert durch
M = V(Ry0,)T =V(M((z)HZ-9)".

Dieser Ausdruck ist im Matrix Sinne zu verstehen. Man erhilt eine 2 x 2-
Matrix. In [1] wurden die einzelen Elemente und ihre Darstellungen herge-
leitet. Es werden die Koeffizienten

MITCn : H'Z6 = [a,b,.. )"

beziiglich der Basis der einzelnen Elemente berechnet. Damit ergeben sich
fiir die einzelnen MITC-Elemente folgende Masken :

MITC 3 :
~ 0 —-b
=137 ]
MITC 4 :
~ 0 d
=[5 5]
MITC 7 :
~ b1+d.§i’2 b2—2d§71—€.§2’2
M = R . R
1 + dio + 2eio Ccy — el
MITC 9 :

N — by + dy 22 by + daZo + 2e22y
c1 + dli’l -+ 26152’2 Cy + dgi’l

Damit ist der Elementeanteil leicht berechenbar.

2. pr(Vw — Rp0) im Kantenanteil

E

e = %/ [k (Vwn — Ryby) - napl||® dS
T JE

ﬁ!\[ufﬁ(vwhwp +J N (MHZ - 9)

'EJ_ 2
= [

Q

|MP)

Beim Vergleich dieser beider Fehlerindikatoren konnten noch keine schliissigen
Ergebnisse festgestellt werden, welcher giinstiger ist. Dies kann man darauf zu-
riickfithren, dafl der mathematische Beweis beider Indikatoren noch nicht erbracht
wurde.
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5.7 Fehlerschitzer fiir die Mindlin Reissner Gleichung -
direkt

Im Unterschied zu 5.2 wird sofort von der Mindlin-Reissner-Gleichung (4) ausge-
gangen und fiir die exakte Losung die Identitéten

t2
Ediva+ﬁu(Vw—9) =0

f+ kpdiv(Vw —0) = 0.

benutzt. Fiir die Naherungslosung wy, 6, wird die gleiche Gleichung verwendet
(Elemente : Trin und Quadn), was durch einfaches Umformen zu den Galerkin-
Orthogonalitiaten

a(w* — wp, 0" — O, W, 5) =0 V0,0 € FE-Ansatzraum

fiihrt.

Daraus resultiert folgender Fehlerschétzer :

h? h
Ny = ~=(mr + ) + Z —E<771,E + 1o.p)
A A
ECT
mit
2 2
mr = Ediv o(0y) + px(Vw, — 0p)
mr = |If+ sV (Vwy, — 60,)|
#2 2
me = [Eg(eh) n}
e = |[ps(Vw, —0,) - n]|?

Wie man unschwer erkennt ist dieser mit dem bisherigen Fehlerindikator identisch.

5.8 Fehlerschatzer fiir Arnold und Falk-Element

Fiir das Arnold und Falk-Element existiert ein Fehlerschétzer. Dieser ist im Detail
in [2] beschrieben. Deshalb wird hier nicht néher darauf eingegangen. Der Fehler-
schatzer fiir das Arnold und Falk-Element wurde hier nicht weiter beachtet, weil
das Fehlerverhalten beziiglich der Konvergenz dieses Elements in Vergleich zu den
anderen Elementen nicht sehr gut ist. Aber die Grundlagen, die in [2] dargestellt
werden, dienen als Ausgangsbasis fiir die Entwicklung eines Fehlerschétzers fiir
MITC-Elemente.
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6 Versuch der Herleitung eines Fehlerschétzers
fiir MITC-Elemente

Erste Versuche mit der Gleichung

t al(ﬁh, Hh) + M(Rh(th - Qh) Rh(wh — 0/1))0 — 2(f ’wh)o — g}}ler}ll
fiir die MITC-Elemente ein geeignetes Fehlerfunktional zu berechnen schlugen
fehl wegen des Reduktionsoperators Ry, der in der exakten Gleichung nicht exi-
stiert. Es konnten keine exakten Galerkin-Orthogonalititen berechnet werden.
Dies hat zur Folge, dafl keine gut berechenbaren Terme fiir den Fehlerschétzer
hergeleitet werden konnten.

Ein Ausweg konnte darin bestehen, dafl wie beim Arnold und Falk-Element von
der Helmholtz-Zerlegung ausgegangen wird. Einge Details zu dieser Zerlegung
sind in [1] beschrieben.

6.1 Herleitung mittels Helmholtz-Zerlegung

Ausfiihrliche Details und Informationen siehe dazu [3]. Es werden folgende Aus-
gangsgleichungen (Herleitung mit Helmholtz-Zerlegung) verwendet :

Finde (6, w,r,p) € H)(Q)? x HY(Q) x H(Q) x HH(2)/R mit

) X
(Vr, Vo) = (f,v) Vo € H(Q)
ap(0,9) = (p,roty)) = (Vrg) Vo € Hy(Q)*
—(rot#,q) — t*(curlp,curlg) = 0 VqeH(Q)/R
(Vw,Vz) — (0,Vz) = t3(f,2) Y z € HY(Q)
mit
v=t2(Vw—0)=Vr+curlp n=Vz+curlq

Bei MITC-Elemente ist : vy, = t2(Vw — Rp,0). In der Diskretisierung wird fol-
gendes verwendet :

Y = Vr, + curl ypp, nn = Vzp + curl hqp.

Daraus folgt dann dieses System : Finde (6, wp, 7, pr) € (O x Wy, x Wy, X Q)
mit

(Vry, Vuy,) (f,vn) Yo, €W,

a(On, ¥n) — (prsrothn) = (Vrn, Rpbn)  Viby € Oy,

—(rot Oy, qn) — t*(curl ypy, curl ygz) = 0 YV, € Qp
(Vwp, V) — (Rybn, Vz,) = t2(f, zn) YV oz, € Wy
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mit folgenden Rédumen :

W, C H}(Q)
O, C Hy(Q)?
'y < Ho(rot, Q)
Qn C L(Q)/R

Zur Herleitung einer Galerkin-Orthogonalitét entstehen folgende Schwierigkeiten
1. die Raumunterschiede in der 3. Gleichung (vgl. [3]) und
2. die Hinzunahme des Reduktionsoperators Rj,.

Die Rdume und Operatoren erfiillen folgende Eigenschaften :

1. Der Reduktionsoperator Rj, ist die Abbildung
Rh : H(l](Q)2 — Fh
in den Raum der Scherterme.

2. Man definiert einen Ortho-Projektor
Py, : L*(2)/R — Qp, mit rot Ry = Pyrotn ¥V n € Hy(Q)2.

Somit gilt folgendes Diagramm :

HA(Q)? — Ly(Q)

| |7

Fh rot Qh
3. Uber die Diskretisierung von curl weifl man :
curly : Qp — Ty mit (curl pgn,n) = (qn,rotn) Vn €Ty,

4. Der Raum I'j, ist darstellbar als eine Ly-orthogonale Zerlegung

Ph = VWh D curl th.

5. Fiir ¢, € Qp und wy, € W), gilt :

(curl hqn, V) = (qn, rot Vwy,) = 0.

16



6. Die Projektoren P, und II; sind Ortho-Projektoren mit :
curl , Ppp = ycurl p Y p € HY(Q).
Daraus resultiert dann folgendes Diagramm :

HH Q) -2 L,(0)?2

m [

curl p,
Qn —— Iy

7. Weiterhin gilt fiir p € H! und 7, € T, :

(curl L Prp, 1) = (Pup, rotys) = (p, roty,) = (curl p,v,) = (pcurl p, v3).

Man kann folgende Bilinearformen definieren, da es mehre Moglichkeiten gibt,
um die Gleichungen zu addieren bzw. subtrahieren.

Ai(0,w,p,r0,0,q,2) = (Vr,Vv)+a(0,v) — (p,roty) — (Vr, )
—(rot 6, q) — t*(curl p, curl q)
+(Vw, Vz) — (0, Vz) oder
Ax(b,w,p,ri0,v,q,2) = (Vr,Vv)+a(0,v) — (p,roty) — (Vr, )
+(rot 6, q) + t*(curl p, curl q)
—(Vw,Vz)+(0,Vz)

und die rechten Seiten

Fi(z) = (f,v+t2) Ti=v 2
Fy(z) = (f,v—1t%2).

Die zweite Bilinearform hat eine niitzliche Eigenschaft :
A (0, w,p, 130, w,p,r) = a(0,0) + t*||curl p||*.
Es werden folgende Fehlerterme definiert :

eg = 0—0,cH Q)
ey = W—wWyE H(l](Q
e, = r—ry € Hy(Q)?
e, = p—pn€ La(Q)/R
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Es wird die Differenz von Ausgangs- und diskretisierter Gleichung gebildet, um
berechenbare Fehler zu erhalten. Ziel ist es folgende Abschitzung

A*(eg, €w, €p, Er; €9, €y, Ep, 67") S nHGGa €w, €Ep, 67’”
zu berechnen.

Die Differenzbildung in jeder der vier Gleichungen ergibt :
1. (Ve,,V0)=0 VoeW,

2. aleg, ) — (ep, rotY)) — (Vep, ) + (Vry, (R — D) =0 V1b € Oy
3. —(roteg,q) — t*(Rpcurlp — curl pypp,curl ,g) =0 YV Ge Qy
4. (Vew, V%) — (69, V%) + ((Rh — I)Gh, V%) =0 VZzZe Wh,

woraus eigentlich Galerkin-Orthogonalitéten zwischen Fehlern und Ansatzraumen
folgen sollten. Es wird folgendes Fehlerfunktional :

A2(6976w7€p767‘;eeaewaepaer) - (V6T7V6w) +(]'(69769) - (eparOtee) - (V6T769)
+(rot eg, €,) + t*(curl ye,, curl e,
—(Vew, Ve,) + (eg, Ve,)

definiert. Dazu addiert man die obigen Pseudo-Galerkin-Orthogonalitédten zu

A€, €w, ey, erie0 + U, €0+, e, + G, e, + ) + Restterme
N—— N N Y

0 w P T

= (Ve,, Vib) + aleq, 0) — (ep,rot @) — (Ve,, 0) + (Vry, (Ry — 1))
+(roteg, p) + t*(curl ye,, curl 4 p) + t*((Ry, — I)curl p, curl 4,)
—(Vew, VT) + (€9, VF) + (R, — 1)0y, VZ).

Wie man unschwer erkennen kann, rufen die Terme mit dem Reduktionsoperator
einige Schwierigkeiten hervor. Dieser kann aber nicht vernachléssigt werden, da
er fiir die korrekte Berechnung des Scherterms v, und den daraus resultieren
Losungen ohne Scher-Locking gebraucht wird. Diese Terme miiiten abgeschétzt
werden. Die restlichen Terme miissen wieder zusammengefiigt werden, da die
diskretisierten Gleichungen der MITC-Elemente weniger Variablen besitzen.
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7 Ausblick

In den vorangegangenen Abschnitten wurde direkt oder indirekt auf die Schwie-
rigkeiten bei der finite Elemente Behandlung der Mindlin-Reissner-Platte hinge-
wiesen. Diese Schwierigkeiten machen es mit den herkommlichen Methoden un-
moglich, einen geeigneten Fehlerschétzer mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitét
zu berechnen.

Nach weitergehenden Forschungen auf diesem Gebiet und einem tieferen Ver-
stéandniss fiir den Reduktionsoperator konnte sich doch noch eine Moglichkeit
ergeben, um einen geeigneten Fehlerschétzer zu berechnen. Alternativ konnten
auch andere Fehlerschitzerideen verfolgt werden. Die Residuenschétzer sind lei-
der hier nicht geeignet. Die Nichtkonformitidt der Elemente macht dies fast un-
moglich. Beim Anold und Falk-Element (konform) ist der Fehlerschétzer durch
spezielle Konstanten und Normdefinitionen herleitbar. Diese Techniken sind aber
leider fiir das MITC-Element nicht nutzbar.
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