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1.1 Wissenschaftliche Entwicklung des Sonder-forschungsbereichs
In der dritten Arbeitsperiode des SFB 393 wurden die Grundlagenuntersuchungen undExperimentalrealisierungen� f�ur die numerischen Grundprobleme bei moderner FEM und BEM und ihre schnel-len L�oser (Projektbereich A);� zur Parallelisierung typischer Anwendungen (Projektbereich B);� f�ur die Anwendung auf numerische Simulationen der Physik (in Projektbereich C)sowie� f�ur die Simulation kontinuumsmechanischer Fragestellungen (in Projektbereich D)erfolgreich weitergef�uhrt.
Dies betri�t zum einen disziplin�are Ergebnisse in den einzelnen Teilprojekten, zum an-deren sind die meisten Forschungsleistungen im SFB 393 durch das interdisziplin�areZusammenwirken von Wissenschaftlern aus mehreren Fakult�aten gekennzeichnet oderwurden durch die Diskussionen im SFB{Seminar besonders befruchtet, was im folgen-den Abschnitt genauer ausgef�uhrt wird.
Im Projektbereich A wurden haupts�achlich� adaptive Finite Elemente Techniken in ihrer Gesamtheit untersucht, einschlie�lich{ neue Datenstrukturen z.B. zur Vergr�oberung,{ anisotrope Fehlersch�atzer/Netzsteuerungen,{ 2D{Implementierung f�ur weitere Anwendungsklassen wie Kontakt mit varia-blen Hindernissen, Rissfortschritt, gemischte Probleme{ parallele 3D{Implementierung mit Rebalancing.� Wavelet-Galerkinverfahren f�ur Integralgleichungen auf komplexen Ober
�achen ent-wickelt, mit biorthogonalen Waveletbasen f�ur st�uckweise glatte und Waveletkon-struktionen nach Tausch/White f�ur st�uckweise linear approximierte Ober
�achen.� mit numerischen und analytischen Methoden die Resonanzen in der Eigenwertsta-tistik zuf�alliger Matrizen mit singul�arer Verteilung untersucht.Im Projektbereich B wurde� die adaptive 3D{FEM durch Scha�ung einer "communication engine\ in eine mo-derne Parallelvariante f�ur beliebige Clustersysteme und Rebalancierungstechnikenerhoben.
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Im Projektbereich C wurden

� elektrische und thermische Transporteigenschaften stark ungeordneter, quanten-mechanischer Systeme mittels numerischer Verfahren untersucht, wobei der Ein-
uss von Magnetfeld, Vielteilchenwechselwirkung, Potentialkorrelation und endli-cher Phasenkoh�arenzl�ange an einem Metall-Isolator-�Ubergang (MI�U) im Mittel-punkt standen,
� Relaxationmechanismen in komplexen Systemen e�zient simuliert und analysiert,wobei einerseits das �Uberwinden von energetischen Barrieren und zum anderen dieKonnektivit�at im Zustandsraum zu einer Reihe interessanter E�ekte, wie z.B. denAlterungsph�anomenen f�uhrte,
� die komplexe Strukturbildung an Grenz
�achen zwischen Silizium und fr�uhen �Uber-gangsmetallen einschlie�lich amorpher Modi�kationen untersucht, wobei zur Be-rechnung elektronischer Bandstrukturen parallelisierte Programme unter Verwen-dung einer gemischten Basis aus ebenen Wellen und lokalisierten Funktionen zumEinsatz kamen,
� f�ur nichtlineare dynamische Systeme mit vielen Freiheitsgraden die Aufdeckung derZusammenh�ange zwischen charakteristischen Gr�o�en der nichtlinearen Dynamik,wie z.B. Lyapunovspektren, und makroskopischen Gr�o�en, wie z.B. Transportko-e�zienten, durch die Entwicklung von Langzeitalgorithmen vorangetrieben.

Im Projektbereich D
� ist die numerische Simulation nichtlinearer Materialmodelle der Festk�orpermecha-nik auf der Grundlage adaptiver FE-Algorithmen wesentlich e�ektiver gestaltetworden. Neben der Anpassung von Fehlersch�atzern auf komplexe Problemstellun-gen der Elasto-Plastizit�at gro�er Verzerrungen und der Rissbruchmechanik wurdenneuartige Strategien zur �Ubertragung von Feldgr�o�en bei Netzverfeinerung undNetzvergr�oberung realisiert.
� wurde die Praxisrelevanz der entwickelten Software durch die Ber�ucksichtigung des2D-Kontaktes gegen starre Hindernisse wesentlich erweitert.
� wurde die Simulation von Sch�adigungsrissen und Rissfortschritt mit adaptiverL�osertechnik durch eine spezielle Netzteilungsstrategie efolgreich ausgef�uhrt.
� ist die numerische Simulation von dispersen Mehrphasenstr�omungen (Fluid{Fest-sto�{Str�omungen) mittels paralleler Euler{Lagrange{Verfahren im Wesentlichenzum Abschluss gebracht worden.
� wurden gaskinetisch motivierte Simulationsmethoden mit neu formulierten ther-mischen Randbedingungen erfolgreich an verschiedenen Problemen aus der kineti-schen Theorie und Fluiddynamik getestet und FE-Formulierungen auf die Herlei-tung der Methoden �ubertragen.
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1.2 Entwicklung der Kooperation im Sonder-forschungsbereich
Die interdisziplin�are Zusammenarbeit von Wissenschaftlern verschiedener Fachdiszipli-nen hat an der TU Chemnitz eine lange Tradition und wurde zu einem Hauptmerkmaldes SFB 393.
So sind die meisten Forschungsleistungen im SFB 393 durch das interdisziplin�are Zu-sammenwirken von Wissenschaftlern aus mehreren Fakult�aten gekennzeichnet.Dies bezieht sich erstens auf die gemeinsame Bearbeitung der Teilprojekte in D durchIngenieure, Naturwissenschaftler und Mathematiker. So wurde die erfolgreiche Simula-tion von 2{dimensionalem Risswachstum durch die Kombination von adaptiven FinitenElementen und angepasster hierarchischer L�osertechnik einerseits mit mechanisch rele-vanten Rissfortschrittskriterien andererseits erreicht. Zweitens ergab die Zusammenar-beit der Mathematiker mit den Informatikern (Tp. A3/A11/A12 mit B8) eine neue Paral-lelrealisierung f�ur e�ziente 3D{Finite Elemente Rechnungen mit Adaptivit�at. Drittenswar die Zusammenarbeit zwischen Kollegen aus der Physik (Projektbereich C) und derMathematik besonders in den Teilprojekten A13 und D5 manifestiert. Dies wird sichin der Fortf�uhrung neben D5 besonders in weiterer gemeinsamer Projektbearbeitunginnerhalb C8 ausdr�ucken.
1.3 Stellung innerhalb der Hochschule
An der TU Chemnitz werden im Berichtszeitraum vier Sonderforschungsbereiche vonder DFG gef�ordert. Der SFB 393 arbeitet auf dem auch international exponierten Wis-senschaftspro�l des "High Performance Computing\, was nichtzuletzt durch gro�z�ugigeF�orderungen in den letzten 20 Jahren einen bedeutenden Aufschwung erlebt hat. Damitist in Chemnitz ein besonderes Kompetenzzentrum entstanden, was auch zu Koope-rationsbeziehungen zu anderen Forschungseinrichtungen Sachsens (TU Dresden, TU-Bergakademie Freiberg, Institut f�ur Troposph�arenforschung Leipzig, MPI Leipzig) sowieDeutschlands f�uhrte.Innerhalb der TU Chemnitz zeichnet sich der SFB 393 durch seine Interdisziplinarit�atbesonders aus.Der SFB 393 kann auf eine gute Unterst�utzung von Seiten der TU Chemnitz und desS�achsischen Staatsministeriums f�ur seine bisherigen drei Antragsphasen zur�uckblicken.So war zuletzt der C4-Ruf von Prof. Benner auf die Professur "Mathematik in Industrieund Technik\ mit seiner Bereitschaft zur Integration und Mitarbeit im SFB verkn�upft.Der SFB 393 bedankt sich auch bei der Verwaltung der TU Chemnitz f�ur die zunehmendkonstruktive Zusammenarbeit bei Personalfragen und der Drittmittel{Verwaltungshilfe.Eine besondere Rolle spielt der SFB 393 bei der Neukonzipierung eines TU{Parallelrech-ners, wenn sich f�ur unseren derzeit genutzten CLIC (528 Pentium III + Fast-Ethernet)ein Modernisierungsschub notwendig macht.Naturgem�a� sind die Wissenschaftler des SFB 393 die Hauptnutzer von Parallelrechen-technik, deshalb wurde zur intensiven Vorbereitung dieser Erneuerung die so genannteCHIC{Initiative, eine Arbeitsgruppe aus Mitarbeitern des Universit�atsrechenzentrums



10 Allgemeiner Teil/Zusammenfassung
und weiteren 23 Professuren der TU Chemnitz (nat�urlich darunter die des SFB 393)gegr�undet, die seit Beginn des Jahres 2003 strategische Planungen hierf�ur leistet.Dabei wurde deutlich, dass die Forschungsrichtung "Numerische Simulation / Hochleis-tungsrechnen\ aber ebenso "Mathematische Modellbildung\ wie auch andere (nichtnu-merische) Simulationen einen �uberaus gro�en Anteil an Forschungsleistungen in der TUChemnitz haben. Deshalb wird dies eine zuk�unftige Pro�llinie innerhalb der TU Chem-nitz zus�atzlich zu den bisher formulierten sein. Dies wird als eine wesentliche Wirkungder Arbeit des SFB 393 auf die gesamte Universit�at verstanden.
1.4 F�orderung der Lehre und des wissenschaftlichenNachwuchsesDie Untersuchungen im Sonderforschungsbereich beein
ussen naturgem�a� die Arbeitenan den beteiligten Fakult�aten und Instituten erheblich. Nicht nur die aus den Teilprojek-ten �nanzierten wissenschaftlichen Mitarbeiter, sondern auch die aus anderen Mitteln�nanzierten Wissenschaftler nehmen starken Anteil an den Themen und Veranstaltungendes SFB.Besonderes Gewicht hat die Quali�zierung haupts�achlich von Promovenden innerhalbder durch den SFB zustande gekommenen Forschungsgruppen. So entstanden unmittel-bar aus den im SFB mitarbeitenden Arbeitsgruppen im Berichtszeitraum
in der Mathematik: 2 Promotionenund 1 Habilitation,in der Physik: 4 Promotionen(3 verteidigt, 1 steht vor Abschluss)im Maschinenbau: 2 Promotionenund 1 Habilitation,
Der unmittelbare Ein
uss auf die Lehre ist vor allem durch die T�atigkeiten der stu-dentischen Hilfskr�afte und durch Diplom- und Jahresarbeitsthemen gegeben. Besonderskonnten die umfangreichen Mittel f�ur studentische Hilfskr�afte die Arbeitsgruppen desSFB in die Lage versetzen, Studenten h�oherer Semester zielgerichtet in die Forschungs-arbeit zu integrieren. Die T�atigkeit als studentische Hilfskraft hatte typischerweise stetswissenschaftlichen Charakter, einige konnten nach Erwerb des Disploms f�ur die weiterenProjektarbeiten auf halben Stellen gewonnen werden. Insgesamt haben st�andig etwa 15Studenten im SFB mitgearbeitet (summarisch mehr als 25).Vortr�age von Gastwissenschaftlern aus dem In{ und Ausland und Besuche an Institu-tionen mit �ahnlich gelagertem Forschungspro�l f�uhren zu einem erheblichen Zuwachs anFachinformation, die die Forschung und Lehre der beteiligten Fachbereiche und Institutebefruchteten.
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2.1 Teilprojekt A3
Parallele adaptive Finite{Elemente{Algorithmen und L�oser f�ur symmetrische, positivde�nite Probleme
2.1.1 AntragstellerPD Dr. Thomas Apel an Professur Numerische Analysis, TU ChemnitzDoz. Dr. Michael Jung, Institut f�ur Wissenschaftliches Rechnen, TU DresdenDr. Gerd Kunert an Professur Wissenschaftliches Rechnen, TU Chemnitz
2.1.2 ProjektbearbeiterDr. Sven Beuchler / Professur Numerische Analysis, TU Chemnitz (bis Sept. 2003)MSc. Sergej Grosman / Professur Numerische Analysis, TU ChemnitzDM Gunter Winkler / Professur Numerische Analysis, TU Chemnitz (Jan. bis Dez. 2003)DM Peter Steinhorst / Professur Numerische Analysis, TU Chemnitz (ab Okt.2003)Prof. Arnd Meyer / Professur Numerische Analysis, TU ChemnitzDr. Matthias Pester / Professur Mathematik in Industrie und Technik, TU Chemnitz
2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
2.2.1 Adaptive anisotrope NetzsteuerungF�ur Aufgaben mit anisotropem L�osungsverhalten wie Kantensingularit�aten und Rand-schichten sind l�osungsangepasste Diskretisierungen anisotrop. Die adaptive Steuerunganisotroper Netze, insbesondere die automatische Erkennung von Anisotropierichtun-gen im Laufe der Rechnung und eine entsprechende Ausrichtung der �niten Elementeist international noch nicht zufriedenstellend gekl�art und war ein Bearbeitungschwer-punkt im Projekt. Dabei werden solche Strategien verfolgt, die hierarchische anisotropeNetze liefern, so dass Multilevel-Verfahren zur e�zienten L�osung der Finite-Elemente-Gleichungssysteme eingesetzt werden k�onnen. Wesentliche Fortschritte gibt es aber nichtnur bei der Netzsteuerung, sondern auch bei einem anderen wichtigen Bestandteil adap-tiver Verfahren, den a posteriori Fehlersch�atzern, die f�ur anisotrope Diskretisierungenzunehmend besser verstanden werden.
2.2.2 Au
�osungsverfahren bei anistropen DiskretisierungenDie Entwicklung e�zienter L�oser f�ur die bei anisotropen Diskretisierungen entstehendenFinite-Elemente-Gleichungssysteme ist ein weiteres Ziel im Projekt.In einer Reihe von Arbeiten werden L�osungsalgorithmen f�ur anisotrope Di�erentialglei-chungen, zum Beispiel der Gestalt �a(x; y)uxx � b(x; y)uyy = f , wobei einer der beidenKoe�zienten a oder b klein ist, diskutiert (siehe z.B. [BZ01, Hac85, KW98, P
98]). Indiesen Arbeiten wird besonderes Augenmerk auf die Au
�osung gelegt, aber es werdennicht der singul�ar gest�orte Charakter derartiger Aufgaben und ad�aquate Diskretisierun-gen ber�ucksichtigt. Im Teilprojekt sollen schnelle L�oser auf der Basis von Multilevel-
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Algorithmen entwickelt werden, die bei adaptiven anisotropen Diskretisierungen zumEinsatz kommen.
2.2.3 Au
�osungsstrategien f�ur Verfahren h�oherer OrdnungIn der Antragsperiode 1999{2001 wurde f�ur einen Gebietszerlegungs-Vorkonditionie-rer f�ur zweidimensionale Randwertaufgaben ein suboptimaler Multigrid-L�oser f�ur dieProbleme im Inneren der Teilgebiete konstruiert und analysiert. Dieser Vorkonditionie-rer sollte zusammen mit dem Vorkonditionierer von Korneev [IK95a], [IK95b] f�ur dasSchur-Komplement in das Programm SPC-PM-Po2p implementiert werden. Dieser Vor-konditionierer sollte auch f�ur Netze bestehend aus Rechteckelementen mit einem starkenStreckungsverh�altnis ausgetestet und gegebenenfalls modi�ziert werden.Ein weiterer Schwerpunkt bestand darin, das bestehende Programm SPC-PM-3AdHauf die Diskretisierung von Randwertproblemen mittels FEM unter Verwendung einesPolynomgrades p > 2 zu erweitern und zu parallelisieren.F�ur dreidimensionale Probleme war die Entwicklung eines Vorkonditionierers f�ur dieProbleme im Inneren der Teilgebiete noch nicht ausreichend gekl�art. Diese Fragestellungsollte in einem dritten Schwerpunkt bearbeitet werden.
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
2.3.1 Adaptive anisotrope NetzsteuerungEine adaptive anisotrope Netzsteuerung erfordert im Laufe der Rechnung ein automa-tisches Erkennen der Anisotropierichtungen sowie das Anpassen der Elemente entlangdieser Richtungen. Dabei ist es formal und praktisch g�unstig, die adaptiven Schritteaufzuteilen in die Aspekte Informationsgewinnung und Netzgenerierung/-verfeinerung.Bei der Informationsgewinnung sucht man diejenigen Informationen, die ein anisotro-pes Element beschreiben, n�amlich Streckungsrichtungen, Streckungsverh�altnisse und Ele-mentgr�o�e. G�unstigerweise sollten diese Informationen von einem geeigneten anisotropenFehlersch�atzer bereitgestellt werden. Leider gelingt dies im Allgemeinen nur f�ur die letz-te Information, die Elementgr�o�e (Volumen). Fehlersch�atzer nehmen nat�urlich trotzdemeine zentrale Rolle ein, da sie nicht nur zur Bestimmung einer geeigneten Elementgr�o�edienen, sondern die Grundlage jeglicher Zuverl�assigkeits- und E�zienzbetrachtungen vonDiskretisierungsmethoden sind. Obwohl es im Antrag nicht ausdr�ucklich formuliert wur-de, wurden von G. Kunert und S. Grosman entsprechende Vorarbeiten zu anisotropenFehlersch�atzern [Kun99, Kun00a, KV00, Kun00b, Kun01a, Kun01b, Kun01c, Kun01d,Kun02] weitergef�uhrt, wobei unerwartete Resultate erzielt werden konnten.Die ersten beiden Informationen Streckungsrichtungen und Streckungsverh�altnisse k�on-nen (bisher) nicht aus Fehlersch�atzern extrahiert werden. Der in der Literatur am h�au-�gsten genutzte Ansatz verwendet die Matrix der zweiten Ableitungen, d. h. die Hesse-Matrix der FEM-L�osung [PVMZ87, Sim94, Dol98, D'A99, BD97, CHM95, HDB+00,RGK93]. Von G. Kunert wurde gezeigt, dass die auf dieser Basis konstruierten anisotro-pen Netze auch f�ur die untersuchten Fehlersch�atzer geeignet sind [Kun00b].Nachdem die gew�unschten anisotropen Netzinformationen bestimmt wurden, erfolgt dieanisotropeNetzgenerierung/-verfeinerung. Den meisten anisotropen Methoden liegt
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eine lokale anisotrope Transformation zugrunde. Beispielhaft seien hier die �Ubersich-ten in [Sim94] oder [BH96] und Arbeiten der Gruppe um Borouchaki/George genannt[BGM97, BGH+97, GB98].Eine andere Gruppe von Methoden umfasst Algorithmen zur Netzverbesserung und/oderNetzverfeinerung. Netzverbesserung im engeren Sinne wird durch Netzgl�attung (d. h.Knotenverschiebung) erreicht. Netzverfeinerung geschieht durch Operationen wie dasEinf�ugen/L�oschen/Tauschen von mesh entities (Netz-Strukturen) wie Knoten, Kanten,Fl�achen und Elementen, siehe z. B. [Dol98, CHM95, BD97, BH96, FPZ01, SR99].Die genannten Arbeiten verdeutlichen, dass anisotrope Netzgenerierung/-verfeinerungschon intensiv untersucht wurde, besonders in 2D. In 3D ist die gesamte Problematikerst ansatzweise diskutiert und insbesondere im anisotropen Kontext weniger verstanden.Die von uns angestrebten Beitr�age umfassen vor allem folgende Punkte:� Es sollen die Grundlagen der Fehlersch�atzung auf anisotropen Diskretisierungen aus-gebaut werden. Dabei ist an weitere Fehlersch�atzer (postprocessing basierte Feh-lersch�atzer nach Zienkiewicz und Zhu, Fehlersch�atzer auf der Basis lokaler Neumann-probleme, hierarchische Fehlersch�atzer) gedacht.� Die in der Antragsperiode 1999{2001 begonnenen Untersuchungen �uber die Hessian-Strategie zur Generierung anisotroper Netze und die Beziehung zur anisotropenFehlersch�atzung [Kun00c] sollen ausgebaut und vertieft werden.� Es sollen Algorithmen zur Erkennung von Anisotropierichtungen und zur Generierunganisotrop ausgerichteter Netze entwickelt werden. Um Multilevel-Verfahren einsetzenzu k�onnen, sollen hierarchische anisotrope Netze konstruiert werden.� Alle entwickelten Algorithmen sollten implementiert und getestet werden.� Der dreidimensionale Fall, der in der Literatur weniger tief bearbeitet ist, soll ange-gangen werden.Neuland wird hier vor allem beim dritten genannten Punkt betreten. Vom methodi-schen Ansatz her sollte das Grobnetz einer anisotropen Netz-Hierarchie entweder miteinem anisotropen Advancing-Front-Algorithmus oder �uber anisotrope Delaunay-Trian-gularisierung erfolgen. Die Verfeinerung soll so geschehen, dass die Hierarchie weitgehenderhalten bleibt. Werden bei der Verfeinerung des Netzes neue Knoten eingef�ugt, so isteine (kleine) Abweichung vom Mittelpunkt der Vaterknoten erlaubt (z. B. durch Netz-Gl�attung). Wenn schon existierende Knoten verschoben werden m�ussen, um ein hinrei-chend ausgerichtetes anisotropes Netz zu erhalten, so k�onnen auch die vorangehendenNetze modi�ziert werden.
2.3.2 Au
�osungsverfahren bei anistropen DiskretisierungenAls erstes Modellbeispiel f�ur die Konstruktion schneller L�oser bei anisotropen Diskreti-sierungen wird das Randwertproblem �"�u + u = f in 
 = (0; 1)2 und u = 0 auf @
(" � 1) betrachtet. Bei diesem Beispiel treten Randschichten auf, so dass eine Dis-kretisierung in Randn�ahe mittels anisotropen Elementen erfolgen muss. Auf der Basisvon Gebietszerlegungsverfahren und Multilevel-Algorithmen wird f�ur dieses Problem einschneller L�oser vorgeschlagen. Die hierbei gewonnen Erfahrungen werden bei der Kon-struktion von Multilevel-L�osern in den adaptiven Algorithmen genutzt.
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2.3.3 Au
�osungsstrategien f�ur Verfahren h�oherer OrdnungZur L�osung von Finite-Elemente-Gleichungssystemen, die bei der p- bzw. hp-Versionentstehen, wurden in der Periode 1999{2001 schnelle Au
�osungsverfahren entwickelt.Im Berichtszeitraum bestand das Ziel darin, diese schnellen L�oser in das ProgrammSPC-PM-Po2p zu implementieren. Als Modellproblem wurde das Randwertproblem

��u = f in 
 ; u = 0 auf @

betrachtet, wobei 
 ein aus Vierecken zusammengesetztes Gebiet ist. Zur Diskretisie-rung wurden st�uckweise polynomiale Funktionen p-ten Grades verwendet. Zur De�niti-on der Ansatzfunktionen �uber jedem Teilgebiet wurden dabei die integrierten Legendre-Polynome genutzt. Nummeriert man die Freiheitsgrade in der Reihenfolge: Freiheitsgradein den Eckknoten der Vierecke, Freiheitsgrade auf den Kanten der Vierecke, Freiheits-grade im Inneren der Vierecke, dann hat die FE-Stei�gkeitsmatrix K die Blockstruktur

0@ KV KVE KVIKEV KE KEIKIV KIE KI
1A : (2.1)

Hierbei steht "V\ f�ur die Eckknoten (vertices), "E\ f�ur die Freiheitsgrade auf den Kanten(edges) und "I\ f�ur die inneren Freiheitsgrade. Zur De�nition einer Vorkonditionierungs-matrix wurde in [IK95a] der folgende Weg vorgeschlagen. Zun�achst wird die Matrix
K1;V = � KV 00 K(1) � mit K(1) = � KE KEIKIE KI

� (2.2)
betrachtet, f�ur die die Spektral�aquivalenzungleichungenc1 + log pK1;V � K � 2K1;V (2.3)
gelten. Zur De�nition einer Vorkonditionierungsmatrix f�ur die Matrix K muss somitnoch ein Vorkonditionierer f�ur K(1) gefunden werden. Den Ausgangspunkt f�ur dessenDe�nition bildet die Faktorisierung

K(1) = � IE KEIK�1I0 II
�� SE 00 KI

�� IE 0K�1I KIE II
� (2.4)

der Matrix K(1) mit dem Schurkomplement SE = KE � KEIK�1I KIE. Zur Konstrukti-on eines Vorkonditionierers der Matrix K(1) unter Nutzung der obigen Faktorisierungben�otigt man einen Vorkonditionierer f�ur das Schurkomplement, einen Fortsetzungsope-rator von den Kanten ins Innere der Vierecke und einen Vorkonditionierer f�ur die MatrixKI.Die Matrix KI ist eine Blockdiagonalmatrix. Jeder Block korrespondiert zu einem Ele-ment. Daher ist die Diskretisierung von�4u = f in Rd = (�1; 1)du = 0 auf @Rd (2.5)
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mit der p-Version der FEM unter Nutzung des einen Elements Rd das typische Modell-problem f�ur den L�oser der Subprobleme in 2D (d = 2) und 3D (d = 3). Das Rand-wertproblem (2.5) wird mit der p-Version der FEM diskretisiert. Als Ansatzraum Mp;dwird

Mp;d = �u 2 H10 (Rd); u 2 spanfxi11 � � �xidd gpi1;:::;id=0	gew�ahlt. Dann lautet die Galerkin-Projektion des Problemes (2.5) auf Mp;d:Suche up 2Mp;d, so dass
a(up; vp) = ZRdrup � rvp =

Z
Rd fvp 8up 2Mp;d (2.6)

gilt. Als Basis im RaumMp;d werden Tensorprodukte der integrierten LegendrepolynomeL̂i(x) eingef�uhrt, siehe [JK97]. Mit L̂i1;:::;id(x1; : : : ; xd) = L̂i1(x1) � � � L̂id(xd) gilt nun
Mp;d = spannL̂i1;:::;idopi1;:::;id=2 :Dann ist (2.6) �aquivalent zum L�osen eines linearen Gleichungssystems Kdu = f mit derStei�gkeitsmatrix
Kd = ha(L̂i1;:::;id ; L̂j1;:::;jd)ipi1;:::;id;j1;:::;jd=2 :Die Matrix Kd ist dabei eine Blockdiagonalmatrix aus 2d Bl�ocken, d.h.
Kd = P blockdiag [Ki;d]2di=1 P T ; (2.7)wobei P eine bekannte Permutationsmatrix ist. Die Bl�ocke Ki;d sind untereinander spek-tral�aquivalent, d.h. es gilt Ki;d � Kj;d f�ur i; j = 1; : : : ; 2d. Damit gen�ugt es, einen e�ek-tiven Vorkonditionierer f�ur K1;d zu �nden, wobei
K1;d = dX

j=1
 j�1O
k=1 F1!
D1 dO

k=j+1F1! (2.8)
mit

F1 =
0BBBBBB@

1 �c2 0 0 � � �1 �c4 . . .1 �c6 . . .SYM .. . . . . . . .�cp�2 1

1CCCCCCA und D1 =
0B@ d2 0 � � �0 d4 . . .0 0 . . .

1CA
und den Koe�zienten

ci =s(2i� 3)(2i+ 5)(2i� 1)(2i+ 3) und di = (2i� 3)(2i+ 1)2 ;
siehe [JK97].
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2.4 Ergebnisse
2.4.1 Adaptive anisotrope NetzsteuerungAnisotrope Fehlersch�atzungDie oben genannten anvisierten Ziele konnten erreicht werden. Wie gewohnt, konntenf�ur eine Reihe von Fehlersch�atzern lokale Absch�atzungen nach unten gezeigt werden. Dieglobalen Fehlerabsch�atzungen nach oben sind alle von der FormGlobaler Fehler . Alignment Measure � Fehlersch�atzerDiese Struktur der Fehlerschranke war nach unseren Vorarbeiten zu erwarten, siehez. B. [Kun99]. Das Alignment Measure misst dabei die Ausrichtung des anisotropen Net-zes mit der anisotropen L�osung. F�ur isotrope Netze sowie gut ausgerichtete anisotropeNetze ist das Alignment Measure in der Gr�o�enordnung 1 (in numerischen Experimenten� 1.5 . . . 4). An dieser Stelle soll darauf nicht weiter eingegangen werden; wir verweisenauf [Kun99] f�ur eine ausf�uhrliche Diskussion.Um die Methodik zur Konstruktion und zum Beweis der Eigenschaften anisotroper Feh-lersch�atzer auf ihre Grenzen zu untersuchen, wurden auch weitere Aufgaben betrachtet.Im Folgenden werden wesentliche Ergebnisse und die entsprechenden Arbeiten benannt.
Fehlersch�atzer auf der Basis lokaler Neumannprobleme (equilibrated residual me-thod) F�ur das singul�ar gest�orte Reaktions-Di�usions-Problem�"2�u+ �2u = f in 
mit gemischten Randbedingungen wurde in [AB98] f�ur " = 1 ein Fehlersch�atzer vorge-stellt, der auf isotropen Netzen zuverl�assig und e�zient ist, wobei die Konstanten in denAbsch�atzungen unabh�angig vom St�orungsparameter � sind. S. Grosman hat diesen Feh-lersch�atzer im Kontext anisotroper Netze untersucht [Gro02]. Wesentliche Teilresultatesind:� De�nition eines Fortsetzungsoperators, der die Ergebnisse der Originalarbeit so ver-sch�arft, dass anisotrope Elemente verwendet werden k�onnen,� Beweis der Zuverl�assigkeit des Fehlersch�atzers,� Analyse der E�zienz des Fehlersch�atzers, wobei ein Faktor ("lokale Matching-Funk-tion\) auftritt, der bei stark anisotropen Netzen anwachsen kann,� ein numerischer Test, der zeigt, dass der Fehlersch�atzer den tats�achlichen Fehler wirk-lich um so st�arker �ubersch�atzt, je gr�o�er das Streckungsverh�altnis der Elemente wird,� eine Analyse der Stei�gkeitsmatrizen f�ur die lokalen Probleme, die zeigt, dass dieProbleme auf stark anisotropen Netzen schlecht gestellt sind.
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S. Grosman ist es dann gelungen, eine Modi�kation dieses Fehlersch�atzers vorzuschlagenund zu analysieren, der die M�angel des originalen Fehlersch�atzers �uberwindet. Auch hiersollen die wesentlichen Teilresultate aufgez�ahlt werden:� Analyse der Zuverl�assigkeit, wobei ein Faktor ("globale Matching-Funktion\) auftritt,der bereits aus den Arbeiten von G. Kunert bekannt ist und kontrolliert werden kann,� Beweis der E�zienz,� ein numerischer Test, der zeigt, dass der modi�zierte Fehlersch�atzer bessere Ergeb-nisse als der originale Fehlersch�atzer liefert,� eine Analyse der Stei�gkeitsmatrizen f�ur die lokalen Probleme, die zeigt, dass die-se auf stark anisotropen Netzen bessere Eigenschaften im Vergleich zum originalenFehlersch�atzer haben.In [AGJM01] wurde dieser Fehlersch�atzer mit weiteren Fehlersch�atzern verglichen.
Hierarchische Fehlersch�atzer Ein beliebter, weil einfacher Fehlersch�atzer ist der sogenannte hierarchische Fehlersch�atzer. Dieser wurde von S. Grosman in [Gro04] analy-siert. Zur Beschreibung der wesentlichen Resultate seien folgende Bezeichnungen ein-gef�uhrt. Sei V1 � H10 (
) der Raum der st�uckweise linearen Finite-Element-Funktionenund V2 = V1� ~V2 � H10 (
) ein angereicherter Raum. Im isotropen Fall wird V1 gew�ohn-lich mit den quadratischen Kanten-Blasenfunktionen angereichert, diese sind jedoch hierungeeignet. Weiterhin seien mit u1 2 V1 und u2 2 V2 die Finite-Element-L�osungen be-zeichnet.Wesentliche Teilresultate sind:� die De�nition von gequetschten Blasenfunktionen (squeezed bubbles) zur Anreiche-rung von V1, so dass eine Fehlerreduktionseigenschaft (error reduction property, auchsaturation assumption) erf�ullt ist und u2 � u1 ein Fehlerma� f�ur u� u1 darstellt,� der Beweis einer versch�arften Cauchy-Ungleichung f�ur die R�aume V1 und ~V2, so dasses m�oglich ist, eine globale Sch�atzfunktion f�ur den Finite-Element-Fehler in ~V2 zuberechnen,� der Beweis, dass diese global de�nierte Sch�atzfunktion durch eine Summe lokal �uberden Kanten berechenbarer Anteile approximiert werden kann,� der Beweis der oben genannten Absch�atzungen (lokale Absch�atzung von unten, glo-bale Absch�atzung mit Alignment Measure von oben) f�ur einen abgeleiteten lokalenFehlersch�atzer.In Testrechnungen zeigte sich, dass das Alignment Measure notwendigerweise in dieKonstante der Fehlerreduktionseigenschaft eingeht: Ist das Netz unangemessen starkanisotrop, dann strebt das Alignment Measure gegen Unendlich und die Konstante inder Fehlerreduktionseigenschaft gegen Eins.
Zienkiewicz-Zhu Fehlersch�atzung Die so genannten Zienkiewicz-Zhu Fehlersch�atzerberuhen auf einem Postprocessing und sind aufgrund ihrer Einfachheit und relativenRobustheit recht beliebt. Die theoretische Analyse f�ur anisotrope Netze war bisher nurungen�ugend gekl�art. In einer gemeinsamen Arbeit mit S. Nicaise [KN04] wurden etlichetheoretische Fortschritte erzielt, so dass ein Zienkiewicz-Zhu Fehlersch�atzer f�ur anisotro-pe Netze formuliert und analysiert werden konnte.
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Konvektions-Di�usions-Probleme mit dominanter Konvektion Um die Methodikzur Konstruktion und zum Beweis der Eigenschaften anisotroper Fehlersch�atzer auf ihreGrenzen zu untersuchen, wurden auch Konvektions-Di�usions-Probleme mit dominanterKonvektion betrachtet. Es gelang, die bekannten isotropen Fehlersch�atzer auf anisotropeNetze zu �ubertragen [Kun03b]. Dabei stellte sich heraus, dass die Schwierigkeiten �ahnlichwie im isotropen Fall liegen. Sie sind daher auch weniger durch die anisotropen Netzebedingt, sondern vor allem durch die zugrunde liegende Di�erentialgleichung. In gewissenAspekten besitzt eine anisotrope Diskretisierung sogar Vorteile: z.B. kann man praktischauf eine Stabilisierung der numerischen Methode verzichten, wenn das anisotrope Netzpassend gew�ahlt wird.Wie von anderen Problemen bekannt und auch hier erwartet, konnten lokale Fehler-schranken nach unten und globale Fehlerschranken nach oben bewiesen werden. F�urdie Qualit�at der Fehlerabsch�atzung ist zum einen eine anisotrope Peclet-Zahl wichtig.Ist diese in der Gr�o�enordnung von 1 oder kleiner, so entsprechen sich die obere unduntere Fehlerschranke. Andernfalls kla�t zwischen beiden Schranken eine L�ucke. DiesesVerhalten ist vollkommen analog zum isotropen Vorbild, d.h. nicht der Netz-Anisotropiegeschuldet.Zum anderen h�angen die Fehlersch�atzer von der Anisotropie des Netzes ab, und zwargenauso wie von anderen Di�erentialgleichungen gewohnt [Kun03b, Kun99]. Ausgedr�ucktwird dies �uber das schon erw�ahnte Alignment Measure. F�ur eine ausf�uhrliche Diskussionverweisen wir deshalb auf die zitierte Literatur.
Stokes Gleichungen In Kooperation mit E. Creuse und S. Nicaise (Valenciennes,Frankreich) konnten eine Reihe von Resultaten f�ur das Stokes-Problem bewiesen werden[CKN03]. Da die Stokes-Gleichungen ausf�uhrlich im Teilprojekt A11 besprochen sind,werden hier nur die wesentlichsten Errungenschaften vorgestellt.
� Die Voraussetzungen an die Diskretisierung wurden detailliert untersucht und sowenig restriktiv wie m�oglich formuliert. Damit sind viele Element-Paare abgedeckt.� Der 2D-Fall und der komplexere 3D-Fall wurden untersucht.� Konforme und nichtkonforme Diskretisierungen sind analysiert worden. Der letzte-re Fall ist wesentlich technischer; betrachtet wurden so genannte Crouzeix-RaviartElemente.� Viele Element-Typen wurden behandelt (Dreiecke, Vierecke, Tetraeder, Pentaeder,Hexaeder).� Fehlerabsch�atzungen nach oben und unten konnten erreicht werden. Dabei war dieAnalyse zum Teil wesentlich technischer als von skalaren Gleichungen gewohnt (be-dingt u.a. durch die verwendete gemischte Formulierung). Insgesamt sind die Resul-tate etwas weniger vorteilhaft als z. B. f�ur die Poisson-Gleichung.
Fehlerabsch�atzungen f�ur Finite-Volumen-Verfahren F�ur das singul�ar gest�orte Re-aktions-Di�usions-Problem wurde von G. Kunert, Z. Mghazli und S. Nicaise auch eineFinite-Volumen-Diskretisierung auf anisotropen Gittern analysiert [KMN03]. Ein Resi-duenfehlersch�atzer wurde vorgeschlagen und analysiert, wobei Zuverl�assigkeit und E�-zienz bewiesen werden konnten.
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Generierung adaptiver anisotrope NetzeEinen wichtigen Platz nahmen die Untersuchungen zur e�ektiven Steuerung der Netzver-feinerungstechniken ein mit dem Ziel, notwendige Anisotropien in der l�osungsangepass-ten Ausrichtung zu erhalten. Die Ergebnisse sollen hier in drei Unterpunkten dargestelltwerden:� theoretische Ergebnisse,� Implementation und Tests mit Vierecksnetzen,� Tests mit Dreiecksnetzen.
Theoretische Ergebnisse Wie bereits in Abschnitt 2.3.1 dargelegt wurde, erfordertdie adaptive anisotrope Netzsteuerung Informationen �uber Streckungsrichtungen undStreckungsverh�altnisse der Elemente, die oft aus einer N�aherung der Hesse-Matrix derL�osung gewonnen werden. G. Kunert ist es in [Kun02] gelungen zu zeigen, dass dieso generierten Netze auch eine e�ziente und zuverl�assige Fehlerabsch�atzung erlauben.Damit wurde die Berechtigung sowohl der Hessian-Strategie als auch der anisotropenFehlersch�atzer (und der verwendeten Methoden) best�atigt. F�ur Details verweisen wirauf die Originalarbeit [Kun02].Obwohl adaptive Strategien international schon seit etwa 25 Jahren entwickelt und be-nutzt werden, ist ein Konvergenzbeweis f�ur adaptive Strategien erst in den letzten Jah-ren gelungen [D�or96, MNS00]. Dabei wurden isotrope Vernetzungen zugrunde gelegt.S. Grosman konnte nun den Konvergenzbeweis auf spezielle anisotrope adaptive Strate-gien �ubertragen. Von ihm konnte auch gezeigt werden, dass die zugrunde gelegte adaptiveStrategie f�ur einzelne Klassen von Funktionen quasi-optimale Netze produziert. BeideErgebnisse werden in seiner Doktorarbeit enthalten sein, die etwa Ende des Jahres 2004fertiggestellt sein wird.
Netzsteuerung { Implementation und Tests mit Vierecksnetzen SPC{PM 2Ad istein im SFB 393 seit langem (weiter-)entwickeltes Finite-Elemente-Programm zur L�osungvon zweidimensionalen Reaktions-Di�usions-Aufgaben und linearen Elastizit�atsproble-men, siehe auch Abschnitt 2.4.4. Um einfache Hierarchien der Kanten zu erhalten, warseit jeher die Teilung eines Vierecks stets die Halbierung { eine Viertelung entsteht durchNacheinanderausf�uhren von Halbierungen in 2 Raumrichtungen. Dies kann elegant zurErzeugung von anisotropen Netzen genutzt werden, indem der Fehlersch�atzer / Feh-lerindikator nicht nur ein Element zur Verfeinerung (Teilung) markiert, sondern durchzus�atzliche Untersuchung festgelegt, ob Kante 1 und 3 oder Kante 2 und 4 zu teilen sind(oder alle vier).Bevor der von uns verwendete Algorithmus angegeben wird, soll jedoch zun�achst dieBerechnung einer N�aherung des Hessians im lokalen Elementkoordinatensystem erl�autertwerden, da diese Information zur Teilungsentscheidung ben�otigt wird, um die markiertenElemente richtungsabh�angig zu halbieren. Hierzu wird als N�aherung f�ur den HessianH(x) = � @2u@xi@xj� in einem kleinen Gebiet 
0 � 
 �ublicherweise die Matrix

H = Z
0 H(x)v(x) d
 ,Z

0 v(x) d
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f�ur eine beliebige Funktion v(x) 2 H1(
0) vorgeschlagen. Diese ist konstant in 
0. NachAnwendung des Gau�schen Satzes kann die Approximation der 2. Ableitungen entfallen:

H = 0@Z@
0 v (n(ru)T +runT ) ds�
Z

0 rvruT +rurvTd


1A ,Z

0 v d
 :Diese Form wird von verschiedenen Autoren mit unterschiedlicher Wahl von 
0 und vbenutzt. F�ur die Approximation von H(x) im Element K entsteht mit v(x) � 1 und
0 = K die einfache Formel

H = Z@K (nruT +runT ) ds = measK ;
was mit Trapezregel zur Integration �uber die 4 Kanten ~Ei einfach berechenbar ist:

H0 = 4X
i=1 12j ~Eij ~E?i (ganf;i + gend;i)T ; H = 12(H0 +HT0 )

mit ganf;i und gend;i den N�aherungen f�ur ru am Kantenanfangs{ und Kantenendknoten,die nach einer �ublichen Gradientenmittelung als knotenorientierte Daten vorliegen. DieseApproximation von H ensteht aber zun�achst im globalen Koordinatensystem und wirdnun noch in ein noch zu de�nierendes elementorientiertes Koordinatensystem transfor-miert.Die Festlegung dieses elementorientierten Koordinatensystems muss stabil erfolgen undandererseits auf die interne Nummerierung der Kanten R�ucksicht nehmen. Deshalb sei(gegen�uberliegende Kanten werden der Einfachheit halber als gleichorientiert angenom-men):
q1 = ~E1 + ~E3j ~E1 + ~E3j und q2 = q?1 bei j ~E1 + ~E3j > j ~E2 + ~E4j

andernfalls
q2 = ~E2 + ~E4j ~E2 + ~E4j und q1 = q?2 :

Mit Q = (q1 ... q2) wird hiernach H durch QTHQ ersetzt.
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Zur adaptiven anisotropen Netzverfeinerung hat sich folgender Algorithmus bew�ahrt:1. Auf der Basis der anisotropen Fehlersch�atzer werden einige Elemente zur Verfeinerungmarkiert.2. Zur Teilungsentscheidung wird eine N�aherung des Hessians im lokalen Elementkoor-dinatensystem berechnet.3. Teilungsentscheidung:� Ist jh212j gro� gegen jh11 � h22j, dann teile alle Kanten (Element schlecht ausge-richtet)� sonst: Halbiere so, dass das Streckungsverh�altnis a = j ~E1 + ~E3j=j ~E2 + ~E4jm�oglichst mit ph11=h22 �ubereinstimmt.Mit � = a2 � jh11j=jh22j wurde� > 3 =) teile nur E1; E3� < 13 =) teile nur E2; E4sonst : =) teile alle 4 Kantenrealisiert.Diese Vorgehensweise erzeugte nahezu ideale Netzverfeinerungen an Randschichten. Dieautomatisch erzeugten Anisotropien lagen immer in der problemangepasst richtigenGr�o�e. Dies wird durch die Experimente mit k�unstlich beschr�ankter Anisotropie be-st�atigt, die man in ihrer Gesamtheit auf

http://www.tu-chemnitz.de/~amey/adaptiv-2D/dokumentiert �ndet.Es wurde hierzu vorrangig an Viereckselementen die Hessian{Strategie zur Entschei-dung �uber Halbierung der Elemente (mit m�oglicher Verdoppelung des "aspect ratio\ proSchritt) untersucht und passend zur adaptiven Datenstruktur implementiert. AnalogeErgebnisse f�ur Dreiecksnetze sind bei weitem schwieriger zu erhalten, weil dazu Knoten-verschiebungstechniken oder "Edge{swapping\ zur Zerst�orung wichtiger hierarchischerDatenstrukturen f�uhren. Die Experimente mit Viereckselementen zeigen eindrucksvoll,dass bei Randschichten (z. B. singul�ar gest�orter Probleme) die anisotropen Netze gerade-zu notwendig sind, um einen analogen Fehlerverlauf bei Verfeinerung zu erhalten wie beiklassischen Problemen ohne Randschichten. Ebenso haben diese Tests die E�zienz undRobustheit der neuen anisotropen Fehlersch�atzer von G. Kunert unter Beweis gestellt.
Netzsteuerung { Tests mit Dreiecksnetzen Bei Dreiecksnetzen ist die beliebige Erh�o-hung des Streckungsverh�altnisses nicht ohne weiteres m�oglich. Bei `roter' Teilung ist sieausgeschlossen, bei fortgesetzter `gr�uner' Teilung entstehen zwar anisotrope Elemente,jedoch ist deren Ausrichtung mangelhaft, da die Richtung der Kanten im Ausgangs-netz und nicht die Anisotropie der L�osung die Streckungsrichtungen bestimmt. Vie-le Autoren verwenden deshalb Knotenverschiebungen und/oder das so genannte `edgeswapping'. Ersteres schlie�t die stabile Berechnung des Jacobians durch einfache Ver-erbung aus (siehe Abschnitt 2.4.4), das zweite steht im Widerspruch zu den einfachen

http://www.tu-chemnitz.de/~amey/adaptiv-2D/
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hierarchischen Datenstrukturen, insbesondere eines Kantenbaumes zur Nutzung in denMultilevel-L�osern.Die von uns entwickelte Idee bestand nun darin, das Grobnetz einer anisotropen Netz-Hierarchie nach Anlauf der Rechnung auf der Basis der bis dahin gewonnenen Informa-tionen �uber die L�osung neu zu generieren, gegebenenfalls sogar wiederholt. Die Verfei-nerung soll so geschehen, dass die Hierarchie weitgehend erhalten bleibt. Werden beider Verfeinerung des Netzes neue Knoten eingef�ugt, so ist eine (kleine) Abweichung vomMittelpunkt der Vaterknoten erlaubt.Die Verfolgung dieser Idee f�uhrte zu zun�achst zu zwei Erkenntnissen.� Die Neugenerierung von Netzen auf der Basis von Informationen �uber die zu appro-ximierende L�osung ist eine anspruchsvolle Aufgabe, zu der es in mehreren Gruppenweltweit intensive, oft jahrelange Forschung gibt. Mit den vorhandenen personellenM�oglichkeiten ist es nicht m�oglich einen vergleichbaren Netzgenerator neu zu entwi-ckeln. Wir konnten jedoch zwei dieser Netzgeneratoren testen, den von V. Dolej�s��(Karls-Universit�at Prag) und BAMG von P. L. George (INRIA, Fankreich).� Das Zulassen, neue Knoten nicht im Kantenmittelpunkt einzuf�ugen, sondern leichtdavon abzuweichen, liefert zwar mehr Freiheiten zur Optimierung des Finite-Elemen-te-Netzes, aber die numerischen Tests unserer theoretischen Untersuchungen, wo dieneuen Knoten positioniert sein sollten, lieferten nicht die gew�unschte Verbesserungder Approximation. Deshalb haben wir diese Versuche wieder eingestellt.Als positives Resultat sollen jetzt einige Testergebnisse pr�asentiert werden, bei denendas urspr�unglich uniforme Startnetz durch Iteration der Schritte1. Berechnung der Finite-Elemente-L�osung der Aufgabe

�10�6�u+ u = f = � 1 f�ur x < 0:3 (y + 1);0 f�ur x > 0:3 (y + 1);u = 1 an der Kante x = 0;u = 0 an der Kante x = 1;@nu = 0 an den Kanten y = 0 und y = 1;2. Konstruktion eines neuen Netzes mit BAMG unter Verwendung der berechnetenL�osung auf dem vorherigen Netz,in ein anisotropes Startnetz f�ur die eigentliche Finite-Element-Rechnung �uberf�uhrt wur-de. Tabelle 2.1 zeigt die Entwicklung der Knoten- und Elementzahlen. Die Bilder 2.1und 2.2 zeigen die L�osung und das Netz am Beginn und nach der 5. Iteration. Manerkennt, dass man mit wenigen Iterationen eines nahezu nichts kostenden Algorithmus(man bachte die geringen Knotenanzahlen) ein sehr g�unstiges anisotropes Startnetz er-stellen kann, das geeignet ist, mit hierarchischer weiterer Verfeinerung bessere L�osungenzu produzieren, als es mit dem uniformen Ausgangsnetz m�oglich gewesen w�are.
Zusammenfassung Insgesamt zeigten die theoretischen und praktischen Untersuchun-gen der Hessian-Strategie, dass diese f�ur die adaptive Generierung anisotroper hierar-chischer Netze geeignet ist. Dabei wurden sowohl Vierecks- als auch Dreiecksnetze amBeispiel von Reaktions{Di�usions{Aufgaben mit extremen Rand- oder inneren Schich-ten getestet. Ein Vergleich ist schwer m�oglich, da die verwendeten Programme sehrunterschiedliche Entwicklungsstufen haben.
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Schritt Knoten Dreiecke0 1681 32001 680 13262 1604 31723 2452 48764 2432 48365 1895 37506 1743 34567 1683 33358 1621 32089 1556 3074

Tabelle 2.1: Knoten- und Elementzahlen bei der Startnetz-Generierung mit Hilfe vonBAMG
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Abbildung 2.1: Oszillationsbehaftete L�osung und zugeh�origes uniformes Ausgangsnetz’-’
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Abbildung 2.2: L�osung und anisotropes Netz nach 5 Iterationen
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Weitere Ergebnisse�Uberblicksartikel Ein zusammenfassender Artikel �uber anisotrope Diskretisierungendes Poisson- und des Stokesproblems in Gebieten mit Kanten wurde in [ANS01] ver�o�ent-licht.F�ur die 2004 erscheinende Encyclopedia of Computational Mechanics wurde Th. Apel ge-beten, einen Artikel �uber Interpolation in Finite-Element-R�aumen zu schreiben. Die Ar-beit [Ape04] gibt einen �Uberblick �uber verschiedene Interpolationsoperatoren und lokaleAbsch�atzungen des entsprechenden Interpolationsfehlers. Die Darlegung beschr�ankt sichauf die h-Version der Finite-Element-Methode, diskutiert aber verschiedenste Element-typen (Dreiecks-, Vierecks-, Tetraeder und Hexaederelemente; a�ne und nicht-a�neElemente, isotrope und anisotrope Elemente, Lagrange- und andere Elemente).
Transformation von Hexaeder- in Tetraedernetze Th. Apel und N. D�uvelmeyer ha-ben sich mit Algorithmen zur Umwandlung von Hexaeder- in Tetraedernetze besch�aftigt,wobei keine neuen Knoten eingef�uhrt werden. Die bisher bekannten Algorithmen nutzennur die topologische Struktur des Netzes, jedoch keine geometrischen Informationen.In der entstandenen Arbeit [AD03] wird ein Algorithmus beschrieben, der es erlaubtQualit�atskriterien f�ur die Teilung von Vierecks
�achen zu fordern.
Implementierung der Singul�arfunktionenmethode Eckensingularit�aten k�onnen nu-merisch mit der Singul�arfunktionenmethode behandelt werden. Die Idee ist dabei, sin-gul�are L�osungsanteile explizit in den diskreten Raum aufzunehmen. Im Zweidimensio-nalen ist das seit den 70er Jahren bekannt. Da wir auch Singul�arfunktionen zu Polyeder-ecken im Dreidimensionalen berechnen k�onnen und weil wir die Ho�nung auf eine zurFEM mit ausschlie�licher Netzverfeinerung konkurrenzf�ahige Methode haben, wurde dieSingul�arfunktionenmethode von Chr. Gay in das von Th. Apel entwickelte 3D-Finite-Element-Paket FEMPS3D implementiert [Gay02]. S. Trebesius setzt die Arbeiten derzeitfort und untersucht theoretisch und numerisch entsprechende a posteriori Fehlersch�atzer.
2.4.2 Au
�osungsverfahren bei anistropen DiskretisierungenVon Jung, Schl�omer und Sohn (Institut f�ur Wissenschaftliches Rechnen, TU Dresden)wird ein schneller L�oser f�ur das Randwertproblem �"�u + u = f in 
 = (0; 1)2 undu = 0 auf @
 (" � 1) entwickelt. Da bei diesem Problem in Randn�ahe Randschichtenauftreten, m�ussen l�angs des Randes bei der Finite-Elemente-Diskretisierung anisotropeElemente eingesetzt werden (siehe Abbildung 2.3).Auf der Basis einer nicht�uberlappenden Gebietszerlegung, im Beispiel einer Zerlegung inneun Teilgebiete, wird ein Gebietszerlegungsvorkonditionierer konstruiert. Zur L�osungder Teilprobleme im Inneren der Teilgebiete werden Mehrgitterverfahren angewendet.In den anisotrop vernetzten Teilgebieten kommen dabei Liniengl�atter zum Einsatz. Beider Konstruktion des Schurkomplement-Vorkonditionierers werden Ideen aus [KW98] ge-nutzt. Die bei der Konstruktion dieses L�osers gewonnen Erfahrungen bilden eine Grund-lage f�ur die Entwicklung schneller L�oser in den adaptiven Algorithmen. Da die Ent-wicklung der speziellen L�oser f�ur die anisotropen Diskretisierungen derzeit noch nichtabgeschlossen ist, werden wir theoretische und numerische Resultate am Ende der Lauf-zeit des Teilprojektes pr�asentieren.
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Abbildung 2.3: Anisotrope Diskretisierung
F�ur anisotrope Vernetzungen in der Umgebung von Kanten wurden schnelle Au
�osungs-verfahren untersucht. Von Apel und Sch�oberl wurde in [AS02] dazu ein Mehrgitterverfah-ren vorgeschlagen, bei dem Semicoarsening senkrecht zur Kante mit einem Liniengl�atterin Kantenrichtung kombiniert wurde. Die optimale Konvergenz des Verfahrens konntebewiesen werden.In der Diplomarbeit [Sei02] wurde eine Multilevel-Vorkonditionierung f�ur das Verfahrender konjugierten Gradienten untersucht. Im Vorkonditionierungsschritt m�ussen statt desgro�en Gleichungssystems viele kleinere Gleichungssysteme gel�ost werden. Diese sindzum Teil gleich, weshalb auch direkte Verfahren zur L�osung in Betracht gezogen werdenk�onnen. F�ur den Vorkonditionierer wurde in der vorliegenden Diplomarbeit analog zu[Zha92] gezeigt, dass die Konditionszahl des vorkonditionierten Problems unabh�angigvon der Diskretisierungsschrittweite beschr�ankt ist. Wenn die kleinen Gleichungssystememit optimaler Komplexit�at gel�ost werden k�onnen (was nicht klar ist), kann also auchdas Ausgangsgleichungssystem mit optimaler Komplexit�at gel�ost werden.
2.4.3 Au
�osungsstrategien f�ur Verfahren h�oherer OrdnungVorkonditionierung f�ur p-Versions Elementmatrix in beliebigen DimensionenDie von S. Beuchler im Antragszeitraum 1999{2001 entwickelten Vorkonditionierer f�urdie Elementstei�gkeitsmatrix K1;2, also f�ur d = 2, basieren auf Interpretationen derMatrix K1;2 als Diskretisierungsmatrix eines degenerierten elliptischen Problems zweiterOrdnung. Eine analoge Interpretation ist sowohl f�ur K1;d als auch f�ur die in (2.8) invol-vierten Matrizen F1 und D1 m�oglich:Dazu betrachte man die Randwertaufgabe 2. Ordnung:Suche u 2 H10 ((0; 1)), so dass

a1(u; v) = Z 10 u0(x)v0(x) + !2(x)u(x)v(x) = Z 10 g(x)v(x) 8 v 2 H10 ((0; 1)) (2.9)
gilt.Problem (2.9) wird mit st�uckweise linearen �niten Elementen auf dem Netz �� i�1n ; in�	ni=1diskretisiert, wobei n = 2l und l das Level der Verfeinerung ist. Als Basisfunktionen
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werden die H�utchenfunktionen

�(1;l)i (x) = 8<: nx� (i� 1) auf � li(i+ 1)� nx auf � li+10 sonst 8 i = 1; : : : ; n� 1
des l-ten Levels gew�ahlt. Weiterhin sei Ul = spann�(1;l)i on�1i=1 . Dann ist die Galerkin-Projektion von (2.9) auf Ul �aquivalent zum L�osen des linearen Gleichungssystems(M! + T!=1)u = g; wobeiM�! = hh�(1;l)j ; �(1;l)i i!in�1i;j=1 ; T �! = hh(�(1;l)j )0; (�(1;l)i )0i!in�1i;j=1mit hu; vi! = Z 10 !2(x)u(x)v(x) dx
als das gewichtete L2;!((0; 1))-Skalarprodukt. In [Beu03c] wird nun gezeigt, dass

D1 � 6n3M�!=x und 2nF1 � T �!=1; (2.10)
d.h. die in (2.8) eingef�uhrten Matrizen F1 und D1, vgl. Abschnitt 2.3.3, haben eineInterpretation als h-Versions Finite-Element-Massen- und Stei�gkeitsmatrix. F�ur dieMatrix K1;d ist eine analoge Interpretation m�oglich. Wir verweisen exemplarisch f�ur dieF�alle d = 2 und d = 3 auf [BSS04].In einem weiteren Schritt wird nun eine Multilevelbasis f kj gk�l � Ul gesucht, in der dieMatrizen T !=1 = �h( k0j0 )0; ( kj )0i!=1�k;k0�l undM ! = �h k0j0 ;  kj i!�k;k0�l spektral�aquivalentzu den beiden Diagonalmatrizen DT !=1 = diag �22k�k�l und DM ! = diag �!2(2�kj)�k�lsind, d.h. es gilt

T !=1 � DT !=1 und M ! � DM ! : (2.11)
In Zusammenarbeit mit Reinhold Schneider (TU Chemnitz, Teilprojekte A7, A12, A13)und Christoph Schwab (ETH Z�urich) (Besuche von Schwab in Chemnitz 20.{23.11.2001und 7.{8.7.2002, Beuchler in Z�urich 8.{13.9.2002) konnte f�ur eine biorthogonale Wave-letbasis f kj gk�l � Ul, d.h. h kj ; ~ k0j0 i = �kk0�jj0 , und eine Gewichtsfunktion !, die dieAnnahmen� k v k20�P1k=1Pj jhv;  kj ij2 �P1k=1Pj jhv; ~ kj ij2 8v 2 L2((0; 1))�

k v k21� 1X
k=1 22lXj jhv;  kj ij2 8v 2 H10 ((0; 1)) (2.12)

�  kj 2 W 1;1((0; 1)), ~ kj 2 W 1;1((0; 1))�  kj � x� bei x = 0, ~ kj � x~� bei x = 0,� !(x) 2 W 1;1((�; 1)) mit einem gewissen � > 0,� !(x) � x� bei x = 0,
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� � + � > �0:5, �� + ~� > �0:5

erf�ullen, gezeigt werden, dass
M ! � DM ! (2.13)

gilt. Aus (2.12) und (2.13) folgen nun sofort die Beziehungen (2.11), da � = ~� = 1und � = 1, d.h. alle Annahmen erf�ullt sind, und es st�uckweise lineare biorthogonaleWaveletbasen gibt, die die verbleibenden Bedingungen erf�ullen. Ein Beispiel sind dieWaveletfamilien  26 mit 2 verschwindenden Momenten auf primaler und 6 verschwin-denden Momenten auf dualer Seite. Daraus l�asst sich ein Vorkonditionierer f�ur K1;dentwickeln. Die Herangehensweise wird am Beispiel d = 2 erl�autert und l�asst sich mitanalogen Tensorproduktargumenten auf den allgemeinen Fall �ubertragen.MitQ bezeichnen wir die Basistransformationsmatrix zwischen der Wavelet-Basis f kj gk�lund f�(1;l)i gn�1i=1 . Dann gilt
K1;2 = F1 
D1 +D1 
 F1� 3n2 �T �!=1 
M�!=x +M�!=x 
 T �!=1�= 3n2 �Q�TT !=1Q�1 
Q�TM !=xQ�1 +Q�TM !=xQ�1 
Q�TT !=1Q�1�

= 3n2 �Q�T 
Q�T � �T !=1 
M !=x +M !=x 
 T !=1� �Q�1 
Q�1�
� 3n2 �Q�T 
Q�T � �DT !=1 
DM !=x +DM !=x 
DT !=1� �Q�1 
Q�1�
= 3n2C 2 : (2.14)

Die Operation C 2 w = r kostet O(nd) = O(pd) arithmetische Operationen, ist alsooptimal. Analog l�asst sich nun ein Vorkonditionierer C d f�ur K1;d entwickeln.Aufbauend auf diesem Resultat konnte in [Beu03c] mit �ahnlichen Argumenten auch dieSpektral�aquivalenzbeziehung 2nF1 � T �!=1 (2.10) gezeigt werden, die eine Versch�arfungder Absch�atzung T �!=1 � 2nF1 � (1 + log n)T �!=1 ist, vgl. Arbeits- und ErgebnisberichtSFB 393 1999{2001. Die Beziehung (2.10) bewirkt auch die Versch�arfung der Konditi-onszahlabsch�atzungen in [Beu02] von �((MS)� 12K2(MS)� 12 ) � (1 + log p) f�ur die Mul-tigridvorkonditionierer f�ur K2 auf �((MS)� 12K2(MS)� 12 ) = O(1). Die Resultate aus[Beu03c], [BSS04] bildeten nun die Grundlage f�ur die De�nition eines geeigneten Fort-setzungsoperators, welcher in (2.4) die Matrix K�1I KIE durch eine Matrix �E ersetzt,[BS03]. Diese Konstruktion l�asst sich auch auf den 3D-Fall �ubertragen.Die Tabellen 2.2 und 2.3 zeigen Iterationszahlen und Rechenzeiten des PCG-Verfahrenszum L�osen von Kdu = f , d = 2; 3 mit verschiedenen Waveletvorkonditionierungen miteiner relativen Genauigkeit von 10�10 in der vorkonditionierten Energienorm. Es wurdendie Waveletfamilien  2i mit zwei verschwindenden Momenten auf primaler und i =2; 4; 6 verschwindenden Momenten auf dualer Seite benutzt. In Abbildung 2.4 ist jeweilsein Wavelet der entsprechenden Familien abgebildet. Die Vorkonditionierung mit demWavelet  22 zeigt dabei in Bezug auf Rechenzeit und Iterationszahlen, die geringf�ugigansteigen, die besten Ergebnisse. F�ur das Wavelet  26 sind die Iterationszahlen relativhoch.
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p  22  24  26Zeit in sek. It.7 0.000 41 7 715 0.000 22 22 2231 0.031 30 38 3063 0.094 36 56 72127 0.406 42 81 141255 2.220 46 115 296511 11.000 51 147 4891023 48.600 55 175 7522047 241.000 58 200 963Tabelle 2.2: Iterationszahlen der Wavelet-VK f�ur K2u = f .

p  22  24  26Zeit in Sek. It.7 0.004 3 19 1915 0.266 41 41 4131 3.480 50 67 4963 38.200 56 104 164127 447.000 64 160 446255 4293.000 72 228 996Tabelle 2.3: Iterationszahlen der Wavelet-VK f�ur K3u = f .
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A3 Apel/Jung/Kunert 37
Implementierung des DD-Vorkonditionierers in 2DWir betrachten die Poisson-Gleichung in einem Gebiet �
 = Sneli=1 �
i mit 
i \
j = ; f�uri 6= j. Dann l�asst sich f�ur die in Abschnitt 2.3.3 beschriebene Matrix K(1) (2.2) folgenderVorkonditionierer entwickeln.

C(1) = � IE KEIK�1I0 II
� � CS;E 00 CI

� � IE 0K�1I KIE II
� :

Dabei ist CI der Vorkonditionierer f�ur den L�oser der Teilgebiete. Als Wahlm�oglichkeitenbieten sich der von Sven Beuchler im Rahmen seiner Promotion [Beu03b] entwickelteMultigrid-VorkonditioniererMS, d.h. CI = blockdiag �MS�neli=1 oder der in (2.14) entwi-ckelte Wavelet-Vorkonditionierer C 2 an, d.h.
CI = blockdiag �W �neli=1 mit W = 3n2Pblockdiag hC 2 i4i=1 P T (2.15)

und der Permutationsmatrix P aus Beziehung (2.7). Dann gelten f�ur beide Vorkon-ditionierer die Spektral�aquivalenzbeziehungen CI � AI, [Beu03c]. Als Vorkonditionie-rer f�ur SE werden die in [JK97] beschriebenen Vorkonditionierer benutzt. Zus�atzlichwurde f�ur den Block KV der Matrix K ein Yserentant-Vorkonditionierer mit Grobgit-terl�oser benutzt, falls eine Diskretisierung mittels hp-Version der FEM vorliegt. DieseDomain-Decomposition Vorkonditionierer wurden von Sven Beuchler im Berichtszeit-raum in das bestehende parallele Programm SPC-PM-Po2p implementiert und auf demChemnitzer Linux Cluster (CLiC) auf ihre E�zienz hin in verschiedenen Beispielenuntersucht. Exemplarisch seien hier die Beispiele hufen und qua1 aufgef�uhrt. Abbil-

hufen - Level 0 

SFB 393 - TU Chemnitz

qua1 - Level 0

SFB 393 - TU Chemnitz

hufen - Level 2 
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   1.0 
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   1.3

 dU/dx

SFB 393 - TU Chemnitz

qua1 - Level 2 
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 -6.89E-02 

  0.28 

  0.64 
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   1.2

 dU/dx

SFB 393 - TU Chemnitz

Abbildung 2.5: Beispiele hufen (links) und qua1 (rechts).
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Levels of re�nementp 0 1 2 3 41 2 10 16 20 243 11 21 27 31 345 15 25 32 35 389 16 29 36 40 4315 18 31 37 44 4625 20 34 39 47 5033 22 35 40 49 5245 24 36 4263 27 40 43125 30243 34513 36

Levels of re�nementp 0 1 2 3 41 2 10 16 20 253 10 20 28 32 355 13 25 31 36 409 14 28 34 41 4415 1525 1733 1845 1963 21125 23243 24513 26Tabelle 2.4: Iterationszahlen des PCG-Verfahrens bei den Beispielen hufen (links) undqua1 (rechts).
dung 2.5 zeigt die Vernetzung des Gebietes im Level 0 (Grobnetz) und das Verhal-ten der L�osung, Tabelle 2.4 die Iterationszahlen des PCG-Verfahrens mit einer rela-tiven Genauigkeit von 10�5 in Abh�angigkeit vom Polynomgrad (p-Verfeinerung) undder Anzahl der Levels (gleichm�a�ige h-Verfeinerung). Dabei ist ein moderates Anwach-sen der Iterationszahlen bez�uglich p in allen Levels festzustellen. Die Ursache f�ur die-ses Anwachsen ist in der Absch�atzung (2.3) und in den Konditionszahlabsch�atzungen�(CS;E� 12SECS;E� 12 ) � (1 + log p)� mit � = 1 begr�undet.Weitere Experimente sind in der Arbeit [Beu03a] und unter der Homepage

http://www.tu-chemnitz.de/sfb393/software/p-version-2D
zu �nden. Dabei ist ein �ahnliches asymptotisches Verhalten bez�uglich anwachsendemPolynomgrad wie in den anderen Beispielen festzustellen, die absoluten Iterationszahlensind jedoch teilweise sehr verschieden.
Vorkonditionierung bei entarteten Elementen in 2DKritisch waren vor allem Elemente, die in ihren geometrischen Abmessungen sehr starkvom Quadrat abweichen, wie z.B. ein Rechteck mit den Seitenl�angen a und b mit a� b.Dann 
ie�en in die Konditionszahlabsch�atzungen f�ur C�1I AI die Parameter a und b ein.Im Falle des Rechteckes mit den Seitenl�angen a und b l�asst sich mittels

C 2;a;b = 3n2 �Q�T 
Q�T ��abDT !=1 
DM !=x + baDM !=x 
DT !=1��Q�1 
Q�1�
anstelle von C 2 (2.14) ein optimaler Wavelet-Vorkonditionierer konstruieren, bei demdie Konditionszahl der vorkonditionierten Systemmatrix unabh�angig vom Polynomgradund den Parametern a und b ist, [BSS04].
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2.4.4 Software�UberblickIn Kooperation mit den Teilprojekten A3 { A11 { A12 { D1 (im Wesentlichen) sindProgrammrealisierungen entstanden, die konsequent auf gleichartigen Grundbibliothe-ken basieren. Die im Folgenden aufgelisteten Experimentalprogramme unterscheiden sichsomit lediglich in ihrer konkreten Aufgabenverfolgung, nicht aber im Aufbau aus hoch-gradig gleichen Bausteinen (Modul{Bibliotheken). Deshalb wurden sie mit folgenderNamensgebung belegt:
SPC{ f�ur scienti�c parallel computing in ChemnitzPM f�ur Programm{ModulName mit der Spezi�kation der Leistung.
Im Einzelnen entstanden:SPC{PM 2Ad adaptives 2D{FE{Programm f�ur Reaktions{Di�usions-aufgaben und lineare Elastizit�atZusatz: Kontakt, Rissfortschritt, RotationssymmetrieSPC{PM 3Ad adaptives 3D{FE{Programm f�ur Reaktions{Di�usions-aufgaben und lineare Elastizit�atParallelversion mit Balancierung aus Tp. B8SPC{PM 2Ad Nl adaptives 2D{FE{Programm f�ur Deformationsproblememit nichlinearem MaterialverhaltenSPC{PM AdSt adaptives 2D{FE{Programm f�ur das Stokes{ProblemSPC{PM AdMix adaptives 2D{FE{Programm f�ur allgemeinere gemischteFE{FormulierungenSPC{PM AdPl adaptives 2D{FE{Programm f�ur die Mindlin{Reissner{Plattengleichung mit MITC{ElementenSPC{PM Po2p nichtadaptives, paralleles 2D-Programm f�ur Laplace mitbeliebigem Polynomgrad
Die geschilderten numerischen Experimente wurden mit dem Programmbaustein SPC{PM 2Ad ("Programm{Modul 2D{adaptive FEM f�ur Potential{ und Elastizit�atsproble-me\) durchgef�uhrt, der (schon konzipiert in der vorangegangenen Phase, siehe Arbeits{und Ergebnisbericht SFB 393 1999{2001) wesentlich weiter verbessert und komplettiertwurde. Neue Bestandteile sind:
� Netzvergr�oberung { erreicht durch eine zus�atzliche, aber sehr sparsame Datenstrukturdes "Elementebaums\,� Stabile Rechnung auch bei sehr starken Verfeinerungen, z.B. an Singularit�aten (s.u.),
� Signorini{Kontakt mit beliebig geformten Hindernissen (s. Tp. A12),
� "Risswachstum\ { Aufrei�en des Netzes zum Schlitzgebiet unter Erhalt der hierar-chischen Datenstrukturen (s. Tp. D1).
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Stabile adaptive RechnungF�ur die hier geschilderten Ergebnisse ist insbesondere die Stabilisierung der numerischenRechnung bei extremen Verfeinerungen von Wichtigkeit. Immer wenn Gradienten imElement zu berechnen sind, wird von der �ublichen Transformation eines Masterelementsauf das Weltelement Gebrauch gemacht und der Jacobian dieser Abbildung ben�otigt.Dies tritt unumg�anglich bei den Elementroutinen auf (Gradienten der Formfunktionenin Gau�punkten zu berechnen) und im Post{Processing v.a. bei Fehlersch�atzern (z.B.Sprung von (ru) �n �uber einer Elementkante). Die klassischen Finite Elemente Routinenberechnen diese Jacobi{Matrix mit der Formel

J = neX
i=1 (rNi)x(i)T

aus den Knoten x(i) des Elements und den Formfunktionen des Masterelements Ni(x̂).Dabei treten stets Di�erenzen von Knotenkoordinaten auf (z.B. im einfachsten Falledes linearen Dreiecks J = (x(2) � x(1) ...x(3) � x(1))T ). Da bei jeder Kantenteilung dieneuen Knoten eine Bitrepr�asentation ihrer Mantisse erhalten, die um 1 Bit mehr mitder ihrer V�ater �ubereinstimmt, f�uhrt die adaptive Teilung nach etwa 20 Schritten zuInstabilit�aten, weil J wegen drastiger Mantissenausl�oschung nicht mehr genau genugberechenbar ist.Dies wurde in [Mey03b] f�ur Dreiecke und Vierecke sowie f�ur 3D{Elemente besondersuntersucht. Es wurde eine "Vererbung\ der Matrix J bei der Teilung der Elementeangegeben, die diese Instabilit�at vollst�andig beseitigt. Eine Ausdehnung auf gekr�ummteR�ander ist in [Mey03a] angef�ugt.
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[Sei02] J. Seidel. Eine Au
�osungsmethode f�ur das Finite-Elemente-Gleichungssystem beianisotroper Diskretisierung in der Umgebung einer Kante. Diplomarbeit, TUChemnitz, 2002.
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2.5 O�ene Fragen / AusblickDas Teilprojekt A3 soll in der n�achsten Antragsperiode nicht wieder beantragt werden.Das ergibt sich zum einen aus dem Weggang der Antragsteller Th. Apel und G. Kunert,die vor allem auf dem Gebiet der anisotropen Diskretisierugen in den letzten Jahrenviel Arbeit geleistet haben, die auch international Anerkennung gefunden hat. Zumanderen wurde das Teilthema Au
�osungsstrategien f�ur Verfahren h�oherer Ordnung vorallem von S. Beuchler bearbeitet, der die TU Chemnitz ebenfalls verlassen hat. Der Rufvon Th. Apel auf eine Professur, die Habilitation von G. Kunert und die Promotionvon S. Beuchler bescheinigen dem Projekt eine erfolgreiche Arbeit, die von der bereitsabzusehenden Promotion von S. Grosman noch erg�anzt wird.Nat�urlich gibt es noch o�ene Fragen. Nach der ersten Arbeit von Gerd Kunert zu aniso-tropen Fehlersch�atzern beim Stokes-Problem sollen weitere Systeme partieller Di�eren-tialgleichungen angegangen werden. Dabei ist zun�achst an ein singul�ar gest�ortes Systemvon zwei partiellen Di�erentialgleichungen gedacht, von denen eine 2. Ordnung und eine4. Ordnung ist. Dazu wird Th. Apel einen DFG-Einzelantrag stellen, wobei S. Grosmanals Bearbeiter vorgesehen ist.Interessant ist auch die Erweiterung der Fehlersch�atzer f�ur die Navier-Stokes-Gleichun-gen, da dort ebenfalls anisotrope Randschichten entstehen k�onnen. Bei beiden Systemenk�onnte jedoch die bisherige Herangehensweise an ihre Grenzen sto�en, so dass alternativeMethoden untersucht werden sollten.Weiterhin muss die numerische Validierung der Fehlersch�atzer weitergef�uhrt werden, umden Ein
uss der Alignment Measures zu belegen.
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2.1 Teilprojekt A7
Gebietsadaptierte Wavelets und parallele Multiskalenmethoden f�ur Randintegralopera-toren
2.1.1 Antragsteller
Prof. Dr. Reinhold Schneider Prof. Dr. Guido Brunnett20.03.1957 22.12.1959Professur Scienti�c Computing Professur Gra�sche DatenverarbeitungUniversit�at Kiel Fakult�at f�ur InformatikChristian-Albrechts-Platz 4 Technische Universit�at Chemnitz24118 Kiel 09107 ChemnitzTel.: (0431) 880-7470 Tel.: (0371) 531-1533Fax: (0431) 880-4464 Fax: (0371) 531-1801rs@numerik.uni-kiel.de guido.brunnett@informatik.tu-chemnitz.de
2.1.2 Projektbearbeiter
Dr. Helmut Harbrecht, Fakult�at f�ur Mathematik, Technische Universit�at ChemnitzDr. Marek Vanco, Fakult�at f�ur Informatik, Technische Universit�at ChemnitzDipl.-Math. Ulf K�ahler, Fakult�at f�ur Mathematik, Technische Universit�at ChemnitzDipl.-Math. Maharavo Randrianarivony, Fakult�at f�ur Informatik, Technische Universit�atChemnitz
2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
Eine Reihe praxisrelevanter Randwertprobleme, wie beispielsweise Au�enraumproble-me der Akustik und der Elektrostatik, sowie Randwertprobleme der Elastizit�atstheorieund der Str�omungsmechanik, lassen sich mittels Randintegralgleichungsmethoden bzw.durch Kombination von Finite-Element- und Randintegralgleichungsmethoden vorteil-haft behandeln. Solche Randintegralmethoden f�uhren jedoch �ublicherweise auf vollbe-setzte Matrizen. Die Behandlung vollbesetzter gro�dimensionierter Gleichungssystemeverbietet sich naturgem�a� wegen des enormen Bedarfs an Speicherplatz und Rechenzeit.Moderne Ans�atze wie das Panel{Clustering{Verfahren [HN], die schnelle Multipolent-wicklung [GR], oder zu diesen verwandte Verfahren wie H-Matrizen [HK] oder die Ad-aptive Cross Approximation [BR], versprechen einen Ausweg aus dieser Situation. Einweiterer Zugang sind Multiskalen- oder Waveletapproximationsmethoden [BCR, S], wel-che auf der Verwendung von Multiskalenbasen oder biorthogonalen Waveletbasen zur
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Diskretisierung der Integralgleichungen beruhen. Die dadurch entstehenden Systemma-trizen sind quasi-d�unnbesetzt, d.h. sie lassen sich ohne Verlust an Genauigkeit durchd�unnbesetzte Matrizen ersetzen. Zudem k�onnen sie leicht vermittels Diagonalskalierungvorkonditioniert werden [DKU].Die Aufgabenstellung dieses Teilprojektes bestand darin, Wavelet{Galerkin{Verfahrendahingehend weiterzuentwickeln, dass sie sich zur L�osung von Randintegralgleichungenauf komplexen Ober
�achen eignen. Dabei sollten sowohl Ober
�achen, die aus st�uckweiseglatten Teil
�achen bestehen, als auch polygonal approximierte Fl�achen betrachtet wer-den. In der letzteren Situation sollte die Wavelet{Konstruktion nach Tausch/White zumEinsatz kommen.
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
2.3.1 Weiterentwicklung des Wavelet-Galerkin-Verfahrens f�urst�uckweise glatte Ober
�achenF�ur die Anwendung der Wavelet{Matrixkompression nach Schneider auf Probleme mitkomplexen Geometrien war es notwendig, die zum Antragszeitpunkt vorhandenen Me-thoden in verschiedener Hinsicht weiterzuentwickeln. Dabei wurden insbesondere diefolgenden Fragestellungen betrachtet:

� De�nition von biorthogonalen Waveletbasen auf Ober
�achen,� Entwicklung geeigneter Kompressionskriterien, die entscheiden, ob ein Matrixko-e�zient ben�otigt wird,� Entwicklung geeigneter numerischer Integrationsmethoden zur e�zienten Berech-nung der ben�otigten Matrixkoe�zienten,� Adaptive L�osung der Randintegralgleichungen.
2.3.2 Vorverarbeitung der Geometriedaten
Sollen Integralgleichungen auf realistischen Geometrien gel�ost werden, so ist davon aus-zugehen, dass das geometrische Modell unter Einsatz eines kommerziellen Modellierungs-werkzeuges (CAD-System) erstellt wurde und der Export in das System zur L�osung derIntegralgleichung (Solver) �uber ein normiertes Austauschformat erfolgt. Die zentrale Auf-gabe bestand in der Realisierung von Softwareprozeduren, die diesen Datentransfer au-tomatisieren und daf�ur sorgen, dass die exportierten Daten vom Solver auch tats�achlichverarbeitet werden k�onnen. F�ur diese Arbeiten wurde das weitverbreitete Austauschfor-mat IGES (Initial Graphics Exchange Speci�cation) ausgew�ahlt.Weitere f�ur die Geometrieverarbeitung ben�otigte Funktionen betre�en die geeignete Dis-kretisierung der Fl�achenst�ucke, die Fl�achenanpassung an diskrete Daten sowie die Seg-mentierung der Ober
�ache etwa an scharfen Kanten.
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2.3.3 Ein Wavelet-Galerkin-Verfahren f�ur polygonale Ober
�achen
Verfeinerungsstrategien, wie sie sonst zur Konstruktion von Wavelets verwendet wer-den, lassen sich auf polygonal approximierten Ober
�achen nicht anwenden. Stattdessenkann man durch Vergr�oberungsstrategien ebenfalls eine Hierarchie verschiedener Skalenscha�en. In [TAW] wurde eine konkrete Konstruktion angegeben, die die Problematik inbeinahe idealer Art und Weise l�ost. Diese Konstruktion kann auf eine weitgehend beliebiggegebene Diskretisierung angewandt werden und liefert Basisfunktionen mit verschwin-denden Multipolmomenten, bzw. solche, die orthogonal auf Polynomen im Raum stehen.Das Ziel bestand darin, diese Wavelets zu konstruieren und sie als Grundlage f�ur einGalerkin{Verfahren basierend auf der Standardform zu verwenden. Die entstehende Sy-stemmatrix wurde vom AntragstellerR. Schneider bereits eingehend untersucht [DPS2,DPS3, PS1, S]. Diese Matrix ist im Gegensatz zu den in der Regel vollbesetzten Sy-stemmatrizen von traditionellen Einskalen{Galerkin{Verfahren quasi-d�unnbesetzt. Diesbedeutet, dass sie mittels der sogenannten Matrixkompression auf eine d�unnbesetzteMatrix komprimiert werden kann, ohne dass es zu Verlusten bei Stabilit�at oder Kon-vergenz kommt. Da die ben�otigten Koe�zienten a-priori bekannt sind, m�ussen nur dienichtverschwindenden Eintr�age der Systemmatrix berechnet werden. Das Aufstellen derkomprimierten Systemmatrix ist jedoch keineswegs einfach zu bewerkstelligen. Daherwar ein gro�er Teil der Arbeit dem m�oglichst schnellen und e�ektiven Berechnen derSystemmatrix gewidmet. Die Fragen der Konvergenz des komprimierten Verfahrens, derVorkonditionierung, sowie entsprechender Absch�atzungen (Approximationseigenschaftund inverse Ungleichung), wie sie f�ur biorthogonale Waveletbasen bekannt und grund-legend sind [D, S], bedurften f�ur diese neuartigen Basisfunktionen ebenfalls noch einergenaueren Untersuchung.
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[DPS3] W. Dahmen, S. Pr�o�dorf, R. Schneider, Multiscale methods for pseudo-di�erential equations on smooth manifolds, in: Proceedings of the International Con-ference on Wavelets: Theory, Algorithms, and Applications, C.K. Chui, L. Montefus-co, L. Puccio (eds.),Wavelet Analysis and Applications, 5, Academic Press, 385{424,(1994).
[GR] L. Greengard and V. Rokhlin, A fast algorithm for particle simulation, J. Com-put. Phys., 73:325{348, 1987.
[H] H. Harbrecht,Wavelet{Galerkin{Schemes for boundary integral equations in threeDimensions, Dissertation, Technische Univerit�at Chemnitz (2001).
[HK] W. Hackbusch and B.N. Khoromskij, A sparse H-matrix arithmetic, II: Appli-cation to multi-dimensional problems, Computing, 64:21{47, 2000.
[HN] W. Hackbusch and Z.P. Nowak, On the fast matrix multiplication in the boun-dary element method by panel clustering, Numer. Math., 54:463{491, 1989.
[PS1] T. von Petersdorff, C. Schwab, Wavelet approximation of �rst kind integralequations in a polygon, Numer. Math., 74, 479{516, (1996).
[S] R. Schneider, Multiskalen- und Wavelet-Matrixkompression: Analysisbasierte Me-thoden zur L�osung gro�er vollbesetzter Gleichungssysteme, Habilitationsschrift, THDarmstadt, (1995), Advances in Numerical Mathematics, Teubner Stuttgart, (1998).
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2.4 Ergebnisse
2.4.1 Weiterentwicklung des Wavelet-Galerkin-Verfahrens f�urst�uckweise glatte Ober
�achen
Die durchgef�uhrten Arbeiten zur Thematik von Waveletbasen auf Ober
�achen habendazu gef�uhrt, dass deren Konstruktion im Wesentlichen verstanden und realisiert ist.Unsere Erfahrung zeigt, dass Wavelets mit m�oglichst kleinem Tr�ager auf die bestenKompressionsergebnisse f�uhren und die Performance des Wavelet{Galerkin{Verfahrenserheblich verbessern. Gegen�uber ersten Ans�atzen sind gerade hier gro�e Fortschritteerzielt worden: die (vereinfachten) Tensorproduktwavelets vom Typ II und III k�onnendurch ein wesentlich kleineres Wavelet (optimiertes Wavelet vom Typ II) ersetzt werdenohne die Multiskalenr�aume zu ver�andern, vergleiche Abbildung 2.1. F�ur weitere Detailsund Vergleichsrechnungen sei auf [HS3] verwiesen.Die a-priori Kompressionstrategie, die in [S] entwickelt wurde, ist durch eine zus�atzlichea-posteriori Kompressionstrategie erg�anzt worden [DHS]. Wie numerische Ergebnissebelegen [DHS, HS1, HS4], verbessert diese die Wavelet{Matrixkompression zus�atzlichum einen Faktor 2{4. Um die E�zienz des Verfahrens kurz darzustellen, f�uhren wir bei-spielhaft die numerischen Ergebnisse f�ur die Einfachschichtgleichung des Laplace [DHS]



A7 Schneider/Brunnett 49

Tensorproduktwavelets

Wavelet vom Typ I Wavelet vom Typ II Wavelet vom Typ IIIvereinfachte Tensorproduktwavelets

Wavelet vom Typ I Wavelet vom Typ II Wavelet vom Typ IIIoptimierte Wavelets

Wavelet vom Typ I Wavelet vom Typ IIAbb. 2.1: �Ubersicht zur Konstruktionen der st�uckweise bilinearen Wavelets mit vier ver-schwindenden Momenten.
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kurz auf: Auf einer Kugel (parametrisiert via 6 Patches) bzw. einer Kurbelwelle (pa-rametrisiert via 142 Patches, vergleiche auch Abbildung 2.3) sind pro Zeile im Durch-schnitt nur 254 bzw. 406 Eintr�age a-priori relevant. A-posteriori reduziert sich derenZahl sogar auf 130 bzw. 139 relevante Eintr�age, ohne die Genauigkeit des Galerkin Ver-fahrens zu beeintr�achtigen. Diese Ergebnisse wurden erzielt im Falle von 1.6 bzw. 2.3Mio. Unbekannten. Abbildung 2.2 visualisiert zus�atzlich in beiden genannten F�allen dasasymptotische Verhalten der Kompressionsstrategie. Uns ist bislang kein Verfahren be-kannt, das bei Randintegralgleichungen hinsichtlich der Kompression eine vergleichbareDatenreduktion bietet.
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Abb. 2.2: Kompressionsraten bez�uglich der Einheitssph�are und einer Kurbelwelle.
Der gr�o�te Anteil an Rechenzeit wird nach wie vor zur Berechnung der relevanten Ma-trixeintr�age ben�otigt, das hei�t f�ur die numerische Quadratur. Zwar ist es inzwischenverstanden, dass theoretisch jede exponentiell konvergente hp{Quadratur auf eine insge-samt lineare Komplexit�at f�uhrt, jedoch wird in unseren Beispielen diese Asymptotik nochnicht erreicht. Hinsichtlich der Berechnung der Matrixkoe�zienten sehen wir noch Ver-besserungsbedarf. Die aktuelle Realisierung basiert auf Tensorprodukt{Gau�{Legendre{Quadraturformeln kombiniert mit dem Du�y{Trick f�ur die auftretenden singul�aren Inte-grale [DHS, HS5]. Die in [BBDMK] untersuchten Alternativen scheinen allerdings keinengro�en Leistungssprung zu erm�oglichen. Es sei allerdings auch angemerkt, dass wir seitden ersten Ergebnissen in [S] bis heute unser Verfahren durch algorithmische und ma-thematische Verbesserungen (die verbesserte Rechentechnik ist hierbei ausgeklammert)um einen Faktor 40{50 beschleunigt haben.Die Vorkonditionierung der Systemmatrizen von Operatoren positiver oder negativerOrdnung ist mit Wavelets aufgrund der Norm�aquivalenzen einfach durch eine Diagonal-skalierung durchf�uhrbar. Eine Verbesserung dieser zwar asymptotisch optimalen, prak-tisch aber oftmals unzufriedenstellenden Vorkonditionierung ist in [HS4] vorgeschlagenworden. Es darf an dieser Stelle auch auf [BSS] hingewiesen werden, in dem vermit-tels Waveletbasen sogar degenerierte elliptische Operatoren erfolgreich vorkonditioniert
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Abb. 2.3: Parametrische Darstellung der Kurbelwelle und adaptive Netzverfeinerung.
worden sind. Mit Hilfe der Norm�aquivalenzen konnte auch ein modi�ziertes Verfahrenzur Regularisierung schlecht gestellter oder inverser Probleme entwickelt werden. Hierzumuss die Regularit�at der L�osung a-priori nicht bekannt sein. Eine quasi-optimale L�osungkann durch eine Selbstregularisierung f�ur Operatoren negativer Ordnung gefunden wer-den [HPS]. Zur e�zienten Berechnung kann ein Wavelet{Matrixkompressionsverfahrenvorteilhaft angewendet werden.Erste Fortschritte bei der Umsetzung eines adaptiven Wavelet{Galerkin{Verfahrens wur-den in [HS2, HS4] erzielt. Im Vergleich zum nichtadaptiven Verfahren wird bei weitausgeringerem Aufwand die gleiche Genauigkeit erzielt. Allerdings ben�otigt der Konvergenz-beweis bisher noch die Saturationsannahme und die Optimalit�at des Verfahrens ist nichtsichergestellt. An einer Einarbeitung der neueren Entwicklungen von [CDD1, CDD2]wird derzeit gearbeitet. Eine adaptive Netzverfeinerung bez�uglich der Kurbelwelle ist inAbbildung 2.3 (rechts) dargestellt.Erw�ahnenswert ist ebenfalls die (Least{Squares{) Kopplung von Finiten Elementen undWavelet{Randelementen, die theoretisch grundlegend untersucht und zumindest in 2Dauch realisiert worden ist [HPPS1, HPPS2, GHS]. Eine Realiserung in 3D ist langfristiggeplant.Erfolgreich wird das vorliegende Wavelet{Galerkin{Verfahren zur Shape{Optimierungangewandt [EH1, EH2, EH3, EH4, EH5], bei der zur Gradienten{ und Hessiansberech-nung Dirichlet{ oder Neumann{Daten und f�ur Verfahren zweiter Ordnung sogar nochh�ohere Ableitungen der Zustandsgleichung e�zient berechnet werden m�ussen.Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Multiskalendiskretisierung von 2D und3D Randwertproblemen durchgef�uhrt wurde. Die Ergebnisse spiegeln die theoretischenResultate wider und zeigen, dass f�ur st�uckweise parametrische Geometriedarstellungenmit bis zu 1000 einzelnen Patches ein sehr leistungsf�ahiges Wavelet{Galerkin{Verfahrenenstanden ist, das eine wesentliche Einsparung an Speicherplatz und Rechenzeit erbringt.



52 A7 Schneider/Brunnett
2.4.2 Vorverarbeitung der Geometriedaten
Die zentrale Aufgabe der Geometrievorverarbeitung besteht darin, eine im IGES-Formatspezi�zierte Ober
�achenbeschreibung so aufzubereiten, dass das System zur L�osungder Integralgleichung (Solver) auf die Fl�achenelemente direkt zugreifen kann. Nach derAnalyse der Struktur eines IGES-Files wurden Routinen erstellt, die aus einem belie-bigen IGES-File die relevanten Daten extrahieren (Anzahl und Art der vorhandenenFl�achenst�ucke und ihre Randkurven, spezi�zierende Daten der Parametrisierung) unddem Solver zuf�uhren. F�ur alle 30 Elemente der Entity Class "Curve and Surface Geome-try\ wurden Auswertungsprozeduren erzeugt, die f�ur einen Punkt im Parametergebietder Fl�ache (Kurve) den zugeh�origen Fl�achenpunkt (Kurvenpunkt) und die zugeh�origenAbleitungen zur�uckliefern (Beispiel: de-Boor-Algorithmus f�ur B-Spline-Fl�achen). Damitkann der Solver die durch IGES spezi�zierte Geometrie grunds�atzlich in vollem Umfangverarbeiten.Eine besondere Schwierigkeit bei der Realisierung dieser Arbeit stellte die Behandlungder "Trimmed Surface Entity\ (Entity Type 144) dar. Bei einer getrimmten Fl�achehandelt es sich um eine beliebige Fl�achenparametrisierung �uber einem Standardparame-tergebiet, wobei durch Angabe geschlossener Kurven innerhalb des Parametergebietesgewisse Bereiche als "ung�ultig\ erkl�art sind. Die IGES-Spezi�kation erlaubt eine belie-bige Anzahl derartiger Begrenzungskurven unter der Voraussetzung, dass sie keine Dop-pelpunkte besitzen, sich gegenseitig nicht schneiden und ihr Inneres paarweise disjunktist. In CAD Konstruktionen kommen getrimmte Fl�achen als Resultat von Fl�achenver-schneidungen oder Blendingoperationen sehr h�au�g vor.Da die Waveletkonstruktion von Schneider das Vorliegen des Standardparametergebietes[0; 1]2 annimmt, ist es notwendig, das Parametergebiet einer getrimmten Fl�ache in Teilezu zerlegen, die sich di�eomorph auf das Einheitsquadrat abbilden lassen. Das von unsentwickelte Verfahren vollzieht sich in einer Zerlegungs- und einer Konstruktionsphase[RBS].In der Zerlegungsphase werden die Randkurven des Parametergebietes zun�achst diskre-tisiert. Das dadurch entstandene mehrfach zusammenh�angende Polygon wird dann inmehreren Schritten zun�achst in eine Menge von einfach zusammenh�angenden Polygo-nen, dann in eine Menge konvexer Polygone und schlie�lich in eine Menge vierseitigerPolygone zerlegt. Dabei ist darauf zu achten, dass die Zerlegung so erfolgt, dass dienachfolgende Ersetzung der Polygonseiten durch die entsprechenden Abschnitte der ur-spr�unglichen gekr�ummten Kurven in korrekter Weise m�oglich wird.In der Konstruktionsphase wird mit Hilfe eines trans�niten Interpolationsschemas f�urjedes vierseitige Teilgebiet (mit gekr�ummten Randkurven) ein Di�eomorphismus auf dasEinheitsquadrat generiert. Dabei ist es unter Umst�anden notwendig, das vierseitige Teil-gebiet weiter zu zerlegen, um zu garantieren, dass die erzeugte Abbildung tats�achlichein Di�eomorphismus ist. F�ur den wichtigen Spezialfall von Randkurven, die in Be-zierdarstellung gegeben sind, wurden zu diesem Zweck notwendige und hinreichendeBedingungen f�ur die zul�assige Lage der Bezierpunkte abgeleitet [RaB5].Zu den ben�otigten Funktionen der Geometrieverarbeitung geh�ort dar�uber hinaus einWerkzeug zur Diskretisierung der Ober
�achen. In [RaB1] berichteten wir �uber die Ent-
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Abb. 2.4: Zerlegung in vierseitige Teilgebiete
wicklung einer derartigen Funktion, die f�ur beliebige im IGES-Format spezi�zierte Fl�a-chenverb�ande ein konsistentes Dreiecksnetz mit Fehlerkontrolle erzeugt. Hierbei wirdzun�achst jede Teil
�ache unter Einsatz der Delaunay{Triangulierung in Dreiecke zerlegt.Jedes dieser Ausgangsnetze wird anschlie�end unter Einsatz einer lokalen Fehlerfunktionverfeinert. Im abschlie�enden Schritt werden die einzelnen Netze zu einem konsistentenNetz verschmolzen.

Abb. 2.5: Automatische Netzgenerierung f�ur Ober
�achen
F�ur sehr komplexe Modelle wird eine akzeptable Laufzeit des Verfahrens zur L�osung derIntegralgleichung nur durch eine Simpli�zierung der Ober
�achenbeschreibung zu erzie-len sein. Eine derartige Vereinfachung wird auf der Anpassung von Fl�achenst�ucken andiskrete Daten, die von der Ober
�ache der Originalgeometrie gewonnen wurden, basie-ren. Es wurde deshalb ein Verfahren zur Anpassung von NURBS{Fl�achen an diskreteDaten realisiert, bei dem die Knoten der Splinedarstellung als freie Parameter betrachtet
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werden [RaB2]. Aufgrund des hohen Bedarfs an Rechenzeit wurde in [RaB3, RaB4] eineparallele Implementierung dieser Methode mit Lastbalancierung vorgestellt.Besitzt das zu approximierende Objekt scharfe Kanten, so ist es notwendig den Verlaufdieser Kanten zu detektieren, bevor eine Fl�achenanpassung durchgef�uhrt werden kann.Hierzu wurde in [RaBr] ein Verfahren vorgestellt, das unter Einsatz von Waveletfunk-tionen Kantenverl�aufe in diskreten Daten detektiert.
2.4.3 Ein Wavelet-Galerkin-Verfahren f�ur polygonale Ober
�achen
Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Geometrie, gegeben als st�uckweise linear ap-proximierte Ober
�ache. Sowohl zur Konstruktion der Wavelets als auch zur Umsetzungdes Konzeptes hierarchischer Matrizen und der Multipol{Methode wird eine hierarchi-sche Unterteilung der polygonal gegebenen Ober
�ache ben�otigt, der so genannte Clus-terbaum. Zur Generierung des Clusterbaums wurde sowohl eine hierarchische r�aumlicheUnterteilung als auch eine weitere Strategie realisiert, die auf der Zusammenfassungbenachbarter Elemente in den Knoten des Baums beruht.

Abb. 2.6: Hierarchische Unterteilung des 'Orbitals'
Basierend auf der hierarchischen Unterteilung (Abbildung 2.6) lassen sich die Waveletsnach J. Tausch und J. White [TAW], die orthogonal auf den Spuren von Poly-nomen im Raum stehen, rekursiv aus st�uckweise konstanten bzw. st�uckweise linearenAnsatzfunktionen erzeugen. Bei dieser Vergr�oberungsstrategie enstehen in jedem Re-kursionsschritt Waveletfunktionen sowie Skalierungsfunktionen (Abbildung 2.7), die zurErzeugung von Wavelets auf dem gr�oberen Level weiterverwendet werden.Die jeweiligen Multiwavelets spalten sich dabei erst durch die Singul�arwertzerlegunglokaler Momentenmatrizen ab. Dieses Prinzip wurde in der Diplomarbeit von T. Weber[Webe] durch Verwendung von einfachen QR-Zerlegungen verbessert, da die neuen Wave-letfunktionen sogar eine ansteigende Anzahl von verschwindenden Multipolmomentenbesitzen.Die so enstandene Multiwaveletbasis (Abbildung 2.8) wurde als Grundlage f�ur ein Galer-kin{Verfahren verwendet. Stellvertretend f�ur verschiedene Randintegralgleichungen rea-
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Abb. 2.7: Skalierungs- (links) und Waveletfunktion (rechts) f�ur das in Abbildung 2.6dargestellte Orbital
lisierte U. K�ahler [K�ah] das Wavelet{Galerkin{Verfahren f�ur die indirekte Formu-lierung zur L�osung der Laplace{Gleichung. Dazu wurden das Einfachschicht- und dasDoppelschichtpotential in 2 Raumdimensionen umgesetzt.
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Abb. 2.8: Koe�zientenmatrix der Wavelets in rekursiver (links) bzw. nach Leveln ge-ordneter Struktur (rechts)
Dabei werden mittels der a-priori{Kompression [HS4] die zu berechenenden Eintr�ageder Systemmatrix bestimmt und anschlie�end mit Hilfe einer Reihenentwicklung ana-log zur Fast{Multipole{Methode berechnet. Zur e�zienten Bestimmung der ben�otig-ten Polynomgrade dieser Reihen wurde ein a-posteriori{Fehlerkriterium verwendet, dasH. Harbrecht in seiner Dissertation [H] entwickelt hat. Es ist zu beachten, dass im Ge-gensatz zu anderen schnellen Verfahren die Systemmatrix explizit aufgestellt wird (Ab-bildung 2.9).Sie ben�otigt jedoch durch ihre d�unnbesetzte Struktur (Abbildung 2.10) beiweitem nicht den Speicherplatz der Systemmatrix eines klassischen Einskalen-Verfahrens.Die f�ur dieses Verfahren notwendigen Untersuchungen der verwendeten Wavelets hin-
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Abb. 2.9: Systemmatrix des Wavelet-Galerkin-Schemas in rekursiver (links) bzw. Fin-gerstruktur (rechts)
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Abb. 2.10: Verteilung der nichtverschwindenden Eintr�age innerhalb der Systemmatrix(links) und die zugeh�origen Kompressionsraten bzgl. des Einfachschicht- unddes Doppelschichtpotentials (rechts)
sichtlich der Approximationseigenschaft und der inversen Ungleichung wurde in [HKS2]f�ur beliebig viele Raumdimensionen durchgef�uhrt. Es konnten hier aber auch die in [K�ah]gemachten Aufwandsabsch�atzungen auf den allgemeinen n-dimensionalen Fall ausgewei-tet werden.Da zur Bestimmung der Systemmatrixeintr�age bereits Teile des Fast{Multipole{Verfah-rens verwendet wurden, war es naheliegend das Wavelet{Verfahren mit dem klassischenEinskalen{Verfahren und dem Multipol{Verfahren zu vergleichen. Die numerischen Er-gebnisse zeigen die Konkurrenzf�ahigkeit des Wavelet{Galerkin{Verfahrens mit anderenschnellen Verfahren und lassen die Nach- und Vorteile des Verfahrens erkennen.In Abbildung 2.11 erkennt man die asymptotische Unterlegenheit des klassischen Ein-skalen{Verfahrens gegen�uber den anderen beiden Verfahren. Die Abbildung zeigt aberauch, dass das Wavelet{Verfahren in der gegenw�artigen Implementierung noch etwa umden Faktor drei langsamer ist als das Fast{Multipole{Verfahren. Die Ursache daf�ur liegtin der Verwendung der Multipole-Methode innerhalb des Wavelet-Verfahrens. Abbil-
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dung 2.12 illustriert die Vorteile des Wavelet{Galerkin{Verfahrens im Hinblick auf dasL�osen von Randintegralgleichungen mit verschiedenen rechten Seiten. Da beim Wavelet{Verfahren f�ur jede neue rechte Seite nur ein d�unnbesetztes Gleichungssystem gel�ost wer-den muss, ist der Mehraufwand verschwindend gering. Beim Multipol{Verfahren wirddagegen, �ahnlich wie bei anderen schnellen Verfahren, f�ur jede neue rechte Seite dieIterationsphase erneut durchlaufen. Hierbei ist zus�atzlich zu beachten, dass beim Multi-polverfahren die f�ur die Iterationsphase ben�otigte Rechenzeit stark abh�angig ist von derKonditionierung des Problems.
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2.5 O�ene Fragen / Ausblick
Ein augenblicklich aktives Forschungsfeld ist die Einarbeitung der Ideen und Entwicklun-gen von [CDD1, CDD2] in den bisher vorhandenen adaptiven Algorithmus f�ur st�uckweiseglatte Ober
�achen. Realisiert werden soll ein e�zienter adaptiver Algorithmus, der ohneSaturationsannahme mit optimaler Komplexit�at die beste n-Term Approximation an dieL�osung einer Randintegralgleichung berechnet. Gerade hierf�ur ist die Beschreibung vonGeometrien mit Hilfe von CAD{Programmen hilfreich und erm�oglicht die Behandlungpraxisrelevanter Probleme.Aus dem Prinzip der separaten Verarbeitung der Teil
�achen ergibt sich, dass die An-wendbarkeit des Verfahrens abh�angig ist von der Anzahl gegebener Patches. F�ur sehrkomplexe Modelle wird eine akzeptable Laufzeit des Verfahrens nur durch eine Simpli-�zierung der Ober
�achenbeschreibung zu erzielen sein. Es ist deshalb geplant ein Clus-terverfahren zu entwickeln, das abh�angig von anwendungsrelevanten Parametern eineReduzierung der Teil
�achenanzahl durch Zusammenfassung von Patches durchf�uhrt.Ferner wird an der Realisierung des Wavelet{Galerkin{Verfahrens zur L�osung weitererGleichungen gearbeitet, wie zum Beispiel der Helmholtz{Gleichung. Eine ebenfalls sehrinteressante Aufgabenstellung ist die schnelle L�osung der Radiosity{Gleichung. Hierbeiist allerdings die e�ziente Umsetzung der Sichtbarkeitsfunktion eine nichttriviale Auf-gabe.Der Ansatz von J. Tausch und J. White ist bisher nur f�ur geschlossene Ober
�achenformuliert worden. Deshalb soll das Verfahren so modi�ziert werden, dass es f�ur belie-bige Fl�achenverb�ande einsetzbar wird. Aus der vorliegenden 2D-Implementierung desVerfahrens ist bekannt, dass eine Clusterbildung, die auf Zusammenfassung benachbar-ter Elemente beruht, der hierarchischen r�aumlichen Unterteilung �uberlegen ist. Deshalbsoll als Alternative zur hierarchischen Raumunterteilung eine Clusterstrategie entwickeltwerden, die das Prinzip der Zusammenfassung von Nachbarelementen auf die Ober-
�achensituation verallgemeinert.Wir erwarten eine Reduzierung der Rechenzeit durch eine Ber�ucksichtigung der ver-schwindenden Multipolmomente der Wavelets aus [Webe] bei der Reihenentwicklungder verwendeten Fast{Multipole{Methode. Durch diesen reduzierten Entwicklungsauf-wand k�onnte das Wavelet{Verfahren im Falle dreier Raumdimensionen auch wenigerRechenzeit ben�otigen als das schon deutlich gr�undlicher erforschte Multipol{Verfahren.Im Anschluss an die sequentielle Realisierung des Tausch/White{Verfahrens in 3D istdie parallele Implementierung dieses Verfahrens vorgesehen.
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2.1 Teilprojekt A11
Gemischte Formulierungen: adaptive anisotrope �nite Elemente und parallele L�oser
2.1.1 AntragstellerProf. Dr. Arnd Meyer, TU Chemnitz, Professur Numerische AnalysisPD Dr. Thomas Apel, TU Chemnitz, an Professur Numerische AnalysisThomas Apel ist Ende 2003 ausgeschieden, da er eine Professur an der Universit�at derBundeswehr M�unchen angenommen hat.
2.1.2 ProjektbearbeiterPD Dr. Gerd Kunert, Professur Wissenschaftliches Rechnen (bis September 2003)M.Sc. Sviatoslav Derezin, Professur Numerische AnalysisM.Sc. Alexander Smuglyakov (ab April 2002), Professur Numerische AnalysisDipl.-Math. Peter Steinhorst (ab Okt. 2003), Professur Numerische Analysis
2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
Gegenstand dieses Teilprojekts sind gemischte Finite-Elemente-Diskretisierungen f�ur dasStokes- und das Reissner-Mindlin-Problem. Wir hatten uns zum Ziel gestellt, e�zien-te Simulationssoftware zu entwickeln, die auf theoretisch fundierten e�zienten, d. h.adaptiven und l�osungsangepassten, parallelen L�osungsstrategien beruht.Bei der Simulation der Str�omung viskoser Fluide entstehen L�osungen mit anisotropemVerhalten durch Kantensingularit�aten oder Randschichten. L�osungsangepasste Diskre-tisierungen sind folglich auch anisotrop. Unser Ziel bestand darin, Elementepaare aufderen Eignung bei Diskretisierungen auf anisotropen Netzen zu untersuchen und a pos-teriori Fehlersch�atzer f�ur das Stokes-Problem mit anisotropen Netzen herzuleiten.Die numerische Berechnung der Verformung von Platten und Schalen wurde im SFB393 bisher mit den symmetrischen, positiv de�niten Formulierungen nach Kirchho� undKoiter untersucht. Wesentlich akzeptierter im Ingenieurbereich ist jedoch das Reissner-Mindlin-Plattenmodell in gemischter Formulierung, wobei insbesondere MITC-Elementeund deren stabilisierte Versionen verwendet werden. Im Rahmen des Projekts sollten f�urisotrope Vernetzungen parallele Aufl�osungsmethoden mit dem Bramble-Pasciak-Ansatzund a posteriori Fehlersch�atzer entwickelt werden.Auf die beiden Teilaufgaben wird im Folgenden durch die Kurztitel Stokes und Platten-probleme Bezug genommen.
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
2.3.1 StokesF�ur e�ziente, l�osungsangepasste Algorithmen m�ussen Elemente mit beliebig gro�emStreckungsverh�altnis, anisotrope Elemente, zugelassen werden. Das f�uhrt zu einer Reihebisher noch unbefriedigend gekl�arter Fragestellungen. Der Kenntnisstand zum Zeitpunkt
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der Antragstellung sowie die daraus f�ur das Projekt abgeleiteten Fragestellungen werdenin den folgenden Abschnitten besprochen.
Stabilit�atF�ur die Stabilit�at gemischter Methoden m�ussen die approximierenden R�aume eine dis-krete Inf-Sup-Bedingung erf�ullen, wobei die Konstante im Fall anisotroper Netze un-abh�angig vom Streckungsverh�altnis der Elemente von der Null weg beschr�ankt sein muss.Zum Zeitpunkt der Antragstellung gab es dazu f�ur den zweidimensionalen Fall eine Reihegeeigneter Elemente niedriger Ordnung, siehe Becker und Rannacher [BR95, Bec95], undhoher Ordnung, siehe z. B. Ainsworth/Coggins [AC00] und Sch�otzau/Schwab/Stenberg[SS98, SSS99]. Im Dreidimensionalen war als Element niedriger Ordnung nur das nicht-konforme Crouzeix-Raviart-Element als positives Beispiel bekannt, siehe Acosta/Dur�an[AD99] und Apel/Nicaise/Sch�oberl [ANS01]. Erste 3D-Ergebnisse zu hp-Methoden wur-den in [TS03] angegeben.Die Fragestellung im Teilprojekt bestand darin zu kl�aren, welche Elementepaare f�ur dasangestrebte Ziel geeignet sind, d. h. eine stabile Diskretisierung auch bei der Verwendunganisotroper Netze liefern.
A posteriori Fehlersch�atzer f�ur die Stokes-GleichungenEine wesentliche Aufgabe in diesem Teilprojekt ist die Herleitung von a posteriori Feh-lersch�atzern f�ur die Stokes-Gleichungen, die auch auf anisotropen Diskretisierungen zu-verl�assig und e�zient sind. Insbesondere f�ur solche Finite-Elemente-Paare, f�ur die Sta-bilit�at bewiesen wurde, sollen Fehlersch�atzer hergeleitet werden. Die Voraussetzungenan die Diskretisierung sollen analysiert und so wenig restriktiv wie m�oglich formuliertwerden.Besondere Betonung soll auf eine umfassende und allgemeine Analysis gelegt werden,die sowohl den zwei- als auch den dreidimensionalen Fall sowie konforme und nichtkon-forme Diskretisierungen umfassen soll. Die Elementtypen sollen m�oglichst Dreiecke undVierecke (in 2D) sowie Tetraeder, Pentaeder (Prismen) und Hexaeder (in 3D) beinhalten.Von der methodischen Seite soll mit Fehlersch�atzern vom Residuentyp begonnen wer-den, da diese relativ einfach und gut erforscht sind. Insbesondere existieren isotropeFehlersch�atzer f�ur die Stokes-Gleichungen. Techniken zur Herleitung anisotroper Feh-lersch�atzer sind f�ur andere Di�erentialgleichungen u.a. von Kunert entwickelt worden.Je nach den Ergebnissen wird sich die weitere Ausrichtung der Forschung gestalten.
L�oserZur Aufl�osung von symmetrischen, inde�niten Gleichungssystemen, wie sie bei der Dis-kretisierung des Stokes-Systems entstehen, gibt es im Wesentlichen zwei M�oglichkeiten.Beim Uzawa-Algorithmus werden die Geschwindigkeitsfreiheitsgrade aus dem Systemeliminiert und ein positiv (semi-)de�nites Gleichungssystem f�ur den Druck gel�ost. Einenanderen Weg haben Bramble und Pasciak [BP88] beschrieben, indem sie zeigten, dassman ein positiv de�nites System in einem angepassten Skalarprodukt erhalten kann.Dieser Bramble{Pasciak{CG ist e�zient, wenn man einen optimalen Vorkonditioniererf�ur die Diskretisierung des Laplace-Operators zur Verf�ugung hat. F�ur einige konforme
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anisotrope Diskretisierungen mit Elementen niedriger Ordnung sind solche Vorkonditio-nierer bekannt. Je nachdem, welche stabilen Elementepaare f�ur das Stokesproblem ein-gesetzt werden sollen, k�onnen diese Vorkonditionierer verwendet werden oder es m�ussenmodi�zierte Vorkonditionierer entwickelt werden.
ImplementierungDie angestrebten Untersuchungen zu stabilen Elementen f�ur das Stokes-Problem alsPrototyp gemischter FEM erfordern ein Experimentalprogramm, das die wesentlichenEigenschaften der Fehlersch�atzer, der Netzsteuerung und der schnellen L�osung der (hierinde�niten) Gleichungssysteme leicht illustrieren kann.
2.3.2 PlattenproblemeBei der numerischen Berechnung von Schalen- und Plattendeformationen steht am An-fang eine Hypothese �uber den Verlauf der Verschiebungen (und evtl. Spannungen/Ver-zerrungen) �uber die Dicke. Die so genannten hierarchischen Modelle w�ahlen polyno-miale Ans�atze. Das einfachste Modell hieraus setzt einen linearen Verschiebungsver-lauf �uber die Dicke an und ergibt die Reissner-Mindlin-Formulierung, bei zus�atzlicherKirchho�-Hypothese entsteht die Kirchho�-Platte (4. Ordnung) bzw. das KoiterscheSchalenmodell. F�ur alle diese Modelle liegt der numerische Vorteil darin, dass (nachDicken-Integration) eine mehr oder weniger komplizierte Di�erentialgleichung im Zwei-dimensionalen �ubrig bleibt. Ebenfalls gibt es f�ur alle diese Modelle die �ublichen Unter-suchungen zur Konvergenz von Finite-Elemente-N�aherungen und viele davon werden imIngenieurbereich extensiv genutzt [Ber96].Allerdings sind die numerischen Eigenschaften der resultierenden linearen Gleichungs-systeme erheblich ung�unstiger als bei vergleichbaren Di�erentialoperatoren 2. Ordnung,so dass f�ur ihre schnelle L�osung nach wie vor kaum etwas bekannt ist. Erste Ergeb-nisse, die bekannte Multilevel-Techniken auf den Fall der Kirchho�-Gleichung bzw. desKoiter-Modell �ubertragen, wurden in den vergangenen Jahren auch im SFB 393 er-zielt [Mat97, The98]. Allerdings bezogen sich diese Ergebnisse auf eher selten benutzteBogner-Fox-Schmidt- und Adini-Rechteck-Elemente (immerhin 12 bzw. 9 Freiheitsgra-de pro Knoten bei Schalen, kubische Polynome). Ein weiterer Nachteil im behandeltenModell liegt in der Unm�oglichkeit, Randschichten zu repr�asentieren.Hier bringt die Hinwendung zum Reissner-Mindlin-Modell die Vorteile von einfacherenR�aumen (2. Ordnung). Es ist wieder m�oglich, Dreiecksvernetzungen zu nutzen. Im Ge-gensatz zu einfachen (nicht immer stabilen) Ans�atzen f�ur die Finite-Elemente-R�aume,hat sich in den letzten Jahren auch im Ingenieurbereich die MITC-Elemente-Familieals ein erfolgreiches Werkzeug erwiesen [BBF89, CS98, LSV93, SS97]. Hiermit sinddie gew�unschten Fehlerabsch�atzungen garantiert. Obwohl die Matrix der resultieren-den Gleichungssysteme wieder positiv de�nit ist (mit Teilbl�ocken zu den verschiede-nen Freiheitsgraden), wurde dieses Problem hier aufgenommen, weil die Beweise dieserFehlerabsch�atzungen auf �aquivalente Sattelpunktsprobleme zur�uckgreifen m�ussen. DieZielstellung f�ur das Projekt bestand darin, hierarchische L�oser eventuell auf Grundla-ge des Bramble-Pasciak-CG f�ur die einfachsten MITC-Elemente zu entwickeln und zuimplementieren.Ein weiteres Problem besteht im Auftreten von Randschichten bei kleiner Plattendicke.
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Daher ist die adaptive Arbeitsweise f�ur die Au
�osung der Randschichten bedeutsam; alsZielstellung sollte mit der Herleitung von Fehlersch�atzern begonnen werden.Aus der Analogie mit der singul�ar gest�orten Reaktions-Diffusionsgleichung wird einead�aquate l�osungsangepasste Diskretisierung anisotrop sein. Es sollte untersucht wer-den, welche Elementtypen sich daf�ur eignen, d. h., bei welchen Elementen die Inf-Sup-Konstante gleichm�a�ig bez�uglich des Streckungsverh�altnisses der Elemente von der Nullweg beschr�ankt ist.
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[SS98] D. Sch�otzau and Ch. Schwab. Mixed hp-FEM on anisotropic meshes. Math. ModelsMethods Appl. Sci., 8:787{820, 1998.
[SSS99] D. Sch�otzau, Ch. Schwab, and R. Stenberg. Mixed hp-FEM on anisotropic meshesII: Hanging nodes and tensor products of boundary layer meshes. Numer. Math.,83:667{697, 1999.
[The98] M. The�. Parallel multilevel preconditioners for thin smooth shell �nite elementanalysis. Numer. Linear Algebra Appl., 5:401{440, 1998.
[TS03] A. Toselli and C. Schwab. Mixed hp-�nite element approximations on geometric edgeand boundary layer meshes in three dimensions. Numer. Math., 94:771{801, 2003.
2.4 Ergebnisse
2.4.1 StokesStabilit�atF�ur ein gegebenes Finite-Elemente-Netz bezeichnen Xh und Mh die Finite-Elemente-R�aume zur Approximation von Geschwindigkeit und Druck. Die Gr�o�e


h := inf06=ph2Mh sup06=uh2Xh
R
 ph div uhjuhj1;
kphk0;
bezeichnet die (netzabh�angige) Inf-Sup-Konstante, die durch L�osung eines Eigenwert-problems berechnet werden kann. Stabilit�at der Diskretisierung bedeutet, dass diesenetzabh�angige Gr�o�e f�ur beliebige Finite-Elemente-Netze nach unten von der Null wegbeschr�ankt ist,9
 > 0 : 
h > 
 8h > 0:Im Folgenden soll dargestellt werden, f�ur welche Elementepaare und Vernetzungsstrate-gien wir in den letzen drei Jahren Ergebnisse erzielt haben.

Konforme Elemente niedriger Ordnung nach Fortin und Bernardi/RaugelDas tiefgehendste Stabilit�atsresultat w�ahrend der Bearbeitungsphase wurde von Apelund Nicaise f�ur konforme Elemente niedriger Ordnung erzielt und in [AN03] ver�o�ent-licht. Es soll im Weiteren erl�autert werden.Betrachtet wird ein zweidimensionales Polygongebiet, das zun�achst grob mit Viereckenund Dreiecken in Teilgebiete zerlegt wird. In jedem Teilgebiet kann eine aus drei m�ogli-chen Vernetzungsstrategien gew�ahlt werden, die man mit (a) keine Verfeinerung, (b)anisotrope Verfeinerung zu einer Kante hin und (c) anisotrope Verfeinerung zu zweiKanten hin beschreiben kann. Diese Vorgehensweise folgt der Arbeit [SSS99], geht aberinsofern dar�uber hinaus, dass auch (nicht-a�ne) Trapezelemente zugelassen werden. F�urIllustrationen verweisen wir auf die Originalarbeit [AN03].Der Raum zur Approximation der Geschwindigkeit besteht aus stetigen Vektorfunktio-nen, die elementweise wie folgt beschrieben werden k�onnen. F�ur Dreieckelemente ist derRaum neundimensional und durchPT := P21 � span fn(1)�2�3; n(2)�3�1; n(3)�1�2g
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de�niert, wobei �i die linearen Ansatzfunktionen und n(i) die �au�eren Normalen an dieDreiecksseiten bezeichnen, i = 1; 2; 3. Der zw�olfdimensionale Raum f�ur das Vierecksele-ment ist analog auf der Basis von Q1 de�niert. Zur Approximation des Drucks werdenjeweils elementweise konstante Funktionen verwendet. Die Freiheitsgrade werden in der�ublichen Notation in folgender Zeichnung dargestellt.

×

×

Diese R�aume gehen auf die Arbeiten [For81] und [BR85] zur�uck, weswegen wir die Ele-mente auch als Bernardi-Fortin-Raugel-Elemente bezeichnen.Durch Angabe eines Fortin-Operators wurde zun�achst die Stabilit�at lokal in Teilgebie-ten mit den Vernetzungsstrategien (a) und (b) gezeigt. Daraus konnte mit Hilfe einerSubstrukturtechnik die Stabilit�at in Teilgebieten mit der Vernetzungsstrategie (c) gefol-gert werden. Nochmalige Anwendung der Substrukturtechnik f�uhrte dann zum globalenStabilit�atsresultat.Das Resultat kann nicht mit der gleichen Technik auf den dreidimensionalen Fall verall-gemeinert werden, da sich die ben�otigten Eigenschaften und Gleichungen, die im Zweidi-mensionalen auf Kanten gelten, im Dreidimensionalen teilweise auf Kanten und teilweiseauf Seiten
�achen beziehen.
Die Paare P2 � P0, Q2 �Q0 und Q02 �Q0Aus dem von uns gezeigten Stabilit�atsresultat folgt die Stabilit�at aller Elementpaare mitdem gleichen Raum zur Approximation des Drucks und einem umfassenderen Raum f�urdie Geschwindigkeit, wie P2 � P0, Q2 � Q0 und Q02 � Q0. Dabei ist festzuhalten, dassdie Paare P2 � P0 und Q2 �Q0 bereits in [SS98, SSS99] untersucht wurden, dort aberkeine anisotropen Trapezelemente zugelassen wurden.
Taylor{Hood-ElementeDie Untersuchung von Taylor{Hood-Elementen wurde von Herrn Randrianarivony imRahmen seiner Masterarbeit begonnen [Ran01], weitere Ergebnisse sind in [AR03] doku-mentiert. Auf einigen Folgen von Finite-Elemente-Netzen (Vernetzungsstrategien) wur-den die oben de�nierten Gr�o�en 
h berechnet. Durch Angabe von Beispielen, in denen
h gegen Null konvergierte, konnte gezeigt werden, dass das Paar P2 � P1 im Allge-meinfall nicht stabil ist. F�ur einige der in oben f�ur das Bernardi-Fortin-Raugel-Elementbeschriebenen Vernetzungsstrategien konvergierte 
h jedoch nicht gegen Null. Es ist unsjedoch nicht gelungen, einen theoretischen Beweis daf�ur zu �nden.Die numerischen Untersuchungen wurden w�ahrend des Aufenthalts von Herrn Apel ander Otto-von-Guericke-Universit�at Magdeburg in Zusammenarbeit mit Gunar Matthiesauch auf Taylor{Hood-Elemente h�oherer Ordnung ausgedehnt. Dabei ergab sich ein �ahn-liches Bild. In den folgenden Tabellen sind Grenzwerte f�ur 
h bei verschiedenen Netz-verfeinerungsstrategien zusammengefasst:
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PaarP2 � P1 0.33 0.35P3 � P2 0.23 0.25
PaarQ2 �Q1 0.46 0.44Q3 �Q2 0.42 0.42Q4 �Q3 0.39 0.39Q5 �Q4 0.37 0.37Q6 �Q5 0.36 0.36Q7 �Q6 0.34 0.34Q8 �Q7 0.33 0.33Q9 �Q8 0.29 0.29

Es sei noch bemerkt, dass das Paar P+2 �P1, bei dem der Geschwindigkeitsraum in jedemElement mit einer Blasenfunktion (bubble) erweitert wird, in allen numerischen Expe-rimenten (einschlie�lich der Verfeinerungsstrategien, die f�ur das Taylor{Hood-ElementGegenbeispiele liefern) stabil war (
h > 
 > 0). Eine theoretische Durchdringung stehtjedoch weiterhin aus.
Elemente h�oherer Ordnung mit unstetigem DruckAbschlie�end sei noch erw�ahnt, dass die ebenfalls von Matthies (Magdeburg) getestetenElementpaare P+2 �Pdisc1 , Q2�Pdisc1 und Q+3 �Pdisc2 selbst auf den in den obigen Tabellenangef�uhrten sehr regelm�a�igen anisotropen Netzen instabil sind, 
h ! 0.All diese Ergebnisse wurden auf verschiedenen internationalen Konferenzen vorgestellt(z. B. MAFELAP 2003, ENUMATH 2003) und haben zu interessanten Gespr�achen mitinternational anerkannten Fachkollegen wie Franco Brezzi, Rolf Stenberg und DavidSilvester gef�uhrt.
A posteriori Fehlersch�atzer f�ur die Stokes GleichungenDie Untersuchungen wurden in Zusammenarbeit mit E. Creuse und S. Nicaise (beideValenciennes) durchgef�uhrt (2002 bis Anfang 2003). Sie m�undeten in der Publikation[CKN03], auf die sich alle weiteren Erl�auterungen beziehen. Diese Arbeit bildet aucheinen wesentlichen Teil der Habilitation von Herrn Kunert [Kun03]. Insgesamt gestalte-ten sich die Untersuchungen teilweise schwieriger als zun�achst angenommen.Es stellte sich schnell heraus, dass die Analyse von Fehlersch�atzern f�ur gemischte For-mulierungen andere Verfahren erfordert als f�ur skalare Gleichungen. Da ein Diskreti-sierungsfehler in den zwei Termen f�ur Geschwindigkeit und Druck vorliegt, musste dieTheorie modi�ziert werden.Bei einer konformen Diskretisierung waren die n�otigen �Anderungen relativ gering, sodass die Analyse nahezu wie f�ur skalare Gleichungen erfolgen konnte.Bei einer nichtkonformen Diskretisierung dagegen sind bedeutende Modi�kationen er-forderlich. Am erfolgversprechendsten erschien es, den Geschwindigkeitsfehler �uber eineHelmholtz-Zerlegung aufzuspalten (f�ur isotrope Vorbilder siehe [DDP95, CF01]). DieseHelmholtz-Zerlegung ist unabh�angig davon, ob isotrope oder anisotrope Elemente ver-wendet werden. Andererseits wurde sie bisher nur im 2D-Fall verwendet und untersucht.
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Deshalb haben wir die Zerlegung auf den 3D-Fall erweitert, was aber zu qualitativ neuenPh�anomenen f�uhrte: Aus Vektorgr�o�en im 2D-Fall wurden nun Matrixgr�o�en im 3D-Fall.Weiterhin unterscheidet sich die Analysis im Detail f�ur die unterschiedlichen Element-Typen (Dreiecke, Vierecke, Tetraeder, Pentaeder, Hexaeder). Im Folgenden sollen dieErgebnisse vorgestellt werden.Die Diskretisierung muss nur relativ schwache Voraussetzungen erf�ullen:� Der diskrete Geschwindigkeitsraum VVeloc muss gross genug sein (e�ektiv manch-mal etwas gr�osser als sonst �ublich).� Bei nichtkonformen Diskretisierungen werden Crouzeix-Raviart Elemente betrach-tet, bei denen das Integral �uber den Sprung der diskreten Geschwindigkeit �ubereine Fl�ache (in 3D) verschwindet:Z

E ��vh��E = 0:
� Die Element-Paare sollten stabil sein f�ur anisotrope Diskretisierungen, d.h. einediskrete LBB-Bedingung erf�ullen. Zu beachten ist allerdings, dass diese Forderungnicht vom Fehlersch�atzer kommt, sondern von der Forderung nach einer stabilenDiskretisierung.Insgesamt deckt unsere Analysis viele Element-Paare ab (sowohl bekannte als auch ge-genw�artig untersuchte) bzw. gibt Hinweise, wie sie zu modi�zieren sind [CKN03, Ab-schnitte 5 und 3.4].Die erhaltenen Fehlersch�atzer sind alle vom Residuentyp und beinhalten das Elementre-siduum und die Spr�unge �uber eine Kante (2D)/Fl�ache (3D). Bei nichtkonformen Diskre-tisierungen kommt noch der Sprung der Tangentialableitung entlang einer Kante/Fl�achehinzu. Aufgrund der sehr gro�en Vielfalt der m�oglichen Diskretisierungen (2D/3D, kon-form/nichtkonform, Dreiecke . . . Hexaeder) unterscheiden sich sowohl die Fehlersch�atzerals auch ihre Analysis mehr oder weniger stark. Deshalb werden hier nicht alle Ergebnisseaufgelistet, sondern nur wesentliche Errungenschaften.

Absch�atzung der Fehlers nach untenWie auch bei anderen Di�erentialgleichungen gewohnt, konnten lokale Absch�atzungennach unten gezeigt werden. Die einzige Ausnahmen sind nichtkonforme 3D Diskreti-sierungen, die viereckige Fl�achen haben (also f�ur Pentaeder-/Hexaeder-Elemente). Indiesem Fall konnte nur eine schw�achere globale Fehlerschranke gezeigt werden. Wir ver-muten, dass dieses Resultat verbessert werden kann.
Absch�atzung der Fehlers nach obenDie globalen Fehlerabsch�atzungen nach oben sind alle von der Form

Globaler Fehler . Alignment Measure � Fehlersch�atzerDiese Struktur der Fehlerschranke war nach den Vorarbeiten zu erwarten, siehe z.B.[Kun99]. Das Alignment Measure misst dabei die Ausrichtung des anisotropen Netzesmit der anisotropen L�osung. F�ur isotrope Netze sowie gut ausgerichtete anisotrope Netze
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ist das Alignment Measure in der Gr�o�enordnung 1 (in numerischen Experimenten �1.5 . . . 4). An dieser Stelle soll darauf nicht weiter eingegangen werden; wir verweisenauf [Kun99] f�ur eine ausf�uhrliche Diskussion.F�ur die untersuchten Stokes-Gleichungen sind jetzt mehrere Abweichungen von der bis-her bekannten Theorie bedeutsam:� Statt eines Alignment Measures tauchen nun mehrere Alignment Measures auf.� Die Alignment Measures beziehen sich zum Teil auf Funktionen, von denen mannur die Existenz kennt, nicht aber die konkrete Gestalt.Beide Unterschiede sind Nachteile. M�oglicherweise erreicht die bisherig verwendete Me-thodik zum Herleiten anisotroper Fehlersch�atzer ihre Grenzen.
L�oser, ImplementierungenDie in den vorherigen Abschnitten dargestellten Untersuchungen zu stabilen Elementenund zu Fehlersch�atzern f�ur das Stokes-Problem als Prototyp gemischter FEM erfordernein Experimentalprogramm, das die wesentlichen Eigenschaften der Fehlersch�atzer, derNetzsteuerung und der schnellen L�osung der (hier inde�niten) Gleichungssysteme leichtillustrieren kann. Dies wurde in einer ersten Version als SPC-PM-AdSt ("Programm-Modul adaptiv Stokes\) unter Nutzung der im SFB entwickelten Bibliotheken und inVerallgemeinerung von SPC-Ad2D (vgl. Tp. A3) erhalten. Neu ist dabei, dass mehrereElementmatrizen zu berechnen sind (wegen der zus�atzlichen Bilinearform b(p; u)) unddass der L�oser vom bekannten vorkonditionierten Verfahren der konjugierten Gradienten(PCG) zu einer Verallgemeinerung des Bramble{Pasciak{CG [BP88, MS01] zu �andernist. Dieses Programm bildet die Grundlage f�ur die folgenden Experimente.
2.4.2 PlattenproblemeDie Behandlung der Reissner{Mindlin{Plattengleichung wurde in dieses Teilprojekt auf-genommen, weil hier ebenfalls die Stabilit�at gemischter Finiter Elemente eine gro�e Rol-le spielt. Allerdings hat sich bei der Sichtung der Ver�o�entlichungen der letzten Jahredeutlich gezeigt, dass dies nur f�ur die Beweise von g�unstigen FE{Formulierungen benutztwird, nicht aber f�ur die wirkliche numerische Rechnung.Vielmehr f�uhren die Arbeiten zum richtigen Verst�andnis der zugrunde liegenden R�aumeund m�unden in eine (leicht abge�anderte) positiv de�nite Bilinearform der Plattenglei-chung zur�uck:

a(w; ~�; v; ~#) = t2a1(~�; ~#) + �{h Rh(rw � ~�) ; Rh(rv � ~#) imit einem besonderen Projektor Rh, der das sonst �ubliche "Locking\ beseitigt.Aus diesem Grund wurde die Bearbeitung dieses Teilthemas modi�ziert fortgef�uhrt.Zum einen hat sich Herr Derezin auf die Randschichtenproblematik aus analytischerSicht konzentriert. Er hat versucht verschiedene �aquivalente Formulierungen zu �nden,die besonders geeignet w�aren ein Randschicht{Verhalten aufzudecken. Gleichzeitig istin einer Diplomarbeit mit der Implementierung und numerischen Experimenten zu denMITC3 und MITC7{Elementen (f�ur Dreiecke) sowie MITC4/9{Elementen (f�ur Vierecke)begonnen worden. Beide Arbeiten sind noch nicht abgeschlossen.
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Randschichten bei PlattenEs wurde das Problem der Randschichten anders als traditionell (Asymptotiken bez�uglichPlattendicke) analysiert.Durch Helmholtz{Zerlegung des Rotationsvektors bzw. der Scherkraft (abh�angig vonRandbedingungen) erh�alt man eine Repr�asentation durch transversale Verschiebung undlokale Verdrehung

D42w = p�4 + k2 = 0 � 12z �@�1@x2 � @�2@x1 � :Also die transversale Verschiebung ist durch die biharmonische Gleichung, die lokaleVerdrehung durch eine Reaktions{Di�usions{Gleichung bestimmt. Letztere repr�asentiertdie Randschichten. Die Kopplung beider geschieht durch 3 Randbedingungen.Nahezu die gleichen Herangehensweisen f�uhrten Brezzi/Fortin [BF86] zu 2 elliptischenGleichungen und einem (gest�orten) Stokes{Problem. Unser System ist �aquivalent hierzu.Mit Hilfe von konstitutiven Gleichungen f�ur die Spannungen sowie einem Analogon derBeltrami{Michell{Kompatibilit�at (siehe [DZ98]) erh�alt man explizite Abh�angigkeitsfor-meln von der Spannung ("Primale Gr�o�en\ der L�osung) als Funktion des obigen Feldes ("Randschichten{Funktion\). Dies k�onnte zur Steuerung eines adaptiven Algorith-mus f�ur Randschichten dienen, da hiermit auf einfache Weise das Auftreten von Rand-schichten (oder nicht) in den einzelnen Komponenten der Biegungsmomente und derScherkr�afte aufgedeckt wird.
Weitere ErgebnisseM. Jung hat in [Jun03] die parallele L�osung von Finite-Elemente-Gleichungssystemen,die bei der Diskretisierung einer gemischten Variationsformulierung des ersten bihar-monischen Randwertproblems entstehen, diskutiert. Zur Diskretisierung wurden Drei-eckselemente mit st�uckweise linearen Ansatzfunktionen genutzt. Die L�osung der in-de�niten Finite-Elemente-Gleichungssysteme erfolgte mittels vorkonditionierter Schur-Komplement-CG-Verfahren, CG-Verfahren vom Bramble-Pasciak-Typ und Multigrid-Verfahren. In [KNJ03, KNJ04] (am Institut f�ur Wissenschaftliches Rechnen der TUDresden) wurde die Parallelisierung von direkten und iterativen L�osungsalgorithmen f�urverschiedene gemischte Variationsformulierungen von Plattenproblemen untersucht.
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2.5 O�ene Fragen / AusblickIn der letzten Bearbeitungsphase wurde die Stabilit�at von mehreren Elementepaarentheoretisch untersucht, ohne zu einem abschlie�enden Beweis zu kommen. Dabei han-delt es sich um das Bernardi{Fortin{Raugel-Element im Dreidimensionalen, die Taylor{Hood-Elemente P2�P1 und Q2�Q1 und das P+2 �P1-Element (alle zun�achst 2D). DieHauptursache f�ur den bislang ausgebliebenen Erfolg liegt sicher darin, dass dieses Vor-haben sehr ambitioniert ist. Es bleibt auch weiterhin eine interessante Herausforderung.An allen drei Fragestellungen hat au�er Herrn Apel der von der DFG �nanzierte Pro-jektbearbeiter Alexander Smuglyakov mitgearbeitet. Der urspr�unglich vorgesehene Be-arbeiter Maharavo Randrianarivony, der durch Vorarbeiten bestens f�ur das Projekt ein-gearbeitet war, hat sich kurzfristig wissenschaftlich umorientiert und ist als Bearbeiterim Teilprojekt A7 bei der Informatik eingestiegen.Daher musste die Stelle kurzfristig ausgeschrieben werden; der neue langfristige Bear-beiter Smuglyakov ab April 2002 ben�otigte nat�urlich eine l�angere Einarbeitungszeit.Die numerischen Untersuchungen zu den Fehlersch�atzern beschr�anken sich momentan aufein relativ einfaches, akademisches Testproblem. Hier besteht noch gro�er Forschungs-bedarf, der mit den Partnern in Valenciennes (E. Creuse, S. Nicaise) angegangen werdensollte. Insbesondere muss untersucht werden, ob der aus theoretischer Sicht nachteiligeEin
uss mehrerer Alignment Measures sich auch in der numerischen Praxis zeigt.
In der Fortf�uhrung dieses Teilprojektes k�onnen diese Ergebnisse f�ur praxisrelevantereSimulationsrechnungen genutzt werden. So tritt bei Deformationsproblemen mit (fastoder in Teilen) inkompressiblen Materialien ein Sattelpunktsproblem auf, das etwa glei-che Eigenschaften wie das Stokes{Problem hat. Deshalb kann die bisherige Experimen-talsoftware (etwa SPC{PM AdSt und SPC{PM AdMix, vgl. Tp.A3) sofort auf diese F�alleverallgemeinert werden.
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2.1 Teilprojekt A12
Finite{Elemente{Methode vom Nitsche{Typ f�ur nichtkonforme Gebietszerlegungen
2.1.1 AntragstellerProf. Bernd Heinrich Prof. Arnd Meyer Prof. Reinhold Schneider12.10.1943 08.03.1952 20.03.1957Angewandte Mathematik Numerische Analysis Numerische MathematikFak. f�ur Mathematik Fak. f�ur Mathematik Fak. f�ur MathematikTU Chemnitz TU Chemnitz TU Chemnitz09107 Chemnitz 09107 Chemnitz 2002 { September 2003Tel.: (0371) 531-2659 (0371) 531-2659Fax: (0371) 531-2657 (0371) 531-2657 ab Oktober 2003 in Kiel:b.heinrich@mathematik. a.meyer@mathematik. rs@numerik.uni-kiel.detu-chemnitz.de tu-chemnitz.de
2.1.2 ProjektbearbeiterMitarbeiter der Grundausstattung:Prof. Bernd Heinrich (Angewandte Mathematik)Prof. Arnd Meyer (Numerische Analysis)Prof. Reinhold Schneider (Numerische Mathematik, 2002 bis Sept. 2003)PD Dr. Thomas Apel (Numerische Analysis, 2002 bis Dez. 2003)Dipl.-Math. techn. Roman Unger (Numerische Analysis)
Mitarbeiter der Erg�anzungsausstattung:Dipl.-Math. techn. Kornelia P�onitz (2002 bis August 2003)Dipl.-Math. techn. Roman Unger
2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
Nitsche{MortaringF�ur die e�ziente numerische L�osung elliptischer Probleme mittels Finite-Elemente Me-thode (FEM) auf Parallelrechnern sind Gebietszerlegungsmethoden von besonderem In-teresse. Die gleichzeitige Anwendung nichtkonformer Teilgebietstriangulationen sowieeiner abgeschw�achten und koppelnden Stetigkeitsbedingung an den Teilgebietsr�andernwird durch so genannte Mortar-Methoden m�oglich, die h�au�g �uber ein Sattelpunktspro-blem f�ur die L�osung u der Randwertaufgabe und einem Lagrange-Parameter � realisiertwerden.Auf einer Idee von Nitsche (1971, cf. [Nit71, Tho97]) beruhend, wurde u.a. durch Sten-berg (1998, vergl. auch [Ste98, Arn82]) ein zur Mortar-Methode verwandter Zugangzur Kopplung nichtkonformer Triangulationen (non-matching meshes) und unstetigerFinite-Elemente-Ans�atze vorgeschlagen, das so genannte "Nitsche-type mortaring\. Die-ser Zugang behandelt die Kopplung nicht wie bisher �uber Nebenbedingungen, sondern
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vereinfachend mittels eines Kopplungstermes, der die Bilinearform des Ausgangspro-blems erweitert. Das Verfahren ist dann als Galerkin-Verfahren f�ur die durch den Kopp-lungsterm modi�zierte Variationsgleichung �uber dem Raum unstetiger Finite-Elemente-Funktionen interpretierbar. Die Finite-Elemente-Methode vom Nitsche-Typ sollte in dreiwesentlichen Linien behandelt werden.

1. Analyse der FE-Schemata nach Nitsche als FE-Approximation auf nichtkonformenTeilgebietstriangulationen, insbesondere bez�uglich Stabilit�at und Konvergenzratender N�aherungsl�osung, bei schwierigen und anwendungsrelevanten Parametersitua-tionen:
� komplizierte Geometrie des Randes @
 (Ecken, Kanten), unstetige Koe�zi-enten, kleine Di�usionskoe�zienten und daraus resultierende L�osungssingu-larit�aten sowie Anisotropie in der L�osung u des Randwertproblems,� nichtkonforme Kopplung unregelm�a�iger Netze mit lokal verfeinerten (gradu-ierten) sowie anisotropen Netzen.

2. Behandlung von Aufgaben des elastischen Kontaktes, unter besonderer Ber�uck-sichtigung des Koppelterms und der e�zienten Aufl�osung der Diskretisierungs-schemata, auch unter Einbeziehung der FE-Methode vom Nitsche-Typ.
3. Verallgemeinerung der Nitsche-Methode auf den Fall der schwachen Kopplung derN�aherungsl�osung auf dem Skelett aller Elementkanten einer gegebenen Gebietstri-angulation (Discontinuous Galerkin Method), einschlie�lich Methoden der e�zien-ten Aufl�osung der linearen Gleichungssysteme mittels Multiskalenmethoden.

KontaktsimulationDie numerische Simulation reibungsfreier Kontaktprobleme zwischen einem elastischenK�orper und einem starren Hindernis wird meist duch die L�osung der resultierendenVariationsungleichungen, z.B. mittels Strafmethoden, ausgef�uhrt.Kernpunkt unserer Forschung war die Entwicklung geeigneter Projektionsmethoden zurL�osung des folgenden Problems im 2D-Fall.
Problem 1 Gesucht ist das Verschiebungsfeld u(x) f�ur einen elastischen K�orper 
, sodass die Lam�egleichung mit Lam�e-Konstanten �, � und dem Spannungstensor �

���u � (�+ �)grad div u = fu(x) = gD auf �D�(u) � n = gN auf �N
erf�ullt wird, und alle Punkte von 
 au�erhalb eines vorgegebenen starren Hindernissesverbleiben (siehe Abbildung 2.1 )
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Abbildung 2.1: Das Kontaktproblem
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
2.3.1 Teilaufgabe: Analyse des Nitsche-Mortaring f�ur verschiedeneelliptische RandwertaufgabenEin wesentliches Ziel dieser Teilaufgabe bestand in der Analyse der Finite-Elemente-Methode nach Nitsche (Nitsche-Mortaring). F�ur verschiedene Modellaufgaben mit el-liptischer Di�erentialgleichung zweiter Ordnung war das Finite-Elemente-Schema nachNitsche als nichtkonforme Finite-Elemente-Approximation auf nichtkonsistenten Teil-gebietstriangulationen zu entwickeln und aus der Sicht der Numerischen Analysis ma-thematisch zu behandeln. Dabei waren schwierige und anwendungsrelevante Parame-tersituationen der Randwertaufgabe, wie Ecken, springende Koe�zienten und kleineParameter (singul�are St�orungen) zu ber�ucksichtigen, die Stabilit�at sowie die optima-le Konvergenz der N�aherungsl�osung zu garantieren. Die Durchf�uhrbarkeit und Vorteilesowie die Anwendungsbreite der Methode waren theoretisch und durch die numerischeRealisierung relevanter Beispiele aufzuzeigen. Vorarbeiten bestanden u.a. darin, bekann-te Aussagen zu den klassischen Mortar-Methoden (vergl. etwa [BD98, BDW99, Bel99,BMP90, LW03, Woh98, Woh99a, Woh99b, Woh00]) sowie zur Regularit�atstheorie derbetrachteten Randwertaufgaben, einschlie�lich des besonderen Verhaltens der L�osungin der Umgebung von Ecken, Kanten und Randschichten, in der Literatur zu sichten.Weiter waren die modi�zierten Variationsgleichungen nach Nitsche, bisher f�ur die Pois-songleichung bzw. verwandte Probleme bekannt (vergl. [ABCM00, Arn82, BH, BH99,BHS03, Ste95, Ste98]), f�ur andere elliptische Probleme mit komplizierteren Parameternpassend zu erweitern. Die Hilfsmittel f�ur Fehlerabsch�atzungen (unter anderem inverseUngleichungen und Spurs�atze) waren auf entsprechende Klassen anisotroper und gra-duierter Netze, in Kopplung mit isotropen Netzen, zu �ubertragen, die Fehler waren inH1-�ahnlichen Normen und in der L2-Norm abzusch�atzen. Weiterhin waren Implemen-tierungen der Nitsche-Mortar-Methode zu realisieren, Testbeispiele zu entwickeln undnumerische Experimente durchzuf�uhren.Die bisher betrachteten Problemklassen umfassten:� die Poissongleichung mit Dirichlet'schen Randbedingungen,� die Poissongleichung mit gemischten Randbedingungen �uber polygonalen Gebie-ten,� Interfaceprobleme mit unstetigen Koe�zienten,� singul�ar gest�orte Reaktions-Di�usions-Probleme.
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2.3.2 Teilaufgabe: Discontinuous Galerkin MethodeKonstruktion von unstetigen Multiwaveletbasen auf hierarchischen Triangulationen, diegeeignet f�ur DG-Methoden sind, einschlie�lich ihrer Untersuchung und Anwendung aufRandwertaufgaben im Rahmen des nichtkonformen Zugangs nach Nitsche. Die unsteti-gen Multiwaveletbasen sollen orthogonal oder im wesentlichen orthogonal bez�uglich des(gebrochenen) H1-Skalarproduktes sein.Dar�uber hinaus sind f�ur die Vorkonditionierung Norm�aquivalenzen f�ur die Spuren aufden Koppelr�andern zu beweisen, die der Schl�ussel f�ur den e�zienten Einsatz der Wave-letbasen sind. Die Methoden und Resultate zum Nitsche-type mortaring sind auf ihreVerallgemeinerbarkeit f�ur den Fall zu untersuchen, dass eine schwache Stetigkeitsbedin-gung auf allen Elementkanten m�oglich ist, so dass damit der Zusammenhang zu DG-Methoden hergestellt werden kann.
2.3.3 Teilaufgabe: KontaktbehandlungProjektionsmethoden f�ur h�angende KnotenDie grundlegende Idee zur Nutzung von Projektionsmethoden stammt aus dem Problem,in einem adaptiven FEM-Algorithmus h�angende Knoten e�ektiv zu behandeln.F�ur e�ektive Vorkonditionierer werden hierarchische Netze gebraucht, bei Verwendungvon Rot-Gr�un- Verfeinerungstechniken geht die Hierarchie durch Entfernung gr�uner Ele-mente vor der n�achsten Verfeinerung jedoch verloren.Ein Weg, dieses Problem zu umgehen, ist mit den h�angenden Knoten zu arbeiten undmittels Projektionstechniken korrekte L�osungen zu erzwingen.Als ein einfaches Beispiel betrachte man die folgende Abbildung.

i

j

k

Abbildung 2.2: Ein Beispiel f�ur h�angende Knoten
Der Wert im Mittelknoten uj ist nicht frei, sondern duch die Werte in ui und uk festgelegt.Der Einbau dieser Information in den Gleichungssysteml�oser wird mit einem geeignetde�nierten Projektor

P =
2664

I
� � � 12 � � � 12 � � � 0 I

3775
mit 12 an den Spalten i und k sowie 0 in allen anderen Spalten der Zeile j vorgenommen.
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Wird solch ein Projektor in den Vorkonditionierer des CG-L�osers eingebaut, also dieBerechnung des Korrekturvektors w von

w := C�1r
zu

w := PC�1P tr
abge�andert [Mey99] und au�erdem sichergestellt, dass die Startl�osung konform ist(u0 2 Im(P ) ), so liegen auch alle Iterierten uk und somit die L�osung u in Im(P ).Zu einer detaillierten Beschreibung dieser Methode zur Behandlung h�angender Knotensiehe [Mey99, Mey02].Im Folgenden soll die Erweiterung dieser Idee zur Behandlung einiger Arten speziellerRandbedingungen und R�uckf�uhrung des Kontaktproblems auf ein Problem mit derarti-gen Randbedingungen beschrieben werden.
Projektoren f�ur verschiendene Arten von RandbedingungenEinige Arten von Randbedinguingen sind durch Projektoren behandelbar, so zum Bei-spiel periodische Randbedingungen mit uleft = uright am linken und rechten Randbereichin Abbildung 2.3

uleft = uright

Abbildung 2.3: Periodische Randbedingun-gen

x x+ uu
~u û

ss0
Abbildung 2.4: Rutschrandbedingungen

Eine andere Art von Randbedingungen sind die so genannten "Rutschrandbedingun-gen\ (slip-boundary-conditions), bei denen im Gegensatz zur Dirichletbedingung u(x)nicht v�ollig �xiert ist, sondern gefordert wird, dass der zugeh�orige Knoten in einem ein-dimensionalen Unterraum zu verbleiben hat und dort seine energieminimale Positioneinnimmt. ( Siehe dazu Abbildung 2.4 )Diese Art von Randbedingungen wird zur Behandlung des Kontaktes genutzt.Der Rutschrand ist durch Fixierung eines Punktes s0 und einer Richtung s wohlde�niert( jjsjj = 1 ). Die Verschiebung u wird in zwei orthogonale Komponenten ~u entlangdes Randes und û orthogonal zum Rand zerlegt und die Randbedingung als û = 0verstanden.
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u = ~u� û~u = ssTu =) P = 24 I ssT I

35 (2.1)
Somit ist f�ur alle Knoten xi auf dem Rutschrand der Projektor eine Blockdiagonalmatrixmit 2� 2 Bl�ocken ssT , wobei s die Rutschrichtung des Knotens xi ist.
Ebene HalbraumhindernisseAnalog zu den Rutschrandbedingungen lassen sich durch Angabe eines Punktes s0 undeiner Richtung s mit jjsjj = 1 Halbraumhindernisse de�nieren.Die Behandlung des Kontaktes besteht aus zwei Teilen, dem Erkennen des Eindringensvon Knoten in das Hindernis sowie der Korrektur der Verschiebungen f�ur diese Knotendurch gezieltes Einschalten von Projektoren.Sei x ein kontaktverd�achtiger Knoten auf dem Rand von 
, n die innere Normale desHindernisses und a := (x+ u)� s0.

x

s0 s
n

x+ u
x+ �u

Abbildung 2.5: Halbraumhindernis

OBSTACLEs1


 + u(
)

s2
Abbildung 2.6: Endliches ebenes Hindernis

Der Eindringungstest besteht aus der Berechnung von hn; ai
(x+ u) dringt ein , hn; ai > 0 (2.2)

Ist dieser Test erf�ullt, muss einerseits (x+ u) zu (x+ �u) mit
� = hs0 � x; nihu; nikorrigiert, sowie der entsprechende Projektor analog (2.1) eingeschaltet werden.Diese beiden Schritte des gesamten Algorithmus erzwingen, dass keine Knoten in dasHindernis eindringen; es kann jedoch passieren, dass an den Enden der (a priori unbe-kannten) Kontaktzone Knoten "eingefangen\ werden.Um dies zu verhindern, schlie�t sich nach dem L�osen des FE-Gleichungssystems mitaktiven Projektoren ein weiterer Test an.
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Eine einfache M�oglichkeit besteht darin, den Kontaktdruck in der aktuellen Kontaktzonezu berechnen und alle Knoten freizugeben (also die zugeh�origen Projektoren auszuschal-ten), f�ur die sich ein negativer Kontaktdruck ergibt.Man beachte, dass der PCGM-L�oser mit einem zul�assigen Startvektor beginnt und durchdie Projektionen f�ur die Kontaktknoten nur zul�assige Korrekturen bestimmt. Dadurchbleibt auch die L�osung zul�assig.
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Abbildung 2.7: Normaler L�osungszyklus
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Abbildung 2.8: Der gesamte Zyklus
Der gesamte Algorithmus mit Eindringungstest, Schalten der Projektoren und Testendes Kontaktdruckes ist in Abbildung 2.8 zu sehen, in Abbildung 2.7 ist der normaleZyklus f�ur einen adaptiven FE-Algorithmus aufgef�uhrt.
Endliche ebene HindernisseUm neben den Halbraumhindernissen auch endliche ebene Hindernisse behandeln zuk�onnen, (siehe Abbildung 2.6 ) muss der Algorithmus nur ein wenig im Eindringungstestabge�andert werden.Nur f�ur Knoten zwischen den Enden s1 und s2 des Hindernisses darf der Test das Er-gebnis "Knoten eingedrungen\ liefern.Alle anderen Teile des Algorithmus bleiben unver�andert.In Abbildung 2.22 ist ein Beispiel f�ur ein endliches Hindernis zu sehen.
Beschreibung des Hindernisses mit impliziten FunktionenEine Beschreibung des Hindernisses mit impliziten Funktionen erm�oglicht die Bearbei-tung krummlinig berandeter Hindernisse bei gleichzeitig sehr einfachen Eindringungs-tests.
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Sei F : R2 ! R eine gegebene Funktion von x 2 
. Das Hindernis ist dann de�niertdurch

F (x)8<: = 0 auf dem Hindernisrand< 0 innerhalb des Hindernisses> 0 au�erhalb des Hindernisses
Somit kann durch Einsetzen von x + u in F getestet werden, ob ein Eindringen desKnotens vorliegt oder nicht.Falls der Knoten eindringt, ist durch L�osung einer eindimensionalen, nichtlinearen Glei-chung

� := F (x+ �u) = 0 (2.3)
ein Parameter � zu bestimmen, so dass x + �u auf den Rand des Hindernisses kommt.Dies kann z.B. mittels Bisektion erfolgen, gut geeignete Startwerte sind dabei � = 0 und� = 1, weil diese Werte unterschiedliche Vorzeichen von � garantieren.Mit diesem Parameter � wird ein eindimensionaler (a�ner) Unterraum f�ur den zugeh�ori-gen Knoten de�niert und gefordert, dass er auf der Tangente im Punkt x+ �u auf demHindernisrand verbleibt.In der Implementierung wird diese Tangente (aus rF (x + �u) berechnet) analog zueinem Halbraumhindernis f�ur diesen einen Knoten behandelt.Zu berechneten Beispielen siehe Abbildungen 2.23 und 2.24
Hindernisbeschreibung mit SplinekurvenImplizite Funktionen erm�oglichen zwar eine einfache Implementierung, sind aber nichtsehr gut geeignet um praktisch relevante Konturen, z.B. von Umformwerkzeugen, zumodellieren. F�ur diese Zwecke besser geeignet ist eine Beschreibung des Hindernissesdurch Splinekurven.
De�nition 1 (Splinekurve) Sei f(x11; x12); (x21; x22) : : : (xn1 ; xn2 )g eine Menge gegebenerKontrollpunkte und seien in den Punkten (x11; x12) und (xn1 ; xn2 ) geeignete Randbedingun-gen festgelegt.Mit diesen Werten und einem Parameter t 2 [0; 1] sind zwei kubische Splines S1(t) undS2(t) �xiert.Somit de�niert die Abbildung

� : [0; 1]! R2 mit �(t) := � S1(t)S2(t) � (2.4)
in der Ebene eine Splinekurve.
So kann eine Werkzeugkontur mit Angabe einiger Kontrollpunkte und Randbedingungenim ersten und letzten Kontrollpunkt festgelegt werden.Bei Verwendung von Splinekurven zur Beschreibung des Hindernisses ist, wie auch inden bisherigen F�allen, ein Eindringungstest durchzuf�uhren, wobei die Tangentenrichtungwieder nebenbei abf�allt.
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Hierzu sei die folgende (nichtlineare) Abbildung R2 ! R2

�(�; t) := � (x1 + �u1)� S1(t)(x2 + �u2)� S2(t) � (2.5)
mit Knotenkoordinaten x = [x1; x2]T , Verschiebung u = [u1; u2]T und der SplinekurveS(t) = [S1(t); S2(t)]T de�niert.Somit ist die Berechnung des Schnittpunktes des Hindernisrandes mit der Verschiebungs-richtung des Knotens x ein Nullstellenproblem von �.

x

u
S(t)

u?
The point with x+ �0u = S(t0)

Abbildung 2.9: Eindringungstest und Berechnung des Randpunktes
Mit der L�osung [�0; t0] wo �(�0; t0) = 0 kann die Entscheidung, ob der Knoten eindringtfolgenderma�en getro�en werden.

� F�ur t0 < 0 oder t0 > 1 gibt es keinen Schnitt zwischen der Linie x + �u und demHindernis und der Knoten dringt somit nicht ein. In diesem Falle gibt es nichts zutun, und der Wert von �0 muss nicht beachtet werden.
� F�ur �0 > 1 ist der Knoten au�erhalb des Hindernisses und muss nicht korrigiertwerden
� F�ur �0 < 1 dringt der Knoten ein, die Verschiebung u muss zu u := x + �0ukorrigiert und der Projektor eingeschaltet werden. Als zur De�nition des Projektorsben�otigte Normalen- und Tangentenrichtungen am Hindernisrand k�onnen dabeidie bereits berechneten Ableitungen der Splinekurve verwendet werden. ( s =h _S1(t0); _S2(t0)iT )

Prinzipiell ist es m�oglich, das nichtlineare Nullstellenproblem f�ur die beiden Unbekann-ten t und � mittels Voriteration durch einige Schritte einer Gradientenmethode undanschlie�ender Newtoniteraiton zu l�osen. Mit einigen Annahmen an den Hindernisrand-punkt kann es jedoch in ein (nichtlineares) 1D-Problem transformiert werden.
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2.4 Ergebnisse
2.4.1 Teilaufgabe: Analyse des Nitsche-Mortaring f�ur verschiedeneelliptische RandwertaufgabenEinleitend sei bemerkt, dass die Hauptbearbeiterin dieser Teilaufgabe, Frau K. P�onitz,wegen Schwangerschaft/Mutterschaftsurlaub nur im Zeitraum Januar 2002 bis August2003 an der Projektarbeit teilnehmen konnte. Die Dokumentation der in dieser Zeit er-zielten Resultate liegt aus diesem Grund nur partiell vor. Die Resultate zur Teilaufgabesind in [HP02, HN03, Hei02, Hei03, HP03, Poe04] dargelegt.Die Herangehensweise sowie einige Resultate werden hier nochmals in skizzierter Formdargelegt. Wir betrachten das Nitsche-Mortaring anhand der Poissongleichung mit ge-mischten Randbedingungen. Bei den weiteren Aufgabenstellungen wird dann nur nochauf Besonderheiten und Neuerungen eingegangen. Die Resultate zu den gemischtenRandbedingungen �uberdecken den Fall der Randbedingungen 1. Art, der in [HP02] be-schrieben ist. Nachfolgend wird die Bezeichnung Hs(X) (X ein Gebiet, H0 = L2) f�urSobolevr�aume der Ordnung s 2 R benutzt, k : ks;X := k : kHs(X) bzw. j : js;X := j : jHs(X)bezeichnen die dazugeh�origen Normen und Seminormen. Die Konstante C wird generellals generische und von dem Diskretisierungsparameter h unabh�angige Konstante verwen-det, mit der Symbolik a � b die �Aquivalenz im Sinne der Ungleichungen C1a � b � C2a.
Gemischte RandbedingungenDie Poissongleichung mit gemischten Randbedingungen (homogenen Dirichlet- und in-homogenen Neumannrandbedingungen) wird �uber beschr�ankten Gebieten 
 � R2 mitpolygonalem Rand @
 betrachtet,��u = f in 
;u = 0 auf �D;@u@n = g auf �N ; (2.6)
wobei mit �D � @
 der Randabschnitt mit Dirichletrandbedingungen und mit �N � @
entsprechend der Neumanrand bezeichnet wird (�D [ �N = @
 und �D \ �N = ;).Weiterhin sei �D 6= ;, f 2 L2(
) und g 2 H 12 (�j) f�ur alle geradlinigen Randsegmente�j � �N .Das Gebiet 
 wird entsprechend der nicht�uberlappenden Gebietszerlegungsmethode indisjunkte Teilgebiete zerlegt, die selbst wieder polygonal seien. Der Einfachheit halberwerden nur zwei Teilgebiete 
1 und 
2 betrachtet, so dass 
 = 
1[
2 und 
1\
2 = ;gilt. Der Schnittrand der beiden Teilgebiete wird mit � bezeichnet: � = 
1 \ 
2.Es kann nun eine zu Problem (2.6) �aquivalente Aufgabe �uber den einzelnen Teilgebietenformuliert werden, wobei an den Schnitt
�achen (Interfaces) Kompatibilit�atsbedingungen(Interfacebedingungen, Transmissionsbedingungen) zu formulieren sind. Gesucht ist u =(u1; u2) (verallgemeinert im 'gebrochenen' H1), so dass��ui = f in 
i; i = 1; 2ui = 0 auf @
i \ �D; i = 1; 2@ui@ni = g auf @
i \ �N ; i = 1; 2 und u1 = u2 auf �;@u1@n1 = �@u2@n2 auf �; (2.7)



88 A12 Heinrich/Meyer/Schneider
gilt, mit ui := uj
i und ni als �au�erer Normale an den Rand @
i, i = 1; 2.Mit dieser Aufgabe wird eine diskrete Variationsformulierung assoziiert, die die Stetig-keitsforderung u1 = u2 auf � nur approximativ ber�ucksichtigt und eine N�aherung uh derL�osung u de�niert. Dazu seiV ih :=fvi 2 H1(
i) : vi��T 2 Pk(T ) 8 T 2 T ih ; vi��@
i\�D = 0g (2.8)der gew�ohnlichen Finite-Elemente-Raum mit Polynomgrad k �uber der TriangulationT ih := Th(
i) (i = 1; 2) bestehend aus Dreiecken T . Der Raum Vh sei de�niert durch Vh =V 1h � V 2h . Die Knoten der Dreiecke der Triangulationen T 1h und T 2h auf dem Schnittrand� m�ussen dabei nicht zusammenpassen, es entstehen f�ur Th := T 1h [ T 2h so genannte,,non-matching meshes\.Die FE-Approximation nach Nitsche ist de�niert durch (u1h; u2h) = uh 2 Vh, so dassBh(uh; vh) = Fh(vh) 8 vh 2 Vh (2.9)gilt. Die Bilinearform Bh(: ; :) und die Linearform der rechten Seite Fh(:) sind dabei wiefolgt de�niert:

Bh(uh; vh) = 2X
i=1 �ruih;rvih�
i �

��1@u1h@n1 � �2@u2h@n2 ; v1h � v2h�� (2.10)
���1 @v1h@n1 � �2 @v2h@n2 ; u1h � u2h�� + 
 XE2Eh h�1E

�u1h � u2h; v1h � v2h�E
und Fh(vh) = P2i=1 �(f; vih)
i + hg; vihi@
i\�N�. Es bezeichnet ( : ; : )X das L2-Skalarpro-dukt f�ur X 2 f
i; Eg und h : ; : i� das (H� 12� ; H 12� )-Dualit�atsprodukt auf �. Weiterhin sei:Eh Zerlegung des Interfaces � in Intervalle E, hE die L�ange eines Elementes E 2 Eh, �1und �2 (0 � �i � 1, �1+�2 = 1) zwei Parameter, 
 eine hinreichend gro�e positive Kon-stante. Eine Motivation f�ur diesen Ansatz wird bei (2.15){(2.17) f�ur eine allgemeinereParameterkonstellation im Hauptteil des Operators gegeben.Es wurde gezeigt, dass die Variationsformulierung konsistent mit der L�osung u der Rand-wertaufgabe ist, d.h. es gilt: Bh(u; vh) = 0 8 vh 2 Vh. Somit geh�ort das Nitsche-Morta-ring nicht zu den \inneren Penalty-Verfahren", denen es auf den ersten Blick �ahnelt. DieKonstante 
 in der Bilinearform (2.10) dient der Stabilisierung des Verfahrens, h�angtnicht von h ab, kann aber in Abh�angigkeit von der Gestaltsregularit�at der Netzelementeam Interface abgesch�atzt werden.F�ur die weiteren Betrachtungen wird eine netzabh�angige Norm eingef�uhrt. Diese wirdmit k : k1;h bezeichnet und ist f�ur vh 2 Vh folgenderma�en de�niert:

kvhk21;h := 2X
i=1 

rvih

20;
i + X

E2Eh h�1E


v1h � v2h

20;E : (2.11)

Die Bilinearform ist bez�uglich dieser Norm gleichm�a�ig Vh-elliptisch und Vh-beschr�ankt,wobei f�ur die G�ultigkeit der Vh-Elliptizit�at der Parameter 
 gen�ugend gro� gew�ahltwerden muss, genauer gesagt: 
 > CI , aber unabh�angig von h ist. Die Konstante CIstammt dabei aus der Ungleichung (Typ einer inversen Ungleichung)X
E2Eh hE





�1 @v1h@n1 � �2 @v2h@n2




20;E �CI

2X
i=1 

rvih

20;
i 8 vh 2 Vh (2.12)
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Abbildung 2.10: Beispiele f�ur CI (links: CI = 2, Mitte: CI = 4p3 , rechts: CI = 4)
und kann leicht bestimmt werden. Zum Beispiel gilt f�ur den Fall linearer Ansatzfunk-tionen und Eh = E ih (Einschr�ankung von T ih auf �) sowie �i = 1 f�ur i 2 f1; 2g:CI = 2 suph<h0maxE2Eih �hEh?E�, wobei hE die L�ange der Dreiecksseite E und h?E die H�ohe desDreiecks TE �uber dieser Seite bezeichnet, siehe Abbildung 2.10.F�ur die G�ultigkeit der Ungleichung (2.12) sowie der sp�ateren Fehlerabsch�atzungen wirdnoch eine lokal wirkende Vertr�aglichkeitsannahme der Triangulationen T ih mit der Zer-legung Eh von � vorausgesetzt (auf die hier nicht eingegangen wird, siehe etwa [HP02,HN03]), die aber noch gewisse nicht quasi-uniforme Netze, wie z.B. graduierte Netze inder Umgebung von Ecken, zul�asst.
Es ist bekannt, dass die L�osung von Aufgabe (2.6) �uber polygonalen Gebieten lokaleSingularit�aten aufweist. Jedoch kann die L�osung in einen regul�aren und einen singul�arenAnteil zerlegt werden, wobei der Grad der Singularit�at von den Innenwinkeln ! undder Art der anliegenden Randbedingungen an den Ecken P abh�angt. F�ur die L�osungvon (2.6) gilt u = ure + usi mit dem regul�aren Anteil ure 2 H2(
) und dem singul�arenL�osungsanteil usi 2 H1+���(
), wobei � 2 (0; 1) der Singularit�atenexponent ist, � 2(0; �).F�ur die Fehlerabsch�atzungen beim Mortaring nach Nitsche sind unter anderem Dua-lit�atsprodukte der Art D @u@xs ; whEE (wh st�uckweise polynomial, @u@xs : Spur der partiel-len Ableitung) f�ur Intervalle E � 
 abzusch�atzen. Da auf Grund der geringen Re-gularit�at der L�osung u 2 H1+���(
) im Allgemeinen @u@xs =2 L2(E) gilt, werden f�urSingularit�atsexponenten � � 12 L2-R�aume mit Potenzgewichten des Eckenabstandesr verwendet. F�ur u folgt dann r� @u@xs 2 L2(E), falls � > 12 � � + � und r der Ab-stand zur Ecke P ist. Ebenfalls l�asst sich r��wh 2 L2(E) f�ur � < 12 zeigen. Damitkann f�ur die beim Mortaring nach Nitsche zu betrachtenden Dualit�atsprodukte f�ur� 2 �12 � �; 12� die Cauchy-Schwarz-Ungleichung mit gewichteten Normen benutzt wer-den, also jD @u@xs ; whEE j � 


r� @u@xs


0;E 

r��wh

0;E.Wie bekannt, vermindert die geringere Regularit�at der L�osung von Problemen mit Ecken-singularit�aten die Konvergenzordnung und vergr�o�ert i.a. auch den lokalen Fehler derFinite-Elemente-Approximation. Zur Kompensation gibt es mehrere M�oglichkeiten, vondenen hier die Verwendung lokal graduierter Netze betrachtet wird. Diese werden mitHilfe eines reellen Parameters � 2 (0; 1] beschrieben, und zwar derart, dass f�ur den



90 A12 Heinrich/Meyer/Schneider


1

2

P

Abbildung 2.11: Graduiertes Netz
Durchmesser hT der Elemente T der Triangulationen die Beziehung

hT � 8<: h 1� f�ur rT = 0r1��T h f�ur 0 < rT < RJh f�ur rT � RJgilt. Hier bezeichnet rT den Abstand des Elementes T von der einspringenden Ecke,RJ den Radius des Sektors um die einspringende Ecke, in dem das Netz verfeinertwird. Der Parameter � gibt den Grad der lokalen Netzverfeinerung an. F�ur � = 1ist das Netz nicht graduiert und quasi-uniform, und f�ur 0 < � < 1 wird die lokaleMaschenweite zur einspringenden Ecke hin immer kleiner, siehe Abbildung 2.11, vergl.auch [Ape99, Hei96, HNW00].F�ur den Verfahrensfehler ku� uhk1;h der Finite-Elemente-Approximation nach Nitscheuh 2 Vh gem�a� (2.9), mit Polynomgrad k = 1 auf graduierten Dreiecksnetzen, wurde dieAbsch�atzung
ku� uhk1;h�C �(h; �)� kfk0;
 + kgk 12 ;�N �unter der Voraussetzung u 2 H1+���(
) bewiesen, mit einer von h unabh�angigen Kon-stante C und der Funktion
�(h; �):=

8>><>>:
h�� f�ur � < � � 1h jlnhj 12 f�ur � = �h f�ur 0 < � < � < 1: (2.13)

Dabei ist h der Diskretisierungsparameter (h � h0), � der Singularit�atsexponent und �der Graduierungsparameter des Netzes.Somit werden beim Mortaring nach Nitsche dieselben Konvergenzraten wie bei klas-sischen Finite-Elemente-Methoden auf konformen Triangulationen und bei regul�arerL�osung u 2 H2(
) erreicht. Insbesondere ist der Approximationsfehler f�ur Netze oh-ne Graduierung (� = 1), wie bei Eckensingularit�aten zu erwarten, nur von der OrdnungO(h�). F�ur ausreichend graduierte Netze (� < �) wird hingegen die optimale Fehlerord-nung O(h) angenommen.Die Absch�atzung des Fehlers ku� uhk1;h kann in mehrere Teilschritte gegliedert werden.Zuerst wird �ahnlich wie beim Lemma von C�ea der Approximationsfehler gegen denInterpolationsfehler beschr�ankt, allerdings in einer weiteren netzabh�angigen Norm, die
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Abbildung 2.12: Berechnungsgebiet Abbildung 2.13: L�osung u auf nichtgradu-iertem h3-Netz
die Normalenableitung des Interpolationsfehlers l�angs � enth�alt. Diese Norm wird dannjeweils f�ur den regul�aren und den singul�aren L�osungsanteil (ure und usi) abgesch�atzt undschlie�lich gegen die Daten beschr�ankt. In den Beweisen wurden noch einige Hilfss�atzef�ur den Umgang mit gewichteten Normen ben�otigt, wie sie beispielweise auch in [HN03]gezeigt wurden.Der Fehler u� uh wurde ebenfalls in der L2-Norm abgesch�atzt; es gilt hier

ku� uhk0;
�C �2(h; �)� kfk0;
 + kgk 12 ;�N �;mit �(h; �) wie in (2.13) gegeben. Der Fehler in der L2-Norm konvergiert also, wieerwartet und auch in numerischen Experimenten beobachtet, doppelt so rasch wie derFehler in der k : k1;h-Norm.Das Berechnen der Systemstei�gkeitsmatrix erfordert die Berechnung von Gebietsinte-gralen wie beim klassischen Galerkin-Verfahren, wegen der Mortar-Terme in der Biline-arform zus�atzlich auch von Kurvenintegralen l�angs �. Die entstehende Matrix ist aberebenfalls symmetrisch und positiv de�nit, und die Konditionszahl ist von der OrdnungO(h�2), auch f�ur die hier betrachteten nichtkonsistenten und graduierten Netze.
Die Ergebnisse von experimentellen Tests werden hier am Beispiel der Aufgabe (2.6)�uber dem Gebiet 
 = (�a; a)� (0; b) � R2 (a = b = 1) mit Neumannrandbedingungenauf �N = �(x; y) 2 R2 : y = 0; x 2 (�a; 0)	 und homogenen Dirichletrandbedingungenauf dem �ubrigen Rand, also auf �D = @
 n �N , dargestellt. Dabei seien die rechte Seitef und die Randdaten g so gew�ahlt, dass f�ur die exakte L�osung

u=4 (x2 � a2)(y � b) r� sin(�')
gilt, wobei (r; ') die Polarkoordinaten an dem singul�aren Punkt P = (0; 0) sind und� = �2! = 12 gelte, siehe Abbildung 2.12 und 2.13.F�ur die Mortar-Methode nach Nitsche wird das Gebiet 
 in zwei Teilgebiete 
1 =(�a; 0)�(0; b) und 
2 = (0; a)�(0; b) zerlegt, die unabh�angig voneinander vernetzt wer-den, so dass Anfangsnetze mit dem Diskretisierungsparameter h0, wie in Abbildung 2.14dargestellt, entstehen, deren Knoten auf der Schnittkante � nicht zusammenfallen. F�urdie durchgef�uhrten Berechnungen werden diese Anfangsnetze verfeinert, in dem der Dis-kretisierungsparameter h jeweils halbiert wird. Bei den Netzen mit lokaler Graduierung
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Abbildung 2.14: Anfangsnetz (h0-Level) Abbildung 2.15: Netz mit Graduierung(h3-Level)

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

Anzahl der Elemente N (N = O(h−2))

F
eh

le
r

u
−

u
h

in
ve

rs
ch

ie
d
en

en
N

or
m

en

1,h-Norm

L
∞

-Norm

L2-Norm

2λ

2

2

λ

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

Anzahl der Elemente N (N = O(h−2))

F
eh

le
r

u
−

u
h

in
ve

rs
ch

ie
d
en

en
N

or
m

en

1,h-Norm

L
∞

-Norm

L2-Norm

2

2

2

1

Abbildung 2.16: Fehler in verschiedenen Normen auf Netzen ohne Graduierung (links)und mit Graduierung (rechts) (
 = 7, �1 = 1, Eh = E1h)
wird neben der gew�ohnlichen Viertelung der Dreiecke au�erhalb des Graduierungsgebie-tes, innerhalb mit � = 0:9� = 0:45 graduell verfeinert (siehe Abbildung 2.15).Da die L�osung u explizit bekannt ist, k�onnen der Fehler u � uh der N�aherung uh inverschiedenen Normen angegeben und die Konvergenzrate bez�uglich h n�aherungsweiseberechnet werden. In Abbildung 2.16 ist der Fehler u�uh in der Norm k : k1;h sowie auchin der L2- und L1-Norm �uber der Anzahl N der Dreieckselemente T 2 Th abgetragen.Die eingezeichneten Dreiecke sollen die Anstiege der Fehlerkurven verdeutlichen underm�oglichen das Ablesen der Konvergenzordnung bez�uglich h. Man erkennt, dass die imExperiment beobachteten Konvergenzraten in der Norm k : k1;h und der L2-Norm gutmit den theoretisch bewiesenen �ubereinstimmen. Das hei�t, f�ur nicht graduierte Netzeund in der Norm k : k1;h hat der Exponent � der Konvergenzrate O(h�) ungef�ahr denWert � � � = 0:5 und f�ur Netze mit Graduierung gilt � � 1. Die KonvergenzratenO(h�) in der L2-Norm sind jeweils doppelt so gro�, also � � 2� = 1 (ohne Graduierung)und � � 2 (mit Graduierung).In Abbildung 2.17 wird der Ein
uss der Singularit�at und die Verringerung des absolutenFehlers bei Verwendung von graduierten gegen�uber quasiuniformen Netzen ebenfalls gutsichtbar.
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Abbildung 2.17: Punktweise Fehler auf dreimal verfeinerten Netzen (links ohne undrechts mit Graduierung)
Singul�ar gest�orte Reaktions-Di�usions-ProblemeIn [HP03] wird das Nitsche Mortaring f�ur singul�ar gest�orte Di�usions-Reaktionsproblemevom Typ �"2�u + cu = f in 
, u = 0 auf @
, entwickelt, wobei 
 ein Rechteckgebietist. Das bei kleinem Parameter " (0 < " � 1) entstehende Randschichtgebiet R derBreite O("jln"j) wird mit anisotropen Dreiecken vernetzt, das Restgebiet 
 n R mitisotropen Dreiecken. Am Interface � der Gebietszerlegung, das den inneren Teil 
 n Rdes Gebietes vom Randschichtbereich R trennt, sto�en isotrope und anisotrope Dreieckeaneinander. F�ur diese Kombinationen nichtkonsistenter isotroper und anisotroper Netzewerden Finite-Elemente-N�aherungen der RWA vom Nitsche-Typ aus der Sicht der Nu-merischen Analysis begr�undet. Die Resultate und der Zugang zum Nitsche-Mortaring,die im Folgenden skizziert werden, sind in [HP03] f�ur Rechtecke 
 sowie regul�are L�osun-gen u 2 H2(
) dargelegt und werden durch numerische Beispiele illustriert.Betrachtet wird das Modellproblem einer Reaktions-Di�usions Gleichung auf einemRechteck 
 wie folgt:

Lu:=� "2�u+ cu = f in 
 � R2u = 0 on @
: (2.14)
Dabei wird angenommen, dass 0 < " < 1 and 0 < c0 � c(x) (x 2 
) gelten, f hinreichendglatt sei, mindestens f 2 L2(
). F�ur kleine Werte von ", 0 < "� 1, zeigt die L�osung ui.a. Randschichtverhalten. Das Gebiet 
 wird wieder in nicht�uberlappende Teilgebiete 
1und 
2 zerlegt, so dass die RWA �aquivalent zu folgender Aufgabe ist. Finde u = (u1; u2)derart, dass die Gleichungen

�"2�ui + cui = f i in 
i; ui = 0 auf @
i \ @
; f�ur i = 1; 2;@u1@n1 + @u2@n2 = 0 auf �; u1 = u2 auf �; (2.15)
erf�ullt sind, wobei ni die Au�ennormale an @
i \ � (i = 1; 2) ist. Wir verwenden nach-folgend V := V 1 � V 2, wobei V i := �vi : vi 2 H1(
i); vij@
\@
i = 0	 f�ur @
 \ @
i 6= ;,V i := H1(
i) f�ur @
\@
i = ; de�niert ist. Dann kann die folgende Variationsgleichung
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notiert werden,

2X
i=1
�Z


i "2 �rui;rvi� dx+
Z

i cuv dx�

�"2 @ui@ni ; vi
�

�
�= 2X

i=1
Z

i f ivi dx 8v 2 V:

(2.16)
Wegen @u1@n1 = �1 @u1@n1 � �2 @u2@n2 = �@u2@n2 f�ur beliebiges �i � 0 (i = 1; 2) mit �1 + �2 = 1 istdie folgende Gleichung �aquivalent zur vorangegangenen:2Xi=1

�Z
i "2 �rui;rvi� dx+
Z
i cuv dx

����1"2 @u1@n1 � �2"2 @u2@n2 ; v1 � v2��
���1"2 @v1@n1 � �2"2 @v2@n2 ; u1 � u2�� +

Z� � �u1 � u2� �v1 � v2� ds= 2Xi=1
Z
i f ivi dx:

(2.17)

Es sei bemerkt, dass die zwei zus�atzlichen Terme, die u1�u2 enthalten, hier beide gleichNull sind, in der Approximation nicht verschwinden und k�unstlich aus folgendem Grundeingef�uhrt worden sind. Der erste bewirkt die Symmetrie, der zweite penalisiert (nachder Diskretisierung) den Sprung der N�aherungsl�osung und garantiert die Stabilit�at imFall einer geeignet gew�ahlten Gewichtsfunktion � > 0. Die Finite-Elemente-Methodenach Nitsche ist durch die Diskretisierung der obigen Gleichung gegeben. Dabei wird einFinite-Elemente-Unterraum Vh von V benutzt, der nichtkonforme Triangulationen undUnstetigkeiten der �niten Elemente l�angs � zul�asst. Die Funktion � wird mit 
"2h�1(x)angesetzt, wobei 
 > 0 eine hinreichend gro�e Konstante ist, h(x) eine Maschenparame-terfunktion auf �.Der Finite-Elemente-Raum V ih (Unterraum von V i) von Funktionen vi auf 
i wird wiefolgt eingef�uhrt: V ih :=fvi 2 H1(
i) : vijT 2 Pk(T ) 8 T 2 T ih ; vij@
i\@
 = 0g, der RaumVh durch Vh:=V 1h �V 2h= fvh = (v1h; v2h) : v1h 2 V 1h ; v2h 2 V 2h g de�niert. F�ur die Approxima-tion von u auf Vh �xieren wir eine positive Konstante 
 sowie reelle Parameter �1, �2und f�uhren die Bilinearform Bh(: ; :) auf Vh � Vh und die Linearform Fh(:) auf Vh wiefolgt ein:
Bh(uh; vh) := 2Xi=1

�"2�ruih;rvih�
i + �cuih; vih�
i����1"2@u1h@n1 � �2"2@u2h@n2 ; v1h � v2h��
���1"2 @v1h@n1 � �2"2 @v2h@n2 ; u1h � u2h�� + "2
 XE2Eh h�1E �u1h � u2h; v1h � v2h�E ;

Fh(vh) := 2Xi=1 �f; vih�
i : (2.18)
Die Gewichte im vierten Term von Bh approximieren die Funktion � = 
"2h�1(x) undgarantieren die Stabilit�at der Methode, falls 
 hinreichend gro� gew�ahlt wird (
 > CI ).Die Nitsche-Finite-Elemente-Approximation uh der L�osung u ist de�niert durch uh =(u1h; u2h) 2 V 1h � V 2h als L�osung von

Bh(uh; vh)=Fh(vh) 8 vh 2 Vh: (2.19)
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Zur optimalen Approximation der L�osung in der Randschicht werden anisotrope Dreie-cke benutzt ([AN98, Ape99]). Die Gebietszerlegung kann so gew�ahlt sein, dass anisotropeund isotrope (gestaltsregul�are) Dreiecke nichtkonsistent aneinander sto�en. Die Unglei-chung (2.12) gilt im Fall isotroper Netze unver�andert. Im Fall anisotroper Netze bleibtdiese Ungleichung ebenfalls g�ultig, falls die Voraussetzung hF=h?F � C < 1 f�ur alleDreiecksseiten F mit Kontakt zum Interface � erf�ullt ist. F�ur Details siehe [HP03]. ZurHerleitung der Stabilit�at der Bilinearform Bh(: ; :) f�uhren wir die diskrete Energie-�ahnli-che Norm k : k1;h ein, die von "2, c(x) und vom Netz abh�angt:

kvhk21;h= 2X
i=1
�"2 

rvih

20;
i + 

pcvih

20;
i�+ "2 XE2Eh h�1E



v1h � v2h

20;E : (2.20)
In dieser Norm k�onnen Stabilit�at und Beschr�anktheit der Bilinearform gleichm�a�igbez�uglich " und h bewiesen werden. Die Fehlerabsch�atzungen basieren auf der in [HP03]bewiesenen Ungleichungku� uhk1;h�C ku� Ihukh;
 ; (2.21)mit C unabh�angig von von h 2 (0; h0] und " 2 (0; 1). Hier wird eine zweite diskreteNorm k : kh;
 verwendet, die von der Bilinearform Bh(: ; :) abgeleitet ist:

kvk2h;
 = 2X
i=1
 "2 

rvi

20;
i + 

pcvi

20;
i + "2 XE2Eh hE





�i @vi@ni




20;E

!
+ "2 XE2Eh h�1E



v1 � v2

20;E : (2.22)
Unter der Annahme realistischer Glattheitsvoraussetzungen �uber die L�osung u in Abh�an-gigkeit von ", vergl. etwa [Ape99], kann die folgende Absch�atzung f�ur den Fehler u� uh(uh von (2.19)) bewiesen werden, die zugleich die Konvergenz gleichm�a�ig bez�uglich desParameters " ausweist:ku� uhk21;h�C �" jln "j3 h2 + h4� :Die Konstante C ist unabh�angig von h 2 (0; h0] und " 2 (0; 1).Zur Illustration der theoretischen Resultate zur Konvergenz wird in [HP03] folgendesRandwertproblem betrachtet:�"2�u+ u=0 in 
; u=� e�x" � e� y" on @
; (2.23)wobei 
 durch 
 = (0; 1)2 � R2 gegeben ist. Das Gebiet wird wie in der Abbildungersichtlich vernetzt. Die Experimente zeigen, dass selbst f�ur sehr kleine Werte von "die theoretisch bewiesenen Konvergenzraten erreicht werden, wenn die Breite der Rand-schicht ad�aquat gew�ahlt wird.
Interface ProblemeIn [HN03] (siehe auch [Hei03] f�ur eine kurze �Ubersicht) wird die Mortar-Methode nachNitsche f�ur Interfaceprobleme mit unstetigen Koe�zienten und Transmissionsbedingun-gen betrachtet. Die Interfaces f�ur Gebietsdekomposition und die Transmissionsbedin-gung d�urfen hier zusammenfallen. Die Transmissionsbedingungen lassen im Allgemeinen
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nur L�osungen u des Randwertproblems zu, f�ur die gilt: u 2 H1+�(
), � > 0, � beliebig. In[HN03] werden f�ur die Behandlung der Normalenableitung ( @u@n��� 62 L2(�), � Interface)Sobolevr�aume mit Potenzgewichten r� (� reell) angewendet und neue Werkzeuge (Feh-lerfunktionale, Spurs�atze) f�ur die Fehlerabsch�atzung entwickelt. Diese f�uhren auch beiverminderter Glattheit der L�osung zu optimalen Fehlerabsch�atzungen in einer diskretenH1-�ahnlichen und der L2-Norm. So k�onnen f�ur st�uckweise lineare Ans�atze, die unstetigauf polygonalem Interface � sind, die Konvergenzraten O(h) bzw. O(h2) nachgewiesenwerden. Im Ergebnis numerischer Experimente werden Aussagen zu den Konvergenz-raten gemacht, die in guter �Ubereinstimmung mit den theoretischen Resultaten liegen.Die Methode reagiert auf die Wahl von 
 (oberhalb des theoretischen Minimalwertes:
 > CI) nicht sensitiv, der Verfahrensfehler ist f�ur sehr gro�e Bereiche von 
 fast kon-stant.
2.4.2 Teilproblem: Discontinuous{Galerkin MethodeDer betreuende Bearbeiter dieses Teilthemas, Prof. Schneider, konnte wegen Rufannah-me in Kiel nur im Zeitraum 2002 { September 2003 in Chemnitz im SFB mitarbei-ten. Im Berichtszeitraum ist eine Diplomarbeit entstanden, die sich mit der Realisie-rung der im Antrag vorgeschlagenen Multiwavelets besch�aftigte. Gemeinsam mit denG�asten Prof. Aihui Zhou und Dr. Li von der Chinesischen Akademie der Wissenschaf-ten in Peking wurde im Berichtszeitraum in der Arbeitsgruppe Schneider ebenfalls anDiscontinuous Galerkin und geeigneten Multiwaveletbasen gearbeitet. Die DiplomandinClaudia Franken hat in ihrer Diplomarbeit [Fra03] anstelle eines Discontinuous-Galerkin-Ansatzes mit st�uckweise linearen Ansatzfunktionen eine schwache Kopplung zwischenden Elementen analog zu den Mortarmethoden verwendet. In diesem Fall ist es im Prin-zip sogar m�oglich die Kopplungsnebenbedingung zu eliminieren, man endet dann beiCrouzieux-Raviart-Elementen, wovon aber kein Gebrauch gemacht wurde. Von den vor-geschlagenen Multiskalenbasen sind unter Weglassen eines Types alle Basisfunktionenorthogonal bez�uglich der durch den gebrochenen Laplace-Operator de�nierten Bilinear-form, d.h. innerhalb der Elemente. Die Kopplungsnebenbedingungen bestimmen jedochdie Kondition des Systems. Diese Kopplungsnebenbedingungen mussten explizit auch�uber eine Multiskalenbasis �uber dem Skelett der Elementkanten realisiert werden. Sokonnte eine Vorkonditionierung realisiert werden, die noch (wie die numerischen Ergeb-nisse belegen) auf ein logarithmisches Wachsen hindeutet. Diese Vorkonditionierung hatsich jedoch bislang noch nicht auf das Discontinuous Galerkin �ubertragen lassen. Auchhinsichtlich der Theorie konnte die Situation bislang nicht gekl�art werden. Das Weglas-sen des einen Basistyps erfordert erneut den Nachweise einer diskreten LBB-Bedingungf�ur die verwendeten Ansatzr�aume. Hier liegt nun aufgrund der Multiskalenbasis einevollkommen neuartige Situation vor, die bislang noch nicht behandelt ist. F�ur Multiwa-veletbasen gibt es bis dato keine der Norm�aquivalenz entsprechenden Aussagen, so dassdie Behandlung elliptischer Randwertprobleme, insbesondere die Vorkonditionierung mitunstetigen Multiwavelets im Zusammenhang mit Discontinuous Galerkin, bislang nochnicht gekl�art ist. Erfahrungen und Ergebnisse hinsichtlich Multigridl�osern von Kamschatzeigen, dass die Situation hier durchaus schwieriger ist. Zusammenfassend muss gesagtwerden, dass erste Resultate erzielt wurden, es aber hierbei noch nicht ganz gelungenist, alle grundlegenden Probleme zu l�osen.W�ahrend eines Gastaufenthaltes von Prof. Aihui Zhou wurde mit der Frage der a poste-
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riori Fehlersch�atzer begonnen. A priori Fehlerschranken f�ur Discontinuous Galerkin sindhinl�anglich bekannt. Auch die Entwicklung von a posteriori Fehlersch�atzern ist relativklar vorgezeichnet, als Summe lokaler Residuen plus Kantenspr�ungen der Normalablei-tung, und das ist die Besonderheit bei Discontinuous Galerkin, Spr�unge der L�osungselbst. Die wesentliche Schwierigkeit ist aber nun das explizite Auftreten der Norma-lenableitung, die in H�1=2 abgesch�atzt werden m�usste. Unter einer kleinen Zusatzan-nahme konnte dann E�zienz und Verl�asslichkeit des Fehlersch�atzers gezeigt werden.Diese Arbeit schlie�t L�ucken einer Arbeit von Becker und Hansbo. Zus�atzlich wurdenlokale Absch�atzungen gezeigt. F�ur die Resultate siehe [SXZ04].
2.4.3 Teilproblem: KontaktDie folgenden Gra�ken sollen die Ergebnisse der Vorgehensweise aus Abschnitt 2.3.3illustrieren.
Ebene Hindernisse
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Abbildung 2.22: Beispiel f�ur ein endliches Hindernis
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Hindernisse mit impliziten Funktionen
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Abbildung 2.23: Hindernisbeschreibung mit impliziten Funktionen 1
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Hindernisse mit Splinekurven
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Hindernis mit Splinekurven 1
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Insgesamt muss bemerkt werden, dass die Einbettung des Kontaktalgorithmus in dieadaptive Finite Elemente Technik einen sehr robusten Gesamtalgorithmus liefert. Wiefolgender Plot des Fehlersch�atzers �uber die Freiheitsgrade zeigt, entsteht insgesamt einAufwand, der kaum gr�o�er ist als bei einem einfachen linear elastischen Deformations-problem ohne Kontakt.
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2.5 O�ene Fragen / Ausblick
KontaktsimulationDie guten Ergebnisse der 2D{Simulation legen die Verallgemeinerung ins 3{Dimensionalenahe, was auch bei Anwendungen im Ingenieurbereich die eigentliche Herausforderungdarstellt. Technisch erfordert dies keine wesentlichen �Anderungen, weil die Projektions-operatoren analog als I �nnT de�niert werden k�onnen (mit n der lokalen Normalen amHindernis).Wesentlich komplizierter stellt sich der 2{K�orperkontakt (also deformierbares Hindernis)dar. W�ahrend die Projektoren relativ leicht verallgemeinerbar sind, ist insbesondere derDurchdringungstest von wesentlich h�oherem Aufwand. Dies sollte in Fortsetzung diesesProjektes aufgenommen werden.
Nitsche-Mortaringa) F�ur singul�ar gest�orte Di�usions-Reaktionsprobleme vom Typ �"2�u+ cu = f in 
,u = 0 auf @
, bisher auf Rechtecken betrachtet, w�aren Finite-Elemente-Methoden vomNitsche-Typ f�ur Gebietszerlegungen im Fall allgemeiner polygonaler Gebiete 
 aus derSicht der Numerischen Analysis zu begr�unden, etwa unter Nutzung von Regularit�ats-resultaten aus [Mel02]. Hier sind dann Eckensingularit�aten und zugleich Randschichtender L�osung zugelassen. Dazu w�aren Kombinationen von nichtkonsistenten isotropen undanisotropen Netzen zu betrachten, mit lokal verfeinerten Netzen in der Umgebung derEcken. Unter diesen sehr schwachen und anwendungsrelevanten Voraussetzungen inter-essiert der Nachweis von Konvergenzraten, wie diese von regul�aren L�osungen und kon-formen �niten Elemente her bekannt sind.b) F�ur die Lam�e'schen Gleichungen mit gemischten Randbedingungen �uber allgemei-nen polygonalen Gebieten 
 � R2 w�are die Finite-Elemente-Methode vom Nitsche-Typ (Nitsche-Mortaring) aus der Sicht der Numerischen Analysis zu begr�unden (ersteAns�atze dazu liegen vor) und auf ihre Eignung f�ur Kontaktaufgaben zu untersuchen. Diewesentlichen Ungleichungen/Absch�atzungen, die f�ur den Fall der Poissongleichung be-kannt sind, m�ussten auf den Fall der Lam�e'schen Gleichungen �ubertragen werden, auch
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unter der Voraussetzung, dass die verwendeten Netze am Interface � der Gebietszerle-gung nicht quasi-uniform sind. Gleichzeitig w�aren L�osungssingularit�aten, bedingt durchKnickpunkte des Randes bzw. durch gemischte Randbedingungen, mittels graduierterNetze so zu behandeln, dass Konvergenzraten { wie von regul�aren L�osungen und kon-formen �niten Elementen her bekannt { nachgewiesen werden k�onnen.
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2.1 Teilprojekt A13
Randkonzentrierte Finite{Elemente{Methoden
2.1.1 AntragstellerProf. Dr. W. Hackbusch24.10.1948Direktor am MPIf�ur Mathematik i. d.NaturwissenschaftenInselstr. 22{2604103 LeipzigTel.: (0341) 9959-750Fax: (0341) 9959-999wh@mis.mpg.de

PD Dr. J.M. Melenk19.8.1967Deptaretment ofMathematicsThe University of ReadingPO Box 220Reading, RG6 6AX, UKTel.: +44 (118) 378 6028Fax: +44 (118) 931 3423j.m.melenk@reading.ac.uk

Prof. Dr. R. Schneider20.03.1957Professur Scienti�cComputingUniversit�at KielChristian-Albrechts-Platz 4D-24118 KielTel.: (0431) 880-7470Fax: (0431) 880-4464rs@numerik.uni-kiel.de
2.1.2 ProjektbearbeiterDipl.-Math. techn. Tino Eibner (seit September 2002)
2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
Eine Vielzahl von Problemen in den Naturwissenschaften und der Technik werden alselliptische Randwertaufgaben formuliert. Ihre e�ziente numerische L�osung ist deshalbein wichtiges Forschungsgebiet. Die wichtigsten Vertreter von L�osungsmethoden sind dieFinite-Elemente-Methode (FEM) und die Randelementmethode (BEM) [Hac95, Ste03].W�ahrend bei erster eine Diskretisierung des gesamten betrachteten Gebietes 
 � Rdben�otigt wird, gen�ugt bei zweiter eine Diskretisierung des Randes @
. Da daher bei derBEM nur Mannigfaltigkeiten der Dimension d � 1 diskretisiert werden m�ussen, kanndie BEM e�zienter als die klassische FEM sein. Ein weiterer Vorzug der BEM ist dieM�oglichkeit, Au�enraumprobleme zu behandeln. Ein klassischer Nachteil der BEM be-steht darin, dass die Stei�gkeitsmatrix a priori voll besetzt ist, so dass Kompressions-techniken (Wavelets [Sch98a], Panel Clustering [HN89],multipole expansions [GR97] undneuerdings H- und H2-Matrizen [Hac99, GH03, HKS00]) zum Einsatz gebracht werdenm�ussen. Weiterhin baut die BEM auf einer Umformulierung eines Randwertproblems aufeine auf dem Rand @
 gestellten Integralgleichung auf. F�ur diese Umformulierung wirddie Fundamentall�osung/Singul�arfunktion der Di�erentialgleichung explizit ben�otigt; dain der Praxis diese nur f�ur Di�erentialgleichungen mit konstanten Koe�zienten bekanntist, ist die BEM nicht bei bei Di�erentialgleichung mit variablen Koe�zienten einsetzbar.Die randkonzentrierte FEM, [KM03] verbindet die Flexibilit�at der klassischen FEM mitden guten Eigenschaften bzgl. Komplexit�at der BEM. Ziel des Teilprojekts A13 ist,diese neue Methode genauer zu untersuchen. Insbesondere soll zum einen ein besseresVerst�andnis der Approximationseigenschaften der Methode erarbeitet werden und zumanderen sollen Fragen ihrer e�zienten Implementierung beantwortet werden.
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Abbildung 2.1: Beispiel eines randkonzentrieren Gitters und des Fehlerverhaltens.
2.3 Forschungsaufgaben / MethodenKonvergenz der FEM kann prinzipiell auf mehrere Arten erzielt werden: Man kann dieApproximationsordnung festhalten und Konvergenz durch Gitterverfeinerung erreichen(h-FEM); andererseits kann man die Approximationsordnung erh�ohen und das Gitterfesthalten (p-FEM). Wird sowohl das Gitter (zumindest lokal) verfeinert als auch dieApproximationsordnung erh�oht, so spricht man von der hp-FEM, [Sch98b, KS99]. Beider randkonzentrierten FEM liegt eine Variante der hp-FEM vor: Es wird in Randn�ahedas Gitter verfeinert und die Approximationsordnung niedrig gehalten; im Inneren desRechengebietes wird das Gitter festgehalten und Konvergenz durch Erh�ohen der Appro-ximationsordnung erzielt. Im Fall von Di�erentialgleichungen mit analytischen Koe�zi-enten konnte in [KM03] gezeigt werden, dass die geeignete Gitterwahl und Verteilungder Approximationsordnung folgende, einfache Bedingungen erf�ullen m�ussen:hK � h+ dist(K; @
); (2.1)pK � � log(hK=h): (2.2)Hier steht K f�ur ein Element des Gitters, hK f�ur seinen Durchmesser und pK f�ur dieApproximationsordnung, die auf Element K verwendet wird. F�ur ein typisches Gitterverweisen wir auf Abb. 2.1; man beachte, dass die Bedingung (2.1) dazu f�uhrt, dassein quasi-uniformes Gitter mit Maschenweite h in Randn�ahe vorliegt. Der Parameter� > 0, der in (2.2) auftritt, muss problemabh�angig geeignet gew�ahlt werden. Bezeichnetman mit VN den hp-FEM Raum, der auf solchen Gittern und Polynomgradverteilun-gen basiert, so konnte in der Arbeit [KM03] f�ur elliptische Probleme (mit analytischenKoe�ziente) in 2D gezeigt werden, dass gilt:N = dimVN � h�1 � Gitterpunkte auf @
; (2.3)ku� uNkH1(
) � CN��; (2.4)wobei die L�osung u 2 H1+�(
), � > 0, angenommen wird. Dr�uckt man die Konvergenzals \Fehler gegen Problemgr�o�e" aus, so sieht man ein Konvergenzverhalten, wie man
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es von einer BEM kennt. Als FEM hat die randkonzentrierte FEM z.B. die Eigenschaftgeerbt, d�unn besetzt zu sein: da der maximale Polynomgrad pmax = O(j lnhj) = O(lnN)ist (vgl. 2.2), ergibt sich in 2D, dass jede Zeile der Stei�gkeitsmatrix h�ochstens O(ln2N)Eintr�age hat.
2.3.1 Implementierung, schnelle L�oser, hp-Adaptivit�atWie im Antrag [Ant01] f�ur die Periode 2002{2004 beschrieben, sollte in einem erstenSchritt die Methode vorerst in 2D implementiert werden. Dabei sollte nicht nur derFrage nachgegangen werden, wie die Gitter zu erzeugen seien, sondern es sollte auchuntersucht werden, wie e�ziente Quadraturen auf Dreiecken (mit der M�oglichkeit derErweiterung auf Tetraeder) zu bewerkstelligen sind. Dies ist von Interesse, da bei derhp-FEM typischerweise die Quadraturen beim Aufstellen der Stei�gkeitsmatrix einenerheblichen Anteil an den Gesamtkosten haben. F�ur Referenzelemente, die Tensorpro-duktstruktur haben (z.B. das Quadrat in 2D und den W�urfel in 3D), wurde bereitsin [MGS01] ein Algorithmus vorgestellt, mit dem in optimaler Komplexit�at die Stei-�gkeitsmatrix (hinreichend genau) bestimmt werden kann. Ein analoger Algorithmusf�ur Dreiecke und Tetraeder sollte im Rahmen dieses Projekts entwickelt und untersuchtwerden.Die \Formel" (2.2) mit dem geeignet zu w�ahlenden Parameter � stellt das optimaleKonvergenzverhalten O(N��) in (2.4) sicher. Eine adaptive Strategie zur Wahl der Gitterund der Polynomgradverteilung ist dennoch von Interesse: Zum einen ist die genaue Wahldes Parameters � a priori nicht bekannt, zum anderen ist die optimale Wahl des Gittersund der Polynomgradverteilung problemabh�angig. Die Frage nach hp-Adaptivit�at solltedeshalb in Betracht gezogen werden.Weiter sollte in dem Zeitraum 2002{2004 die Frage e�zienter L�oser angegangen werden.Hier k�onnen sowohl direkte wie auch iterative Verfahren zum Zuge kommen. Es konntebereits in [Yse99, KM03] gezeigt werden, dass bei Dirichletproblemen die Konditions-zahl der Stei�gkeitsmatrix nur polylogarithmisch von der Problemgr�o�e abh�angt. DasGleichungssystem ist somit gut konditioniert und einfache Iterationsverfahren wie dasCG-Verfahren reichen aus. Bei anderen Randbedingungen wird jedoch Vorkonditionie-rung bzw. ein Multilevelansatz ben�otigt.
2.3.2 Lokale FehleranalyseIm Rahmen des Projektziels, die Eigenschaften der randkonzentrierten FEM besser zuverstehen, steht eine Analyse ihres lokalen Verhaltens. Als Motivation f�ur solche Fra-gestellungen m�oge noch einmal der oben gemachte Vergleich mit der Galerkin-BEMdienen. Bei der Galerkin-BEM ist bekannt, dass Einsetzen der BEM-L�osung in dieGreensche Darstellungsformel zu punktweisen Approximationen im Gebiet f�uhrt, dieim Wesentlichen doppelt so schnell konvergieren wie die BEM in der Energienorm (siehez.B. Abb. 2.1, 2.5). Eine solche Verdopplung der Konvergenzgeschwindigkeit in innerenPunkten beobachtet man auch bei der randkonzentrieren FEM, und sowohl die nume-rische als auch theoretische Untersuchung dieses Ph�anomens war Teil der Forschung imAntragszeitraum.
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2.4 Ergebnisse
2.4.1 Implementierung, schnelle L�oser, hp-Adaptivit�atImplementierungDie Implementierung der randkonzentrierten FEM in 2D wurde in dem Paket BC-FEM2D realisiert.
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In einem ersten Schritt wurde die Erzeugung geeigneter Gitter in Angri� genommen.Im Prinzip gibt es mehrere Zugangsm�oglichkeiten, z.B. Verfahren, die auf Quadtreesbasieren und Verfahren vom advancing front Typ. Implementiert und untersucht wurdenzwei verschiedene Techniken: zum einen wurden mit einem advancing front AlgorithmusGitter ausgehend von einer Triangulierung des Randes erzeugt, wobei die gew�unschteGr�o�e der zu generierenden Elemente in der front mit Hilfe von (2.1) gesteuert wird; zumanderen wurden Gitter durch Verfeinerung eines Grobgitters erzeugt. Letztere, schnellereTechnik, f�uhrt zudem in nat�urlicher Weise auf Hierarchien von Gittern, die (2.1) erf�ullen.In einem zweiten Schritt wurde dann die hp-FEM variabler Ordnung realisiert; variableOrdnung bedeutet hier, dass jedem Element K sein individueller Polynomgrad zuge-wiesen werden kann und die Erzeugung von H1-konformen Formfunktionen im Rahmender Assemblierung sichergestellt wird. Verschiedene Wahlen von Polynombasen wurdenzugelassen, insbesondere solche, die auf integrierten Legendrepolynomen und solche, dieauf Lagrangeschen Interpolationspolynomen (z.B. in Gau�-Lobatto-Punkten) basieren.Einer der Gr�unde, warum Basisfunktionen, die auf Lagrangeschen Interpolationspoly-nomen beruhen, ber�ucksichtigt wurden, war die dadurch gegebene M�oglichkeit, die nu-merische Quadratur wesentlich zu beschleunigen. In [MGS01] wurde diese Option f�urReferenzelemente mit Tensorproduktstruktur untersucht. Dort wurde gezeigt, dass man,falls die Formfunktionen als Lagrangeinterpolationspolynome in den Quadraturpunktengew�ahlt werden, optimale Komplexit�at f�ur das Aufstellen der Stei�gkeitsmatrix erh�alt.Es wurde f�ur skalare elliptische Probleme zweiter Ordnung gezeigt, dass exponentielleKonvergenz, die bei exakter Auswertung aller Integrale erzielt werden kann, auch hiergew�ahrleistet ist. Im Rahmen des TP A13 wurden diese Ideen auf Dreiecke �ubertragen.Die Grundidee ist dabei folgende: Die Quadratur auf einem Dreieck wird mit Hilfe dersog. Du�y-Transformation auf eine gewichtete Quadratur auf einem Viereck �uberf�uhrt;f�ur diese Quadratur auf dem Viereck werden dann Tensorproduktquadraturformeln vomTyp Gau�-Lobatto/Gau�-Jacobi-Lobatto (aufgrund des Gewichtes) eingesetzt. Die Ver-wendung von Lagrangeinterpolationspolynomen in den zugeh�origen Quadraturpunktenliefert dann wieder eine Methode optimaler Komplexit�at. F�ur einen e�zienten Einsatz ineinem hp-FEM-Code mit variablem Polynomgrad sind noch weitere Techniken wie z.B.die sum factorization von Karniadakis/Sherwin [KS99] vonn�oten. Abb. 2.2 zeigt ersteErgebnisse dieser Implementierung. Verglichen wird die \Standardquadratur", welchein 2D Komplexit�at O(p6) hat, mit der Beschleunigungstechnik der sum factorization,die Komplexit�at O(p5) hat, sowie mit der neuen Routine, die die optimale Komple-xit�at O(p4) erreicht. An dieser Stelle sollte erw�ahnt werden, dass der neue Algorithmuseinen Ansatzraum verwendet, der mehr \innere Formfunktionen" benutzt (im Wesent-lichen werden so viele Formfunktionen verwendet wie auf einem Viereck). Da diese in-neren Freiheitsgrade typischerweise mit Hilfe von statischer Kondensation bereits aufElementebene entfernt werden, wurde die Rechenzeit f�ur die statische Kondensation inAbb. 2.2 zu Vergleichszwecken ebenfalls aufgef�uhrt. Die Erweiterung des vorgeschlage-nen Algorithmus auf Tetraeder ist prinzipiell m�oglich. Diese Erweiterung sowie genauereUntersuchungen werden Bestandteil der Dissertation von Tino Eibner [Eibit] sein. Wei-terhin wurden inzwischen die Datenstrukturen des Codes so angelegt, dass Experimentezu hp-Adaptivit�at im Verlauf des Jahres 2004 durchgef�uhrt werden k�onnen.
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Abbildung 2.2: Verschiedene Quadraturverfahren im Vergleich.
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Abbildung 2.3: Links: Gebiet. Rechts: Konditionszahlen in Abh�angigkeit von Randbe-dingungen.
L�oserWie bereits in [Yse99, KM03] bemerkt, w�achst bei Dirichletproblemen die Konditions-zahl � nur polylogarithmisch, d.h. � = O(log� N), wobei � � 0 von der genauen Wahlder Polynombasis abh�angt. F�ur andere Randbedingungen muss mit einem O(N log� N)gerechnet werden. Das verschiedene Verhalten wird in Abb. 2.3 illustriert.Im Rahmen des Projektes wurde in [KM02] f�ur zweidimensionale Probleme ein direkterL�oser vorgestellt. Das wesentliche Element des vorgeschlagenen Pro�ll�osers ist ein Al-gorithmus zur Nummerierung der Unbekannten mit der Eigenschaft, dass der Speicher-bedarf O(N log4N) und die Rechenzeit f�ur die Cholesky- bzw. die LU-FaktorisierungO(N log8N) betr�agt. F�ur den speziellen Fall p = 1 vereinfachen sich die Aufwands-absch�atzungen zu O(N log2N) und O(n log4N); diese wurden numerisch in [KM02]getestet; ein Beispiel �ndet sich in Abb. 2.4.Es ist geplant, die M�oglichkeiten eines e�zienten Multilevel-L�osers zu untersuchen. We-
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Abbildung 2.4: CPU-Zeit in Sekunden gegen Problemgr�o�e f�ur Faktorisieren nach ge-eigneter Nummerierung der Unbekannten.
sentliche Vorarbeiten sind hierf�ur bereits get�atigt: Wie oben beschrieben kann eine ge-schachtelte Gitterhierarchie von randkonzentrierten Gittern erzeugt werden, welche dieM�oglichkeit bietet, e�ziente L�oser f�ur den Fall st�uckweise linearer Approximationen zukonstruieren. Hier bestehen enge fachliche Ankn�upfungspunkte an TP A12. Ein einfacherm�oglicher Gl�atter im Kontext von hp-FEM k�onnte im L�osen von lokalen Problemen auf�uberlappenden Patches (d.h. der Vereinigung von Elementen, die sich einen gemeinsa-men Knoten teilen) sein. Zumindest im zweidimensionalen Fall (mit Elementen variablerOrdnung) konnte in [EM04] das wesentliche Werkzeug f�ur die Analyse dieser Gl�atters,die Existenz von stabilen Zerlegungen, bereitgestellt werden.Weiterhin wurden erste Erfahrungen mit der Verwendung von H-Matrizen zum L�osender bei der randkonzentrierten FEM entstehenden Gleichungssysteme gemacht. Nume-rische Experimente zeigen, dass die berechnete H-Matrix-Inverse sehr schnell mit demBlockrang k gegen die exakte Inverse konvergiert. Die Erweiterung des Resultats von Be-bendorf/Hackbusch [BH03], welches dieses Verhalten f�ur den Fall der klassischen FEM(st�uckweise lineare Ansatzfunktionen, quasiuniforme Gitter) erkl�art, auf den vorliegen-den Fall hoher Approximationsordnung und nicht quasiuniformer Gitter ist beabsichtigt.
2.4.2 Lokale FehleranalyseBei der Galerkin-BEM ist bekannt, dass durch Auswertung von linearen Funktionalenwie Punktauswertungen oder Auswertungen von Ableitungen im Inneren des Gebieteseine Verdopplung der Konvergenzgeschwindigkeit erho�t werden kann. Erste numerischeErgebnisse zeigen ein �ahnliches Verhalten der randkonzentrierten FEM (vgl. Abb. 2.1und Abb. 2.5). In den theoretischen Untersuchungen in [EM04] konnte dann f�ur Dirich-letprobleme auf kompakten Teilmengen e
 �� 
 tats�achlich eine verbesserte Konver-genzordnung gezeigt werden. Genauer: Es existiert ein � > 0 und ein Ce
;k > 0, so dass
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Abbildung 2.5: lokales Konvergenzverhalten einer L�osung mit H2-Reglarit�at.
im Falle von Energienormkonvergenz ku� uNkH1(
) � CN�� gilt:

maxK�e
 ku� uNkWk;1(K) � Ck;e
(logN)2k+2N����: (2.5)
Numerisch beobachtet man in den Abbildungen 2.1, 2.5 sogar � = �. Zum Beweis diesesResultates sei angemerkt, dass die klassischen dualit�atsbasierten Argumente, die aufH2-Regularit�at und (lokalen) Approximationseigenschaften des Ansatzraumes basieren,nicht ausreichen, denn im vorliegenden Fall liegt zwar H2-Regularit�at im Inneren desGebietes vor, jedoch haben nach (2.1), (2.2) die Elemente K � e
 die Gr�o�e hK = O(1)und einen Polynomgrad pK = O(logN). Damit ist ein Faktor N�� nicht zu erreichen.Um dieses Problem zu umgehen, wurde in [EM04] mit geeigneten Gewichtsfunktionengearbeitet, was jedoch den Einsatz von Hardyungleichungen erforderlich machte. DieVerwendung letzterer ist der Grund f�ur die Restriktion auf Dirichletprobleme.
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2.5 O�ene Fragen / AusblickVerschiedene Aspekte der randkonzentrierten FEM, wie z.B. ihre e�ziente Implementie-rung und das L�osen der entstandenen Gleichungssysteme, wurden in Angri� genommen.Erkenntnisse, die insbesondere der Projektbearbeiter Tino Eibner beim Entwickeln undUntersuchen der Methode gewonnen hat, k�onnen sehr gut in andere Teilprojekte ein
ie-�en. Z.B. k�onnen Varianten der randkonzentrierten FEM f�ur die in TP A12 betrachtetenKontaktprobleme eingesetzt werden. Bei Kontaktproblemen (linear) elastischer K�orperist eine relativ hohe Au
�osung der L�osung in Randn�ahe hilfreich, um die genaue Kontakt-
�ache zu �nden; im Inneren der elastischen K�orper ist die L�osung typischerweise glatt, sodass hohe Approximationsordnungen sehr e�zient sind. Man kann also erwarten, dass dierandkonzentrierte FEM hier gut funktioniert. Wenn die genaue Kontakt
�ache im Laufeder Iteration gefunden wird, reicht nat�urlich eine lokale Verfeinerung. Hier gliedern sichdie Fragestellungen der hp-Adaptivit�at gut ein. In Hinblick auf eine verst�arkte Anwen-dung der randkonzentrierten FEM in Bereichen wie Kontaktproblemen w�are ein Ausbauder vorhandenen Implementierung auf 3D sehr w�unschenswert. Dies betri�t sowohl dieErzeugung der Gitter als auch das e�ziente Aufstellen der Stei�gkeitsmatrizen.Wie in Abschnitt 2.4.1.2 erw�ahnt, ist die Erfahrung mit Multilevell�osern aus TP A3wichtig f�ur die Entwicklung von schnellen L�osern f�ur die randkonzentrierte FEM.Weitere Problemstellungen, in die die gewonnenen Erkenntnisse der randkonzentriertenFEM ein
ie�en k�onnen, sind Kontrollprobleme mit Randkontrolle; hier gibt es nat�urlicheAnkn�upfungspunkte an TP A15.
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2.1 Teilprojekt A14
Feinstruktur der Resonanzen im Bernoulli{Anderson{Modell
2.1.1 AntragstellerPD Dr. Rudolf A. R�omer Prof. Dr. Peter Stollmann22.02.1966 10.01.1961Professur Theoretische Physik III Professur Analysis(Theorie ungeordneter Systeme)Institut f�ur Physik Fakult�at f�ur MathematikTechnische Universit�at Chemnitz Technische Universit�at ChemnitzD-09107 Chemnitz D-09107 ChemnitzTel.: (0371) 531-3146 Tel.: (0371) 531-4126Fax: (0371) 531-3151 Fax: (0371) 531-2141r.roemer@physik.tu-chemnitz.de peter.stollmann@mathematik.tu-chemnitz.de
2.1.2 ProjektbearbeiterDipl.-Math. Ste�en Klassert
2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
Der E�ekt von Verunreinigungen in Festk�orpern ist von fundamentaler Bedeutung f�urdie Physik, sowohl in praktischer als auch in theoretischer Hinsicht. Die bahnbrechen-den Arbeiten von P.W. Anderson [And58] sowie N.F. Mott und W.D. Twose [MT61]wurden aufgrund ihrer prinzipiellen Einsicht in diesen Themenkreis mit dem Nobelpreisgew�urdigt.Abh�angig von der Dimension d des Systems erwartet man durch Unordnung eine mehroder weniger drastische Verringerung der Mobilit�at, d.h. eine Unterdr�uckung der ma-kroskopischen Transporteigenschaften [KM93]. Dabei geht man bei d = 1, 2 von Lokali-sierung (kein Transport) und f�ur d � 3 von einem Metall-Isolator-�Ubergang (MI�U) aus.Letzteres bedeutet, dass es sowohl Energiebereiche mit lokalisierten als auch solche mitausgedehnten Zust�anden gibt.Die rigorose analytische Behandlung dieses Ph�anomens ist sehr schwierig. F�ur das Auf-treten von Energiebereichen mit gutem Transport gibt es noch keinen mathematischenAnhaltspunkt, obwohl sowohl die experimentellen als auch die numerischen Daten [KM93]�uberw�altigende Hinweise darauf geben. Die ersten Lokalisierungsbeweise gehen auf Gold-sheidt, Molchanov und Pastur [GMP77] in einer Dimension und Fr�ohlich und Spencerin d � 2 [FS83] zur�uck. Dabei muss man in letzterer Situation eine �au�erst schwierigeMulti-Skalen-Analyse bem�uhen. F�ur viele wichtige Modelle steht der Beweis f�ur Lokali-sierung noch aus. F�ur den aktuellen, mathematischen Kenntnisstand verweisen wir auf[Sto01].
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Die Beschreibung ungeordneter Festk�orper erfolgt typischerweise im Rahmen der Quan-tenmechanik unter Verwendung von Hamiltonoperatoren der FormH(!) = H0 + V!; (2.1)die in L2(Rd) (kontinuierlich) bzw. l2(Zd) (diskret) wirken. Der Einfachheit halber be-schr�anken wir uns in der folgenden kurzen Beschreibung auf letzteren Fall. Dabei ist H0der diskrete Laplaceoperator,H0u(n) = X

jk�nj=1u(k); u 2 l2(Zd); (2.2)
bei dem an jedem Punkt nur der Ein
uss der n�achsten Nachbarn eine Rolle spielt.Das zuf�allige Potential V! repr�asentiert die Verunreinigung bzw. die Unordnung. DerZufallsparameter ! durchl�auft dabei einen Wahrscheinlichkeitsraum 
, dessen Ma� wirmit P bezeichnen. In der Zuordnung ! 7! V! wird das spezielle Modell der Unordnungkodiert. Es handelt sich also in Wirklichkeit um eine ganze Klasse von Modellen, denn dieWahrscheinlichkeitsverteilung von V!(0) kann durch ein beliebiges Ma� gegeben sein. Einbesonders wichtiges Modell ist das Anderson-Modell, bei dem die Werte von V! an deneinzelnen Gitterpunkten unabh�angig und identisch verteilt sind. Gebr�auchlich ist hierdie Gleichverteilung auf dem Intervall [�W=2;W=2], wobeiW die St�arke der Unordnungparametrisiert. Wir bezeichnen dieses Modell im Folgenden als gleichverteiltes Anderson-Modell (GAM).Ein besonders attraktives Modell zur Beschreibung von Kristallen mit Defekten oder vonmetallischen Legierungen ergibt sich, wenn man f�ur V!(0) nur zwei Werte annimmt, o.E.�1 und 0, mit jeweils Wahrscheinlichkeit 1=2. Dabei bedeutet V!(k) = 0 gerade, dass z.B.am Gitterpunkt k kein Defekt-Ion sitzt. Da die Folge der V!(k), k 2 Zd in diesem Falleinen Bernoulli-Prozess darstellt, spricht man vom BAM, welches in der physikalischenLiteratur auch unter den Stichworten bin�ares Anderson-Modell und bin�are Unordnungzu �nden ist.Ein wichtiger Schritt in Lokalisierungs-Beweisen ist unter dem Namen Wegner-Un-gleichung bekannt [Weg81] und bedeutet eine Absch�atzung, dass in gewissen Energie-Intervallen die zuf�alligen Eigenwerte nur moderate Resonanzen aufweisen. Dies ist engmit einer gewissen Glattheit der Zustandsdichte verbunden. Solche Ungleichungen sindf�ur das GAM leicht zu zeigen [Sto00], f�ur das BAM in d = 1 aber sehr schwer [CKM87,SVW98]. F�ur d � 2 war kein solcher Beweis bekannt. Dies war der Ausgangspunkt desvorliegenden Antrags, bei dem durch numerische Simulation die Grundlage f�ur einenrigorosen Beweis gescha�en werden soll.Da beim erst k�urzlich gelungenen Beweis von Lokalisierung f�ur das kontinuierliche BAMin einer Dimension [DSS04] festgestellt wurde, dass resonante Ausnahmeenergien mitausgedehnten Zust�anden auftreten k�onnen, bestand die Frage, ob solche Resonanzen derintegrierten Zustandsdichte auch in h�oheren Dimensionen auftreten k�onnen.Diese Frage sollte unter Einsatz numerischer Simulationen in Verbindung mit analyti-schen Techniken gekl�art werden.
2.3 Forschungsaufgaben / MethodenEs sollten im Rahmen des vorliegenden Teilprojekts durch eine Absch�atzung von Spit-zen in der Zustandsdichte die numerischen Grundlagenuntersuchungen f�ur einen mathe-
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matisch rigorosen Beweis von Lokalisierung (oder eben Delokalisierung in bestimmtenEnergiebereichen) mit Hilfe der Wegner-Ungleichung durchgef�uhrt werden.Das haben wir im Antrag in folgende Einzelziele gegliedert:

� Numerische �Uberpr�ufung der Grundlagen zu einem analytischen Beweis f�ur dieG�ultigkeit der Wegner-Ungeichung (und damit von Lokalisierung) im diskretenBAM in d = 2; 3.� Entwicklung und Parallelisierung eines neuen Verfahrens zur Berechnung der Ei-genwertverteilung des BAM und Vergleich mit den bereits f�ur das GAM verwen-deten parallelen Algorithmen.� Gibt es in d = 2; 3 resonante Ausnahmeenergien und/oder ausgedehnte Zust�ande?� Falls es solche ausgedehnten Zust�ande gibt, k�onnen diese ein Spektrum tragen,d.h., kann man Wellenpakete konstruieren, die zu einem endlichen Transport vonLadung f�uhren?� Welche Unterschiede ergeben sich zwischen diskretem und kontinuierlichem BAM?F�uhren diese zu anderen Aussagen bzgl. der Lokalisierungseigenschaften?
Hierbei sind in den verschiedenen Punkten analytische und numerische Fragen kombi-niert. Ausgehend von bekannten und bew�ahrten Verfahren sollte eine neue Methode zure�zienten parallelen Berechnung der Eigenwerte im BAM entwickelt werden, die, wieim Antrag beschrieben, die spezielle Struktur des BAM nutzt. Gleichzeitig war es dasTraumziel, aus den so gewonnenen Einsichten �uber die Struktur der Eigenwertverteilungim BAM einen rigorosen Beweis f�ur Lokalisierung zu erhalten.
Literaturverzeichnis (eigene Vorarbeiten und Fremdliteratur)
[And58] P.W. Anderson. Absence of di�usion in certain random lattices. Phys. Rev.,109:1492{1505, 1958.
[CKM87] R. Carmona, A. Klein, and F. Martinelli. Anderson localization for Bernoulli andother singular potentials. Commun. Math. Phys., 108:41{55, 1987.
[DSS04] D. Damanik, R. Sims, and G .Stolz. Localization for one dimensional, continuum,Bernoulli{Anderson models. J. Funct. Anal., 208:423{445, 2004.
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[GMP77] I.Ya. Goldsheidt, S.A. Molchanov, and L.A. Pastur. Typical one-dimensionalSchr�odinger operator has pure point spectrum. Funktsional. Anal. i Prilozhen, 11:1{10, 1977.
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[Sto01] P. Stollmann. Caught by disorder: bound states in random media. Birkh�auser, Bo-ston, 2001.
[SVW98] C. Shubin, R. Vakilian, and T. Wol�. Some harmonic analysis questions suggestedby Anderson{Bernoulli models. Geom. Funct. Anal., 8:932{964, 1998.
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2.4 ErgebnisseBereits im ersten Jahr des Berichtszeitraumes, Oktober 2002, hat PD R. R�omer einenRuf an die University of Warwick angenommen, was die Schwerpunkte im vorliegendenTeilprojekt erheblich verschoben hat. Er hat, wie im Antrag ausgef�uhrt, ma�geblich dienumerische Kompetenz eingebracht und sein Fehlen hat die Arbeit an diesem Teil starkverz�ogert.Numerische ErgebnisseZu untersuchen ist die Eigenwertverteilung (Zustandsdichte) des Bernoulli-Anderson-Modells in Dimensionen d = 1; 2; 3. Es sind die Eigenwerte einer Matrix zu berechnen, diedurch Einschr�ankung eines zuf�alligen diskreten Schr�odingeroperators auf einen W�urfelmit Kantenl�ange L entsteht. Zur Anwendung sollten iterative Verfahren wie z.B Lanczos,Arnoldi kommen. Hierf�ur wurde die numerische Funktionsbibliothek Arpack eingesetzt.Desweiteren wurden direkte L�oser ben�otigt. Hierf�ur wurde SuperLU eingesetzt. Zur Ver-ringerung der e�ektiven Matrixgr�o�en sollte ein diskretes Birmann-Schwinger-Prinzipzur Anwendung kommen.Das Programmierproblem ist in 3 Schritte unterteilt:� Berechnung der Eigenwerte des BAM-Modells mit Hilfe der implicity restartedArnoldi Method (Arpack standard mode)� Berechnung der Eigenwerte des BAM-Modells mit Hilfe der implicity restartedArnoldi Method (Arpack shift and invert mode)� Berechnung der Eigenwerte des BAM-Modells mit Hilfe der oben genannten Ver-fahren und des Birmann-Schwinger-PrinzipsDie Programmierarbeiten f�ur den ersten Schritt sind weitgehend abgeschlossen. DasProgramm ist lau��ahig auf den HP-UX und Linux Rechnern (PIII 500MHz) der Physiksowie auf dem Itanium IA64 basierten 4 Prozessorsystem der Fakult�at f�ur Mathematik.Die maximale Matrixgr�o�e, f�ur die das Programm Ergebnisse liefert, liegt in Abh�angig-keit von der gew�ahlten Anzahl der zu berechnenden Eigenwerte und der Anzahl derverwendeten Lanczos-Basisvektoren bei ca. 8000 � 8000. Dies entspricht einem BAM-Modell mit Kantenl�ange L = 20.Da die implicity restarted Arnoldi Method nur an den R�andern des Spektrums e�zi-ent rechnet, wurde im zweiten Schritt die implicity restarted Arnoldi Method im shiftand invert mode verwendet. Hier werden beliebige Portionen des Spektrums an den
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Rand geshiftet, berechnet und wieder zur�uck transformiert. F�ur diese Methode werdenFunktionen ben�otigt, die Matrix-Vektor-Multiplikationen durchf�uhren und Gleichungs-systeme l�osen. Hierf�ur wurde die Funktionsbibliothek SuperLU benutzt. Als Grundlagediente hier das Programm aus Schritt 1.Wir k�onnen mit dieser Methode Ergebnisse erzielen f�ur Matrixgr�o�en 36000 � 36000.Dies entspricht etwa einem dreidimensionalen Modell mit Kantenl�ange L = 33. Hier istjedoch zu erwarten, dass man durch einige systematische �Anderungen im Programm unddurch den Austausch der Funktionsbibliothek SuperLU gegen UMFPACK auch gr�o�ereModelle berechnen kann.F�ur die Realisierung des dritten Programmierschrittes wurden die Programme aus Schritt1 und 2 ben�otigt. Hier wurden grundlegende numerische und analytische �Uberlegungenzur numerischen Realisierung des diskreten Birmann-Schinger Prinzips angestellt. Durchanf�anglich massive Probleme mit der Funktionsbibliothek SuperLU und durch den Wech-sel von PD R. R�omer an die University of Warwick im Oktober 2002 hat sich der Zeitplanverschoben. Daher ist dieser Programmteil zur Zeit noch nicht einsetzbar.Es waren umfangreiche Programmieraufgaben zu erledigen, die sich in einigen tausendZeilen Code substantiieren. Zur Illustration m�ogen einige Beispielsamples dienen, die inden Abbildungen graphisch dargestellt sind. Hierbei sind verschiedene Realisierungendes Zufallspotentials gerechnet worden. Die Berechnungen sowie die Auswertung der Er-gebnisse werden gem�a� dem urspr�unglichen Antrag weitergef�uhrt und in die Dissertation[Klang] von S. Klassert ein
ie�en.

Abbildung 2.1: Eine Dimension, Kantenl�ange 1000
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Abbildung 2.2: Drei Dimensionen, Kantenl�ange 10, Realisierung 1

Abbildung 2.3: Drei Dimensionen, Kantenl�ange 10, Realisierung 2
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Abbildung 2.4: Drei Dimensionen, Kantenl�ange 10, Realisierung 3

Abbildung 2.5: Drei Dimensionen, Kantenl�ange 20
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Weitere Ergebnisse sind in [PRS03] ver�o�entlicht. Mit den analytischen Grundlagen zuWegner-Ungleichungen und Lokalisierung sind die Arbeiten [dMS03a, dMS03b, dMSS04,BKS03, Stont] befasst. Die Kooperation, die zum Teil diesen Arbeiten zugrunde liegt,wurde innerhalb des SFB gef�ordert.Ein Schritt in die Richtung, geeignete Stetigkeitsaussagen der integrierten Zustandsdich-te f�ur singul�are Ma�e zu erhalten, wurde in der Arbeit [HKN+04] geleistet.Das spektakul�arste Ergebnis im Zusammenhang mit dem hier vorliegenden Teilprojektwurde aber au�erhalb des SFB erzielt. Mit J. Bourgain (Tr�ager der Fields-Medaille) undC. Kenig haben zwei herausragende Mathematiker die positive L�osung des Problemsangek�undigt, [BK04]: Auch in d � 2 liegt im kontinuierlichen Bernoulli-Anderson-ModellLokalisierung f�ur kleine Energien vor.
Literaturverzeichnis
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[HKN+04] D. Hundertmark, R. Killip, S. Nakamura, P.Stollmann, and I. Veselic. Bounds onthe spectral shift function and the density of states. Preprint, 2004.
[Klang] S. Klassert. Spektraleigenschaften diskreter Schr�odinger-Operatoren mit zuf�alligemPotential. Doktorarbeit, TU Chemnitz, in Vorbereitung.
[PRS03] I. Plyushchay, R. A. R�omer, and M. Schreiber. The three-dimensional Andersonmodel of localization with binary random potential. Phys. Rev. B 68, 064201, 2003.
[Stont] P. Stollmann. Localization and delocalization for nonstationary models. In P. Blan-chard and G. Dell'Antonio, editors, Multiscale Methods in Quantum Mechanics:Theory and Experiment, Boston, in print. Birkh�auser.
2.5 O�ene Fragen / AusblickEs stehen noch Antworten auf einige der Fragen aus dem zugrunde liegenden Antrag aus.Nach Beheben der Probleme im Zusammenhang mit der Programmierung sollen nun diegeplanten Produktionsl�aufe statt�nden. Auch nach der L�osung des Ausgangsproblemsdurch Bourgain und Kenig bleiben wichtige Fragen o�en, da dort ausschlie�lich daskontinuierliche Modell behandelt wurde.
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2.1 Teilprojekt B8
Parallelisierung irregul�arer numerischer Algorithmen
2.1.1 AntragstellerProf. Dr. Gudula R�unger08.08.1959Professur Praktische InformatikFakult�at f�ur InformatikTechnische Universit�at Chemnitz09107 ChemnitzTel.: (0371) 531-1794Fax: (0371) 531-1803ruenger@informatik.tu{chemnitz.de
2.1.2 ProjektbearbeiterDipl. Inf. Judith Hippold, Professur Praktische Informatik, Projektstelle seit 01/2002Dipl. Inf. Robert Reilein-Ru�, Professur Praktische Informatik, GrundausstattungDr. Klaus Hering, Professur Praktische Informatik, Grundausstattung bis 10/2002
2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
Gegenstand des Teilprojektes ist die e�ziente parallele Realisierung irregul�arer Algo-rithmen auf Rechnern mit verteiltem Speicher, Clustern oder Clustern von SMPs (sym-metric multiprocessor). Die Klasse der irregul�aren Algorithmen umfasst dabei Proble-me mit unregelm�a�igen oder laufzeitabh�angigen Berechnungs- und Kontrollstrukturen,f�ur die Standardparallelisierungstechniken, wie datenparallele oder SPMD-Abarbeitung,nicht die gew�unschte E�zienz und Skalierbarkeit aufweisen oder die sich einer solchenregelm�a�igen Parallelisierung ganz entziehen. Gr�unde f�ur irregul�ares Verhalten sindvielf�altig und umfassen d�unn-besetzte, blockstrukturierte, adaptive oder hierarchischeAnwendungsprobleme und Algorithmen mit sehr unterschiedlichen dynamischen Eigen-schaften der zu Grunde liegenden Daten- und Berechnungsstrukturen. Entsprechend derAuspr�agung der Irregularit�at variieren auch die Parallelisierungsmethoden f�ur die jewei-lige Anwendungsklasse, die vom Einsatz alternativer Programmiermodelle mit planbarenEigenschaften bis hin zu vollst�andig dynamischen Abarbeitungskonzepten zur Laufzeitreichen.Ziel des Projektes war es, die Parallelisierung irregul�arer Algorithmen insbesondere hin-sichtlich der M�oglichkeiten zur e�zienten Realisierung der laufzeitabh�angigen Kompo-nenten auf Rechnern mit verteiltem Adressraum zu untersuchen und hierbei die Aspektegeeigneter Datenstrukturen und Analysefunktionen, den Einsatz von Task Pools f�ur dasScheduling und Lastverteilung sowie Kommunikationsoptimierung schwerpunktm�a�igzu ber�ucksichtigen. Neben der Entwicklung dieser Konzepte und ihrer Einbettung indie jeweilige Anwendung sollten Methoden entwickelt werden, die Eigenschaften einesspeziellen Anwendungsalgorithmus zur E�zienzverbesserung in die parallele Softwareer-stellung erg�anzend einbringen k�onnen. Als Anwendungsalgorithmen sollten das hierar-
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chische Radiosity-Verfahren, adaptive gitterbasierte L�osungsverfahren f�ur partielle Dif-ferentialgleichungen, strukturiert irregul�are Probleme sowie Berechnungen im Zusam-menhang mit nichtlinearen dynamischen Systemen untersucht werden, wobei letztereals Kooperationen mit anderen Teilprojekten angesiedelt sind. Die Untersuchung dieserAnwendungsklassen m�undet in die Teilaufgaben:� Task Pool Teams zur Parallelisierung hierarchischer Algorithmen,� Daten- und Kommunikationsschicht f�ur adaptive Algorithmen,� Kommunikationsbibliothek f�ur orthogonale Prozessorgruppen,� Bibliotheksunterst�utzung f�ur hierarchische Multi-Prozessor Tasks,� Parallelisierung im Bereich nichtlinearer dynamischer Systeme.
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
2.3.1 Task Pool Teams zur Parallelisierung hierarchischerAlgorithmenZur Parallelisierung hierarchischer Algorithmen oder baumartiger Branch & Bound Al-gorithmen wurde das Konzept der Task Pool Teams entwickelt, modular realisiert undauf verschiedene Anwendungsalgorithmen und parallele Plattformen angewendet. Alskonkretes Beispiel wurde insbesondere der hierarchische Radiosity Algorithmus, einglobales Beleuchtungsverfahren der Computergra�k zur Simulation der Beleuchtung 3-dimensionaler Szenen in geschlossenen R�aumen, betrachtet. Aufgrund des hierarchischenBerechnungsansatzes erfolgt eine unregelm�a�ige Verfeinerung der zu Grunde liegendenDatenstrukturen, die stark von der Eingabeszene des Algorithmus abh�angt und eine par-allele Umsetzung erschwert. F�ur Architekturen mit gemeinsamem Speicher sind bereitsparallele Implementierungen erfolgt [WOT+95, KR02, PRR98, KR04]. Dabei wurde derAlgorithmus in Berechnungsaufgaben, so genannte Tasks, unterteilt und diese mit TaskPools [But97, RR00c, SHT+95] abgearbeitet. Task Pools werden zur dynamischen Reba-lancierung der Last eingesetzt. Die Task Pool Datenstruktur dient hierbei zum Speichernund Verwalten der Tasks. Eine feste Anzahl von Threads kann aus dem Pool Tasks ent-nehmen und dynamisch neue Tasks einstellen. Bei entsprechendem Scheduling der Tasksauf die Prozessoren erfolgt eine e�ziente Auslastung, da nach Abarbeitung eines Tasksautomatisch ein neuer Task aus dem Pool entnommen wird. Je nach Anwendungsproblemk�onnen verschiedene interne Umsetzungen der Task Pools von Nutzen sein. G�angig sindPools mit einer zentralen Taskqueue aber auch mit mehreren Taskqueues. Vorteilhaftbeim Einsatz mehrerer Taskqueues sind die fehlenden Zugri�skon
ikte durch gleichzeitigzugreifende Threads. Um hier jedoch Lastbalancierung zu erreichen, sind zus�atzliche Me-chanismen, z. B. Task Stealing, bei dem nach dem Leerlaufen der eigenen Taskqueue einThread versucht aus anderen Taskqueues Tasks zu stehlen, notwendig. Ein detaillierterLeistungsvergleich verschiedener Implementierungen ist in [KR02, KR04] zu �nden.Eine Implementierung f�ur Rechner mit verteiltem Speicher gestaltet sich komplexer, dadie dynamischen Datenzugri�smuster variieren und auch Zugri�e auf Daten im Speicher-bereich anderer Prozessoren nach sich ziehen k�onnen, was zu irregul�aren Kommunika-tionsmustern f�uhrt. F�ur hybride Architekturen, wie z. B. SMP-Cluster, erscheint daherein hybrides Programmiermodell geeignet, bei dem die Kommunikation mittels Message-Passing nur zwischen den Clusterknoten erfolgt, SMP-intern jedoch mehrere Threads
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verschiedene Tasks �uber derselben Datenmenge bearbeiten. Damit ergibt sich die An-forderung der Realisierung von multi-threaded, asynchronen Kommunikationsroutinenund zus�atzlichen, geeigneten, verteilten Verwaltungsdatenstrukturen f�ur die e�zienteIdenti�kation von Daten in entfernten (remoten) Speicherbereichen.
2.3.2 Daten- und Kommunikationsschicht f�ur adaptiveAlgorithmenAdaptive Probleme zeichnen sich durch sich dynamisch verfeinernde, unregelm�a�ige Git-terstrukturen aus, auf denen Berechnungen ausgef�uhrt werden, die die dynamische Ver-feinerung hervorrufen. Ein typisches Anwendungsbeispiel sind adaptive Finite ElementeMethoden (FEM). Eine Haupt-Herausforderung der parallelen Realisierung adaptivergitterbasierter L�osungsverfahren f�ur partielle Di�erentialgleichungen bildet die durcheine Verteilung der adaptiven Gitterstrukturen auf die Prozessoren notwendige Organi-sation eines e�zienten Datentransfers. Datenstrukturbestandteile des Gitters, die sich(bzw. deren �uber- oder untergeordnete Strukturen) nach einer Verteilung im Speicherbe-reich verschiedener Prozessoren be�nden, erfordern zumeist eine global einheitliche Sicht,variieren aber gleichzeitig durch die adaptive Anpassung des Gitters in den lokalen Spei-chern. Als besonders kostenintensiv haben sich hierbei komplex strukturierte Gitter indrei Dimensionen mit h�angenden Knoten herausgestellt. Hier sind f�ur die resultieren-de unregelm�a�ige Kommunikation geeignete Kommunikationsprotokolle und geeigneteverteilte Verwaltungsdatenstrukturen notwendig, die die aufkommenden Kommunikati-onsanforderungen realisieren, verringern und optimieren. Darauf aufbauend werden Me-chanismen zur Lastbalancierung ben�otigt, die eine Umverteilung der Daten berechnenund vornehmen. Ersteres kann auf das NP-vollst�andige Graphpartitionierungsproblemzur�uckgef�uhrt werden, f�ur das eine Reihe von Algorithmen [KL70, PSW93, PSL90,KK99, KK98, HL93a, SKK00] und Werkzeuge [KK95, HL93b, KSK02] existieren. Dietats�achliche e�ziente Umverteilung anhand der neu berechneten Partitionen liegt dannmeist in der Verantwortung des Anwendungsprogrammierers.Mit Hinblick auf die variable Einsetzbarkeit adaptiver gitterbasierter L�osungsverfahrenbietet ein gekapselt implementierter L�osungsansatz oben genannter Probleme erheblicheVorteile. So k�onnen Erweiterungen und Optimierungen leichter eingebracht, Plattform-unabh�angigkeit erzielt und der Anwendungsprogrammierer von der Realisierung e�-zienter Kommunikationmechanismen und verteilter Datenstrukturen entlastet werden.Systeme mit Unterst�utzung irregul�arer Anwendungen durch Aufsetzen eines globalenAdressraummodells sind beispielsweise Titanium [YSP+98] oder TreadMarks [ACD+96].Die Sicht auf einen verteilten Adressraum f�ur den Anwender zu erhalten, bietet jedochdurchaus Vorteile, da vom Anwendungsprogrammierer anwendungs-spezi�sche Detailsund Optimierungen speziell f�ur verteilte Berechnungen eingebracht werden k�onnen. Zu-dem existiert meist bereits eine sequentielle Programmversion, die mit nicht zu umfang-reichen Modi�zierungen auf verteilten Speicher portiert werden kann.
2.3.3 Kommunikationsbibliothek f�ur orthogonale ProzessorgruppenObwohl die parallele Programmierung im SPMD-Stil mit Standardkommunikationsbi-bliotheken wie MPI oder PVM f�ur unregelm�a�ige Anwendungsprobleme h�au�g zu gutenParallelisierungsergebnissen auf Rechnern mit verteiltem Speicher f�uhrt, kann dies auf
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Maschinen mit sehr gro�er Prozessoranzahl Skalierbarkeits- und E�zienzprobleme verur-sachen, insbesondere wenn kollektive Kommunikationsoperationen eingesetzt werden, et-wa f�ur Konvergenztests oder zur Akkumulation lokaler Teilergebnisse. Ein Grund ist dieAusf�uhrungszeit kollektiver Kommunikationsoperationen, die logarithmisch oder linearin der Anzahl der teilnehmenden Prozesse steigt, so dass Kommunikation auf kleinerenTeilgruppen von Prozessoren ausgef�uhrt werden sollte, wenn dies aus algorithmischenGr�unden m�oglich ist. Eine solche algorithmische Eigenschaft weisen Algorithmen mitzwei- oder h�oher-dimensionalen Taskgittern auf, in denen Berechnungs- und Kommuni-kationsphasen der Abarbeitung so strukturiert sind, dass Tasks jeweils nur mit Tasksinnerhalb eines (oder weniger) Teilgitters kooperieren und kommunizieren. Hier kannes zu erheblichen E�zienzgewinnen kommen, wenn die Zuordnung von Tasks zu Pro-zessoren diese Eigenschaft durch Kommunikation auf Teilgruppen von Prozessoren wi-derspiegelt [RR00b]. Das Programmiermodell der Orthogonalen Prozessorgruppen stelltein zwei- oder h�oher-dimensionales Prozessorgitter bereit, f�ur das eine feste Anzahl vonProzessorpartitionen betrachtet wird, die jeweils disjunkten mehrdimensionalen Teilgit-tern entsprechen. Ein entsprechendes Mapping von Tasks zu Prozessoren f�uhrt so zuBerechnungs- und Kommunikationsphasen auf den alternativ zur Verf�ugung stehendenPartitionen im Gruppen-SPMD-Stil. Zur Programmierung solcher Programmstruktu-ren wird eine komfortable Programmierumgebung ben�otigt, die einerseits eine leichteSpezi�kation der Task-, Partitions- und Mappingstruktur erlaubt und andererseits dieben�otigten Gruppen, Kommunikatoren und Zuordnungen im Hintergrund e�zient auf-baut und verwaltet.
2.3.4 Bibliotheksunterst�utzung f�ur hierarchische Multi-ProzessorTasksMulti-Prozessor-Tasks (M-Task) bezeichnen Teilaufgaben eines Anwendungsalgorith-mus, die jeweils auf mehreren Prozessoren ausgef�uhrt werden k�onnen. Der gesamteAlgorithmus kann aus einer Menge von solchen Multi-Prozessor-Tasks bestehen, diemiteinander kooperieren und so die Gesamtstruktur des Programms bestimmen. DieM-Task-Struktur kann gewisse unregelm�a�ige Strukturen aufweisen und spiegelt modu-lare Eigenschaften der Anwendung wieder, die in einen M-Task-Graphen mit Abh�angig-keiten dargestellt werden k�onnen. Solche, auch als strukturiert irregul�ar bezeichnete,Strukturen �nden sich in gro�en gekoppelten Anwendungsalgorithmen, aber auch inneuen parallelen L�osungsverfahren f�ur gew�ohnliche Di�erentialgleichungssysteme oderin grobk�ornigen hierarchischen Algorithmen wie der Strassen-Multiplikation. Je nachAnwendung liegt eine M-Task-Struktur statisch fest und kann durch Scheduling undLaufzeitvorhersagemechanismen zur Planung einer e�zienten Realisierung genutzt wer-den, wobei auch hier Skalierbarkeit und E�zienz durch Prozessorteilgruppen erreichtwerden k�onnen. Zur Programmierung werden eine Reihe von Ans�atzen vorgestellt, u. a.Fx [SSOG93, SY97], Paradigm [BCG+95, RSB97], Braid, Opus und Orca [BH98]. Einen�Uberblick gibt [BH98]. Die Ans�atze haben spezi�sche integrierte Kostenmodelle mit de-ren Hilfe geeignete Implementierungen gew�ahlt werden k�onnen. Dabei k�onnen Schedu-lingalgorithmen f�ur Multiprozessor-Task-Scheduling genutzt werden [TWY92, TLW+94,RR96, RR00a].Eine weitere Herausforderung ist die dynamische Entstehung von M-Task-Strukturen,beispielsweise bei hierarchischen Algorithmen. Hierf�ur muss die Kreierung und Abarbei-
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tung von M-Tasks mit Abh�angigkeiten zur Laufzeit m�oglich sein, was die dynamischeKreierung von Prozessorteilgruppen und Kommunikationsstrukturen einschlie�t.
2.3.5 Parallelisierung im Bereich nichtlinearer dynamischerSystemeIn Kooperation mit Teilprojekt C8 wurde die Parallelisierung eines sequentiell vorlie-genden Programms zur Bestimmung von Lyapunovexponenten und -vektoren in gro�ennichtlinearen dynamischen Systemen betrachtet. Die grobe Struktur des Anwendungs-programms besteht in der simultanen Integration zweier gro�er Systeme von linearenbzw. nichtlinearen gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen, deren Integrationszeitschritteperiodisch durch notwendige Reorthogonalisierungen der Vektoren unterbrochen wird.Genau dieser Reorthogonalisierungsschritt stellt im sequentiellen Programm den zeitauf-wendigsten Anteil dar, so dass die Ausnutzung paralleler Abarbeitung insbesondere imHinblick der L�osung gr�o�erer Probleme wesentlich ist. Die Aufgaben der �Uberf�uhrungin eine e�ziente parallele Bearbeitung umfassen die programmtechnische Analyse dessequentiellen Algorithmus sowie die darauf aufbauende modulare Parallelisierung, wasdie Reorthogonalisierung selber als auch die parallele Schnittstelle zum Integrationsteil,also die periodisch wiederkehrende Kopplung verschiedener Programmierparadigmen,beinhaltet. Wichtiger Aspekt ist hierbei die Lastbalancierung im Integrationsteil, dieParallelisierungsstrategie der Reorthogonalisierung und die m�oglicherweise mit Kommu-nikation verbundene Gestaltung der Schnittstelle gegeneinander abzuw�agen, um zu einerpersistenten Leistung zu gelangen.
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2.4 Ergebnisse
2.4.1 Task Pool Teams zur Parallelisierung hierarchischerAlgorithmenZur parallelen Abarbeitung des hierarchischen Radiosity Verfahrens und �ahnlicher Algo-rithmen wurde das hybride Programmiermodell der Task Pool Teams entwickelt. TaskPool Teams [HR03a, Hip01] stellen ein Programmierkonzept f�ur verteilten Adressraumbzw. hybriden Adressraum dar und k�onnen als eine Erweiterung und Verallgemeinerungdes Task Pool Konzeptes verstanden werden. Dem Nutzer werden Task Pool Teams �ubereine einfache Schnittstelle zur Verf�ugung gestellt. Das hybride Programmiermodell [HR]kombiniert Shared-Memory Programmierung mittels von mit Pthreads realisierten TaskPools und Message-Passing Programmierung durch bereitgestellte asynchrone Kommu-nikationsroutinen. Das Konzept der Task Pools wird f�ur Plattformen mit gemeinsamemSpeicher zur dynamischen Rebalancierung der Last eingesetzt werden. Task Pool Teamsstellen verschiedene Task Pool Realisierungen (zentrale, verteilte Task-Schlangen, LI-FO/FIFO Zugri�sprinzip f�ur die Task-Schlangen, Taskstealingmechanismen) zur Aus-wahl, die je nach Anwendungsproblem ausgew�ahlt werden k�onnen.
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Da an die Kommunikation in Task Pool Teams Anforderungen wie multi-threaded undasynchron gestellt werden und diese durch die meisten Implementierungen des MPI bzw.MPI-2 Standards nicht unterst�utzt werden, Plattformunabh�angigkeit aber erzielt wer-den soll, wurde durch den Einsatz eines expliziten Kommunikationsthreads die ben�otig-te Funktionalit�at hergestellt und �uber entsprechende Schnittstellenfunktionen an denNutzer weitergegeben. Als Implementierungsbasis dient eine Kombination aus Pthreadsund MPI. Durch den expliziten Aufruf der Kommunikationsroutinen k�onnen die task-verarbeitenden Threads Datenanforderungen oder Informationen an Task Pools auf an-deren Clusterknoten senden. Diese werden von den Kommunikationsthreads nach Nut-zervorgaben ermittelt und r�uckgesendet bzw. verarbeitet. Es stehen verschiedene Kom-munikationsprotokolle zur Auswahl, die den Anforderungen der unterschiedlichen An-wendungen gerecht werden sollen [HR03b].Task Pool Teams wurden bereits f�ur eine Umsetzung des hierarchischen Radiosity Algo-rithmus und eines baumartigen globalen Optimierungsverfahren auf verteilten Speichereingesetzt [HR02]. Zur Erfassung der dynamisch variierenden Kommunikationsmusterwurden zus�atzlich verteilte Verwaltungsdatenstrukturen entwickelt und in den Radiosi-ty Algorithmus eingebracht. Dadurch konnten die durch Task Pool Teams bereitgestell-ten Kommunikationsroutinen, z. B. durch vorgezogenes Laden von sp�ater ben�otigtenInformationen oder die Zusammenfassung von Datenanforderungen, e�zient ausgenutztwerden. Als weitere anwendungs-spezi�sche Optimierung wurde ein Software-Cache im-plementiert, der entfernte Daten mit hohen Zugri�sraten im lokalen Speicher dupliziertund in festgelegten Abst�anden aktualisiert.
2.4.2 Kommunikations- und Datenverteilungsschicht f�ur adaptiveAlgorithmenIm Teilprojekt wurde eine Datenverteilungs- und Kommunikationsschicht entwickelt, diedie verteilte Adressraumsicht f�ur den Anwender erh�alt, und in Zusammenarbeit mit Pro-jektbereich A an einer adaptiven FEM mit hexaedrischen Elementen getestet [HMR04].Die software-technischen Prinzipien der Datenverteilungsschicht [HR04a] zur Erzeugungso genannter Koh�arenzlisten basieren auf den bereits bei den verteilten Verwaltungs-datenstrukturen des hierarchischen Radiosity Algorithmus eingesetzten Methoden. DieKoh�arenzlisten spiegeln die Interaktion zwischen denen im Speicherbereich verschiede-ner Prozessoren be�ndlichen duplizierten Datenstrukturen wider und erm�oglichen einee�ziente remote Identi�kation dieser Datenstrukturen. Die interne Realisierung der Lis-ten ist vollst�andig gekapselt, durch den Nutzer aber �uber eine Schnittstelle zugreifbar.Die dynamische Anpassung aufgrund adaptiver Verfeinerung erfolgt aus Sicht des An-wenders automatisch und wird durch Schnittstellenaufrufe des Nutzers ausgel�ost. Internwerden durch die Schnittstellenaufrufe korrektheitserhaltende Ver�anderungen der Da-tenstrukturen vorgenommen. Die Koh�arenzlisten enthalten weitere Informationen �uberdie sich dynamisch �andernden Hierarchien zwischen den Datenstrukturen.Der Austausch von Daten ist in eine gekapselte Kommunikationsschicht eingebettet.Durch die bereitgestellten Schnittstellenfunktionen zum Senden und Empfangen vonDaten kann der Nutzer Daten zwischen den verschiedenen Prozessen austauschen, oh-ne sich um deren Verteilung auf die Prozessoren und ihre Identi�kation k�ummern zum�ussen. Die ben�otigten Informationen f�ur Datentransfers werden aus den Koh�arenzlis-ten innerhalb der Kommunikationsschicht ermittelt.



B8 R�unger 139
Die gesamte Kommunikations- und Datenverteilungsschicht wurde hinsichtlich der Funk-tionalit�at so gestaltet, dass eventuelle, zur Lastverteilung notwendige Umverteilungenm�oglich sind. Die parallele Abarbeitung der FEM Implementierung wird insbesonde-re auf SMP Clustern durch eine Vielzahl von Hardware und anwendungs-spezi�schenFaktoren beein
usst. Zur e�zienten Ausf�uhrung und f�ur dynamische Rebalancierungs-entscheidungen wurden diese Faktoren und ihre Abh�angigkeiten ermittelt [HR04b].
2.4.3 Kommunikationsbibliothek f�ur orthogonale ProzessorgruppenZur e�zienten Implementierung von Algorithmen, die in Form eines zwei- oder mehr-dimensionalen Taskgitters spezi�ziert werden k�onnen, wurde das ProgrammiermodellOrthogonale Prozessorgruppen entwickelt [RRR01a, RRR04] und als Bibliothek umge-setzt [RRR01b]. Algorithmen k�onnen unter Verwendung der Bibliotheksfunktionen inAbschnitte mit orthogonaler Taskstruktur zerlegt werden, in denen jeweils ausgew�ahlteTeilgitter des zu Grunde liegenden Taskgitters aktiv sind. Die Abschnitte werden zurAusf�uhrung auf Hyperebenen eines Prozessorgitters abgebildet, wobei die Auswahl derHyperebenen durch ein entsprechendes Schnittstellendesign unterst�utzt wird. Die Bi-bliothek beinhaltet daf�ur Funktionen zum Aufbau von orthogonalen Zerlegungen desProzessorgitters und f�ur die Zuordnung von Tasks zu Prozessoren. Die Schnittstelle derORT Bibliothek ist an den Pthread Standard angelehnt. Sie bietet so dem Benutzer dieM�oglichkeit der Strukturierung des Algorithmus durch die Spezi�kation von Abschnittenmit orthogonaler Taskstruktur als separate Funktionen.Anhand einer Variante der LU-Zerlegung und eines explizit-iterierten Runge-Kutta Ver-fahrens zur L�osung von gew�ohnlichen Di�erentialgleichungssystemen wurden die Ein-satzm�oglichkeiten der Bibliothek untersucht und f�ur verschiedene parallele Plattformenmit verteiltem Speicher getestet [RRR01c]. F�ur beide Beispiele konnte eine deutlicheVerbesserung der Laufzeit gegen�uber Implementierungen erreicht werden, welche aufherk�ommlichen parallelen Implementierungen beruhen.
2.4.4 Bibliotheksunterst�utzung f�ur hierarchischeMultiprozessor-TasksZur Abarbeitung modularer Programme mit hierarchisch strukturierten dynamisch ent-stehenden M-Tasks wurde die Laufzeitbibliothek TLib entwickelt [RR02]. Das bereitge-stellte Bibliotheks-API bietet im Wesentlichen zwei Arten von Funktionen an: Funktio-nen zur dynamischen Erzeugung von hierarchischen Prozessorgruppen, wobei verschiede-ne, gleichzeitig existierende Hierarchien f�ur dieselbe Prozessormenge m�oglich sind, sowieFunktionen zur Koordination und Kooperation paralleler, geschachtelter M-Tasks. EinIneinanderschachteln von Funktionen beider Gruppen ist m�oglich, d. h. neue erzeug-te M-Tasks k�onnen wiederum Gruppen-Splittings initiieren, auf denen wiederum M-Tasks ausgef�uhrt werden. Ebenso werden durch den dynamischen Charakter rekursiveGruppen-Splittings erm�oglicht, so dass rekursive Algorithmen oder Divide & Conquer-Verfahren in nat�urlicher Weise ausgedr�uckt und entsprechend parallel abgearbeitet wer-den k�onnen. Der dabei entstehende Verwaltungsoverhead ist marginal. Als Anwendun-gen werden neuere Verfahren zur L�osung gew�ohnlicher Di�erentialgleichungssysteme be-trachtet [RR04] sowie hierarchische Strukturen bei unterschiedlichen Verfahren zur par-allelen Matrix-Matrix-Multiplikation [HRR04b, HRR04a], die das derzeit schnellste par-
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allele Verfahren an E�zienz �ubertre�en. Grundlage der Programmierung mit M-Tasksist eine inh�arente M-Task-Struktur, die jedoch durchaus auf verschiedene Arten in einemparallelen Programm realisiert werden kann. Die Gestaltung von M-Task-Programmenkann durch eine vorgeschaltete Spezi�kationsphase erg�anzt werden. In [ORR04] wirdein funktionaler Ansatz vorgestellt, der die auszunutzende modulare Struktur zun�achstwiedergibt, um dann eine e�ziente Abbildung auf M-Tasks vorzubereiten und durchTransformationen bereitzustellen. Die prinzipielle Vorgehensweise eines solchen Trans-formationsansatzes wird in [OR04] vorgestellt.
2.4.5 Parallelisierung im Bereich nichtlinearer dynamischerSystemeDie durchgef�uhrten Arbeiten konzentrierten sich auf parallele Orthogonalisierungsver-fahren in Isolation und deren Einbindung in die Programmumgebung, wobei verschiede-ne Varianten entworfen, realisiert und getestet wurden. Zur Orthogonalisierung wurdenparallele Versionen der Gram-Schmidt Orthogonalisierung und der QR-Dekompositionrealisiert, in die e�ziente Basisoperationen aus BLAS eingebunden wurden. Zum Ver-gleich wurden Algorithmen aus Bibliotheken wie ScaLAPACK herangezogen. Die paralle-len Varianten unterscheiden sich hinsichtlich der Datenaufteilungen in spalten- und/oderzeilenweise Blockverteilung der Eingabematrix auf einem logisch zweidimensionalen Pro-zessorgitter. Die Einbindung der Reorthogonalisierungskomponente ben�otigt je nach Da-tenverteilung einen nicht unerheblichen Kommunikationsaufwand zur Erhaltung einerDatenverteilungsvariante f�ur die korrekte Programmabarbeitung. Je nach Kommunikati-onsoverhead der Schnittstelle und paralleler Kosten der Reorthogonalisierung kann aucheine suboptimale Orthogonalisierungskomponente zur besten Gesamtleistung f�uhren.Stark beein
usst wird dies auch durch die genutzte parallele Hardware und es wur-den daher Experimente auf verschiedenen Rechnern durchgef�uhrt, dem Beowulf-ClusterCLiC, einem Dual-XEON-Cluster und dem IBM Regatta-System des NIC [RRSY04].Die entstandene Bibliothek von parallelen Orthogonalisierungsverfahren und zugeh�ori-gen Schnittstellen [Sch04] erlaubt eine 
exible, modulare Zusammensetzung des Gesamt-programms zur e�zienten Nutzung der Hardware.
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2.5 O�ene Fragen / AusblickDie Betrachtung und Untersuchung verschiedener irregul�arer Algorithmen hinsichtlichihrer e�zienten Parallelisierung auf Rechnern mit verteiltem Speicher bzw. Clusternoder Clustern von SMPs hat zur Entwicklung der oben aufgef�uhrten Programmierum-gebungen, -komponenten und -bibliotheken gef�uhrt, die jeweils charakteristische Merk-male in der Parallelisierung unterst�utzen. Dabei konnten verschiedene Klassen von ir-regul�aren Anwendungen identi�ziert werden, deren jeweiliger Grad an Irregularit�at indie entsprechende Softwareentwicklungsstrategie einge
ossen ist, etwa in Form speziel-ler Kommunikationsprotokolle oder zus�atzlicher Verwaltungsdatenstrukturen, wodurchf�ur jede Klasse die M�oglichkeit zur Entwicklung e�zienter paralleler Programme be-reitgestellt wurde. Die tats�achlich resultierende E�zienz h�angt zuletzt jedoch immernoch vom jeweiligen Anwendungsalgorithmus und dem verwendeten parallelen Hardwa-retyp, ja sogar der speziellen parallelen Maschine, ab. Bei den Task Pool Teams etwahat die Cachestruktur Ein
uss auf die zu verwendende Taskqueue-Variante oder bei
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adaptiven Verfahren ist die Netzgeschwindigkeit f�ur Lastbalancierung einzubeziehen.Ebenso hat die Netzwerk- und Prozessorgeschwindigkeit Auswirkungen f�ur die e�zien-te M-Task-Programmierung und die Ausnutzung von M-Tasks. Dies gilt auch f�ur diedargestellte Einbindung von Orthogonalisierungsalgorithmen in komplexe Gesamtalgo-rithmen. Ausf�uhrliche Tests haben diese und weitere Ph�anomene gezeigt und zum Tuningder jeweiligen Anwendung mit der passenden Programmierumgebung bzw. -bibliothekgef�uhrt. Eine weiterf�uhrende Fragestellung ist nun, wie diese jeweils separat durchgef�uhr-ten Tuningschritte in Softwareentwicklungsumgebungen, -werkzeuge und -komponentenaufgenommen werden k�onnen.Software, die charakteristische Merkmale einer parallelen Plattform zun�achst ermitteltund dann f�ur eine e�ziente Abarbeitung nutzt, wird auch selbstadaptierend genanntund wurde bisher eher f�ur regelm�a�ige Probleme eingesetzt, etwa zur Cacheausnutzung.Selbstadaptierende Software f�ur irregul�are Probleme bzw. f�ur auszuw�ahlende Teilklassenstellt hier eine Herausforderung dar. Adaptives Verhalten der Software sollte Speicher-hierarchien und Parallelit�at ber�ucksichtigen und ist mit dem hierarchischen und adapti-ven Verhalten des eigentlichen Algorithmus abzustimmen. Besondere Wichtigkeit kommtadaptiver Software auf heterogen parallelen Plattformen zu.
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2.1 Teilprojekt C1
Lokalisierung elektronischer Zust�ande in amorphen Materialien
2.1.1 AntragstellerProf. Dr. Michael Schreiber PD Dr. Rudolf A. R�omer22.04.1954 22.02.1966Professur Theoretische Physik III Professur Theoretische Physik III(Theorie ungeordneter Systeme) (Theorie ungeordneter Systeme)Technische Universit�at Chemnitz Technische Universit�at Chemnitz09107 Chemnitz 09107 ChemnitzTel.: (0371) 531-3142 Tel.: (0371) 531-3146Fax: (0371) 531-3143 Fax: (0371) 531-3151schreiber@physik.tu-chemnitz.de r.roemer@physik.tu-chemnitz.de
Dr. R�omer ist Ende September 2002 ausgeschieden, da er eine unbefristete Stelle alsLecturer an der Universit�at Warwick angenommen hat.Prof. Schreiber war von Februar 2002 bis Januar 2003 beurlaubt, um eine Professur ander International University Bremen wahrzunehmen.
2.1.2 ProjektbearbeiterPhilipp CainDr. Viktor CerovskiAlexander CroyRajkumar Brojen SinghSambasiva Rao ChinnamsettyDr. Inna PlyuchshayDr. Ahmed JellalM.Sc. Macleans NdawanaDr. Hassan Satori
2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
Gegenstand dieses Teilprojektes ist die computergest�utzte Untersuchung des durch Un-ordnung induzierten Metall-Isolator-�Ubergangs in ungeordneten und amorphen Mate-rialien. Das Auftreten des Phasen�ubergangs und das kritische Verhalten in seiner N�ahewird durch h�ochst pr�azise numerische Methoden analysiert und charakterisiert. Es wur-den die folgenden physikalischen Fragestellungen untersucht: �Andert sich das universelleVerhalten f�ur ungeordnete Systeme, wenn man das zu Grunde liegende Anderson-Modellder Lokalisierung ver�andert? Haben �Anderungen der Topologie des zu Grunde liegen-den Gitters einen Ein
uss? Gibt es Abweichungen von den universellen Vorhersagender Theorie der Zufallsmatrizen, wenn man sich dem Phasen�ubergang n�ahert? Wiewirkt sich Vielteilchenwechselwirkung zwischen den elektronischen Zust�anden auf die
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Lokalisierungseigenschaften in ungeordneten Systemen aus? Wie lassen sich thermischeund andere Transportgr�o�en im Anderson-Modell numerisch berechnen? L�asst sich derLokalisierungs-Delokalisierungs-�Ubergang beim ganzzahligen Quanten-Hall-E�ekt mitden von uns beim Anderson-�Ubergang benutzten Methoden beschreiben?Die numerische Charakterisierung der elektronischen Zust�ande geschieht durch Bestim-mung der Lokalisierungsl�angen und des kritischen Exponenten durch die Transfer-Matrix-Methode mit anschlie�endem \�nite-size-scaling", durch Untersuchungen des multifrak-talen und statistischen Verhaltens der Wellenfunktionsamplituden sowie durch Analyseder Energieniveaustatistiken, wof�ur die Eigenwerte und Eigenzust�ande mit dem Lanczos-Algorithmus bestimmt werden. Der Ein
uss der Wechselwirkung wird ebenfalls mit ex-akten Diagonalisierungsverfahren, aber auch mit einer speziellen Dezimationsmethodeund mit Renormierungsgruppen-Methoden behandelt. Der Renormierungsgruppenan-satz wird auch bei der Beschreibung des Quanten-Hall-E�ektes benutzt. Die direkteBerechnung der thermischen Transportgr�o�en geschieht mit Hilfe der linearen Antwort-Theorie.
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
2.3.1 Teilaufgabe \Test und Entwicklung von Algorithmen"Wie wir bereits in der vergangenen F�orderperiode gezeigt hatten, l�asst sich der Hamilton-Operator des Anderson-Modells der Lokalisierung sehr e�ektiv durch den Lanczos-Al-gorithmus in der Cullum-Willoughby-Implementation diagonalisieren. Obwohl verschie-dene andere Algorithmen getestet wurden, hat sich der Lanczos-Algorithmus bisher alsdie beste zur Verf�ugung stehende Methode bew�ahrt. F�ur wechselwirkende Elektronenmussten aufw�andigere Algorithmen entwickelt werden.
2.3.2 Teilaufgabe \Anisotrope Systeme und Schichtsysteme"Im Anderson-Modell wird den Transferintegralen, die das H�upfen der Elektronen zwi-schen benachbarten Gitterpl�atzen beschreiben, �ublicherweise ein konstanter Wert zuge-wiesen. Die Abweichung vom kristallinen, perfekt geordneten System wird dann durchdie zuf�allige Wahl der potentiellen Energien an den Gitterpl�atzen modelliert. Im Rah-men dieser Teilaufgabe haben wir die Frage untersucht, inwieweit sich die Lokalisie-rungseigenschaften �andern, wenn wir andere physikalisch mindestens genauso relevanteArten von Unordnung oder St�orungen der Transferintegrale im System ber�ucksichti-gen. Dabei wurden zun�achst anisotrope periodische Systeme untersucht, bei denen dieTransferintegrale in einer oder in zwei Richtungen wesentlich kleiner als in den verblei-benden Richtungen gew�ahlt werden. Dadurch werden schwach gekoppelte Ebenen bzw.schwach gekoppelte Ketten simuliert. Dies ist von experimenteller Relevanz, da eine Rei-he von Messungen zum kritischen Verhalten uniachsiale Druckver�anderung nutzten, wasanisotropen �Anderungen der Transferintegrale entspricht. Interessant ist hierbei unteranderem die Frage, ob durch gen�ugend schwache Kopplung zwischen den Ebenen einquasi-zweidimensionales Verhalten erreicht werden kann. Dies ist von besonderer Rele-vanz, um den Phasen�ubergang zu beschreiben, der experimentell in zweidimensionalenSystemen gefunden wurde. In diesem Zusammenhang stellt sich nat�urlich auch die Frage,
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ob ein derartiger Phasen�ubergang im Anderson-Modell beobachtet werden kann, wennman Schichtstrukturen endlicher Dicke simuliert.
2.3.3 Teilaufgabe \Nichtdiagonale Unordnung"Das Anderson-Modell mit zuf�allig gew�ahlten Transferintegralen modelliert sehr gut dieunterschiedlichen H�upfraten auf Grund variabler Atomabst�ande in amorphen Substan-zen. Im entsprechenden zweidimensionalen Modell ohne Potentialunordnung ist die Lo-kalisierungsl�ange der elektronischen Zust�ande im thermodynamischen Limes wesentlichgr�o�er als im Fall reiner Potentialunordnung. In der Mitte des Bandes divergiert dieLokalisierungsl�ange sogar, es ergibt sich ein kritischer Zustand, der jedoch bereits durchkleine zus�atzliche Potentialunordnung lokalisiert wird.
2.3.4 Teilaufgabe \Topologische Unordnung"Quasiperiodische Systeme stehen gewisserma�en zwischen geordneten Kristallen undungeordneten Strukturen, da sie deterministisch aufgebaut sind, aber keine Translati-onsinvarianz zeigen. Diese topologische Unordnung hat Ein
uss auf die Lokalisierungsei-genschaften der elektronischen Zust�ande, beispielsweise treten an den Bandkanten ver-gleichsweise ausgedehnte Zust�ande auf, w�ahrend in der Bandmitte extrem lokalisierteZust�ande gefunden werden. Die Energieniveaustatistik von zweidimensionalen quasipe-riodischen Systemen zeigt bereits kritisches Verhalten, ohne dass Potentialunordnungeingef�uhrt werden muss.
2.3.5 Teilaufgabe \Wechselwirkende Systeme"Der in zweidimensionalen Elektronensystemen mit hoher Ladungstr�agerbeweglichkeitexperimentell gefundene Metall-Isolator-�Ubergang wird vermutlich durch die Coulomb-Wechselwirkung induziert, denn eine einfache Absch�atzung der relevanten Energieska-len ergibt bereits, dass die charakteristische Coulomb-Energie wesentlich gr�o�er als dieFermi-Energie ist. Die Frage, ob die Coulomb-Wechselwirkung zwischen zwei Elektro-nen zu einer Vergr�o�erung der Lokalisierungsl�ange f�uhrt und damit m�oglicherweise inzweidimensionalen Systemen ein Metall-Isolator-�Ubergang auftritt, ist in der Vergangen-heit kontrovers diskutiert worden. Interessant sind in diesem Zusammenhang auch eini-ge quasiperiodische Systeme, bei denen ein Metall-Isolator-�Ubergang bereits f�ur nicht-wechselwirkende Elektronen auf eindimensionalen Strukturen auftritt.F�ur sehr gro�e Systeme, insbesondere im thermodynamischen Grenzfall, erscheint jedochdie Untersuchung von zwei wechselwirkenden Teilchen uninteressant, vielmehr stellt sichdie Frage, wie sich eine gro�e Zahl wechselwirkender Teilchen verh�alt. Da die Anzahl derVielteilchenzust�ande in derartigen Systemen allerdings mit der Zahl der betrachtetenTeilchen stark anw�achst, ist die Gr�o�e der Systeme, die numerisch behandelt werdenk�onnen, stark eingeschr�ankt.
2.3.6 Teilaufgabe \Transporteigenschaften"Die Thermokraft ist ein Beispiel einer Transportgr�o�e, deren Verhalten am Anderson-�Ubergang noch nicht gut verstanden ist, obwohl zahlreiche experimentelle Resultate
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vorliegen. Die Temperaturabh�angigkeit der Thermokraft kann ebenso wie die Tempera-turabh�angigkeit der Leitf�ahigkeit im Rahmen der linearen Antwort-Theorie beschriebenwerden.F�ur eindimensionale Strukturen kann man Transporteigenschaften leicht mit Hilfe derTransmissionswahrscheinlichkeit iterativ bestimmen. Dies haben wir f�ur den Magneto-transport eines mesoskopischen Systems von in einer Kette angeordneten Ringstrukturenbenutzt.
2.3.7 Teilaufgabe \Quanten-Hall-E�ekt"Der unordnungsgetriebene Lokalisierungs-Delokalisierungs-�Ubergang beim quantisiertenganzzahligen Hall-E�ekt kann durch das Netzwerkmodell von Chalker und Codding-ton simuliert werden. Mit Hilfe eines Renormierungsgruppenansatzes berechnen wir dieStatistik von Transmissionsamplituden. Die Motivation der Untersuchung basiert aufexperimentellen Arbeiten, in denen Abweichungen vom erwarteten Skalenverhalten ge-funden wurden. Insbesondere stellt sich die Frage, ob derartige Abweichungen durchmakroskopische Inhomogenit�aten innerhalb der Probe hervorgerufen werden.
2.3.8 Teilaufgabe \Statistik der Wellenfunktionen von seltenenZust�anden"Die Verteilung der Wellenfunktionsamplituden im metallischen Bereich des Anderson-Modells ist n�aherungsweise durch die Porter-Thomas-Verteilung gegeben. Sie folgt ausder Annahme, dass die Quantenlokalisierung, die mit wachsender Unordnung schlie�lichzum Phasen�ubergang f�uhrt, vernachl�assigbar ist. F�ur endliche Werte des Unordnungs-parameters gibt es nat�urlich Abweichungen von der Porter-Thomas-Verteilung auch immetallischen Bereich. Au�erdem treten so genannte anormale Zust�ande auf, die Loka-lisierung zeigen und sich stark von den typischen ausgedehnten Wellenfunktionen un-terscheiden. Sie verursachen gro�e relative Abweichungen in den Ausl�aufern der Vertei-lungsfunktionen. Das Ziel unserer entsprechenden Untersuchungen ist es, durch Vergleichder numerischen Daten mit analytischen Vorhersagen die mikroskopische Elektronenbe-wegung in ungeordneten Metallen besser zu verstehen. Die analytischen Vorhersagen be-ruhen auf dem nicht-linearen Sigma-Modell, das den Elektronentransport semiklassischbeschreibt, wobei sich die Elektronen lokal di�usiv bewegen, aber der Quantenlokalisie-rung unterliegen.
2.4 Ergebnisse
2.4.1 Teilaufgabe \Test und Entwicklung von Algorithmen"Wir f�uhrten noch einige abschlie�ende Arbeiten zur Parallelisierung durch [CMRS01,CMRS02, cmrs01, s02c, skc+02]. Untersuchungen von Mehrgitterverfahren zeigten er-neut, dass eine derartige iterative Herangehensweise mit den derzeit vorhandenen Gl�at-tungsverfahren keinen e�zienten Ersatz f�ur den Lanczos-Algorithmus erm�oglicht. ZurBeschreibung von Vielteilchensystemen mit Wechselwirkung ist ein Diagonalisierungs-verfahren entwickelt worden [SV03], das nur eine Teilmenge der energetisch g�unstigsten
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Zust�ande ber�ucksichtigt, aber die Wechselwirkung zwischen diesen Zust�anden dann ex-akt enth�alt.Eine neuartige Transfer-Matrix-Methode, bei der die Konvergenz durch vielfaches Be-trachten desselben ungeordneten quasieindimensionalen Systems ereicht wird, haben wirentwickelt, um langreichweitig korrelierte Unordnungspotentiale im Anderson-Modellverwenden zu k�onnen [NRS04, nrs03a]. Auf diese Weise ist es m�oglich geworden, dieAbh�angigkeit des kritischen Exponenten von der Potenz, mit der die Korrelationsst�arkedes Potentials abf�allt, zu bestimmen. Es zeigt sich, dass f�ur feste Unordnung ein kriti-scher Wert dieser Potenz existiert, oberhalb dessen der kritische Exponent dem des Mo-dells mit unkorrelierter Unordnung entspricht, was mit dem erweiterten Harris-Kriterium�ubereinstimmt [nrs03b, nrs04a].Die �ublicherweise verwendete Transfer-Matrix-Methode haben wir andererseits erwei-tert auf ein dreidimensionales Anderson-Modell mit zwei B�andern, wobei ein bin�aresUnordnungspotential benutzt wurde, um mit experimentellen Ergebnissen f�ur amorphemetallische Legierungen vergleichen zu k�onnen [PRS03].Einen �Uberblick auch �uber die methodischen Aspekte geben die �Ubersichtsartikel [RS03,SM02].
2.4.2 Teilaufgabe \Anisotrope Systeme und Schichtsysteme"Bei den Untersuchungen des Metall-Isolator-�Ubergangs im Anderson-Modell der Lokali-sierung mit anisotropen Transferintegralen wurde in allen F�allen die G�ultigkeit der Ein-parameterskalenhypothese best�atigt. Die Abh�angigkeit der Mobilit�atskante von der Ani-sotropie wurde bestimmt [MRS01, smr01, sr02, s02b]. Dabei wurden neben der Niveau-Abstandsverteilung auch die Varianz, die die globale spektrale Steifheit misst, und derenAbleitung zur Beschreibung des Phasen�ubergangs und zur Bestimmung der kritischenExponenten eingesetzt [NRS02, NRS03, nrs01, nrs02].Schichtstrukturen unterschiedlicher Dicke wurden mit Hilfe der Transfer-Matrix-Methodeuntersucht [SK01, SK02, SK04]. Dabei wurde bereits f�ur relativ d�unne Schichten einMetall-Isolator-�Ubergang gefunden.
2.4.3 Teilaufgabe \Nichtdiagonale Unordnung"F�ur das Anderson-Modell mit zuf�allig gew�ahlten Transferintegralen wurden die Zu-standsdichte und die multifraktalen Eigenschaften der Eigenzust�ande auf zweidimen-sionalen Quadratgittern berechnet [ers02a]. Dabei wurde auch der Spezialfall eines bi-partiten Systems analysiert, der in die so genannte chirale Universalit�atsklasse f�allt[ERS01a]. Durch Skalierung der Zustandsdichte in der Bandmitte wurde die Bestim-mung des kritischen Exponenten in einem Modell mit zuf�alligem magnetischem Flussvorgenommen [Cer01], was die bisher einzige quantitative Absch�atzung der Divergenzder Lokalisierungsl�ange in der Bandmitte f�ur dieses Modell ist. Eine Skalierung der Lo-kalisierungsl�angen f�uhrte dabei nicht zu einer genaueren Bestimmung des Wertes desExponenten, da die Lokalisierungsl�angen sehr gro� werden. Trotzdem konnte das Pha-sendiagramm des Modells in zwei Dimensionen bestimmt werden [Cer01].
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2.4.4 Teilaufgabe \Topologische Unordnung"Die Energiespektren und Eigenzust�ande von quasiperiodischen Systemen wurden mitHilfe der Multifraktalanalyse und der Energieniveaustatistik beschrieben [s01c], wodurchsich die universellen Eigenschaften der Spektren nachweisen lie�en [GS03, gs03]. In drei-dimensionalen Systemen deuten erste Rechnungen zur Propagation von Wellenpaketen[CGS04, cgs03, cgs04, s01b] m�oglicherweise auf eine Mobilit�atskante hin.
2.4.5 Teilaufgabe \Wechselwirkende Systeme"F�ur das Problem von zwei wechselwirkenden Teilchen in einem Zufallspotential auf einerlinearen Kette haben wir die Dezimationsmethode benutzt. Wir konnten zeigen, dass ei-ne wechselwirkungsinduzierte Vergr�o�erung der Lokalisierungsl�angen auftritt, dass dieSt�arke der Delokalisierung jedoch weniger dramatisch ist als in analytischen Absch�atzun-gen vermutet [s02a]. Die numerisch sehr anspruchsvolle Erweiterung dieser Arbeitenauf zweidimensionale Systeme zeigte eine vollst�andige Delokalisierung der Zweiteilchen-Lokalisierungsl�angen f�ur bestimmte Zust�ande [RSV01, rsv01].Auch in quasiperiodischen Systemen, die einen Metall-Isolator-�Ubergang schon in einerDimension aufweisen, wie die Aubry-Andre-Kette, haben wir die Lokalisierungseigen-schaften mit Hilfe der Dezimationsmethode untersucht [ERS01b, ERS02, ers02b, ers03,srs02]. Eine �Anderung des kritischen Verhaltens wurde dabei nicht beobachtet. Dies giltauch f�ur entsprechende Untersuchungen mit Hilfe eines Dichtematrix-Renormierungs-gruppen-Ansatzes, mit dem es m�oglich ist, eine endliche Dichte von wechselwirkendenTeilchen zu beschreiben [SRS02, SRS03, erss01].Ein anderer Zugang zur Beschreibung der Lokalisierung von wechselwirkenden Viel-teilchensystemen, der in der vergangenen F�orderperiode im Rahmen des nicht weiter-gef�uhrten Teilprojektes C2 entwickelt worden war, beruht auf der exakten Berechnungder niederenergetischen Vielteilchenzust�ande [EKS+01, VS01, svm01]. Die bisherigenUntersuchungen zum Quanten-Coulomb-Glas [mrs01], bei dem die Wechselwirkung sehrvieler Elektronen untereinander mit Unordnung konkurriert, wurden auf Systeme mitBer�ucksichtigung des Spins ausgedehnt [VS01]. Dabei wurden auch die Transporteigen-schaften bestimmt [EKS+01]. Es hat sich gezeigt, dass im stark lokalisierten Bereichdie Wechselwirkungen zur Erh�ohung der Leitf�ahigkeit f�uhren, wogegen sie f�ur schwacheUnordnung die Leitf�ahigkeit verringern. Diese Methode wurde nun auch f�ur die Be-schreibung von mehreren wechselwirkenden Elektronen in Quantenpunkten eingesetzt[SSV01a, SSV01b, SSV01c, s01a, ssv01, svs01].
2.4.6 Teilaufgabe \Transporteigenschaften"Mit Hilfe der Greensfunktionsmethode konnten wir die thermoelektrischen Transport-eigenschaften von amorphen Systemen in der N�ahe des Metall-Isolator-�Ubergangs un-tersuchen und deren kritisches Verhalten beschreiben [VRSM01, crms04, vrsm01a]. Allekinetischen Koe�zienten der linearen Antwort-Theorie lassen sich durch eine rekursiveFormulierung der Methode berechnen [VRSM01, rsvm01, vrsm01b, vrsm02].Ein anderer Zugang wurde benutzt, um Magnetotransport auf mesoskopischen Struktu-ren zu beschreiben, wobei der Transmissionskoe�zient berechnet wurde [CRS03, crs02,crs03].



C1 Schreiber/R�omer 155
2.4.7 Teilaufgabe \Quanten-Hall-E�ekt"Der Phasen�ubergang beim ganzzahligen quantisierten Hall-E�ekt wurde f�ur ein lang-reichweitig korreliertes Unordnungspotential beschrieben [CRSR01, crrs01, crs01]. ZurCharakterisierung des �Ubergangs wurde auch die Energieniveaustatistik benutzt [crrs02,crrs03a, crsr02]. Dabei wurde wieder ein Renormierungsgruppenansatz verwendet [crsr03,crs04, crrs03b].
2.4.8 Teilaufgabe \Statistik der Wellenfunktionen von seltenenZust�anden"Wir haben die Verteilung von Wellenfunktionsamplituden im Anderson-Modell unter-sucht [UMS01]. Dabei wurden auch Korrekturen zu den aus der Zufallsmatrizentheoriegewonnenen Resultaten ber�ucksichtigt. Insbesondere wurde der G�ultigkeitsbereich vonst�orungstheoretischen Korrekturen analysiert [URS02]. In ihren Ausl�aufern kann dieVerteilung der Intensit�aten der Eigenzust�ande in quasieindimensionalen Systemen gutdurch die Zufallsmatrizentheorie mit den erw�ahnten Korrekturen wiedergegeben werden,in zweidimensionalen Systemen stimmt die Verteilung mit Ergebnissen der Methode op-timaler Fluktuationen �uberein [ums01]. F�ur dreidimensionale Systeme zeigen numerischeUntersuchungen ebenfalls die G�ultigkeit der Methode optimaler Fluktuationen [NC02],obwohl nur kleine Systemgr�o�en im metallischen Bereich untersucht wurden.Die r�aumliche Struktur der anormalen lokalisierten Zust�ande gro�er dreidimensionalerSysteme wurde ebenfalls numerisch bestimmt [UMS02, umrs01, rusm01], dabei wurdeninsbesondere die Intensit�aten au�erhalb des anormalen Bereiches untersucht und mitanalytischen Resultaten verglichen. Es zeigt sich, dass der Ein
uss von ballistischen Ef-fekten auf die statistischen Eigenschaften der Wellenfunktionen in quasieindimensionalenSystemen wichtig sein kann [UMS01].
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2.5 O�ene Fragen / Ausblick
Die bisherigen Untersuchungen sollen fortgesetzt und erweitert werden. In zweidimen-sionalen und quasizweidimensionalen Systemen soll das Wechselspiel zwischen der Topo-logie des Gitters, der Schichtdicke und der Anisotropie genauer analysiert werden, dabeisollen insbesondere auch Systeme mit einem Magnetfeld parallel zu den Schichten be-schrieben werden. Die bisherigen Untersuchungen zu Schichten endlicher Dicke kommenwahrscheinlich zu falschen Ergebnissen, da die f�ur das \�nite-size-scaling" benutztenRohdaten wahrscheinlich nicht konvergiert waren, bzw. viel zu kleine Systeme berechnetwurden. Andere topologische Strukturen, beispielsweise das Modell eines Netzwerkes f�ureine \kleine Welt", in dem ein bestimmter Anteil der Transferintegrale zwischen den
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n�achsten Nachbarn durch langreichweitige Transferterme zu zuf�allig ausgew�ahlten Git-terpl�atzen ersetzt wird, sollen in Zukunft ebenfalls betrachtet werden. Mit wachsenderZahl derartig langreichweitiger Verbindungen im Netzwerk ist eine wachsende Deloka-lisierung der Eigenzust�ande zu erwarten, so dass das System m�oglicherweise in einenPhasen�ubergang getrieben werden kann. Genauere numerische Untersuchungen f�ur dieverschiedenen Varianten des Anderson-Modells sind geplant f�ur die Energieniveausta-tistik an der Mobilit�atskante und deren Abh�angigkeit von der Verteilung der zuf�alliggew�ahlten Matrixelemente.Eine genauere Analyse der Umst�ande, die zum Auftreten der anormalen lokalisiertenZust�ande erforderlich sind, soll zu einer besseren quantitativen Beschreibung f�uhren,so dass ein Vergleich mit verschiedenen analytischen Resultaten m�oglich wird. F�ur dieCharakterisierung der Transporteigenschaften sollen die di�usiven Eigenschaften bei derDynamik von Wellenpaketen berechnet werden, insbesondere die anormale Di�usion,die im kritischen Bereich des Delokalisierungs�ubergangs auftritt. In quasiperiodischenSystemen zeigt sich hier ein �Ubergang zwischen ballistischem und di�usivem Verhalten,der sicherlich durch die Hinzunahme von Potentialunordnung beein
usst werden kann,wobei die Unordnung entweder durch St�orstellen oder auch topologisch, also durch Pha-sonen eingef�uhrt werden kann.In allen F�allen wird die Charakterisierung der elektronischen Zust�ande und die Beschrei-bung des kritischen Verhaltens am Phasen�ubergang wesentliches Ziel unserer zuk�unftigenUntersuchungen sein.
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2.2 Ausgangsfragestellung / EinleitungDas Projekt befasst sich mit dem Relaxationsverhalten komplexer Systeme [Pal82, Hof99].Diese sind durch einen Zustandsraum charakterisiert, der viele lokale Minima der Ener-giefunktion enth�alt, die ihrerseits durch energetische Barrieren unterschiedlicher H�ohegetrennt sind. Zudem wird die Bewegung im Zustandsraum nicht nur durch diese energe-tischen Barrieren, sondern auch durch die Konnektivit�at der Zust�ande und damit durchdie Mobilit�at zwischen verschiedenen Zustandsraumbereichen beschr�ankt.Diese Ein
�usse bestimmen das thermische Relaxationsverhalten der komplexen Systeme,welches als H�upfen zwischen den Zust�anden beschrieben werden kann. Die Zeitskalen,auf denen solche Prozesse ablaufen, sind sehr gro� verglichen mit den typischen, f�ur expe-rimentelle Untersuchungen verwandten Zeiten. Dies f�uhrt zu einer Vielzahl interessanterexperimenteller Befunde; insbesondere werden Nichtgleichgewichtsph�anomene beobach-tet. In Spin-Gl�asern dr�ucken sich diese besonders durch das so genannte Aging-Verhaltenaus [LSNB83, GSN+88, SGN+87, HLO+92, VHO+97, JVH+98, MJN+02, JYN02].Ziel dieses Teilprojektes ist es, u. a. diese Nichtgleichgewichtsph�anomene auf der Ba-sis komplexer Zustandsr�aume zu modellieren. Wegen der extrem hohen Anzahl von
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Zust�anden selbst relativ kleiner Systeme kann eine erfolgreiche Modellierung in der Re-gel nicht im vollst�andigen Zustandsraum erfolgen. Statt dessen hat es sich als fruchtbarerwiesen, diesen auf eine handhabbare Anzahl sogenannter Cluster zu vergr�obern. Diessind Zusammenfassungen sehr vieler energetisch dicht beieinander liegender benachbar-ter Zust�ande, die untereinander schnell ins Gleichgewicht kommen.Bei der Modellierung von Aging-Ph�anomenen in sogenannten Temperature-Step-Expe-rimenten [VHO91, GSN+88, LHOV94, HSS97] zeigte es sich, dass die Ber�ucksichtigungvon kinetischen Faktoren notwendig ist, die in vergr�oberter Weise die Konnektivit�aten imZustandsraum wiedergeben. Um die durch die Konnektivit�aten bedingten Relaxationsei-genschaften besser modellieren zu k�onnen, haben wir unsere Forschungen zur Relaxationin selbst�ahnlichen, fraktalen Strukturen vertieft. Bei diesen ist die Relaxation nicht durchdie Energielandschaft, sondern ausschlie�lich durch die Topologie des Zustandsraumesbestimmt.Basierend auf einer schon fr�uher entwickelten Beschreibung von Fraktalen, die eine e�ek-tiv randlose Simulation der Di�usion von Zufallswanderern m�oglich macht, implemen-tierten wir nun eine paralleliserte Variante, die die Grundlage des Langzeitstudiums derDi�usion auf Fraktalen bildet. So konnten wir die anomalen Di�usioneigenschaften sehrgenau charakterisieren.
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
2.3.1 Teilaufgabe Zustandsraumstruktur und langsame Relaxationbei Spingl�asern und anderen SystemenDie Struktur des Zustandsraums komplexer Systeme bildet die Basis f�ur die dynamischeBeschreibung solcher Systeme. Dabei wird der Zustandsraum h�au�g durch ein Energie-gebirge visualisiert [Hof02, HS02]. Diese Zustandsraumstruktur f�ur ausgew�ahlte, physi-kalisch relevante Modellsystems wie Ising-Spins zu analysieren, war zentrales Ziel unsererUntersuchungen, da sie in Verbindung mit weiteren Ein
�ussen Ursache einer Reihe vonthermodynamischen Nichtgleichgewichtsph�anomenen ist.Die in den vorhergehenden Bewilligungsperioden begonnenen Arbeiten zur Zustands-raumstruktur von Ising-Spingl�asern wurden fortgesetzt. Dabei wurden insbesondere Spin-gl�aser mit gleichverteilten Wechselwirkungen benutzt. Ziel unserer Untersuchungen wardie Charakterisierung durch Enumeration im niedrigenergetischen Bereich und die Ge-winnung von Zustandsdichten auch f�ur h�ohere Energien sowie die Frage einer angemes-senen Vergr�oberung zur Beschreibung der Dynamik.Wichtiges Teilziel war dabei, den Zugri� auf die globale Zustandsdichte komplexer Syste-me zu verbessern. Unbekannt ist z. B. die genaue Energieabh�angigkeit in Spingl�asern mitverschiedenen Wechselwirkungen. Hierzu entwickelten wir einen parallelen Algorithmus,der die �Ubergangsmatrix eines Systems sukzessive approximiert. Unsere Implementationist besonders gut f�ur Rechner-Cluster geeignet.Mittels eines rekursiven, speziell dem Problem angepassten Branch-and-Bound-Verfah-rens, das in dieser Antragsperiode weiter optimiert wurde, katalogisierten wir die niedrig-energetischen Teile des Zustandsraums und ermittelten so seine Struktur. Insbesonderebei unseren Forschungen zur Vergr�oberung von Zustandsr�aumen konnten auf diese Weiserealistischere Bilder der Konnektivit�aten und Energieabh�angigkeiten gezeichnet werden.
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Bei der Vergr�oberung von Zustandsr�aumen treten eine ganze Reihe von Problemen auf,da hierbei einerseits E�zienz (starke Reduktion der Freiheitsgrade), andererseits aberWirkungsgleichheit (im dynamischen Verhalten) einander widersprechende Forderungensind. Als Basis hierzu konnten wir mit Hilfe der neu gewonnenen Daten die Barrieren-struktur von Spingl�asern charakterisieren und Aussagen zur Verteilung lokaler Mini-ma tre�en. Dies versetzte uns dann in die Lage, eine automatische Vergr�oberung desZustandsraums zu implementieren. Hierbei ergaben sich eine Reihe interessanter Er-kenntnisse, die insbesondere zu verbesserten Modellen komplexer Zustandsr�aume f�uhrenwerden.Zur Erg�anzung studierten wir auch den Zustandsraum kontinuierlicher Systeme. Bei derAnalyse des Zustandsraumes solcher Systeme besteht die Grundidee darin, die Berei-che des Zustandsraumes zu de�nieren, die intern so schnell relaxieren, dass sie als eindiskreter Zustand in einem m�oglichst einfachen System solcher diskreter Zust�ande be-handelt werden k�onnen. Dabei ist nat�urlich zu ber�ucksichtigen, dass auch hier eine ganzeHierarchie von Relaxationszeiten auftritt.Zun�achst werden typischerweise die lokalen Minima der Energie im Zustandsraum auf-gesucht. Die Einzugsbereiche (Energiet�aler) dieser Minima werden dann dadurch cha-rakterisiert, dass Sattelpunkte der Energie
�ache bestimmt werden, die den P�assen derEnergielandschaft entsprechen [DWB90, HKQ91]. In einer vorhergehenden Arbeit hattenwir so die optimale Abk�uhlung eines Clustersystems untersucht, das durch Vergr�oberungdes Zustandsraums eines Argon-19-Clusters entstanden war [KBHB98].Be�ndet sich das System in einem solchen Minimum, dann kann sein Verhalten inAbh�angigkeit von der Temperatur weiter untersucht werden. Dadurch gelingt es ers-tens, die H�ohen der Barrieren f�ur den �Ubergang zu Nachbarzust�anden zu "messen\. Dief�ur diesen �Ubergang ben�otigte mittlere Zeit charakterisiert aber au�erdem auch eine vonkinetische Gr�o�en und Zusammenhangsverh�altnissen abh�angige �Ubergangswahrschein-lichkeit. Unter Benutzung dieser Daten kann nun die Dynamik des Systems modelliertwerden. Ziel unserer Untersuchungen war es, unter Verwendung der schon entwickeltenProgramme diese Fragen f�ur amorphe Halbleiter zu analysieren.
2.3.2 Teilaufgabe Relaxationsverhalten auf FraktalenDie Dynamik eines Systems wird nicht nur durch energetische Barrieren, sondern auchvon der Zusammenhangsstruktur des Zustandsraums selbst wesentlich beein
usst. Infol-gedessen setzten wir unsere Arbeiten zur Untersuchung von Relaxationsvorg�angen aufFraktalen fort. Diese dienen einerseits als Zustandsraummodell eines komplexen Sys-tems, andererseits als Realraummodell z. B. por�oser Materialien. Die besondere Art vonKonnektivit�at zwischen den Zust�anden verlangsamt i. Allg. die Bewegung von Zufalls-wanderern bzw. die Di�usion von Teilchen.Im Mittelpunkt unserer Untersuchungen stand die Aufgabe, diese anomale Di�usionm�oglichst exakt zu charakterisieren. Technisch standen wir vor der Frage, wie sich dievon uns implementierten, bisher nur seriellen Algorithmen e�ektiv parallelisieren lassen.Um die Dynamik der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung auf verschiedenen Sierpinski-Teppichen zu berechnen, m�ussen e�ektiv randlose Fraktale verwendet werden. Dies ge-lang uns durch einen Algorithmus, in dem nur die schon mit Wahrscheinlichkeit belegtenTeile des Fraktals gespeichert werden. Um nun Langzeitstudien durchf�uhren zu k�onnen,muss die Beschr�ankung durch Speicherausbau und CPU-Leistung umgangen werden.
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Hierzu bietet sich die Benutzung von Compute-Clustern an. Auch bei der Verfolgungvon Random Walkers treten �ahnliche Probleme auf; wir erwarteten, diese auf eine ana-loge Weise l�osen zu k�onnen.Jedoch zeigte sich, dass die Parallelisierung unseres Algorithmus h�ochst komplex ist. Diesresultiert aus der Notwendigkeit, sehr eng miteinander ver
ochtene Daten { Generatorenund enthaltene Wahrscheinlichkeiten { zu synchronisieren, die aber auf eine Vielzahlvon Compute-Nodes einer Distributed-Memory-Architektur verteilt sind. Dies gelingt imMoment nur durch einen gro�en Kommunikationsaufwand, der das Speedup-Verhaltenverschlechtert.
2.3.3 Teilaufgabe Modellierung von Aging{Experimenten inSpingl�asernZur Beschreibung von Spinglas-Aging-Experimenten sind bisher zum einen Clustermo-delle und zum anderen hierarchisch organisierte Modelle verwendet worden. Gerade dieletzteren waren in der Lage, einige der wichtigen Eigenschaften der Experimente zu re-produzieren. Dabei wurden sehr vereinfachte Baummodelle mit einer Mastergleichungs-dynamik versehen, die zum Teil sogar eine analytische L�osung zulie�en. Zusammen miteiner Modellierung der magnetischen �Uberlappfunktion, die alle f�ur den Einsatz der Re-sponsetheorie notwendigen Informationen �uber die magnetischen Eigenschaften des Sys-tems enth�alt, konnten so die einfachen Agingexperimente mit ihrem charakteristischenBuckel in der Relaxationsrate angen�ahert werden.Unklar ist immer noch, inwieweit die verwendeten Baummodelle die wirkliche Zustands-raumstruktur repr�asentieren. Sicher ist, dass einige Eigenschaften der Experimente nichtrichtig oder nicht vollst�andig wiedergegeben werden. Typischerweise steigen z. B. dietheoretischen Kurven wieder an, w�ahrend die experimentellen dies nicht tun. Es ist un-bekannt, wie dieser E�ekt vermieden werden kann.Eine interessante Klasse von Experimenten sind solche, bei denen die Temperatur in derWartezeit ver�andert wird. Diese so genannten "temperature-cycling\ Arbeiten zeigenverschiedene Verhaltensweisen, f�ur die unklar ist, ob sie im Rahmen der hierarchischenBaummodelle modelliert werden k�onnen.Ziel unserer Untersuchungen war daher, mit dem von uns entwickelten und oben erw�ahn-ten NB-Clustering Aging-Experimente zu modellieren. Wir haben dazu aus dem Real-raumhamiltonian ein Zustandsraummodell abgeleitet und auf dieser Basis einige der anden heuristischen Baumstrukturen durchgef�uhrten Modellierungen wiederholt [SH04].Dabei konnten wir durch den direkten Zusammenhang zwischen der untersuchten ver-gr�oberten Zustandsraumstruktur und dem zugrundeliegenden Realraumhamiltonian ei-nes Ising-Spinglases die grunds�atzliche Richtigkeit der hierarchischen Baummodelle zei-gen, es bieten sich aber auch Ansatzpunkte f�ur eine Reihe von Fortentwicklungen. DieseArbeiten sind wichtiger Bestandteil der noch erforderlichen Vorarbeiten f�ur die Model-lierung der verbliebenen, noch nicht behandelten ac-Suszeptibilit�atsexperimente.
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2.4 Ergebnisse
2.4.1 Teilaufgabe Zustandsraumstruktur und langsame Relaxationdiskreter SystemeF�ur die Untersuchung der Zustandsraumstruktur von Ising-Spingl�asern mit N�achster-Nachbar-Wechselwirkung verwendeten wir im Wesentlichen zwei Algorithmen. Erstenswurden in der Umgebung lokaler Minima der Energie die Zust�ande katalogisiert; dazuimplementierten wir einen auf einem umgekehrten Sint
ut-Verfahren basierenden par-allelen Algorithmus. Damit wurde die lokale Zustandsdichte bestimmbar: wir konntenzeigen, dass diese mit der Energie subexponentiell zunimmt.Zweitens benutzten wir rekursive Branch-and-Bound-Methoden, um alle Zust�ande un-terhalb einer festgelegten oberen Schranke der Energie zu �nden. Dabei werden auch dieZust�ande gefunden, die durch Barrieren getrennt sind, die h�oher als dieser Maximalwertsind. Im Unterschied zu obigem Algorithmus wird die globale Zustandsdichte ermittel-bar. Auf Basis der so gewonnenen Daten konnten wir schon fr�uher zeigen, dass dieseunterexponentiell anw�achst [KSH98] und bis dahin vertretene anders lautende Meinun-gen widerlegen [SS94, Sib98].Die globale Zustandsdichte ist auch berechenbar, wenn die �Ubergangsmatrix des Sys-tems bei unendlicher Temperatur bekannt oder gut approximiert ist [AHM+88]. Sieergibt sich dann als rechter Eigenvektor zum Eigenwert 1. Auf dieser Basis implemen-tierten wir einen parallelen Algorithmus, der sehr gut skalierbar ist [HH04]. Dieser sogenannte parQ-Algorithmus benutzt ein Ensemble von Zufallswanderern, die auf belie-big viele Rechenknoten eines Compute-Clusters verteilt werden k�onnen: Abb. 2.1 zeigtdas Speedup-Verhalten auf zwei Compute-Clustern mit unterschiedlich vielen RandomWalkers.Mit steigender Schrittzahl liefern diese immer besser gen�aherte Matrixeintr�age. Wir be-nutzten diesen Algorithmus zun�achst, um ferromagnetische Ising-Spinsysteme zu unter-suchen. F�ur diese existiert ein von Beale gescha�enes Mathematica-Programm [Bea96],das f�ur zweidimensionale Ising-Gitter exakte Zustandsdichten berechnet und deshalbzu Vergleichen herangezogen werden kann. Unser Algorithmus ist mindestens so per-formant wie die besten zurzeit existierenden Konkurrenzalgorithmen (z. B. [WL01]).Hierzu wird in Abb. 2.2 die Auswirkung von verschiedenen Anzahlen von Sweeps f�ureinen 32 � 32-Isingferromagneten auf die G�ute der berechneten Zustandsdichte vergli-
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Abbildung 2.1: Laufzeiten und Speedup unseres parQ-Algorithmus auf dem gruppenin-ternen Cluster (a) und auf dem CLiC (b). Unterschiedliche Zahlen vonRandom Walkers (RW) f�uhren zu unterschiedlichem Skalierungsverhal-ten. In Teilabbildung (b) sind zwei verschiedene Fits an die Rohdatendurchgef�uhrt worden.
chen. Mit steigender Anzahl verkleinert sich der relative Fehler in Bezug auf die exaktberechnete Zustandsdichte.Zur detaillierten Untersuchung energetischer Barrieren und Konnektivit�aten entwickel-ten wir ein Verfahren, welches den Zustandsraum eines Systems vergr�obert (CoarseGraining). Dazu werden Zustandsraumbereiche, die leicht miteinander ins Gleichgewichtkommen [Hof99], zu so genannten No-Barrier-Clustern zusammengefasst [SH04b].Hierzu werden die Zust�ande eines Spinglas-Edwards-Anderson-Hamiltonian mit Nahbe-reichswechselwirkungH = X

<i;j> Jij si sj �Xi Hsi (2.1)
in Reihenfolge aufsteigender Energie betrachtet und entsprechend ihrer Nachbarschafts-relation zu allen Zust�anden geringerer Energie in dynamisch erzeugte Cluster eingeord-
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Abbildung 2.2: Zustandsdichteapproximation eines 32� 32-Isingferromagneten und re-lativer Fehler in Bezug auf die exakte Zustandsdichte in Abh�angigkeitder durchgef�uhrten Sweeps.
net. Dabei sind s die Spins und Jij die Wechselwirkungskonstanten zwischen diesen, Hist ein �au�eres Magnetfeld, das entsprechend der experimentellen Vorgehensweise ge-steuert wird. Die entstehende vergr�oberte Struktur, bestehend aus so genannten "localminimum clusters\ und "barrier clusters\, kann durch eine Mastergleichung beschriebenwerden, um z. B. Aging-Ph�anomene nachzubilden. Dazu wurde auch die Dynamik selbstvergr�obert, indem e�ektive kinetische Faktoren aus der mikroskopischen Dynamik ab-geleitet wurden, die die �Ubergangsraten zwischen benachbarten Clustern beschreiben.Dabei ist die mittlere Energie des Clusters als

Êp = � 1� ln
0@ 1̂np Xj2Cp e��Ej

1A (2.2)
und der e�ektive kinetische Faktor zwischen den Clustern Cp und Cq als

T̂pq = Pj2Cq ;i2Cp tij min �e��Ej ; e��Ei�min�e��Êp ; e��Êq� (2.3)
de�niert, wobei � die inverse Temperatur, Ei die Energie des Zustandes i, n̂p die Anzahlder Zust�ande im Cluster Cp sowie tij ein kinetischer Faktor ist.Mit Hilfe dieser Vorgehensweise lassen sich detaillierte Informationen gewinnen und inden vergr�oberten Zustandsraum �ubertragen. Dies ist z. B. die Anzahl der vom globa-len Minimum aus erreichbaren lokalen Minima, wenn eine gewisse Barrierenh�ohe nicht�uberschritten werden darf; Abb. 2.3 zeigt eine Mittelung �uber 88 Spinglasrealisationender Gr�o�e 8� 8.Ebenfalls wurde die Dichte der entstehenden Cluster untersucht. Diese ist von Bedeutungf�ur die Einsch�atzung der G�ute von z. B. hierarchischen Modellen f�ur Zustandsr�aume.
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Abbildung 2.3: Lokale Minima, die vom globalen Minimum aus erreichbar sind, ohneeine Barriere gr�o�er Eb zu �uberqueren. Die gestrichelte Linie markierteinen Fit � E3:9b .
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Abbildung 2.4: Anzahl der local minimum clusters und barrier clusters mit Energiekleiner E, die hier relativ zur Energie des globalen Minimums gemessenwurde.
Hierzu wird in Abb. 2.4 die Abh�angigkeit der Anzahl der zwei Clusterarten von derEnergie dargestellt und ein subexponentieller Anstieg nachgewiesen.Die oben schon angesprochenen kinetischen Faktoren haben wir gleichfalls sehr detailliertuntersucht. Zur Abh�angigkeit dieser Faktoren von der Energiedi�erenz zweier Clusterzeigt Abb. 2.5 die mittleren kinetischen Faktoren von 131 Spinglasrealisationen. Energe-tisch kurze Verbindungen sind nachweislich st�arker. Die gro�e Standardabweichung wirdnicht durch einen breiten Peak um den mittleren Wert verursacht, sondern durch dieVerteilung der Verbindungen selbst, s. Abb. 2.6. Diese Ergebnisse best�atigen die bisheri-gen Arbeiten, insbesondere aber die Richtigkeit einiger Annahmen zu den hierarchischenModellen. [HS88, SH91, UHS95].Ein noch detaillierteres Ergebnis zeigt Abb. 2.7: Hier haben wir die Abh�angigkeit desmittleren kinetischen Faktors zwischen zwei Clustern gegen die Energiedi�erenz aufge-
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Abbildung 2.5: Mittlere kinetische Faktoren zwischen zwei Clustern als Funktion ihrerEnergiedi�erenz.
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Abbildung 2.6: Anzahl der Verbindungen zwischen zwei Clustern als Funktion des ki-netischen Faktors im Energieintervall (�E;�E + 0:25). Die breite Ver-teilung ist Ursache der gro�en Standardabweichungen in Abb. 2.5.
tragen, wobei der Cluster mit geringerer Energie zu einem gewissen Energieband geh�ort.Wir fanden, dass im Mittel die Verbindungen bei kleineren globalen Energien st�arkersind als die bei gr�o�eren globalen Energien. Dieser Eigenschaft wird bisher in heuristi-schen Modellen nicht Rechnung getragen, k�onnte aber eine verbesserte Modellbildungzur Folge haben.Der Ausgangspunkt bei der Untersuchung des dynamischen Verhaltens kontinuierlicherSysteme war die Grundidee, den kontinuierlichen Zustandsraum auf einen diskretenRaum abzubilden. Diese Aufgabe wurde durch eine bereits im vorhergehenden Berichtgrundlegend beschriebene parallele Master-Slave-Implementierung gel�ost, bei der syste-matisch der Zustandsraum durchwandert und an vielen Stellen durch Slave-Prozesse ge-nauer untersucht wird. Diese Implementierung wurde in diesem Berichtszeitraum mehr-fach optimiert und zur Anwendungsreife gebracht. Eine entscheidende Bedeutung besitztin diesem Algorithmus die so genannte Escape-Zeit, die das System bei einer bestimmten
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Abbildung 2.7: Mittlerer kinetischer Faktor zwischen zwei Clustern in Abh�angigkeitihrer Energiedi�erenz, wobei die Energie des tiefer liegenden Clusters imangegebenen Intervall liegt.
Temperatur im Mittel ben�otigt, um aus einem lokalen Minimum der potentiellen Ener-gie zu entkommen. Diese Escape-Zeit erlaubt eine Absch�atzung der Tiefe eines lokalenMinimums.Auf diese Weise entsteht eine Statistik von Minima mit bestimmten Eigenschaften, diesich katalogisieren und in Gruppen einordnen lassen. Es gelang, dies f�ur eine in denletzten Jahren besonders interessante Klasse von Systemen, die amorphen Halbleiter,zu realisieren. Es wurde eine optimale Strategie f�ur das Aufsuchen von besonders tiefliegenden Minima der potentiellen Energie von Systemen mit gegebener atomarer Zusam-mensetzung gefunden. Abbildung 2.8 zeigt beispielhaft das Ergebnis f�ur einen Clusteraus amorphem Kohlensto�, nachdem dessen wesentliche Eigenschaften des Zustandsrau-mes auf eine durch Barrieren verbundene Struktur von diskreten Zust�anden abgebildetwerden konnte [BH03]. Die Methode ist ohne weiteres auch auf Systeme aus anderenAtomsorten mit anderen Wechselwirkungspotentialen �ubertragbar.
2.4.2 Teilaufgabe Relaxationsverhalten auf FraktalenUm den Ein
uss der Konnektivit�aten im Zustandsraum eines komplexen Systems aufdessen thermisches Relaxationsverhalten zu verstehen, haben wir unsere Untersuchungender Di�usion auf Fraktalen fortgesetzt. Wir beschr�ankten uns auf Sierpinski-Teppiche,da hierf�ur sowohl ein von uns entwickelter e�zienter Algorithmus zur Simulation derDi�usion auf "�nitely rami�ed\ Teppichen existiert [SFSH01], andererseits aber auchkomplement�are Methoden zur Bestimmung der Random-Walk-Dimension solcher Struk-turen zur Verf�ugung stehen. Die Teppiche werden in unserem Algorithmus folgender-ma�en realisiert: nur der Generator wird, verbunden mit einer hierarchischen Notationder Koordinaten des Walkers, gespeichert. Das entstehende Fraktal wird dabei dyna-misch erzeugt und w�achst im Verlauf der Simulation. Damit werden im Gegensatz zuherk�ommlichen, bitmap-orientierten Algorithmen Rande�ekte vermieden und wesentlichgenauere Werte f�ur die Random-Walk-Dimension ermittelbar. Als Beispiel zeigt Abb. 2.9die Entstehung eines "�nitely rami�ed\ Teppichs von Stufe 1 bis 3.
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Abbildung 2.8: Links: Statistik der potentiellen Energien tief liegender Minima von je-weils 32 Systemen, neuentwickelte Strategie (Sterne) im Vergleich mitvorher gewonnenen Resultaten (Quadrate). Rechts: Kohlensto�cluster(A: amorph, B: graphit�ahnlich bei besonders geringer potentieller Ener-gie)

Abbildung 2.9: Entstehung eines typischen Sierpinski-Teppichs. Die kleinen Quadratemarkieren die Verbindungen zum Rest der Struktur.
Die Parallelisierung des Algorithmus f�ur Compute-Cluster wurde von uns in der vergan-genen Periode in Angri� genommen. Dabei ergaben sich mehrere Herausforderungen.Erstens musste eine e�ektive, �uber mehrere Compute-Nodes verteilbare dynamische Da-tenhaltung implementiert werden. Dazu haben wir die dynamisch generierten Fraktal-teile in einer verteilten Liste abgelegt. Zweitens m�ussen alle Compute-Nodes dar�uber
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informiert werden, wo welcher Teil des Teppichs verwaltet wird. Hierzu m�ussen nachGenerierung eines neuen Teils umfangreiche, prozessgruppenweite Kommunikationenstatt�nden, um die Daten auf allen Knoten zu synchronisieren. Drittens darf ein neuzu generierender Teil nicht gleichzeitig mehrfach erzeugt werden: dieses Problem trittz. B. in den Zeitschritten auf, in denen RandomWalkers, die in verschiedenen Richtungenum eine Pore des Fraktals herum wanderten, sich wieder tre�en.Beispielhaft zeigt Abb. 2.10, wie die sich ausbreitende Wahrscheinlichkeitsdichte aufeinem Fraktal nach und nach die Erzeugung neuer Fraktalteile notwendig macht. Ausge-hend vom Zentrum des Fraktals l�auft diese breit, jedoch existiert eine Vorzugsrichtung(hier die x-Achse), auf der dies schneller geschehen kann. Daher ist das entstehende(Pseudo)-Fraktal in diese Richtung weiter ausgedehnt.

Abbildung 2.10: Durch Breitlaufen einer urspr�unglich scharf konzentrierten Wahrschein-lichkeitsdichte entstehendes Fraktal. Je heller der Teil, desto sp�ater wur-de dieser in die schon bestehende Struktur eingef�ugt.
Diese Aspekte machten es notwendig, strikt zwischen den Teilen Generation von neuenTeppichteilen, Schrittausf�uhrung der Random Walker und Kommunikation zu unter-scheiden und ein Ausf�uhrungsschema zu entwickeln, welches die Daten synchron h�alt.Alle drei Teile sind aber sehr eng miteinander verkn�upft und bedingen teilweise einander.Der dadurch entstehende gro�e Kommunikationsaufwand bietet uns einen Ansatzpunktf�ur weitere Verbesserungen. In Zusammenarbeit mit Frank Mietke aus dem neu bean-tragten TP B10 wurde eine Zeitmessung durchgef�uhrt, die in Abb. 2.11 dargestellt ist.Hier ist der relative Anteil der Kommunikation via MPI an der Gesamtlaufzeit als Funk-tion des Iterationsschrittes w�ahrend der Berechnung einer Dichteverteilung auf einemFraktal dargestellt.Dar�uber hinaus wurden von uns erg�anzende Methoden zur Bestimmung der Random-Walk-Dimension untersucht, angewandt und weiterentwickelt: Iteration der Masterglei-chung und Resistance Scaling. Zur Untersuchung der Di�usion mittels Mastergleichung
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Abbildung 2.11: Relativer Anteil der Kommunikation via MPI an der Gesamtlaufzeiteiner Wahrscheinlichkeitsdichteberechnung als Funktion des Iterations-schrittes.
entwickelten wir basierend auf der "Exact Enumeration Method\ [HBA87] einen Al-gorithmus, der die zeitabh�angige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem untersuchtenFraktal dynamisch speichert [FSSH00]. Auch hier verfolgten wir das Ziel, diesen zu par-allelisieren und eine f�ur Compute-Cluster optimal angepasste Implementation zu �nden,um Speicherplatzbeschr�ankungen zu umgehen. Unsere Idee war, nur die besuchten Teiledes Fraktals zu speichern. Hier treten im Prinzip die gleichen Probleme auf wie auchschon bei der oben beschriebenen Parallelimplementation der Random-Walk-Variante.Es kommt aber noch hinzu, dass CPU-Last und Kommunikationsaufwand mit der Lauf-zeit steigen k�onnen. Die Konnektivit�at zwischen den Teilen des Fraktals muss deshalbbesonders sorgf�altig mit der Inter-Node-Kommunikation verkn�upft werden, um ausrei-chende E�zienz zu gew�ahrleisten. Au�erdem muss eine leistungsf�ahige Lastverteilungkreiert werden. Zur Zeit gibt es eine erste Implementation.Analytische Untersuchungen starteten mit der Einsicht, dass die Brownsche Bewegungauf einem Substrat und der Strom
uss durch ein entsprechendes Widerstandsnetzwerkeng gekoppelt sind [FSH01]. Skalierungsuntersuchungen des Gesamtwiderstands erlau-ben Berechnungen der Random-Walk-Dimension mit beliebiger Genauigkeit. Dies wurdemit einem entsprechenden Mathematica-Programm umgesetzt [SFH00] und f�ur die Be-rechnung chemischer Dimensionen erweitert [FSH02]. Diese drei Methoden { Verfolgungvon Random Walkers, Iteration der Mastergleichung, Widerstandsskalierung { wurdengegen�ubergestellt in einer Zusammenfassung [FSSH02].Die M�oglichkeit einer Kontinuumsbeschreibung der Di�usion auf Fraktalen wurde auchin der vergangenen Antragsperiode weiter untersucht. Neben einer Reihe von schon exis-tierenden Arbeiten [HES98, ESFH00, SED+00, DES+01, EDS+01], jedoch ist diese Frageim Wesentlichen ungekl�art und weiterhin Gegenstand intensiver Forschung.
2.4.3 Modellierung von Aging{Experimenten in Spingl�asernNachdem in der Vergangenheit hierarchische Baummodelle verwendet wurden, um Alte-rungse�ekte bei Spingl�asern zu erkl�aren, haben wir einen ersten Versuch unternommen,um eine Modellierung zu �nden, die direkt auf dem Realraumhamiltonian eines Ising-
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Spinglases aufbaut [SH04a]. Ausgehend von den Daten des enumerierten Zustandsraumesf�uhrten wir eine Vergr�oberung des Zustandsraumes durch, bei der auch die magnetischenEigenschaften ber�ucksichtigt wurden. Das von uns entwickelte NB-Clustering-Verfahrenlieferte dann einen mesoskopischen Zustandsraum, auf dem mittels Mastergleichungsdy-namik das zeitliche Verhalten mit und ohne Magnetfeld modelliert werden konnte. ImEinzelnen konnten so Simulationen durchgef�uhrt werden, die den Aging-Experimentenentsprachen.Eine der damit untersuchten experimentellen Situationen ist das ZFC-Experiment. Da-bei wird das System ohne �au�eres Magnetfeld abgek�uhlt und kann anschlie�end f�ur eineZeit tw relaxieren. Danach wird ein kleines, konstantes Magnetfeld eingeschaltet und diezeitliche Entwicklung der Magnetisierung gemessen. Dabei betrachten wir zur besseren�Ubersicht die Ableitung der Magnetisierung nach dem Logarithmus der Zeit, als Relaxa-tionsrate bezeichnet, S(t) = dM(t)=d log(t), wobei t = 0 der Zeitpunkt der Einschaltensdes Magnetfeldes ist. Aus Abb. 2.12 geht dabei klar hervor, dass jeweils Smax � S(t � tw)gilt. Das wiederum bedeutet, dass man aus dem Zeitverlauf der Relaxationsrate das Alterdes untersuchten Systems ableiten kann.
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Abbildung 2.12: Relaxationsrate S(t) = dM(t)=d log(t), gemittelt �uber 500 Realisierun-gen des vergr�oberten Spinglases. Das System wird abgek�uhlt, und nachVerstreichen der Wartezeit tw legt man ein konstantes schwaches Ma-gnetfeld an und misst den Zeitverlauf der Magnetisierung. Dabei �ndetman, dass die Zeitpunkte der Maxima der Relaxationsrate genau wieim Experiment mit den Wartezeiten korrespondieren.
Eine Modi�kation dieses Experimentes ist das ZFC-Experiment mit Temperaturstufe.Der prinzipielle Ablauf dieses Experimentes ist gleich dem obigen mit dem kleinen aberwesentlichen Unterschied, dass die Temperatur w�ahrend der Wartezeit tw um �T nied-riger als zur Messzeit t ist. Der E�ekt der Temperaturstufe ist, dass die Ergebniskurvenmit niedrigerer Temperatur w�ahrend der Wartezeit j�unger erscheinen, d. h. das Maxi-mum der Relaxationsrate ist nach links verschoben, wie Abbildung 2.13 deutlich zeigt.Technisch gesehen ist die scheinbare Wartezeit oder das scheinbare Alter eines Systemsdurch die Position des Maximum der Relaxationsrate de�niert. Stellt man, wie in Ab-bildung 2.14, die scheinbare Wartezeit als Funktion der Temperaturstufe �T dar, �ndetman eine exponentielle Abh�angigkeit, wobei der Betrag des Koe�zienten mit steigender
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Abbildung 2.13: Relaxationsrate S(t) = dM(t)=d log(t) des ZFC-Experimentes mitTemperaturstufe unter dem Ein
uss unterschiedlicher Temperaturab-senkung �T w�ahrend konstanter Wartezeit tw = 1000. Dabei �ndenwir, dass die Zeitpunkte der Maxima der Relaxationsrate mit steigen-dem �T nach links verschoben werden, ein E�ekt den man auch alsgeringeres scheinbares Alter verstehen kann.
Wartezeit zunimmt.Dabei zeigen sich f�ur gro�e �T , insbesondere bei langen Wartezeiten, Abweichungen vomexponentiellen Verhalten. Diese resultieren aus den �Ubergangsraten, welche f�ur die Dy-namik w�ahrend der Wartezeit benutzt werden. Wie aus den Gleichungen (2.2) und (2.3)hervorgeht, ist die Vergr�oberung der Dynamik temperaturabh�angig; aus Gr�unden derDurchf�uhrbarkeit wurden aber die gleichen Parameter sowohl w�ahrend der Wartezeitals auch w�ahrend der Messzeit verwendet. F�ur kleine �T ist diese Vereinfachung aberm�oglich, und wir �nden eine sehr gute �Ubereinstimmung mit experimentellen Befunden[GSN+88].
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2.5 O�ene Fragen / Ausblick
Die Arbeiten in diesem Teilprojekt dauern an; sowohl bez�uglich der Zustandsraumauf-kl�arung als auch der Spinglasmodellierung gibt es weiterhin eine Reihe o�ener Fragen:� Kann eine Methode implementiert werden, die wahlweise mehr oder weniger detail-liert den Zustandsraum eines Spinglases vergr�obert? Wie muss die innere Struktursehr gro�er Cluster bescha�en sein, damit dies m�oglich wird?� Wie k�onnte eine solche Methode e�ektiv parallelisiert werden? Hierzu k�onntensich Schemata anbieten, die eine Gebietszerlegung im Zustandsraum benutzen,um benachbarte Zust�ande zusammenzufassen.� Ist es m�oglich, den Zustandsraum von Spingl�asern in der Umgebung lokaler Minimasoweit zu enumerieren, dass eine gr�o�ere Anzahl von Spin
ips erforderlich ist, umdiesen Bereich zu verlassen?� Wie kann das unterexponentielle Wachstum der Zustandsdichte am besten charak-terisiert werden?Auch zu den Forschungen auf dem Gebiet der Fraktale ergeben sich eine Reihe voninteressanten Fragestellungen:� Wie wirkt sich die Mischung von unterschiedlichen Fraktalgeneratoren gleicherRandom-Walk-Dimension auf die Dimension des erzeugten Zufallsfraktales aus?
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� Was geschieht, wenn nunmehr Generatoren verschiedener Dimension verwendetwerden?� Auch eine Energiefunktion kann auf Fraktalen de�niert sein. Dann existieren Vor-zugsrichtungen f�ur Zufallswanderer auf diesen. Wie ist dann das Wechselspiel zwi-schen Random-Walk-Dimension und Energiefunktion zu charakterisieren?Im Bereich der Modellierung von Spinglasexperimenten verbleiben z. B. folgende Pro-bleme:� Kann man mit Hilfe der linearen Response-Theorie die ac-Suszeptibilit�at der hier-archischen Modelle f�ur die neueren Experimente mit Temperaturrampe bestimmen,und darauf aufbauend die experimentell beobachteten E�ekte reproduzieren?� L�asst sich hierzu, basierend auf den Kenntnissen �uber die Temperaturabh�angig-keit der Eigenwerte der �Ubergangsmatrix, der Propagator f�ur eine kontinuierlicheTemperaturrampe ermitteln?Eine ausf�uhrliche Darstellung der geplanten Projekte ist im Finanzierungsantrag 2005{2007, Teilprojekt C3, enthalten.
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2.1 Teilprojekt C7
Zweistu�ge Parallelisierung eines Bandstrukturprogramms und massiv parallele Anwen-dung auf Amorphisierungsph�anomene an inneren Grenz
�achen
2.1.1 AntragstellerProf. Dr. Michael Schreiber Dr. Sibylle Gemming22.04.1954 25.08.1968Professur Theoretische Physik III Institut f�ur Physikalische Chemie(Theorie ungeordneter Systeme) und ElektrochemieFakult�at f�ur Physik Fakult�at f�ur NaturwissenschaftenTechnische Universit�at Chemnitz Technische Universit�at Dresden09107 Chemnitz 01062 DresdenTel.: (0371) 531-3142 (0351) 463-39449Fax: (0371) 531-3143 (0351) 463-35953schreiber@physik.tu-chemnitz.de sibylle.gemming@chemie.tu-dresden.deProf. Schreiber war von Februar 2002 bis Januar 2003 beurlaubt, um eine Professur ander International University Bremen wahrzunehmen.Dr. Sibylle Gemming (geb. K�ostlmeier) war von August 2001 bis M�arz 2002 sowie vonOktober 2002 bis September 2003 in Mutterschutz bzw. Elternzeit. Seit Januar 2004 istsie an der Technischen Universit�at Dresden besch�aftigt. Sie hat ihre Habilitation im Mai2004 an der Technischen Universit�at Chemnitz eingereicht.
2.1.2 ProjektbearbeiterDr. Igor Chaplygin (04/02{07/03)Dr. Rebecca Janisch (09/03{12/03)
2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
Gegenstand des Teilprojekts ist die Untersuchung von Strukturbildungs- und Amorphi-sierungsvorg�angen an Metall-Halbleiter-Grenz
�achen mit Hilfe von Dichtefunktional-Bandstruktur-Rechnungen auf einer gestuft parallelen Plattform aus mehreren shared-memory-Compute-Servern, die untereinander mit einem schnellen, internen Netzwerkverbunden sind. Mit drei HP 9000 N4000 Enterprise-Servern mit je 8 Prozessoren verf�ugtdie Arbeitsgruppe �uber eine geeignete Testplattform, und die gegenw�artigen Entwicklun-gen der Computertechnik hin zu Mehrprozessor-Rechnern best�atigen daher den gew�ahl-ten Ansatz. Das Teilprojekt verbindet informatisch-methodische Aspekte mit physikali-schen und materialwissenschaftlichen Fragestellungen: insbesondere soll gekl�art werden,wie sich die inh�arente Struktur des physikalischen Problems optimal auf eine adapti-ve Parallelisierung f�ur homogene Cluster aus Mehrprozessor-Rechnern abbilden lassenkann, so dass sich gro�e Modellsysteme (mit bis zu 500 Atomen) genau und e�zientbehandeln lassen, was einer Steigerung aktuell behandelbarer Systemgr�o�en um etwaeinen Faktor von 10 entspricht.
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Dazu mussten die folgenden Fragen beantwortet werden: Wie kann allein durch Re-strukturierung des physikalischen Problems eine ausgewogenere Lastverteilung zwischenden Clusterknoten erreicht werden? An welchen Stellen k�onnen die bereits im Sonder-forschungsbereich entwickelten parallelen Routinen direkt eingesetzt werden, und wobed�urfen sie einer Anpassung? Die grundlegende Parallelisierungsstrategie war es, dieSt�utzstellen der numerischen Brillouinzonen-Integration auf verschiedene Clusterkno-ten zu verteilen, das mit gr�o�erem Kommunikationsaufwand verbundene Eigenwertpro-blem an jeder St�utzstelle aber lokal auf einer shared-memory-Mehrprozessormaschinemit parallelen Solvern zu l�osen und so eine zweistu�ge Parallelisierung zu erzielen. DieseStrategie sollte im Projektverlauf gepr�uft werden, indem auch andere, potentielle Paral-lelisierungsm�oglichkeiten evaluiert werden sollten.Als konkrete Anwendung des parallelen Rechnens wurde die Dichtefunktional-Band-struktur-Untersuchung innerer Grenz
�achen zwischen Silizium und Titan bzw. Vana-dium geplant. Bei der Herstellung dieser Grenz
�achen durch Molekularstrahlepitaxiebilden sich amorphe Bereiche, die sich zu kristallinen Polymorphen umformen. Aus die-sen Beobachtungen ergaben sich folgende materialwissenschaftliche Fragestellungen, diemit Hilfe von Dichtefunktional-Rechnungen zu geeigneten Modellsystemen zu kl�arenwaren: welche strukturell stabilen, bin�aren Silizidphasen existieren, und wie ist der Zu-sammenhang zwischen den gebildeten Silizid-Polymorphen und der Temperatur? Gibt escharakteristische, immer wiederkehrende lokale Strukturelemente, welche auch in amor-phen Bereichen immer wieder beobachtet werden? Welche Wechselwirkungen dominierenan der Titan-Silizium-Grenz
�ache vor der temperatur-induzierten Silizidbildung? Wel-che Wechselwirkung ist der Hauptgrund f�ur die Bildung amorpher und/oder kristallinerSilizid-Polymorphe an der Grenz
�ache? Wie beein
usst die reaktive Phase die Grenz-
�achenstabilit�at? Und welche Auswirkungen hat sie auf die elektronischen Eigenschaftender gesamten Grenz
�ache?
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
Die Teilaufgaben 2.3.1 bis 2.3.3 sind verbunden mit den materialwissenschaftlichen Fra-gestellungen, den Dichtefunktional-Bandstruktur-Rechnungen zur Strukturbildung undWechselwirkung an reaktiven Metall-Halbleiter-Grenz
�achen. Teilaufgabe 2.3.4 ist einBeispiel daf�ur, wie physikalische und informationstechnische Aspekte zur e�zienten Par-allelisierung kombiniert werden k�onnen. Die Teilaufgaben 2.3.5 und 2.3.6 widmen sichhingegen mehr der konkreten Programmentwicklung.
2.3.1 Teilaufgabe \Bin�are kristalline und amorphe Modi�kationen"Der Mitarbeiter der Erg�anzungsaustattung sollte sich mit Hilfe kleinerer Systeme in diephysikalischen Grundlagen einarbeiten und einen �Uberblick �uber die Programmstrukturerhalten. Dazu dienten die Element-Volumenkristalle und die kristallinen Modi�katio-nen TiSi (B27 oder AG) und V3Si (A15) mit jeweils acht Atomen in der Einheitszelle,um ad�aquate Pseudopotentiale und Konvergenzparameter f�ur realistische Validierungs-tests bereit zu stellen. Als Validierung und als Benchmark waren auch komplexere Kris-tallstrukturen wie TiSi2 (C54 und C49, 12 Atome), VSi2 (C40, 9 Atome) und Ti5Si3oder V5Si3 (D88, 16 Atome) sowie amorphe Modi�kationen zu berechnen. Dazu wer-
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den - analog zum Vorgehen bei der Untersuchung von quasiperiodischen Strukturen -charakteristische Strukturelemente der amorphen Modi�kation in gr�o�eren Superzellenperiodisch wiederholt. Durch sukzessive Vergr�o�erung dieser periodischen Approximan-ten und durch Mittelung �uber verschiedene Kon�gurationen sollen die Eigenschaften derungeordneten, amorphen Struktur gen�ahert beschrieben werden. Dabei m�ussen Eigen-wertprobleme mit gr�o�eren Matrizen an wenigen k-Punkten gel�ost werden, so dass dieseFragestellung es erlaubt, die Performance von Maschinen mit verteiltem Speicher undvon shared-memory-Architekturen zu vergleichen.
2.3.2 Teilaufgabe \Ausgangsstruktur der Ti(0001)jSi(111)-Grenz
�ache"Ausgangs- und Referenzpunkte sind die Grenz
�achen zwischen den ElementkristallenSi(111)/Ti(0001) und Si(111)/V(0001), sowie die Grenz
�achen von Ti(0001) und V(0001)zu einer Modellstruktur f�ur amorphes Silizium. F�ur diese Rechnungen werden Schicht-modelle in gro�en Superzellen periodisch wiederholt, und somit die Grenz
�achen alsunendlich ausgedehnte planare Defekte beschrieben. Da die meisten experimentell be-obachteten Systeme dieses Typs die Festphasen-Amorphisierung durchlaufen, gibt esbislang wenige Daten zur Stabilit�at, zur lokalen geometrischen Struktur, oder zu denelektronischen Wechselwirkungen an dieser Grenz
�ache. Daher m�ussen diese Daten ausmolekularstatischen Modellrechnungen des Systems vor der Amorphisierung gewonnenwerden. Neben den bereits erw�ahnten Aspekten geben diese Rechnungen auch Aufschluss�uber die Triebkraft der Strukturumwandlung. M�ogliche Faktoren sind der Elektronega-tivit�atsunterschied von Ti und Si, der eine Negativierung der Silizium-Ionen und damiteine Silizid-Bildung bevorzugt. Dem gegen�uber steht die Fehlpassung der Gitterkonstan-ten von Silizium und Titan (oder Vanadium), welche ung�unstige elastische Wechselwir-kungen an der Grenz
�ache induziert.
2.3.3 Teilaufgabe \Silizid-Bildung an der Ti(0001)jSi(111)-Grenz
�ache"Die Bildung der Niedertemperatur-Polytypen M3Si und M5Si3 (M = Ti, V) kann mit Hil-fe der Dichtefunktional-Molekulardynamik-Methode studiert werden. Dabei folgen dieKerne den klassischen Newton'schen Bewegungsgleichungen auf der Born-Oppenheimer-Ober
�ache, die durch die quantenmechanische Wechselwirkung des Elektronensystemsbestimmt ist. So kann mit Hilfe geeigneter Strukturmodelle untersucht werden, wie sichdie relevanten Wechselwirkungsparameter, die Elektronegativit�at und die elastische Ver-spannung mit zunehmender Temperatur ver�andern, und abgewogen werden, welcherFaktor bei welcher Temperatur dominiert.Da TiSi2 und VSi2 als Endstufe des Auslagerns im h�oheren Temperaturbereich (etwa 800- 900 K) gebildet werden, sollten auch von diesen Polymorphen Grenz
�achen zu Siliziumbzw. zum jeweiligen Metall untersucht werden. Eine Erweiterung auf Grenz
�achen mitden Niedertemperatur-Polytypen Ti3Si, V3Si, Ti5Si3 und V5Si3 wurde zun�achst aufgrunddes eng gesteckten Zeitrahmens des Teilprojekts nicht geplant, da die im Projektverlaufgesammelten Daten ausreichend sind, um aus dem Hochtemperaturverhalten auch aufden Temperaturbereich von 300 - 800 K R�uckschl�usse zu erlauben.
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2.3.4 Teilaufgabe \Verbessertes Load-Balancing derParallelisierung �uber die Integrationsst�utzstellen"Unter Verwendung periodischer Randbedingungen tritt bei der Berechnung der Gesamt-energie und der davon abgeleiteten Gr�o�en mit Hilfe des Kohn-Sham-Formalismus eineIntegration �uber die erste Brillouin-Zone auf, welche durch Diskretisierung auf einem ge-eignet gew�ahlten Gitter aus Integrationsst�utzstellen ausgewertet wird. Entscheidend istdabei, dass hinreichend viele dieser St�utzstellen, der k-Punkte, verwendet werden, unddass sie den reziproken Raum m�oglichst isotrop abdecken, um die Wechselwirkungen inallen drei Raumrichtungen genau und gleichm�a�ig zu beschreiben. Die konkrete Positiondieser St�utzstellen ist daher nicht direkt physikalisch motiviert, sondern bietet einen An-satzpunkt f�ur die Programmoptimierung. In Standardverfahren f�ur serielle Programmewurde versucht, eine optimale Integration mit m�oglichst wenigen dieser St�utzstellen zuerreichen, da an jedem k-Punkt das zeitintensive Kohn-Sham-Eigenwertproblem gel�ostwerden muss. Die Wahl spezieller k-Punkte und dazu geh�orender Gewichtsfaktoren f�uhrtaber dazu, dass aus Symmetriegr�unden nicht an jeder St�utzstelle gleich viele Basisfunk-tionen ber�ucksichtigt werden m�ussen, so dass die Gr�o�e des Matrix-Eigenwertproblemsim Extremfall an jeder St�utzstelle anders ist. Bei der bislang seriell ausgef�uhrten Berech-nung stellt dies kein Problem dar, f�ur die Verteilung der Brillouinzonen-Integration aufverschiedene parallele Prozessoren ist es jedoch von Nachteil. Der E�zienzgewinn, derdurch die gleichzeitige Behandlung mehrerer oder aller St�utzstellen erzielt werden kann,wird in diesem Fall durch den k-Punkt mit dem gr�o�ten zu l�osenden Eigenwertproblem(oder der niedrigsten Symmetrie im reziproken Raum) dominiert. F�ur extrem hetero-gene parallele Architekturen kann dies ein L�osungsansatz f�ur eine optimale Lastver-teilungsstrategie sein. F�ur Cluster aus gleichen shared-memory-Maschinen muss jedochdie Rechenlast m�oglichst gleichm�a�ig auf die Clusterknoten verteilt werden. M�oglicheAns�atze daf�ur sind Lastverteilungsalgorithmen �uber Taskschlangen, wie sie im SFB ent-wickelt werden, oder die Wahl eines m�oglichst homogenen St�utzstellennetzes, das nochdie physikalischen Anforderungen hinsichtlich Dichte und isotroper Verteilung erf�ullt.
2.3.5 Teilaufgabe \Parallelisierung �uber die B�ander"Wie bereits in Teilaufgabe 2.3.4 beschrieben, ist an jeder der Integrationsst�utzstellenein Matrix-Eigenwertproblem mit Hilfe eines Selbstkonsistenzverfahrens zu l�osen, dasdie Gesamtenergie, die Kr�afte auf die Kerne im Potential der Elektronen, aber auch daselektronische Spektrum in Kohn-Sham-N�aherung liefert. Neben dem Index k f�ur die Inte-grationsst�utzstelle tritt deshalb auch der Lau�ndex n auf, der die Energieeigenzust�andebzw. B�ander durchz�ahlt und die Gr�o�e des zu l�osenden Eigenwertproblems bestimmt. Esbietet sich deshalb an, auch �uber diesen Index zu parallelisieren, wobei aufgrund des zuerwartenden hohen Kommunikationsaufwandes w�ahrend des Selbstkonsistenzzyklus eineparallele Bearbeitung nur auf einer shared-memory-Maschine aussichtsreich erscheint.
2.3.6 Teilaufgabe \Alternative Parallelisierungsans�atze"Neben den beiden Parallelisierungsans�atzen gibt es alternative Ansatzpunkte, insbeson-dere f�ur die Parallelisierung f�ur die shared-memory-Architektur. Da verschiedene Teiledes physikalischen Problems im Orts- oder im Impulsraum gel�ost werden, m�ussen die
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Ergebnisse durch Fourier-Transformation miteinander verbunden werden. Deshalb ist zupr�ufen, ob die lokale Parallelisierung der Fouriertransformation mit Hilfe der im SFBentwickelten parallelen Algorithmen eine bessere E�zienzsteigerung bewirkt als die Par-allelisierung �uber den Bandindex. Eine Kombination der beiden alternativen Verfahrenerscheint wegen des zus�atzlichen Kommunikationsaufwandes nicht sinnvoll.
2.4 Ergebnisse
In der laufenden F�orderperiode erfolgte die optimierende Parallelisierung des Pseudo-potential-Bandstruktur-Programms, das f�ur die Berechnung der strukturellen und elek-tronischen Eigenschaften der Metall-Halbleiter-Grenz
�achen eingesetzt wird. So kannauch die Gitterfehlanpassung, die durch die unterschiedlichen Gitterkonstanten von Ti-tan bzw. Vanadium und Silizium an der M(0001)jSi(111)-Grenz
�ache auftritt, ad�aquatmit gro�en Superzellen mit vertretbarem numerischem Aufwand modelliert werden. Da-zu wurde die in den numerischen Algorithmen des Programms vorliegende mehrstu�geParallelit�at �uber die St�utzstellen bei der k-Raum-Integration, �uber die B�ander und beider Fouriertransformation zwischen Orts- und Impulsraum genutzt.
2.4.1 Teilaufgabe \Bin�are kristalline und amorphe Modi�kationen"Zun�achst wurden die strukturellen und elektronischen Eigenschaften der verschiedenenSilizid-Modi�kationen in Analogie zu fr�uher publizierten Daten reproduziert [g03a, g03b,gcs03a, gcs03b]. Diese Ergebnisse sind die Referenzdaten f�ur die Berechnung der Grenz-
�achenstabilit�at sowie weiterer thermodynamischer Gr�o�en bei der grenz
�achenindu-zierten Silizidbildung. Sie dienen aber auch f�ur die Parametrisierung eines einfachentight-binding-Modells, mit dem ein schneller, qualitativer Zugang zu Approximanten f�urdie amorphen Modi�kationen und zum Hochtemperaturverhalten der Volumenkristalleerschlossen wurde [gcs04b, gcs03b, g03a, g03b, g03c]. Damit konnten mehrere Piko-sekunden lange Trajektorien f�ur den strukturellen Phasen�ubergang von der elektrischschlechter leitenden C49-Modi�kation des TiSi2 zur gew�unschten, gut leitenden C52-Modi�kation bei erh�ohten Temperaturen simuliert werden [GCS04, gcs04a, gcs04b]. Die-ser Phasen�ubergang ist unter Parinello-Rahman-Randbedingungen mit einer geringf�ugi-gen Ver�anderung der Gitterparameter verbunden. Die relevanten Abschnitte der Trajek-torien werden zur Zeit mit Hilfe des Dichtefunktional-Bandstrukturprogramms nach-gerechnet, so dass eine Mittelwertbildung auf voller Dichtefunktional-Basis erhaltenwird. Diese Arbeiten sind thematisch eingebettet in Untersuchungen zur Strukturbil-dung und Thermodynamik in bin�aren Mischverbindungen. So konnte z.B. auch gezeigtwerden, dass sich das Mischungsverhalten bin�arer Verbindungen auf der Nanometer-skala grundlegend von den Verh�altnissen im ausgedehnten Volumenkristall unterschei-det [GS03b, GSS04, gss04a, gss04b, gss04c, g03a]. In einem Hauptgruppen-Silizid dergleichen St�ochiometrie wie die hier relevanten Verbindungen, dem CaSi2, wurde fernernachgewiesen, dass sich das Zintl-Konzept der Strukturbildung auch auf Nanostrukturen�ubertragen l�asst [GS03a, gs03a, gs03b, gs03c].
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(a) (b)

Konturen: −0.08 − 0.08 elec./au
2

Abbildung 2.1: Das Grenz
�achensystem Ti(0001)jSi(111): (a) Schematischer Aufbau desModellsystems und erste Schritte der temperatur-induzierten Silizidbil-dung. (b) Bindungsladungsdichte vor der Grenz
�achenreaktion in einerSchnittebene parallel zur [100]-Richtung des Si, in der sich die meistenbindenden Titan-Silizium-Kontakte ergeben. Abgebildet ist die Di�erenzder Elektronendichte des Gesamtsystems, die 17 Konturlinien reichenvon �0.08 bis +0.08 e�/bohr2. Dunkle Bereiche entsprechen einer Elek-tronenverarmung, helle einer Elektronenanreicherung.
2.4.2 Teilaufgabe \Ausgangsstruktur der Ti(0001)jSi(111)-Grenz
�ache"Darauf aufbauend wurden Dichtefunktional-Bandstruktur-Rechnungen zu Superzellendurchgef�uhrt, welche die Grenz
�ache Ti(0001)jSi(111) vor, w�ahrend und nach der Sili-zidbildung repr�asentieren. Aufgrund der Gitterfehlanpassung zwischen Titan (a0 = 2.95�A) und Silizium (a0 = 3.85 �A) beinhalten gleiche Bereiche der Ti(0001)- und Si(111)-Ober
�achen eine unterschiedliche Anzahl an Atomen mit einem Verh�altnis von Ti :Si von etwa 16 : 9. Deshalb wurden Superzellen gew�ahlt, welche parallel zur Grenz-
�ache 4 a0(Ti) � 3 a0(Si) gro� sind und senkrecht dazu sechs Lagen Titan und achtLagen Silizium (in vier Doppellagen) enthalten (siehe Abbildung 2.1). Vor der Sili-zidbildung betr�agt die Energie der reinen Grenz
�ache nur 0.28 J/m2 [GS04, gcs04a,g04, gcs03a, gcs03b, g03a]. Dies deutet darauf hin, dass die Wechselwirkung vor derGrenz
�achenreaktion nur schwach attraktiv ist und von den wenigen direkten Ti-Si-Bindungen vermittelt wird. F�ur ein kleineres Superzell-Modell, bei dem starke expansi-ve Kr�afte auf Silizium und kontraktive Kr�afte auf Titan wirken, ist das System sogarnichtbindend [gcs03b]. Diese Befunde stehen im Einklang mit fr�uheren Dichtefunktional-Untersuchungen zur Titan-Spinell-Grenz
�ache, an der ohne strukturelle Relaxation diekorrosive Oxidation der Titanschicht schon f�ur niedrige Sauersto�gehalte ein Versagender Grenz
�ache prognostiziert wird, welches - neben elektronischen Faktoren - wie an derTitan-Silizium-Grenz
�ache auf ung�unstige elastische Wechselwirkungen zur�uckzuf�uhrenist. [EK01, KE01, gsc03, cgs02, ge01].Die Geometrieoptimierung der Grenz
�ache f�uhrt zu einer Verbiegung der Titan-Ebenean der Grenz
�ache um 0.09 �A. Durch diese Deformation gleichen sich die Ti-Si-Abst�ande
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f�ur die verschiedenen Adh�asionspl�atze an der Grenz
�ache einander an, so dass sie imIntervall 2.6 bis 2.7 �A liegen. Die Siliziumlage an der Grenz
�ache zeigt hingegen kei-ne signi�kante Aufrauung, aber der Abstand zur darunterliegenden Siliziumlage ist um0.21 �A vermindert. Dadurch bilden die beiden Siliziumlagen zusammen nicht mehr einenidealen Cyclohexyl-artigen Ausschnitt aus dem Diamantgitter, sondern eine leicht abge-
achte gewellte Sechseckstruktur, die auch in schichtartigen Siliziden wie CaSi2 vorliegt[GS03a]. Dadurch kommen die in den L�ucken der ersten Siliziumlage stehenden Si-Atomeder zweiten Lage in n�aheren Kontakt mit der Titanschicht und k�onnen sich an der Wech-selwirkung mit dem Titan beteiligen [GS04, gcs04a, g04, gcs03a].Die Di�erenz der Elektronendichte des Gesamtsystems und der der �Uberlagerung derDichten der beiden einzelnen Teilschichten ist ebenfalls in Abbildung 2.1 gezeigt. DerSchnitt entlang der [100]-Richtung, in der sich die meisten Titan-Silizium-Kontakte bil-den, zeigt, dass die Titanschicht von der Wechselwirkung mit dem Silizium nur im un-mittelbaren Bereich der Grenz
�ache betro�en ist, w�ahrend in der mittleren Titanlagevollst�andige Abschirmung auftritt. Im halbleitenden Silizium ist die Abschirmung weni-ger stark, so dass die Elektronenanh�aufung an den Si-Atomen der Grenz
�ache (im Bild:helle Bereiche) eine etwas weiterreichende Ladungsumordnung in der darunterliegendenSchicht verursacht. Insgesamt best�atigt die Analyse der elektronischen Struktur aber ei-ne Tendenz zur Silizidbildung durch die Elektronegativit�atsunterschiede der beteiligtenKomponenten [GS04, gcs04a, g04, gcs03a].
2.4.3 Teilaufgabe \Silizid-Bildung an der Ti(0001)jSi(111)-Grenz
�ache"Dichtefunktional-Molekulardynamik-Simulationen auf der Born-Oppenheimer-Hyper
�a-che zeigten ferner, dass sich an der Grenz
�ache amorphe Strukturen bei Temperaturenausbilden, bei denen die Volumenkristalle noch nicht schmelzen (siehe Abbildung 2.1).Die Grenz
�achenreaktion f�uhrt zu einer Angleichung und Reduktion der Komponentendes elastischen Spannungstensors, durch den die Fehlanpassung ausgeglichen wird. Durchdiesen Vorgang erh�oht sich die Bindungsenergie signi�kant auf 0.52 J/m2. Im Einklangmit experimentellen Befunden wurde beobachtet, dass Silizium die mobilere Speziesan der Grenz
�ache ist. Vorl�au�ge Ergebnisse f�ur die Grenz
�achen Ti|TiSi2|Si lassendarauf schlie�en, dass die f�ur Kobalt berechnete Stabilisierung durch Silizidbildung auchbei Titan erfolgt [gcs04a, g04, gcs04b].
2.4.4 Teilaufgabe \Verbessertes Load-Balancing derParallelisierung �uber die Integrationsst�utzstellen"Durch den Programmablauf und die Datenstruktur bedingt, erfordert die Parallelisie-rung �uber die k-Punkte weniger Informationsaustausch zwischen parallelen Knoten alsdie Parallelisierung �uber die B�ander, die pro k-Punkt anf�allt. Deshalb wurde die ein-gangs beschriebene Strategie verfolgt, nur die k-Punkt-Parallelisierung f�ur Maschinenmit verteiltem Speicher vorzusehen, und f�ur die zweite Stufe Mehrprozessor-Rechnermit gemeinsamem Speicher einzusetzen. Au�erdem sollte zun�achst davon ausgegangenwerden, dass die verschiedenen Parallelknoten von gleichem Typ sind, so dass die Op-timierung des Programms auf eine m�oglichst gleichm�a�ige Verteilung der Rechenlasthinausl�auft.
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F�ur die k-Punkt-Parallelisierung war dies auf einfache Weise m�oglich, indem gem�a� denArbeiten von Moreno und Soler die k-Punkt-Netze m�oglichst gut gleichverteilt gew�ahltwurden. Dabei wird eine Basistransformation der dreidimensional periodisch wieder-holten Superzelle durchgef�uhrt, so dass die dazu komplement�are Zelle im ImpulsraumBasisvektoren hat, die m�oglichst genau ganzzahlige Vielfache einer Einheitsl�ange sind.Dies f�uhrt zu einem e�zienten Sampling des Impulsraumes mit wenigen St�utzstellen,da Wechselwirkungen in allen drei Raumrichtungen gleich gut beschrieben werden undnicht die Richtung mit dem schlechtesten Sampling die numerische Genauigkeit des Ver-fahrens vorgibt. F�ur die hier zu l�osende Optimierungsaufgabe bietet das gleichverteilteSampling aber auch noch den Vorteil, dass die Eigenwertgleichungen, die pro k-Punktzu l�osen sind, in etwa gleich gro�e Matrizen beinhalten. Damit ist die Forderung nacheiner m�oglichst gleichm�a�igen Verteilung der Rechenlast f�ur den Einsatz von homogenenArchitekturen erf�ullt. Die zus�atzliche Implementation von Lastverteilungsalgoritmen istdeshalb f�ur diese Stufe der Parallelisierung auf homogenen Rechnerclustern nicht erfor-derlich gewesen.
2.4.5 Teilaufgabe \Parallelisierung �uber die B�ander"Die Parallelisierung �uber den Bandindex wurde vorerst zur�uckgestellt. Eine Analyseder Daten- und Kommunikationsstruktur zusammen mit den Projektpartnern aus derInformatik zeigte, dass die Parallelisierung der Fourier-Transformation der vielverspre-chendere Ansatz f�ur die lokale Parallelisierung innerhalb eines shared-memory-Knotensist.
2.4.6 Teilaufgabe \Alternative Parallelisierungsans�atze"F�ur die zweite Stufe der Parallelisierung der Fourier-Transformation werden derzeit ver-schiedene Algorithmen zusammen mit den Projektpartnern aus der Fakult�at f�ur Infor-matik erprobt.
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2.5 O�ene Fragen / AusblickIn der laufenden F�orderperiode wurden die mikroskopischen Mechanismen aufgekl�art,welche zur Ausbildung amorpher und kristalliner Modi�kationen an reaktiven Metall-Halbleiter-Grenz
�achen f�uhren. Diese Ergebnisse zu Struktur und Thermodynamik die-nen als Ausgangspunkt f�ur die weitergehende Untersuchung des elektronischen Trans-ports �uber Metall-Halbleiter-Grenz
�achen. Konkret sollen f�ur das System Ti(0001)jSi(111) drei, teilweise komplement�are theoretische Ans�atze verfolgt werden: die Dichte-funktional-St�orungstheorie, mit der die Antwort des Systems auf ein externes elektri-sches Feld oder auf die Verschiebung von Atompositionen berechnet werden kann, dieBeschreibung der Zweiteilchen-Streuung am Grenz
�achenpotential durch die L�osung derentsprechenden Bethe-Salpeter-Gleichung und ein Verfahren zur Wellenpaket-Dynamikauf den bereits berechneten Potentialhyper
�achen, mit dem der Ein
uss des phononi-schen Hintergrunds auf den Elektronentransport modelliert werden kann.Mit diesen Untersuchungen sollen drei experimentelle Beobachtungen erkl�art werden,welche f�ur die Anwendung von fr�uhen �Ubergangsmetallen als Haftvermittler an mikro-und nanoelektronischen Gold-Silizium-Kontakten von Bedeutung sind: Warum zeigt nureine der beiden niederenergetischen kristallinen Modi�kationen des TiSi2 einen geringenKontaktwiderstand und wie ver�andert sich der Widerstand, wenn (pseudo-)amorpheStrukturen an der Grenzf�ache vorliegen? Wie verst�arken Dotieratome wie Niob denTransport �uber die Grenz
�ache? Und wie ver�andert sich der Transport, wenn anstellevon Titan eine Vanadiumlage verwendet wird, bei der ebenfalls Silizidbildung erfolgt?F�ur Rechnungen mit der Dichtefunktional-St�orungstheorie soll das Bandstrukturpro-gramm eingesetzt werden, dessen Parallelisierung in der laufenden F�orderperiode f�urhomogene Architekturen erfolgt ist, und dessen weitergehende Optimierung f�ur kom-plexere Rechner-Architekturen in Zusammenarbeit mit den Teilprojekten aus der In-formatik geplant ist. F�ur die anderen Ans�atze sollen in der Arbeitsgruppe entwickelte,zum Teil parallele Routinen adaptiert und auf eine weitere Parallelisierbarkeit getestetwerden.
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2.1 Teilprojekt C8
Langzeitverhalten gro�er dynamischer Systeme
2.1.1 AntragstellerProf. Dr. G. Radons PD. Dr. W. Just PD. Dr. A. Latz16.08.1953 19.06.1962 06.02.1962ehemals ehemalsTheoretische Physik I Theoretische Physik I Theoretische Physik I(Komplexe Systeme und (Komplexe Systeme und (Komplexe Systeme undNichtlineare Dynamik) Nichtlineare Dynamik) Nichtlineare Dynamik)Fak. f�ur Naturwiss. Fak. f�ur Naturwiss. Fak. f�ur Naturwiss.TU Chemnitz TU Chemnitz TU Chemnitz09107 Chemnitz 09107 Chemnitz 09107 ChemnitzTel.: (0371) 531-3205 (0371) 531-3040 (0371) 531-3292Fax: (0371) 531-3233 (0371) 531-3233 (0371) 531-3233radons@physik. just@physik. arnulf.latz@physik.tu-chemnitz.de tu-chemnitz.de tu-chemnitz.de
Wegen der derzeitigen hochschulpolitischen Situation, die insbesondere f�ur den wissen-schaftlichen Nachwuchs starke Unw�agbarkeiten mit sich bringt, sahen sich zwei der An-tragsteller, die auf zeitlich befristeten Stellen eingestellt waren, gezwungen, vorzeitig ausdem SFB auszuscheiden. Um den neuen Beschr�ankungen, die das 5. Hochschulrahmenge-setz mit sich brachte, zu entgehen, wurde das Arbeitsverh�altnis mit PD Dr. Arnulf Latzim gegenseitigen Einverst�andnis noch vor Ablauf des Jahres 2001 aufgehoben. Herr Dr.Latz konnte daraufhin eine l�angerfristige Anstellung am Fraunhofer Institut f�ur Techno-und Wirtschaftsmathematik, Kaiserslautern, antreten. Ebenfalls vorzeitig und im ge-genseitigen Einverst�andnis wurde das Arbeitsverh�altnis mit PD Dr. Wolfram Just EndeSeptember 2003 aufgehoben, der daraufhin eine unbefristete Stelle als Lecturer im Be-reich Applied Mathematics am Queen Mary College der University of London antretenkonnte. Beide Projektleiter standen und stehen weiterhin beratend zur Verf�ugung.
2.1.2 ProjektbearbeiterProf. Dr. G�unter RadonsPD Dr. Wolfram JustPD Dr. Arnulf LatzDr. Hongliu YangDr. Benno Rumpf (seit 1/2004)Dipl. Phys. Christian Drobniewski (seit 4/2004)Dipl. Phys. Andreas Fichtner (seit 11/2003)Prof. Dr. Gudula R�unger (Informatik, B8)Michael Schwind (Informatik, B8)



200 C8 Radons/Just/Latz
2.2 Ausgangsfragestellung / EinleitungDie Theorie der nichtlinearen Dynamik verkn�upft deterministische Bewegungsgleichun-gen mit chaotischen, scheinbar stochastischen Ph�anomenen. F�ur einfache niedrigdimen-sionale Systeme l�asst sich eine statistische Beschreibung aus dynamischen Eigenschaf-ten ohne probabilistische Annahmen begr�unden. Ergodisches und mischendes Verhaltenund der Zerfall von Zeitkorrelationen lassen sich dabei aus der dynamischen Instabilit�atvon Trajektorien herleiten [K79]. W�ahrend niedrigdimensionale Systeme auf diese Wei-se intensiv untersucht worden sind [ER85], ist das Verst�andnis von hochdimensionalenSystemen noch immer unzureichend [CH].Das langfristige Ziel dieses Teilprojekts ist es, ein tieferes Verst�andnis statistischer Pro-zesse in hochdimensionalen Systemen mit Mitteln der nichtlinearen Dynamik zu erhal-ten. Dabei wird eine Verbindung zwischen dem Lyapunov-Spektrum und den Lyapunov-Vektoren, die mikroskopisch die Instabilit�aten charakterisieren, und den makroskopi-schen Systemeigenschaften wie den Transportkoe�zienten gesucht. Die Gaussche Ther-mostatenmethode von Nos�e, Hoover, Evans, Morriss et al.[E90, H91, H99] und einigeArbeiten von Gaspard und Nicolis [G98, D99] konnten einen derartigen Zusammenhangbereits nachweisen.Unser besonderes Interesse gilt dabei glasartigen Zust�anden [A95, DS01], die trotz ihrerpraktischen Relevanz immer noch nicht ausreichend verstanden sind [M01]. Dabei erwar-ten wir insbesondere durch numerische nichtlineare Stabilit�atsanalysen neue Einsichten.Wir untersuchen die bin�are Lennard-Jones-Mischung, die als der Prototyp f�ur die Simu-lation der molekularen Dynamik von Gl�asern gelten kann [K95, K96, K00, S96, DST00].Wir erwarten dabei, dass Unordnungsph�anomene am Glas�ubergang, sowie auch Alte-rungsprozesse von Gl�asern im Lyapunov-Spektrum und in den Lyapunov-Vektoren dermikroskopischen Dynamik erkennbar sind.
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
2.3.1 Nichtlineare und molekulare DynamikMit molekulardynamischen Methoden lassen sich die Struktur und die Dynamik vonunterk�uhlten Fl�ussigkeiten und Gl�asern untersuchen [AT87]. Dabei werden die Newton-schen Bewegungsgleichungen der Atome numerisch integriert. Trotz der im Vergleich zurealen Systemen kleinen Zahl N von Atomen und der relativ kurzen Simulationszeit las-sen sich dadurch analytisch nicht zug�angliche Eigenschaften ermitteln. Die Lyapunov-Exponenten sind hierbei das wichtigste Mittel zur Charakterisierung der chaotischenDynamik.Molekulardynamische Simulationen f�ur den Glas�ubergang in einem d-dimensionalen Len-nard-Jones-System mit N Teilchen (N = 100�1000) sollten in diesem Projektteil durcheine Lyapunov-Analyse der Instabilit�aten erg�anzt werden. Die e�zienteste Methode zurBerechnung von Lyapunov-Exponenten und Lyapunov-Vektoren in hochdimensionalenSystemen stammt von Benettin und Shimada [BGS76, SN79]. Dabei werden 2dN � 2dNlineare und 2dN nichtlineare gew�ohnliche Di�erentialgleichungen simultan integriert, umdie Dynamik der 2dN Tangentialraumvektoren und der Trajektorie zu gewinnen.Zur Berechnung der Lyapunov-Exponenten und Vektoren m�ussen die Vektoren peri-odisch orthogonalisiert werden. Das geschieht entweder mit dem Gram-Schmidtschen
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Orthogonalisierungsverfahren oder durch eine QR-Zerlegung. Die Ergebnisse werden an-schlie�end der Integrationsroutine der Molekulardynamik �ubergeben, die den Ausgangs-punkt der n�achsten Orthogonalisierung liefert. Die Simulation auf hinreichend langenZeitskalen erfordert die Implementierung des Algorithmus auf einem Parallelrechner.Die wiederholte Orthogonalisierung ben�otigt dabei den gr�o�ten Teil der Rechenzeit underfordert bei der Programmentwicklung besondere Sorgfalt. Au�erdem erfordert in einemCluster von Rechnern der wiederholte Wechsel zwischen der Orthogonalisierungs- undder Integrationsroutine zus�atzliche Anstrengungen in Bezug auf Zuweisung von Rechen-zeit und Speicherkapazit�at. Die Parallelimplementierung des Programms sollte deshalbin Zusammenarbeit mit Projekt B8 durchgef�uhrt werden. Dieses Programm konnte er-folgreich umgesetzt werden
Jedem der Lyapunov-Exponenten ist ein zeitabh�angiger Lyapunov-Vektor zugeordnet[O68]. Abgesehen von einigen fr�uhen Untersuchungen [PPP84, GP91, PP98, PEME00,MPH98] wurde dieses zustandsabh�angige orthogonale Vektorsystem lange Zeit lediglichals Hilfsmittel zur Berechnung von Lyapunov-Spektren angesehen. Dass diese Gr�o�eninteressante strukturelle und dynamische Informationen enthalten, ist erst neuerdingsentdeckt worden [PH00, FHPH04, H02], allerdings waren diese Resultate auf Hartkugel-systeme beschr�ankt. Erst durch Einf�uhrung einer neuen Methode, die statische und dyna-mische Korrelationen der Dichte
uktuationen der Lyapunov-Vektoren bestimmt, konnteeine Kontroverse zur Existenz hydrodynamischer Lyapunov-Moden in Soft-Potential-Systemen [PH00, FHPH04, H02] gel�ost werden. Diese von uns eingef�uhrten Korrelati-onsfunktionen stellen ein wesentliches Werkzeug f�ur die get�atigten und noch anstehendenUntersuchungen dar.
2.3.2 Entwicklung raum{zeitlicher Dynamik nach periodischenOrbits, Altern und anomaler Transport
Die Idee dieses Projektteils bestand darin, die M�oglichkeiten der Periodic-Orbit-Theoriean einfachen Modellsystemen auszuloten und das anomale Zeitverhalten ungeordneterdynamischer Systeme zu untersuchen. Diese Untersuchungen an idealisierten Systemensollten die Forschungsergebnisse der viel komplexeren nichtlinearen Dynamik von mo-noatomaren und bin�aren Lennard-Jones-Fl�ussigkeiten von einer komplement�aren Seitebeleuchten und erg�anzen. Die zu untersuchenden Modellsysteme sind durch ungeordneteiterierte Abbildungen gegeben. In Spezialf�allen, f�ur die Markov-Partitionen existieren,k�onnen diese Modelle auf bekannte Systeme der Statistischen Mechanik abgebildet wer-den. Von Letzteren ist bekannt, dass sie Nichtgleichgewichtsph�anomene wie Altern undanomalen Transport zeigen. Im R�uckschluss gilt dies auch f�ur die zugeordneten dynami-schen Systeme, und dar�uber hinaus f�ur eine noch viel gr�o�ere, noch nicht klar de�nier-te Klasse von dynamischen Systemen, die nicht notwendigerweise Markov-Partitionenbesitzen. Dieser letzte Punkt ist allerdings bisher kaum untersucht worden. Wegen derWichtigkeit dieser Nichtgleichgewichtsph�anomene ist jedoch ein tiefergehendes Verst�and-nis gefragt und sollte in diesem Projektteil erarbeitet werden.
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2.4 Ergebnisse
2.4.1 Nichtlineare und molekulare DynamikDie Grundlagen f�ur diesen Projektteil wurden bereits in unseren Vorarbeiten zu zuf�alliggekoppelten Phasenoszillatoren [SR98, SR00] gelegt. Dort wurde gezeigt, dass sich Nicht-gleichgewichtsphasen�uberg�ange aus einer dynamisch ungeordneten Phase in eine spin-glasartige Phase mit eingefrorener Unordnung klar im Lyapunov-Spektrum niederschl�agt.In Spezialf�allen, wie dem Kuramoto-Modell, k�onnen f�ur derartige Systeme auch ex-akte analytische Ergebnisse f�ur die Lyapunov-Spektren gewonnen werden [R04b]. Dastheoretische Verst�andnis des zu untersuchenden Glas�ubergangs wurde in den Arbeiten[L00, L01, L02] gescha�en. Von diesem Hintergrund ausgehend wurde in der laufendenF�orderperiode die Lyapunov-Instabilit�at von Lennard-Jones-Fl�ussigkeiten untersucht.Basis f�ur diese Untersuchungen war die Erstellung eines um die Tangentialraumdynamikerweiterten Molekulardynamikprogramms, das auf dem konventionellen MD-Code vonWalter Kob aufsetzt. Ziel war es, f�ur die bin�are Mischung eine charakteristische Ver�ande-rung z.B. der Lyapunov-Spektren zu detektieren. Die Ergebnisse einiger Testl�aufe diesesProgramms in einer dreidimensionalen bin�aren Lennard-Jones Mischung mit 100 Teil-chen sind in Abbildung 2.1 dargestellt. Dabei verwenden wir die von Kob und Andersonzur Simulation von unterk�uhlten Fl�ussigkeiten und Gasen eingef�uhrte Parametrisierung[K95]. Eine Absch�atzung [K95] ergibt in diesem Modell einen Modenkopplungs�ubergangbei T = 0:435. Es ist bereits gezeigt worden, dass sich das Systemverhalten an diesemPunkt erheblich �andert, obwohl hier kein klassischer Phasen�ubergangspunkt in einenglasartigen Zustand vorliegt [DS01].Aus den Simulationen fanden wir, dass sich das gesamte Lyapunov-Spektrum f�ur sin-kende Temperaturen nach unten verschiebt. Das ist vermutlich auf die mit sinkenderTemperatur sinkende Kollisionsrate zur�uckzuf�uhren. Die Symmetrieeigenschaften desSpektrums sind zudem ein Beleg f�ur die Funktionsf�ahigkeit unseres Programms. Mit
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Abbildung 2.1: Das Lyapunov-Spektrum �(�) (links) und das normierte Lyapunov-Spektrum �(�)=�(1) (rechts) f�ur ein bin�ares 3d Lennard-Jones-Systembei verschiedenen Temperaturen. Die Teilchenzahl ist N = 100 und Sys-temgr�o�e ist L = 4:36.
sinkender Temperatur wird das Spektrum mehr und mehr gekr�ummt. Unterhalb vonT = 0:466 �andert sich das normierte Spektrum nur wenig mit der Temperatur. Anschei-nend spiegelt der gr�o�te Lyapunov-Exponent �(1) im Wesentlichen die kinetische Energieder Atome wieder, w�ahrend das gesamte Spektrum die Kon�guration der Atome wieder-gibt. Die Kr�ummung des Spektrums folgt aus der Separation der schnellen Zeitskala derAtomvibrationen und der langsamen Zeitskala der Relaxation der Atomkon�guration.Bei der durch die Berechnung auf nur einem Prozessor m�oglichen Systemgr�o�e undSimulationsdauer sind endg�ultige Schlussfolgerungen noch nicht m�oglich. Insbesonderebei niedrigen Temperaturen treten noch erhebliche Fluktuationen auf. Es musste dahererst eine parallelisierte Version des Programms erstellt werden.
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Abbildung 2.2: Momentaufnahme LV-Dichte u(�)(r; t) f�ur eine 1-d Lennard-Jones-Fl�ussigkeit (N = 100), wobei der Lyapunov-Exponent �(96) nahe Nullliegt. Die Auslenkungen u(�)i sind vertikal �uber der Teilchenposition Riaufgetragen und zeigen eine wellenartige Struktur. Au�erdem ist der po-sitive Zweig des Lyapunov-Spektrums dargestellt.
Unsere Ergebnisse f�ur bin�are LJ-Systeme deuteten an, dass das Lyapunov-Spektrum al-
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lein nicht gen�ugend aussagekr�aftig sein w�urde, da es zu unsensitiv auf das Einf�uhren vonUnordnung reagiert. Diese Tatsache brachte uns zu der Einsicht, dass die Untersuchungder zugeh�origen Lyapunov-Vektoren die Problematik l�osen k�onnte. Und in der Tat zei-gen schon sehr einfache Gr�o�en, wie die Partizipationsverh�altnisse (participation ratios)der Lyapunov-Vektoren, charakteristische Unterschiede zwischen Systemen mit und oh-ne Unordnung. Diese Unterschiede betre�en stark lokalisierte Lyapunov-Vektoren, die zuden maximalen Lyapunov-Exponenten geh�oren. Interessanter sind jedoch die Lyapunov-Vektoren, die zu Lyapunov-Exponenten nahe der Null geh�oren, da diese f�ur das Verst�and-nis von Langzeitph�anomenen wichtig sind. Dies konnte bereits durch Simulationen ein-komponentiger Lennard-Jones-Fl�ussigkeiten gezeigt werden, was zudem nichttriviale Re-sultate hervorbrachte. F�ur Hartkugelsysteme wurde k�urzlich die interessante Entdeckunggemacht, dass Lyapunov-Vektoren, deren Exponenten nahe bei Null liegen, eine wellen-artige Struktur aufweisen [PH00]. Diese so genannten hydrodynamischen Moden verhal-ten sich sehr verschieden von den typischerweise lokalisierten Lyapunov-Vektoren, die zuden gr�o�ten Lyapunov-Exponenten geh�oren [PPP84, GP91, MPH98]. In Folgearbeiten[FHPH04, EG00, MNM01, WB, TM02] wurden diese Moden anhand von vereinfach-ten Modellen auf der Basis von Zufallsmatrizen [EG00] untersucht, sie sind aber immernoch nicht ausreichend verstanden. Beispielsweise existierte die durch plausible Argu-mente unterst�utzte Meinung, dass solche hydrodynamischen Moden nur in Fl�ussigkei-ten mit harten Potentialen existieren, nicht aber in Vielteilchensystemen mit weichenWechselwirkungspotentialen [PH00, FHPH04, H02]. Auch in molekulardynamische Si-mulationen von Soft-Potential-Systemen mit WCA-Wechselwirkungen wurden zun�achstkeine hydrodynamischen Lyapunov-Moden detektiert. Deren Existenz in Systemen mitweichen Potentialen konnte erst durch unsere Arbeiten nachgewiesen werden.
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Abbildung 2.4: Dispersionsrelation �(k) der hydrodynamischen Lyapunov-Moden, dar-gestellt f�ur verschiedene Teilchendichten und Temperaturen. Die Disper-sionsrelation ist �uber einen weiten Parameterbereich unabh�angig von derTemperatur.
und u(�)i (t) der r�aumliche Anteil des �-ten Lyapunov-Vektors f�ur das i-te Teilchen ist.Wie in Abbildung 2.2 f�ur L = 1000 und T = 0; 2 gezeigt ist, 
uktuiert u(�)(r; t) in derZeit und im Raum.Die r�aumlichen Korrelationen werden durch S(��)(k), die gleichzeitigen Korrelationender Fourierkomponenten u(�)(k; t) von u(�)(r; t) erfasst. Zur Vereinfachung diskutierenwir zun�achst die Resultate f�ur eine eindimensionale Lennard-Jones-Fl�ussigkeit, f�ur dieS(��)(k) eine skalare Gr�o�e ist. Abbildung 2.3 zeigt einen Grat (gestrichelt) bei klei-nen � und k. Dementsprechend bedeutet die entsprechende Dispersionsrelation �(k),dass die Lyapunov-Mode r�aumlich oszillatorisches Verhalten zeigt. In Abbildung 2.4 ist� �uber kmax = argmaxk S(�; k) f�ur Systeme mit verschiedenen Dichten und Tempera-turen aufgetragen. Die Dispersionsrelation �(k) ist weitgehend unabh�angig von diesenGr�o�en in dem Bereich, in dem �(k) wohlde�niert ist. Die gemeinsame Dispersionsrelati-on �(k) ist linear in der doppellogarithmischen Darstellung, woraus sich ein Skalengesetz�(k) � k� mit � = 1; 2 � 0; 1 ergibt. Allerdings kann man aus diesen Daten auch einelineare Dispersionsrelation mit quadratischen Korrekturen nicht ausschlie�en. Diese Re-sultate zeigen eindeutig die Existenz hydrodynamischer Lyapunov-Moden in Lennard-Jones-Fl�ussigkeiten.Genauere Informationen k�onnen aus der dynamischen LV-Korrelationsfunktion S(��)(k; !)gewonnen werden, die man durch zeitliche Fouriertransformation aus den ungleich-zeitigen Korrelationen F (��)(k; �) der Fluktuationen u(�)(k; t) erh�alt. Diese Funktionenth�alt neben strukturellen auch zeitliche Korrelationen. Durch FrequenzintegrationS(��)(k) = R S(��)(k; !) d! kann wieder die statische Korrelationsfunktion S(��)(k)gewonnen werden. In Abbildung 2.5 ist ein typisches Beispiel der Korrelationsfunktui-on S(��)(k; !) dargestellt. Sie besteht aus einem zentralen \quasi-elastischen" Maxi-mum und schulterf�ormigen seitlichen Strukturen, die der dynamischen StrukturfunktionS(k; !) von Fl�ussigkeiten �ahneln. Die dynamische Information kann durch eine 3-Pol-Approximation der Laplace-Transformation von F (��)(k; �) gewonnen werden, was einemFit der Funktion S(��)(k; !) durch Lorentz-Funktionen bei ! = 0 und bei ! = �!(k) ent-
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Abbildung 2.5: Dynamische Korrelationsfunktion S(��)(k; !) f�ur � = 96 und k = 2�=L.Die durchgezogene Linie folgt aus einem Fit f�ur die 3-Pol-Approximation.Au�erdem ist die Zerlegung in drei Lorentz-Kurven dargestellt. Die kleineAbbildung vergleicht die Fits f�ur k = 2�=L, 4�=L, und 8�=L (von oben).
spricht. Diese Fits (Abbildung 2.6) beschreiben die Frequenzabh�angigkeit von S(��)(k; !)recht genau. Mit Hilfe dieser Fits k�onnen die Dispersionsrelationen !(�)(k) f�ur jededer hydrodynamischen Lyapunov-Moden mit dem Index � gewonnen werden. DieseLyapunov-Moden sind durch die Wellenl�ange 2�=k(�) und die typische Frequenz !(k(�))charakterisiert. Weil d!dk ungleich Null ist, liegen propagierende wellenartige Anregungenvor. Die Herkunft der Frequenz !(k(�)) ist noch nicht vollst�andig aufgekl�art. Vermut-lich spiegelt sie die Rotation des orthogonalen Bezugssystems �e(�)(t)	 um die Refe-renztrajektorie wieder. Die vollst�andige LV-Dynamik ist dagegen noch komplizierter.Beispielsweise �nden wir, dass die koh�arente wellenartige Bewegung intermittent auf-tritt. Dieses Ph�anomen ist vermutlich die Ursache f�ur die Breite der "inelastischen"Peaks von S(��)(k; !) bei ! = �!(k).Diese Resultate zeigen die M�achtigkeit der von uns eingef�uhrten LV-Dichtekorrelations-funktion bei der Quanti�zierung raumzeitlicher Ph�anomene im Zusammenhang mitLyapunov-Vektoren. Dadurch ist es erstmalig m�oglich, hydrodynamische Lyapunov-Moden und deren Dynamik in Systemen mit weichen Potentialen zu bestimmen. Wirschlie�en daraus, dass Lyapunov-Moden universell und unabh�angig von der speziel-len Wechselwirkung in chaotischen translationsinvarianten Vielteilchensystemen auftre-ten. Dieser Schluss wird auch durch die Beobachtung von hydrodynamischen Moden inein- und zweidimensionalen Fl�ussigkeiten mit einer Weeks-Chandlers-Anderson (WCA)Wechselwirkung untermauert [P04].Im Gegensatz zu den Systemen aus harten Kugeln, in denen die Lyapunov-Moden zu-erst entdeckt wurden, ist das Lyapunov-Spektrum im Lennard-Jones-System nicht stu-fenf�ormig, obwohl die betre�enden Moden auch hier existieren (siehe Abbildung 2.2).Die Lyapunov-Vektoren enthalten im Vergleich zum Lyapunov-Spektrum wesentlich de-tailliertere Informationen, wobei die hydrodynamischen Lyapunov-Moden o�ensichtlichein robustes und universelles Ph�anomen darstellen. Folglich sind die Lyapunov-Vektoren
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Abbildung 2.6: Dispersionsrelationen !(�)(k) (oben) und die k�Abh�angigkeit der Breitedes zentralen Peaks (unten) f�ur verschiedene Lyapunov-Vektoren in der3-Pol-Approximation. Die verschiedenen Zeitskalen sind klar voneinan-der getrennt.
wesentlich f�ur unsere Suche nach Verbindungen zwischen mikroskopischen und makro-skopischen Beschreibungen von Vielteilchensystemen.Um den Mechanismus der hydrodynamischen Lyapunov-Moden weiter aufzukl�aren, be-trachteten wir zus�atzlich einfache gekoppelte, chaotische Abbildungen (CML, coupledmap lattice). Anhand dieser Modelle konnten wir einerseits das generische und universel-le Verhalten der hydrodynamischen Lyapunov-Moden �uberpr�ufen. Andererseits k�onnenCMLs einfach simuliert und modi�ziert werden, was insbesondere f�ur die Vorbereitungvon numerischen Experimenten in komplizierteren Systemen unter gut kontrolliertenBedingungen n�utzlich ist. Unsere vorl�au�gen Resultate zeigen, dass hydrodynamischeLyapunov-Moden auch in CMLs existieren (siehe Abbildung 2.7). Dies und die Arbeiten[RUN04, RU04a, RU04b] legen nahe, dass auch partielle Di�erentialgleichungen hydro-dynamische Lyapunov-Moden aufweisen k�onnen. Das Beispiel zeigt, dass uns CMLs auchin Zukunft, insbesondere bei der Untersuchung von Unordnungse�ekten, n�utzlich seind�urften.In Zusammenarbeit mit der Arbeitsgruppe von Professor R�unger (TP B8) konvertiertenwir das zuvor erstellte sequentielle Programm zur Berechnung von Lyapunov-Spektrenin eine parallelisierte Version unter Verwendung von MPI [GLS94]. In die Reorthogona-lisierung, die der rechenzeitaufw�andigste Teil der Simulation ist, implementieren wir dreiAlgorithmen: PCGS ist eine parallelisierte klassische Gram-Schmidt-Orthogonalisierung,PICGS ist ein numerisch stabiler Gram-Schmidt-Algorithmus und PBQR ist ein QR-Algorithmus f�ur Blockmatritzen. Alle Parallelrechnungen basieren auf einem zweidi-mensionalen Prozessorengitter mit einer entsprechenden blockzyklischen Datenvertei-lung der Matrix der O�set-Vektoren. Zeilenzyklische und spaltenzyklische Verteilungenentsprechen der Blockgr�o�e, die approximativ gew�ahlt werden kann. Das Programmwurde sorgf�altig modular aufgebaut, um auch f�ur einfache sequentielle Operationen dieProzessor- und Knotenarchitektur optimal ausnutzen zu k�onnen. Das Interface zwischenparalleler Reorthogonalisierung und Integration muss eine invariante Datenverteilunggew�ahrleisten. Um verschiedene Parallelalgorithmen zur Orthogonalisierung zusammen
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Abbildung 2.8: Rechendauer (abfallende Kurven) und Orthogonalisierungsgrad (anstei-gende Kurven) als Funktion der Prozessorenzahl f�ur das parallelisierteProgramm im Cluster CLIC der TU Chemnitz f�ur eine Simulation ei-ner 3d bin�aren Lennard-Jones-Fl�ussigkeit mit 80 A-Teilchen und 20 B-Teilchen.
mit dem Integrationsalgorithmus e�zient nutzen zu k�onnen, kann eine automatische Da-tenumverteilung n�otig sein. Die Absicht dabei ist es, durch eine e�ziente Kombinationvon Standardroutinen und parallelen Orthogonalisierungsroutinen eine optimale Aus-nutzung von Prozessoren, Knoten und Netzwerk zu erreichen. Dadurch kann die Berech-nung von Lyapunov-Vektoren und Spektren so e�zient durchgef�uhrt werden, dass auchSimulationen in sehr gro�en Systemen m�oglich sind. Die Rechengeschwindigkeit wur-de auf einem Beowulf-Cluster (Dual-Xeon-Knoten) und einer IBM SP4 am NIC J�ulichbestimmt. Solche Tests sind auch wichtig, damit das Parallelprogramm zur Berechnungder Lyapunov-Instabilit�at auch von anderen Arbeitsgruppen auf anderen Rechenanlagene�zient genutzt werden kann.
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Das in der laufenden F�orderperiode entwickelte parallelisierte Programm wird auch inder n�achsten Antragsperiode von erheblicher Bedeutung sein. Erst dieses Programmerm�oglicht uns aussagekr�aftige und extensive Untersuchungen durch zuverl�assige Be-rechnungen in zwei- und dreidimensionalen Systemen mit ausreichend gro�er Teilchen-zahl. Insbesondere Nichtgleichgewichtsprozesse, wie die nichtlineare Alterungsdynamik,k�onnen nun zuverl�assig untersucht werden. Der Projektbearbeiter Herr Dr. Yang arbei-tet momentan Herrn Dipl. Phys. Christian Drobniewski in die Thematik ein, der ihndann im Fortgang des Projekts unterst�utzen soll.
2.4.2 Entwicklung raum{zeitlicher Dynamik nach periodischenOrbits, Altern und anomaler TransportIn der laufenden F�orderperiode konnte dieser Teil des TP C8 aufgrund der reduzier-ten Mittelbewilligung (es wurde nur eine von zwei beantragten Personalstellen bewil-ligt) lediglich eingeschr�ankt mit Mitteln der Grundausstattung bearbeitet werden. Inden entsprechenden Arbeiten waren somit im Wesentlichen die Antragsteller involviert[R04a, J04, R04b, RJH04, MKJ01, MKJ02, BASJ02]. Zudem k�onnen die Diplomar-beiten von Herrn Fichtner [F03, FJR04] und Frau Hallerberg [HJR04] als Beitrag zudiesem Themenkreis gerechnet werden. Seit Ende 2003 arbeitet sich Herr Fichtner alswissenschaftlicher Mitarbeiter, �uber eine Haushaltsstelle (bis Ende 2004) �nanziert, indie konkreten Fragestellungen dieses Projektteils ein, um ihn in der kommenden F�order-periode fundiert bearbeiten zu k�onnen.Aufgrund unserer Arbeiten kann die folgenden Zwischenbilanz gezogen werden. Erstenskonnten inzwischen der Ausgangspunkt und die m�oglichen Perspektiven dieses Projekt-teils neu de�niert und klar ausgearbeitet werden [R04a]. Insbesondere die M�oglichkeitender Spektralanalyse der interessierenden dynamischen Systeme und des Escape-Rate-Formalismus wurden in [R04a] ausgelotet. Damit wurde z.B. die Wichtigkeit der Zu-standsdichte am Rande des Spektrums (Lifshitz- tails) f�ur das Langzeitverhalten dieserSysteme aufgezeigt. Daraus resultierte auch die Erkenntnis �uber den engen Zusammen-hang dieser Problematik mit den in A14 behandelten mathematischen Problemen derZustandsdichte f�ur das Anderson-Modell. Zweitens war urspr�unglich vorgesehen die Me-thoden der Periodic-Orbit-Theorie einzusetzen. In diesem Zusammenhang ist auch dieabgeschlossene Diplomarbeit von Herrn Fichtner zu sehen, in der er sich mit dem Au�n-den und der Stabilsierung von periodischen Orbits mittels R�uckkopplung besch�aftigt hat[FJR04] und die noch laufende Diplomarbeit von Frau Hallerberg zur Periodic-Orbit-Theorie der Zeta-Funktion an Phasen�uberg�angen [HJR04]. Es stellte sich aufgrund derErgebnisse zu den Spektren des Frobenius-Perron-Operators f�ur ungeordnete Systeme[R04a] allerdings auch heraus, dass die Periodic-Orbit-Theorie nicht besonders geeignetzu sein scheint oder zumindest zu gro�e Probleme mit sich bringt, um die Beschreibungder raum-zeitlichen Dynamik ungeordneter Systeme vorteilhaft zu erfassen. Daher sollder Ansatz der Periodic-Orbit-Theorie in der kommenden Periode nicht weiter verfolgtwerden. Drittens hat Herr Fichtner bereits erste lau��ahige Varianten (einer Untermen-ge) der Programmpakete erstellt, die in der kommenden F�orderperiode zum Einsatzkommen sollen.Der wissenschaftliche Ausgangspunkt f�ur diesen Projektteil bestand in der Erkenntnis,dass schon einfache iterierte Abbildungen mit eingefrorener Unordnung einerseits anoma-le Transporteigenschaften, wie dynamische Lokalisierung und anomal verlangsamte Drift,
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aufweisen k�onnen [R96a, R99], und andererseits eng damit verbunden Alterungsph�ano-mene auftreten [R99, R04a]. Diese Einsicht basiert auf dem engen Zusammenhang vonausgedehnten dynamischen Systemen mit Markov-Modellen f�ur Random Walks, fallserstere so genannte Markov-Partitionen besitzen [R96b, R95]. Dies impliziert ferner dieAnwendbarkeit von fortgeschrittenen Methoden, z.B. des Thermodynamischen Forma-lismus in beiden Systemklassen [R95, SSR95]. Damit lassen sich etwa Gleichgewichtsei-genschaften f�ur Random Walks in Random Environments, die man f�ur endliche Systemeauch analytisch berechnen kann [R98], auf dynamische Systeme �ubertragen. Dasselbegilt f�ur Nichtgleichgewichtseigenschaften wie das Altern oder den anomalen Transport[R04a, R04b]. Exemplarisch konnte dies an den spektralen Eigenschaften des Frobenius-Perron-Operators deutlich gemacht werden.
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Abbildung 2.9: Das Spektrum eines dynamischen System vom Sinai-Typ. Die Eigenwerteclustern bei � = 1 (und aus Symmetriegr�unden auch bei � = �1). Siewurden durch Diagonalisierung der �Ubergangsmatrix gewonnen.
Abbildung 2.9 zeigt das Spektrum ��(�)	 dieses Operators f�ur ein einfaches ungeordne-tes dynamisches System mit Markov-Partition. Die entsprechende �Ubergangsmatrix desso genannten Sinai-Modells kann mit einem Lokalisierungsproblem der Quantenmecha-nik ungeordneter Systeme in Verbindung gebracht werden. F�ur das Langzeitverhaltendes dynamischen Systems ist das Clustern der Eigenwerte bei � = 1 verantwortlich.Unsere Untersuchungen zeigten das entsprechende singul�are Verhalten der Zustands-dichte auf. Dieses ist allerdings von den betrachteten Modellklassen abh�angig. Es gibtzudem einen Zusammenhang mit der Entweichrate eines geeignet konstruierten o�enenSystems, der auch nur f�ur den Spezialfall des Sinai-Modells verstanden ist. Da dieseEigenschaften sowohl f�ur anomale Transporteigenschaften als auch f�ur Alterungsph�ano-mene relevant sind, ist es notwendig diese Eigenschaften genauer zu untersuchen. Sol-che Zusammenh�ange bzw. Analogien zwischen Systemen der Statistischen Physik undder Nichlinearen Dynamik wurden in der von uns im Jahr 2002 organisierten Heraeus-Sommerschule thematisiert und sind in [RJH04] dokumentiert. Aus diesen Arbeitenfolgte jedoch auch, dass die Ph�anomenologie der nichtlinearen dynamischen Systemewesentlich reicher ist als die der bekannten Modelle der Statistischen Physik. Diese nochunbekannten Aspekte dynamischer Systeme, insbesondere in Bezug auf Altern und an-omalen Transport, bilden die zentralen Fragestellungen, die zuk�unftig von Herrn Fichtner
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in diesem Projektteil bearbeitet werden sollen.
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2.5 O�ene Fragen / Ausblick1. Im Bereich der Nichtlinearen Dynamik von Lennard-Jones-Fl�ussigkeiten sind u.a.noch die folgenden Fragen zu untersuchen:
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� Wir haben bereits gezeigt, dass hydrodynamische Lyapunov-Moden in einer Di-mension in einkomponentigen Lennard-Jones-Systemen existieren, wobei wir dasVerhalten durch LV-Korrelationen charakterisiert haben. Diese Ph�anomene bed�ur-fen in zwei und drei Dimensionen noch einer genaueren Untersuchung.� Durch welchen Mechanismus und unter welchen Umst�anden treten hydrodynami-sche Lyapunov-Moden auf?� Wie werden die Lyapunov-Moden durch statische Unordnung oder dynamischesRauschen beein
usst?� Wie beein
usst das nichtergodische Verhalten im glasartigen Zustand die Lyapunov-Moden? Wie ver�andert sich das Lyapunov-Spektrum beim �Ubergang vom ergodi-schen in den nicht-ergodischen Zustand?� Bisher haben wir Lennard-Jones-Fl�ussigkeiten im Gleichgewichtszustand unter-sucht. Welche Auswirkung hat die Pr�aparation des Systems in einem Nichtgleichge-wichtszustand (Alterungsprozess) auf das Lyapunov-Spektrum und die Lyapunov-Vektoren?� Kann die numerische Algorithmik noch e�zienter gemacht werden, z.B. durchkontinuierliche Orthogonalisierungsverfahren?2. Im Bereich der Nichtlinearen Dynamik des Alterns und des anomaler Transportssind u.a. noch die folgenden Fragen zu untersuchen:� Welche Systemklassen von ungeordneten dynamischen Systemen (iterierten Abbil-dungen) existieren? Wie unterscheiden sie sich in Bezug auf die Alterungsdynamikund die Transporteigenschaften?� Wie ist das singul�are Verhalten der Zustandsdichte des Spektrums des Frobenius-Perron-Operators in den verschiedenen Klassen zu charakterisieren?� Welchen Ein
uss haben Randbedingungen auf die spektralen Eigenschaften?� Lassen sich das singul�are Verhalten beweisen und entsprechende Exponenten auchanalytisch berechnen?� Gibt es immer einen Zusammenhang mit der Systemgr�o�enabh�angigkeit der Ent-weichrate? Unsere Untersuchungen deuten darauf hin, dass in einfachen Systemenein einfacher Zusammenhang existiert, f�ur komplexere Modelle zumindest diesereinfache nicht mehr. Hier sind systematische Untersuchungen notwendig.� Die Modelle repr�asentieren die Dynamik von Zust�anden in eingefrorenen, ungeord-neten Umgebungen. Welche Auswirkungen haben dynamische Fluktuationen derungeordneten Umgebung?

Eine ausf�uhrliche Darstellung der geplanten Vorhaben ist im Finanzierungsantrag 2005-2007, Teilprojekt C8, enthalten.
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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
Die Anwendung numerischer Verfahren zur Berechnung des mechanischen Verhaltensvon Bauteilen und Konstruktionen hat eine wesentliche E�zienzsteigerung der Entwick-lungsprozesse bewirkt. Insbesondere die Abl�osung aufw�andiger Versuchsreihen durchnumerische Fallstudien und Experimente auf der Basis computergest�utzter Simulati-onstechniken hat dazu gef�uhrt, dass der Einsatz der Finite-Element Methode (FEM)mittlerweile zum Standard in nahezu allen Industriebereichen geworden ist. Danebengewinnt die FEM immer st�arker in Forschungsgebieten wie z.B. der Biologie und Me-dizin an Bedeutung, in denen bis dahin wegen der Komplexit�at der Problemstellungennur vereinzelt numerische Simulationen Anwendung fanden.Bei der Entscheidung f�ur eine spezielle Software stehen in der Praxis zwei Kriterienbesonders im Blickpunkt { E�ektivit�at (Zeitersparnis) und Genauigkeit. Die Untersu-chungen im Rahmen des SFB zeigen den engen Zusammenhang dieser Merkmale. In denersten beiden F�orderungsperioden stand die E�ektivit�atssteigerung numerischer Simula-tionen durch konsequente Parallelisierung der Algorithmen im Vordergrund. Die erzielteZeiteinsparung erm�oglicht eine Approximation des realen Bauteilverhaltens durch kom-plexere Modelle, womit die Genauigkeit der Berechnungen verbessert wird. Die Entwick-lung und Nutzung moderner adaptiver Vernetzungsstrategien, denen in der vergangenenund der laufenden F�orderungsperiode verst�arkte Aufmerksamkeit gewidmet wurde, sindanschaulicher Beweis f�ur das Streben nach einem sinnvollen Kompromiss zwischen Ef-fektivit�at und Genauigkeit einer numerischen Simulation. Das tri�t besonders auf nicht-lineare Problemstellungen zu, die eine immer gr�o�ere Praxisrelevanz erhalten.Eine FE-Modellierung besteht im Wesentlichen aus drei gro�en Komplexen { der Geome-triebeschreibung einschlie�lich Vernetzung, der De�nition von Rand- und Anfangsbedin-gungen sowie der Approximation des realen Werksto�verhaltens durch Materialmodelle.In der Praxis zeigt sich, dass gerade die Auswahl geeigneter konstitutiver Beziehungenund die Identi�kation darin enthaltener Parameter problematisch sind, und in ung�uns-tigen F�allen zu erheblichen Fehlern im Simulationsergebnis f�uhren k�onnen.Die Entwicklung zweckm�a�iger Materialgesetze der Elastoplastizit�at bei kleinen undgro�en Verzerrungen sowie zuverl�assiger Algorithmen zur numerischen Bestimmung vonWerksto�kenngr�o�en sind seit einer reichlichen Dekade Gegenstand der Forschungen amLehrstuhl Festk�orpermechanik der TU Chemnitz. In den Bereichen Mathematik undInformatik der TU Chemnitz werden seit mehreren Jahren Untersuchungen zum Auf-bau und Transport e�zienter Datenstrukturen sowie zur e�ektiven L�osung gro�dimen-sionierter linearer algebraischer Gleichungssysteme durchgef�uhrt. Basierend auf diesenEntwicklungen war es das Ziel, im TP D1 des SFB ein FEM-Programm zur L�osung geo-metrisch und physikalisch nichtlinearer Aufgaben der Festk�orpermechanik f�ur sequenzi-elle und parallele Anwendungen zu realisieren und schrittweise f�ur Praxisanwendungenvorzubereiten. Im Mittelpunkt stand dabei zun�achst die Entwicklung e�zienter Zeit-diskretisierungsverfahren und Gleichungsl�oser. Ein weiteres Ziel der Untersuchungen imTeilprojekt war, durch Einbettung des FEM-Programmes in einen Optimierungsalgorith-mus die Anpassung von Materialmodellen an gemessene inhomogene Verschiebungsfelderund somit eine verbesserte Materialparameteridenti�kation zu erreichen. Ab der zweitenF�orderungsperiode wurden diese Berechnungsmethoden f�ur die numerische Simulationund die Parameteroptimierung durch Einbeziehung der TU Bergakademie Freiberg aufProbleme der Sch�adigungs- und Bruchmechanik erweitert.
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W�ahrend schnelle L�oser bei 2D- und 3D-Elastizit�atsproblemen mit hierarchischen oderBPX-Techniken seit l�angerer Zeit bekannt und in verschiedenen Programmrealisierungendes SFB integriert sind (vgl. TP A3), konnte die Eignung hierarchischer Techniken f�urProbleme der ebenen Elastoplastizit�at erstmals im Rahmen von Arbeiten der DFG-Forschergruppe Scienti�c Parallel Computing gezeigt und mit dem Programm SPC-PMEP in der zweiten F�orderungsperiode des SFB verf�ugbar gemacht werden. Damitwurde eine Programmentwicklung f�ur die Bearbeitung elastisch-plastischer Problememit isotroper, kinematischer und formativer Verfestigung bei kleinen Verzerrungen ineiner parallelen Version realisiert, die auch sequenziell abgearbeitet werden kann.Der gro�e Anteil rechenintensiver Prozesse, die unabh�angig voneinander an unterschied-lichen Orten der Geometrie bearbeitet werden k�onnen (z. B. w�ahrend der Assemblierungin den Integrationsst�utzstellen der Elemente), bewirkt die nat�urliche E�zienzsteigerungeiner FE-Berechnung durch deren Parallelisierung. Besonders deutlich wird dieser Vor-teil gegen�uber der sequenziellen Vorgehensweise bei der Simulation nichtlinearer Modellemittels inkrementell-iterativer Algorithmen und der L�osung von Optimierungsproblemenmit der mehrfachen Wiederholung vollst�andiger Vorw�artsrechnungen. In diesem Zusam-menhang konnte das Programm SPC-PMEP erfolgreich f�ur die Materialparameteriden-ti�kation durch Analyse inhomogener Verschiebungsfelder genutzt werden.Reale Problemstellungen im Bereich der Elastoplastizit�at sowie der Bruch- und Sch�adi-gungsmechanik (z. B. Simulation von Umformvorg�angen, Crash u.a.), lassen sich in derRegel nicht hinreichend zuverl�assig mit geometrisch linearen Modellen beschreiben. ImRahmen der weiteren Untersuchungen zum Teilprojekt erfolgte somit konsequenterwei-se die Realisierung eines FEM-Programmes zur Berechnung gro�er elastisch-plastischerVerzerrungen { des Programmes SPC-PMHP. Dabei wurde ein ph�anomenologisches Ma-terialmodell unter Ber�ucksichtigung einer Substruktur entwickelt und implementiert, daseine makroskopische Beschreibung von Vorg�angen auf der Mikroebene erm�oglicht. Ba-sierend auf den Annahmen der rationalen Thermodynamik ergibt sich in diesem Zu-sammenhang ein Satz von Evolutionsgleichungen f�ur innere Variablen zur Beschreibungeiner allgemeinen plastischen Anisotropie, der f�ur den Fall kleiner Verzerrungen in dieGleichungen der klassischen Elastoplastizit�at �ubergeht.Von ihrer Struktur her sind die entwickelten Evolutionsgleichungen der assoziiertenFlie�theorie di�erenzialalgebraische Gleichungen (DAE). Die DAEs zur Beschreibungdes elastisch-plastischen Materialverhaltens bei gro�en Verzerrungen sind vergleichbarmit den entsprechenden Beziehungen im geometrisch linearen Fall. Daher konnte bei derEntwicklung von SPC-PMHP auf den algorithmischen Grundstrukturen von SPC-PMEPaufgebaut werden. Zur L�osung des globalen Stei�gkeitssystems wurden die aktuellen, ef-�zienten Solver-Entwicklungen aus dem TP A3 genutzt. Die Linearisierungstechnikenzur Behandlung der DAEs beruhen wie bei kleinen Verzerrungen auf der Verwendungimpliziter Einschrittverfahren. Zur Verbesserung des globalen und lokalen Konvergenz-verhaltens erwies sich die Entwicklung und Implementierung geeigneter D�ampfungs-algorithmen f�ur die Linearisierungsverfahren als sinnvoll. Die Materialschnittstelle istwie bei SPC-PMEP so allgemein und umfassend gestaltet, dass Neuentwicklungen imBereich der Konstitutivgleichungen ohne massive Eingri�e in die Programmstruktur im-plementiert werden k�onnen. Dieser Umstand wurde bereits f�ur die Einbeziehung vonMaterialmodellen der duktilen Sch�adigungsmechanik erfolgreich genutzt. Die Untersu-chungen zum elastisch-plastischen Materialverhalten bei gro�en Verzerrungen wurdenletztendlich in der zweiten F�orderungsperiode durch die �Ubertragung und Anpassung der
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Algorithmen zur Materialparameteridenti�kation auf den geometrisch nichtlinearen Fallerweitert. Somit stand zu Beginn des laufenden Berichtszeitraums ein FEM-Programmmit modernen, e�zienten numerischen Algorithmen und einer 
exiblen Materialschnitt-stelle zur Verf�ugung.Neben der Auswahl geeigneter Materialmodelle h�angt eine realistische numerische Si-mulation des mechanischen Verhaltens von Bauteilen und Baugruppen auch von derArt der Vernetzung des Gebietes ab. Um eine geforderte Genauigkeit bei der L�osungdes Anfangsrandwertproblems zu erreichen, ist es zweckm�a�ig, in Gebieten mit gro�enSpannungsgradienten mit feineren Netzen zu arbeiten, w�ahrend dies in Regionen mitkleineren Gradienten nicht unbedingt notwendig ist. Da die Lage und Gr�o�e der kriti-schen Gebiete in der Regel nur qualitativ festliegt und/oder sich w�ahrend des Belas-tungsvorganges ver�andern kann, ist die Erstellung von a priori angepassten Netzen nichtimmer m�oglich. Aus diesem Grund haben adaptive Vernetzungsstrategien im letztenJahrzehnt eine immer gr�o�ere Bedeutung erlangt. Hierbei ist zu erw�ahnen, dass glo-bale Neuvernetzungsans�atze wegen des kompletten Datentransfers auf das neue Netzunter Einbeziehung von Suchstrategien gew�ohnlich nicht sehr e�ektiv und zudem mitFehlern behaftet sind. Leistungsf�ahigere Methoden sind lokale, adaptive Strategien zurNetzverfeinerung und -vergr�oberung speziell im Fall von nichtlinearen, inkrementellenL�osungsverfahren.F�ur eine e�ektive Modellierung mechanischer Probleme bei gro�en Verzerrungen ist esg�unstig, die FE-Berechnung mit einem relativ groben Netz zu beginnen. Im weiterenBelastungsverlauf wird das Netz in Abh�angigkeit von den vorhandenen Spannungsgradi-enten, die �uber spezielle Fehlersch�atzer angezeigt werden, angepasst. Die M�oglichkeit zuradaptiven Netzanpassung ist ein Merkmal hoher Leistungsst�arke von FEM-Programmen.Aus diesem Grund stand im laufenden F�orderungszeitraum die Weiterentwicklung adap-tiver Vernetzungs- und L�osungsstrategien f�ur nichtlineare Probleme im Mittelpunkt derUntersuchungen des Teilprojektes. Weiterhin sollte die Praxisrelevanz der FEM-Softwaredurch eine e�ziente Modellierung des Kontakts gegen starre Hindernisse, verbunden mitder adaptiven Vorgehensweise, wesentlich verbessert werden.Die adaptive Netzverfeinerung, welche z. B. bei der Analyse eines sich schlie�enden Kon-takts und der genauen Erfassung plastischer Zonen sowie von Gebieten mit gro�en Gra-dienten in den Feldvariablen erforderlich ist, wurde bereits im vergangenen F�orderungs-zeitraum in enger Zusammenarbeit mit dem TP A3 f�ur lineare Elastizit�at realisiert.Bei der Behandlung nichtlinearer Aufgabenstellungen wird die �au�ere Last in einzelnenSchritten aufgebracht. Es erfolgt eine �ortliche und zeitliche Diskretisierung mit einer je-weils iterativen L�osung. In jedem Lastschritt muss das Materialgesetz auf der Ebene derGau�punkte integriert werden. Dabei setzen die verf�ugbaren Zeitdiskretisierungsverfah-ren f�ur das lokale Anfangswertproblem das Vorhandensein der Feldgr�o�enwerte aus demvorangegangenen Lastschritt in den St�utzstellen voraus. Somit ist es bei der adaptivenNetzanpassung erforderlich, eine entsprechende �Ubertragung der Zustandsgr�o�en vomalten auf das neue Netz zu gew�ahrleisten. Auf der Grundlage der Arbeiten zu e�zientenSolvern und adaptiven Techniken in A3 und des in SPC-PMHP realisierten Material-modells f�ur anisotropes elastisch-plastisches Werksto�verhalten wurde das nichtlineare,adaptive FEM-Programm SPC-PM2AdNl entwickelt. In diesem Zusammenhang konn-ten neuartige Algorithmen zur �Ubertragung der Feldgr�o�en realisiert werden, die aufeiner zus�atzlichen L�osung des Anfangswertproblems in den Elementknoten basieren.Beispielsweise im Fall eines sich �o�nenden Kontakts, sich bewegender Kontaktregionen
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und ver�anderlicher plastischen Zonen ist es im Sinne einer e�ektiven Diskretisierungnotwendig, das Netz wieder zu vergr�obern. Auf der Grundlage hierarchischer Daten-strukturen wurden e�ziente Vergr�oberungsstrategien einschlie�lich der erforderlichen�Ubertragungsalgorithmen entwickelt und implementiert. Das Ausl�oschen von Elementenbei Erreichung eines bestimmten Sch�adigungsgrades und das Auftrennen von Elementenbeim Risswachstum verk�orpern weitere Aufgabenstellungen des Teilprojekts im Rahmender Rissbruchmechanik.Die klassischen Fehlersch�atzer und -indikatoren zur adaptiven Netzanpassung (Minimie-rung der Unstetigkeit der Feldgr�o�en an gemeinsamen Elementr�andern) eignen sich f�urdie Simulation der Ausbreitung plastischer Zonen sowie des Wachsens von Rissen undSch�adigungszonen nur bedingt. Sie wurden deshalb durch l�osungsabh�angige Indikatorenerg�anzt.Im Rahmen der Behandlung der Kontaktaufgabe erfolgte in Zusammenarbeit mit demTP A12 die Betrachtung des 2D-Problems bei einem starren Zielk�orper. Beginnend mitder Begrenzung durch eine Gerade oder eine Kurve zweiter Ordnung wurde die Be-schreibung der Kontakthindernisse im Verlaufe der Bearbeitung des Teilprojektes unterBer�ucksichtigung konkreter praktischer Erfordernisse auf kubische Splines erweitert. Diezun�achst nur f�ur den Beginn der F�orderungsperiode vorgesehene Beschr�ankung auf rei-bungsfreie Vorg�ange wurde ebenfalls aus praktischen Erw�agungen f�ur den betrachtetenebenen Fall beibehalten. Sukzessive Erweiterungen, besonders auf 3D-Probleme, solltenim Rahmen eines weiteren F�orderungszeitraumes vorgenommen werden.
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
Ein Hauptziel der Arbeiten in den beiden ersten F�orderungsperioden des Teilprojek-tes lag in der Entwicklung, Implementierung und praktischen Nutzung von Material-modellen der Elastoplastizit�at bei kleinen und gro�en Verzerrungen einschlie�lich derMaterialparameteridenti�kation. Eine besondere Aufmerksamkeit galt dabei der Model-lierung einer plastischen Anisotropie.Zur Ber�ucksichtigung spezieller anisotroper Verfestigungse�ekte wurden zun�achst f�urkleine elastisch-plastische Verzerrungen Flie�bedingungen unter Verwendung kubischerAns�atze [GK01] und von Mehr
�achenmodellen [KK00] untersucht. Bucher [Buch98],[Buch01b] gelang die Herleitung eines thermodynamisch vollst�andig konsistenten Mate-rialmodells der �niten Elastoplastizit�at unter Ber�ucksichtigung einer Substruktur. Mitdiesem Konzept wird eine ph�anomenologische, makroskopische Beschreibung mikrostruk-tureller Vorg�ange angestrebt und die Erfassung isotroper, kinematischer und formativerVerfestigung im Rahmen einer quadratischen Flie�bedingung erm�oglicht.Das Materialmodell mit Substruktur wurde im Rahmen einer verallgemeinerten inkre-mentell-iterativen Strategie zur L�osung nichtlinearer Anfangsrandwertprobleme nume-risch realisiert ([MM98], [GBKM00b], [Mich01]). Die algorithmische Vorgehensweise ba-siert auf einem ged�ampften Newton-Raphson-Verfahren mit konsistenter Linearisierungund einfacher Lastschrittkontrolle zur numerischen L�osung der Randwertaufgabe. Dasthermodynamisch konsistente Materialmodell liegt als System von Di�erential- und alge-braischen Gleichungen (DAE) vor. Die Diskretisierung des Anfangswertproblems erfolgtunter Verwendung von Einschritt-Standard-Verfahren. Zur L�osung der lokalen, nichtli-nearen algebraischen Gleichungssysteme dienen ged�ampfte Newton-Methoden [Buch01b].
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Die allgemeine Struktur der entwickelten Materialmodelle erm�oglichte die De�nitioneiner einheitlichen Schnittstelle ([Buch01a], [BGK01]), die o�en ist f�ur eine Vielzahlanaloger Formulierungen. Auf dieser Grundlage konnten beispielsweise die Sch�adigungs-modelle von Gurson und Rousselier erfolgreich implementiert werden [MS01]. Au�erdem�nden die untersuchten Materialmodelle und numerischen Verfahren praktische Anwen-dung im Rahmen der Parameteridenti�kation durch Auswertung inhomogener Verschie-bungsfelder ([Krei98a], [Krei98b], [KGK98], [KBG00], [GBK01], [SK03]).Die erw�ahnten Materialmodelle wurden zun�achst in das (nichtadaptive) FEM-ProgrammSPC-PMHP f�ur gro�e elastisch-plastische Verzerrungen implementiert. Gleichzeitig fan-den in verschiedenen Teilprojekten des Bereiches A Untersuchungen zur Adaptivit�at undKontaktmodellierung im Fall der linearen Elastizit�at statt. In konsequenter Fortsetzungder Aufgabenstellungen des SFB393 bestand das Ziel des Teilprojekts D1 im laufen-den Berichtszeitraum darin, zur Verbesserung der Praxisrelevanz der Programme dieadaptiven Methoden einschlie�lich der Kontaktalgorithmen mit der nichtlinearen Mate-rialmodellierung, der Rissausbreitung und der Sch�adigungssimulation zu kombinieren.
2.3.1 Adaptive Vernetzungsalgorithmen zur Elementteilung undKantenverdopplungF�ur viele Aufgaben der Rissbruchmechanik (Risswachstum, Rissablenkung, Rissstopp)sind analytische L�osungen nicht verf�ugbar, weshalb die Anwendung numerischer Metho-den notwendig ist. Zur numerischen Simulation von Risswachstum hat sich die Finite-Elemente-Methode als geeignetes Werkzeug etabliert. Bei der Simulation von Rissaus-breitung entsteht algorithmisch und implementierungstechnisch das Problem der Bil-dung neuer belastungsfreier Ober
�achen. Der Stand der Forschung wird �uberwiegenddurch ingenieurm�a�ige, pragmatische Algorithmen charakterisiert [TW03, FR2003], dieeine Verschiebung der Rissspitze und eine angepasste Neuvernetzung in ihrer Umge-bung realisieren. In Verbindung mit adaptiven L�osungs- und Vernetzungsalgorithmenerweist sich die Modellierung von Risswachstum jedoch als ein anspruchsvolles, schwie-riges Problem, das bisher noch wenig behandelt wurde. Insbesondere wenn moderneL�oser mit Multi-Level-Struktur verwendet werden sollen, darf bei der Elementteilungund Kantenverdopplung die Hierarchie des Kantenbaums nicht verloren gehen, damitdie Leistungsf�ahigkeit des iterativen PGCM-L�osers erhalten bleibt [MRS04]. Durch An-wendung einer speziellen Projektionstechnik konnte im Rahmen der Projektbearbeitungein neuer L�oser mit Multi-Level-Struktur entwickelt werden, der bei Risswachstum ef-fektiv eingesetzt werden kann.
2.3.2 Adaptive Algorithmen und Kriterien zur Simulation derRissausbreitungIn der modernen Festigkeitsanalyse nimmt die Bewertung des Bruchverhaltens vonWerk-sto�en und Bauteilen eine zentrale Rolle ein. Die Bruchmechanik bildet deshalb eineneigenen Forschungszweig der Festk�orpermechanik, um die Ph�anomene von Rissinitiie-rung, Rissausbreitung und Bruch in Bauteilen zu verstehen und zu bewerten. Das Zielist die Entwicklung von Materialien und Bauteilen, die eine hohe Widerstandsf�ahigkeitund Sicherheit gegen�uber Bruchvorg�angen aufweisen. Dabei spielt die Simulation vonRissausbreitung eine entscheidende Rolle.
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Abbildung 2.1: Programmschema
Vernachl�assigt man dynamische E�ekte, so ist Risswachstum als eine Folge von lineari-sierten quasi-statischen Randwertproblemen modellierbar und mittels FEM als eine Se-quenz von Einzelrechnungen f�ur unterschiedliche (d.h. st�uckweise wachsende) Rissl�angensimulierbar. Die Belastung kann dabei schrittweise aufgebracht werden. Nach jedemSchritt ist es erforderlich, die entsprechenden Bedingungen f�ur Rissfortschritt an derRissspitze zu pr�ufen. Sind diese Bedingungen erf�ullt, wird der Riss um die inkrementelleL�ange �a in eine vorgegebene Richtung verl�angert. Dabei sind �a und die Richtung vor-zugebende Parameter, deren Gr�o�en aus kontinuumsmechanischer Sicht vom Materialund im Allgemeinen von der konkreten Problemstellung abh�angen.Prinzipiell erfordert die FE-Simulation des Risswachstums die wiederholte Abarbeitungfolgender Teilschritte:

1. FE-Analyse der Struktur mit Riss
2. Berechnung der bruchmechanischen Kenngr�o�en
3. Berechnung der Gr�o�en f�ur den inkrementellen Rissfortschritt
4. Neuvernetzung der ver�anderten Risskon�guration (weiter mit Punkt 1)

Ein Ziel der Projektbearbeitung war die vollst�andige Integration dieser Teilschritte zueinem FE-Programm. Somit entstand ein e�zientes Werkzeug zur Simulation von Riss-wachstum, in dessen Rahmen adaptive und bruchmechanisch gesteuerte Vernetzungs-strategien im Verbund mit modernen hierarchischen Gleichungssolvern angewendet wer-den. Das entwickelte Programmschema ist in Abbildung 2.1 zu sehen.Folgende Teilaufgaben mussten dazu bearbeitet werden:
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� Weiterentwicklung der vorhandenen adaptiven Vernetzungs- und L�osungsalgorith-men, die eine e�ektive Simulation von Rissausbreitung erm�oglichen� Erarbeitung von geeigneten FEM-Techniken zur Bestimmung der bruchmechani-schen Beanspruchungsparameter� Festlegung/Findung eines geeigneten Kriteriums zur Rissausbreitung� Erarbeitung einer bruchmechanisch gesteuerten Vernetzungsstrategie� Einbau und Erprobung der erarbeiteten Techniken in adaptiv-hierarchische L�oser

2.3.3 Realisierung von Algorithmen zur �Ubertragung vonZustandsgr�o�en bei adaptiver NetzverfeinerungBei geometrisch und physikalisch nichtlinearen Problemen wird die �au�ere Belastungin einzelnen Lastschritten aufgebracht. Wegen der Abh�angigkeit von der Belastungs-geschichte ist es bei einer Netzanpassung (Verfeinerung und/oder Vergr�oberung) imRahmen der nichtlinearen FEM erforderlich, die Zustandsgr�o�en (Spannungen, inne-re Variablen) vom alten auf das neue Netz zu �ubertragen. Jedes einzelne Lastinkrementkann im Sinne einer adaptiven Strategie als separates Teilproblem angesehen werden,das folgende Schritte beinhaltet:� L�osung des Anfangsrandwertproblems� Fehlersch�atzung� Netzanpassung� �Ubertragung der Feldgr�o�enIn Abbildung 2.2 ist die adaptive Vorgehensweise f�ur lineare und nichtlineare Problemeschematisch dargestellt, wie sie in den FEM-Programmen SPC-PM2Ad (lineare Elas-tizit�at) und SPC-PM2AdNl (Simulation gro�er elastisch-plastischer Verzerrungen) desSFB393 realisiert wurde.Vor allem in der Elastoplastizit�at gro�er Deformationen (Umformtechnik) hat sich ein�Ubertragungsalgorithmus bew�ahrt, der besonders bei einer vollst�andigen NeuvernetzungAnwendung �ndet [Orti91, Four95]:� L2-Projektion der Zustandsgr�o�en von den Gau�punkten auf die Knoten des bis-herigen Netzes� Generierung eines neuen Netzes, Ermittlung der lokalen Koordinaten der Knotendes neuen Netzes im alten Netz (Suchprozess, inverse isoparametrische Abbildung)� Bestimmung der Zustandsgr�o�en in den Knoten des neuen Netzes durch Interpo-lation mit den Formfunktionen sowie den Zustandsgr�o�en in den Knoten des altenNetzes� Interpolation mit den Formfunktionen des neuen Netzes zur Berechnung der Zu-standsgr�o�en in den Gau�punkten des neuen Netzes
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Abbildung 2.2: Allgemeine Schemata adaptiver FE-Algorithmen: Lineares Problem(links), nichtlineares Problem (rechts).
Bei den aus der Literatur bekannten adaptiven Vorgehensweisen erfolgt die �Ubertragungvom alten auf das neue Netz gew�ohnlich mittels spezieller Extrapolationsalgorithmen.Zus�atzlich wird an gemeinsamen Knoten unterschiedlicher Elemente eine Gl�attung derelementbezogenen Feldgr�o�en durchgef�uhrt [SS03].In der laufenden F�orderungsperiode wurde zur �Ubertragung der Feldgr�o�en im Teil-projekt D1 eine neue Strategie entwickelt. Sie unterscheidet sich von herk�ommlichenVorgehensweisen haupts�achlich dadurch, dass das Anfangswertproblem nicht nur in denGau�punkten integriert wird, sondern auch in den Elementknoten. Damit werden dieFeldgr�o�en in den Knoten konsistent zu denen in den St�utzstellen mit der gleichen Ge-nauigkeit ermittelt. Mit Hilfe der Formfunktionen erfolgt anschlie�end ihre �Ubertragungauf die neuen Knoten und Gau�punkte des verfeinerten Netzes. Die ermittelten Knoten-und Gau�punktwerte werden elementbezogen abgespeichert. Die �Ubertragung der Zu-standsgr�o�en f�uhrt zur Verletzung des Gleichgewichts und m�oglicherweise zu lokal nichtausreichend gut erf�ullten Flie�bedingungen auf dem neuen Netz.Erfolgt keine Wiederholung des Lastschrittes, basiert die weitere Berechnung auf einervom Fehlersch�atzer als zu ungenau identi�zierten L�osung. Wie beispielsweise Untersu-chungen von Habraken und Cescotto [Hab90] ergeben haben, kann der Fehler dabeierheblich sein. Zur Einstellung des Gleichgewichts l�asst sich dem n�achsten Lastschrittein Iterationsprozess vorschalten [Han99], der einen entsprechenden numerischen Auf-wand erfordert. Weiterhin ist es auch m�oglich, das \gest�orte" Residuum im n�achstenLastschritt zu ber�ucksichtigen.Im Rahmen der in D1 verfolgten Strategie wird der aktuelle Lastschritt [tn; tn+1] gene-rell mit dem verfeinerten Netz wiederholt, wenn die Fehlersch�atzung eine unzureichendeG�ute der L�osung zum Zeitpunkt tn+1 ergibt. Im Rahmen der verwendeten implizitenEinschrittverfahren zur Zeitdiskretisierung m�ussen daher die Werte der Feldvariablen zu
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Beginn des Lastschrittes (bei tn) auf die Knoten und Gau�punkte der neuen Elemen-te �ubertragen werden. Zus�atzlich wird zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens desRandwertproblems eine Nachiteration zur Zeit tn unter konstanter �au�erer Belastungdurchgef�uhrt.
2.3.4 Adaptive Algorithmen zur Vergr�oberung von VernetzungenBei adaptiver Netzverfeinerung werden Elementteilungen in Gebieten vorgenommen, diedurch die Fehleranalyse als kritisch identi�ziert wurden. Andere, homogenere Regionenk�onnen mit gr�oberen Netzen analysiert werden. In bestimmten F�allen kann sich die La-ge der Zonen mit gr�o�eren Gradienten w�ahrend der Belastung �andern (Abrollvorg�ange,Kontaktprobleme, Risswachstum, Sch�adigungszonen). Um nicht unn�otig feine Netze bei-zubehalten, gibt es in SPC-PM2AdNl die M�oglichkeit, in vorangegangenen Schritten un-terteilte Elemente wieder zusammenzuf�ugen und damit das Netz an weniger kritischenStellen zu vergr�obern.Bei der Vergr�oberung tre�en an den Eckknoten der Kanten zwischen den urspr�unglichenSohnelementen unterschiedliche Knotenwerte aufeinander. Mit dem arithmetischen Mit-tel und der Methode der kleinsten Fehlerquadrate wurden zwei Verfahren untersucht,sie zusammenzuf�ugen.
2.3.5 Fehlersch�atzung bei nichtlinearen ProblemenIm Teilprojekt A3 wurden in den bisherigen F�orderungsperioden unterschiedliche Feh-lersch�atzer entwickelt und getestet. Im Rahmen der linearen Elastizit�at wurde dabeiinsbesondere der residuale a posteriori Energienorm-Fehlersch�atzer untersucht:
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Eine verbesserte Version dieses Fehlersch�atzers bez�uglich anisotroper Elemente wurdein [Ku00a] ver�o�entlicht. Weiterhin wurde gemeinsam mit Verf�urth gezeigt, dass dasElementresiduum vernachl�assigt werden kann und somit allein die Kantenspr�unge be-stimmend sind [KV00]. Diese Aussage gilt bei �niter Elastoplastizit�at nur noch f�ur dieVerwendung von Elementen mit linearen Formfunktionen. Daher ergibt sich bei Element-ans�atzen h�oherer Ordnung und gro�en elastisch-plastischen Verzerrungen die Notwen-digkeit, beide Anteile des Fehlersch�atzers zu ber�ucksichtigen.In der linearen Elastizit�at wird die materialabh�angige Konstante �D gew�ohnlich mitdem Elastizit�atsmodul approximiert [AMW93, GKZB83]. Eine exakte Angabe f�ur dieseInterpolationskonstante ist im nichtlinearen Fall nicht m�oglich. Es ist aber zu erwarten,dass sie in der gleichen Gr�o�enordnung wie bei linearen Problemen liegt. Daher wirdauch im Rahmen des vorgestellten Modells der �niten Elastoplastizit�at �D durch denElastizit�atsmodul angen�ahert. Da die Fehlerauswertung relativ zu einer vorgegebenenSchranke erfolgt, spielt bei homogenem Material die Gr�o�e der Interpolationskonstantekeine Rolle f�ur die Netzanpassung. Treten im betrachteten Gebiet beispielsweise elasti-sche und plastische Regionen gleichzeitig auf, wird mit der genannten Approximation von�D der Fehler f�ur plasti�zierte Elemente untersch�atzt. Ausgleichend dazu wurde deshalbzus�atzlich ein Fehlerindikator bez�uglich der Erf�ullung der Flie�bedingung implementiert.
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2.3.6 Bearbeitung des Kontaktproblems unter Ber�ucksichtigungvon Adaptivit�at und ReibungBeim Kontaktproblem muss das Verschiebungsfeld geeigneten geometrischen Kontakt-bedingungen sowie Reibungsrandbedingungen gen�ugen. Die mathematische Formulie-rung f�uhrt gew�ohnlich auf Variationsungleichungen. Sie werden diskretisiert mit Finite-Element- [Kiku88] und Rand-Element-Methoden, letztere vorwiegend f�ur den elastischenKontakt. F�ur die L�osung der beiden Ans�atze werden unterschiedliche Verfahren wieaktive-Mengen-Strategien [Kara89], Fixpunktiterationen [Neca80, Hasl83], Penalty- undNewton-Methoden sowie die Methode der Lagrange-Multiplikatoren [Gwin83, Wrig85,Curn88, Chris99] und auch die Methode der quadratischen Optimierung [Klar86] einge-setzt. Im Falle des elastisch-plastischen Materialverhaltens erfolgte die Anwendung vonadaptiven Finite-Element-Methoden [Wrig95], bei speziellen Aufgaben aber auch derRand-Element-Methode [Hues94]. Die Kombination von Kontaktl�osern und adaptiverFEM wird ausf�uhrlich in [CSW99] behandelt.Unter dem Begri� Kontaktkinematik werden die Penetrationsfunktion und der relativeGleitzustand beim reibungsbehafteten Kontakt zusammengefasst. Zur Beschreibung desKontaktes zweier K�orper werden diese in einen Kontakt- und einen Zielk�orper eingeteilt,wobei �uberpr�uft wird, ob Knoten des Kontaktk�orpers in den Zielk�orper eindringen. UnterEinf�uhrung einer Abstandsfunktion (Ungleichungsnebenbedingung) kann zwischen denF�allen \kein Kontakt", \perfekter Kontakt" und \Penetration" unterschieden werden.Von den eingangs beschriebenen L�osungsmethoden werden im Rahmen kommerziellerProgramme zumeist Penalty-Verfahren oder das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoreneingesetzt. In diesen F�allen werden die Ungleichungsnebenbedingungen als Gleichungs-nebenbedingungen, die sich w�ahrend des inkrementellen Vorgehens �andern, dargestellt.Aus der Variationsungleichung entsteht dann eine Variationsgleichung mit Kontaktbei-tr�agen f�ur die aktive Kontaktzone.Als neue Variante f�ur den Fall des reibungsfreien Kontaktproblems eines elastischenK�orpers mit einem festen Hindernis wurde in der laufenden F�orderungsperiode im TP A12f�ur die numerische L�osung ein Projektionsverfahren entwickelt. Dieses nutzt die imple-mentierten Projektionsmethoden f�ur h�angende Knoten [Mey99] und spezielle Klassenvon Randbedingungen [Mey02] sowie die Einbettung in die adaptive Netzverfeinerungaus (siehe dazu auch die Ausf�uhrungen zum TP A12). Im Zusammenwirken mit e�ek-tiven Vorkonditionierern zur L�osung des resultierenden Systems ergibt sich auf dieseWeise ein e�zienter Algorithmus f�ur das lineare Elastizit�atsproblem, der o�en ist f�urErweiterungen auf geometrisch und physikalisch nichtlineare Modelle.
2.3.7 Adaptive Algorithmen zur Steuerung und Simulation derAusbreitung von Sch�adigungszonenIn den vergangenen zehn Jahren wurden verschiedene sch�adigungsmechanische Model-le f�ur die Beschreibung des duktilen Versagens metallischer Werksto�e entwickelt. Ambekanntesten sind die Modelle von Gurson-Tvergaard-Needleman und Rousselier, diedie Entstehung, das Wachstum und die Koaleszenz von Mikroporen bis zur makroskopi-schen Anrissbildung als Folge der plastischen Verformung und Spannungsmehrachsigkeitbeschreiben. Diese Modelle wurden bereits erfolgreich auf die Simulation von Umform-prozessen (Blechumformung, Massivumformung, Crashsimulation) und von duktilem,
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stabilen Risswachstum eingesetzt. Vor allem in der Z�ahbruchmechanik konnten damitwichtige Fragen des Ein
usses der Mehrachsigkeit auf die duktilen Risswiderstands-kurven in Bruchproben und Bauteilen gel�ost werden. Eine Kombination von adaptiverVernetzung und Sch�adigungsmechanik wurde bisher nur in wenigen Publikationen (sie-he z. B. [Gel98]) vorgenommen, wobei es sich um das �ubliche Remeshing nach gro�enNetzverzerrungen in der Massivumformung handelt.Da beide Sch�adigungsmodelle im vorigen Antragszeitraum in SPC-PMHP implementiertwurden und die Struktur der Materialgleichungen mit denjenigen der Elasto-Plasto-Mechanik analog ist, k�onnen die daf�ur im Teilpropjekt entwickelten adaptiven Tech-niken 2.3.3 - 2.3.5 sinngem�a� �ubernommen und e�ektiv angewandt werden. Damit istes m�oglich, in Abh�angigkeit vom L�osungsverhalten eines sch�adigungsmechanischen Pro-blems, den lokalen Fehler a posteriori zu sch�atzen und das FE-Netz entsprechend zuverfeinern bzw. wieder zu vergr�obern und auch die sch�adigungsmechanischen Zustands-variablen zu �ubertragen. Diese Aufgabe des Projektes be�ndet sich z. Z. in intensiverBearbeitung und soll bis Mitte des Jahres abgeschlossen sein. Auf dieser Basis sind An-wendungsrechnungen f�ur Probleme mit geringen Gradienten durchf�uhrbar, z. B. in derUmformtechnik, um die Ausbreitung von Sch�adigungsgebieten e�zient zu berechnen.Schwieriger verh�alt sich die Sache hingegen bei der Simulation der duktilen Ausbreitungvon Rissen, wo in der Sch�adigungszone starke Feldgradienten auftreten, die in Verbin-dung mit den entfestigenden Sch�adigungsgesetzen zu Lokalisierungen, zum Verlust derElliptizit�at [SMS94] und somit zur Netzabh�angigkeit der numerischen L�osung f�uhren, dieselbst mit Regularisierungsverfahren auf Basis nichtlokaler integraler oder Gradienten-methoden nicht vollst�andig vermeidbar sind, siehe z. B. [SR00, JK03, Reu03]. Deshalbm�ussen neben numerischen Fehlerkriterien auch werksto�mechanische Indikatoren f�urdie Netzanpassung formuliert werden. Das bedeutet im einfachsten Fall die Vorgabe ei-ner einheitlichen, nach unten beschr�ankten Elementgr�o�e in der Sch�adigungszone amRiss, die mit einer physikalischen Werksto�strukturl�ange korreliert. Vom Standpunktder Kontinuumsmechanik und Numerik w�are es richtiger, aber auch weitaus komplizier-ter, beim Erreichen des lokalen Versagens in einem Materialpunkt vor der Rissspitze,das z. B. durch die Inde�nitheit des akustischen Tensors angezeigt wird, den Bruchpro-zess durch Trennung des Kontinuums auch im numerischen Modell zu vollziehen. Daf�urbieten sich die in 2.3.1 erarbeiteten Algorithmen zur Elementteilung und Kantenver-dopplung an. Es wird angestrebt, diese Aufgaben noch bis Ende des Projektzeitraumszu l�osen.
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2.4 Ergebnisse
2.4.1 Adaptive Vernetzungsalgorithmen zur Elementteilung undKantenverdopplungWeiterentwicklung der vorhandenen adaptiven Vernetzungs- undL�osungsalgorithmenDas singul�are L�osungsverhalten an der Rissspitze erfordert immer eine Verfeinerung desNetzes in deren Umgebung, welche mit Hilfe einer adaptiven automatischen Verfeine-rungstechnik realisiert wird. Hierzu wird ein fehlergesteuertes Verfahren angewandt, dasauch eine sp�atere Netzvergr�oberung erm�oglicht, wenn sich die Rissspitze weiter bewegt.Der allseits bekannte residuumbasierte Fehlersch�atzer

�2T = XE�T hE k [�n] k2L2(E) (2.2)
kommt als Fehlerindikator f�ur jedes �nite Element T zum Einsatz. Er misst die Gr�o�edes Spannungssprungs [�n] entlang der Kante E eines Elements. Im Falle isotroper�niter Elemente ist die Wichtung hE gleich dem Verh�altnis der Kantenl�ange zum Elas-tizit�atsmodul. Dann gibt

� =  X8T �2T!1=2 (2.3)
eine N�aherung f�ur die totale H1-Fehlergr�o�e (bis auf eine unbekannte Konstante) an.Folglich wird ein Element T mit

�2T > �re�ne � �2 (2.4)verfeinert, bzw. falls
�2T < �coarse � �2 (2.5)gilt, wird das Netz in der Umgebung des Elementes T vergr�obert. Im Folgenden w�ahlenwir �refine � 0:8 und �coarse � 10�3. Falls nicht gen�ugend Elemente (� 10%) zurVerfeinerung gefunden werden, wird �refine schrittweise auf 0.05 reduziert. In Abbildung2.3 sind die beiden implementierten Varianten zur Teilung von Dreieckelementen zusehen.Bei der adaptiven Herangehensweise entsteht eine Folge von Netzen. F�ur jedes dieserNetze muss ein lineares Gleichungssystem iterativ gel�ost werden. Deshalb wurde ein sehrzeite�zientes L�osungsverfahren angestrebt, das in folgender Weise charakterisierbar ist[MRS04, MeRaS04]:� F�ur jedes Element werden nur die Elementmatrizen zusammen mit den Elementda-ten gespeichert. Der Zusammenbau irgendeiner Gesamtstei�gkeitsmatrix ist nicht
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Abbildung 2.3: Elementteilungsvarianten: "gr�une\Teilung (links) und "rote\ Teilung(rechts)
notwendig. Der L�osungsalgorithmus, beruhend auf der vorkonditionierten konju-gierten Gradientenmethode (PCGM) , "multipliziert\ einfach Element f�ur Ele-ment. Das besitzt den Vorteil, dass nur f�ur neue Elemente, die w�ahrend des Ver-feinerungsprozesses entstehen, Elementmatrizen generiert werden m�ussen.

� Der Vorkonditionierer nutzt die hierarchische Datenstruktur, die durch die Un-terteilung der Kanten des Netzes entsteht. F�ur ebene Problemstellungen f�uhrtder einfache "Hierarchische Basis\-Vorkonditionierer (HB) [Yser90] zu einem sehrschnellen Solver, weil:
a) Alle Informationen zur Implementierung des HB, welche von der Netzverfei-nerung genutzt werden, im "Kanten-Unterteilungsbaum\ enthalten sind.b) Die Anzahl der arithmetischen Operationen gleich 3N f�ur N Unbekannte imvorliegenden Netz ist.c) Einerseits die Konditionszahl der vorkonditionierten Stei�gkeitsmatrix (gleichder Konditionszahl der �niten Elementstei�gkeitsmatrix in Bezug auf die hier-archische Basis des Ansatzraumes) wie (logN)2 w�achst. Andererseits liegt einsehr guter Startvektor vor, der in die adaptive Schleife auf jeder neuen L�osungeingebettet wird (nur hochfrequente Fehler). Dies f�uhrt zu einer fast konstan-ten Anzahl von Iterationen w�ahrend der Verfeinerung.

Rissausbreitung mittels adaptiv-iterativer TechnikenDurch die bruchmechanische Auswertung der FE-L�osung erh�alt man die n�otigen Infor-mationen f�ur das inkrementelle Risswachstum, d.h. eine Richtung und eine L�ange �a,durch die die neue Rissspitze de�niert wird. Damit wird im aktuellen Netz von der aktu-ellen Rissspitze P zur neuen Rissspitze Pneu eine Strecke L (jLj 6 �a ) erzeugt, an derdie neue Riss
�ache generiert werden soll. Dazu sind neue Knoten (und somit auch neueKanten) entlang der Strecke L zu de�nieren. Sie k�onnen zweierlei Art von Freiheitsgra-den besitzen, die den Verschiebungen f�ur die Riss
�achen u+ und u� entsprechen. EinRissuferelement, welches "{\-Freiheitsgrade enth�alt, wird dann als "{\-Element bezeich-net. Entsprechend enthalten "+\-Elemente an der gegen�uberliegenden neuen Riss
�ache"+\-Freiheitsgrade.Der erste Schritt zur Modellierung der Rissausbreitung ist die Generierung solcher "{\-und "+\-Elemente durch eine Teilung aller Elemente, die durch die Strecke L geschnit-ten werden. Dabei wird f�ur jede geschnittene Kante E=(a,b) (mit a;b 2 R2 als dieEndknoten der Kante) des aktuellen Netzes folgender Algorithmus abgearbeitet:
Es wird der Schnittpunkt Q der Strecke L mit der Kante E berechnet, f�ur den die
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Beziehung gilt:

Q = �a+ (1� �) b: (2.6)
Wenn � � 1, dann wird der Endknoten a der Kante E auf den Schnittpunkt Qverschoben. Ist � � 0, wird der Endknoten b nach Q verschoben. Tri�t keine dieserbeiden Bedingungen zu, dann wird die Kante E in die zwei Kanten E1=(a,Q) undE2=(Q,b) geteilt.Durch das Verschieben der Endknoten der Kante zum Punkt Q werden ung�unstige Ele-mentformen, die durch die folgende Elementteilung entstehen, vermieden. Alle Elemente,bei denen zwei Kanten durch die Strecke L geschnitten werden, sind durch eine gew�ohnli-che "rot\-Teilung zu verfeinern. Eine "gr�un\-Teilung erfolgt f�ur die Elemente, welche nuran einer Elementkante geschnitten werden. Die restlichen Elemente bleiben unver�andert.Durch diesen einfachen Algorithmus erzeugt man entlang der Strecke L im Netz neueKanten. In Abbildung 2.4 ist ein entsprechendes Beispiel zu sehen. Abschlie�end de�niertman an den neuen Knoten entlang der Strecke L die "+\- und "{\-Freiheitsgrade.Bis jetzt ist die hierarchische Datenstruktur durch den Teilungsbaum der Kanten vorge-geben. Durch eine Kantenverdopplung entlang der Strecke L w�urde diese Datenstrukturzerst�ort werden, so dass kein e�zienter hierarchischer Vorkonditionierer zur Verf�ugungst�unde. Deshalb werden nur die Kanten entlang der Strecke L de�niert, die auf die"{\-Knoten verweisen. F�ur jeden "{\-Knoten existiert dann eine Kopie als "+\-Knotenin der Knotenliste mit einem gegenseitigen Verweis. Ebenso verweist ein "{\-Elementauf den Freiheitsgrad eines gew�ohnlichen oder "{\-Knotens und die "+\-Elemente ver-weisen auf gew�ohnliche oder "+\-Knoten. Durch die zus�atzliche De�nition von "{\- und"+\-Knoten erh�alt man insgesamt folgende Unbekannte:n Knoten mit 2n gew�ohnlichen Knotenfreiheitsgradend "{\-Knoten mit 2d Knotenfreiheitsgraden undd "+\-Knoten mit zus�atzlichen 2d Knotenfreiheitsgraden.F�ur das aktuelle Netz hat das lineare Gleichungssystem, welches nun gel�ost werdenmuss, N = 2(n + d + d) Knotenfreiheitsgrade. Der hierarchische Vorkonditionierer C�1[Yser90], verf�ugbar durch die Informationen des Kantenbaums, funktioniert jedoch nurf�ur 2(n + d) Knotenfreiheitsgrade. F�ur die Entwicklung eines e�ektiven L�osers d�urfen

1

2

3 4

5

P

P

+

−

a

L

Q

b

neu

P

P

+

+

+

+

+
+

+

+

+

−

−
−

−

−

−

−
−

−

−

+

−

neu

Abbildung 2.4: Netzbehandlung entlang der Strecke L: Element 1 wird "gr�un\, Elemente2,3 "rot\ und Elemente 4,5 wieder "gr�un\ geteilt, nachdem der Knotenverschoben wurde
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diese hierarchischen Informationen nicht verloren gehen (wie oben erkl�art). Deshalb wirdein Restriktionsoperator R mit

R = 0@ 12I O 12I OO I O OO O O I
1A : (2.7)

de�niert. Er bildet den �ktiven Raum mit 2(2n+2d) Knotenfreiheitsgraden auf unserenrealen Raum mit 2(n + 2d) Knotenfreiheitsgraden ab. Somit kann der resultierendeVorkonditionierer mittels
R� C�1 OO C�1 �RT : (2.8)

in zweifacher Anwendung von C�1 f�ur das Risswachstum eingesetzt werden. Die folgendeVorgehensweise f�uhrt zur iterativen Minimierung der Residuen innerhalb des PCGM:Es sei r = �rT0 ; rT�; rT+�T der Residuen-Vektor in der k-ten Iteration im konjugiertenGradienten-Algorithmus mit den Teilvektoren r0, r� und r+, die zu den normalen sowie"{\-Knoten und "+\-Knoten geh�oren. Der Vorkonditionierer ermittelt das vorkonditio-nierte Residuum w als
w = R� C�1 OO C�1 �RT r; (2.9)

das zwei "Vorkonditionierungsaufrufe\ enth�alt:� w0;�w�
� := C�1� 12r0r�

� (2.10)
und (nach dem Kopieren der r+ zu den "{\-Daten)� w0;+w+

� := C�1� 12r0r+
� : (2.11)

Dadurch werden zwei verschiedene Werte f�ur die Residuen an den normalen Knotenberechnet. Das Endresiduum innerhalb der behandelten Iteration ergibt sich dann alsderen Mittelwert:
w = 0@ 12(w0;+ + w0;�)w�w+

1A : (2.12)
Die zwei Solver in (2.10) and (2.11) sind die einfachsten hierarchischen Basis-Vorkonditio-nierer, angewandt auf die Knotenfreiheitsgrade, welche von den Kantendaten (hierarchi-sche Struktur) bezogen werden. Somit ist im Rahmen eines iterativen GleichungssolversRisswachstum modellierbar, ohne die Hierarchie der Datenstruktur zu zerst�oren. DieserSolver ist e�ektiv f�ur bruchmechanische Aufgaben einsetzbar.
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2.4.2 Adaptive Algorithmen und Kriterien zur Simulation derRissausbreitungRissausbreitungskriteriumBei der Betrachtung ebener Probleme der Rissausbreitung sind nur die Moden I undII von Bedeutung, Mode III entf�allt. Der kritische Zustand (d.h. Bruch) an der Riss-spitze folgt aus dem Zusammenwirken dieser beiden ebenen Moden. Zur Modellierungvon Risswachstum existieren eine Reihe von Hypothesen, die sich je nach betrachtetemMaterial bzw. Versagensmechanismus voneinander unterscheiden. F�ur isotropes elasti-sches Materialverhalten und ebene gemischte Beanspruchungen eignet sich das klassischeKriterium der maximalen Umfangsspannung von Erdogan und Sih (1963) [ES63]. Es be-stimmt die notwendigen Parameter (Gr�o�e und die Richtung der Rissausbreitung sowiedie kritische Rissbelastung) anhand der Annahme, dass sich der Riss senkrecht zur maxi-malen Umfangsspannung �'max = �'('0) ausbreiten wird, wenn der korrespondierendeSpannungsintensit�atsfaktor den Wert von KIc (Materialparameter) erreicht. Somit istdie Rissausbreitungsrichtung '0 mit

'0 = 2arctan 1�p1 + 8k24k
! ; k = KIIKI : (2.13)

de�niert. '0 h�angt vom Verh�altnis der beiden K-Faktoren ab und die Rissausbreitungs-bedingung lautet
14 �KI �3 cos '02 + cos 3'02 ��KII �3 sin '02 + 3 sin 3'02 ���KIc = 0: (2.14)

Letztendlich m�ussen die Spannungsintensit�atsfaktoren KI und KII bestimmt und dieRissausbreitungsbedingung (2.14) gepr�uft werden. (2.13) liefert dann in Zusammenhangmit einem gegebenen �a die neue Rissspitze.
Bestimmung der K-FaktorenZur Bestimmung der bruchmechanischen Beanspruchungsparameter KI und KII wur-den Zug�ange verwendet, die ihre Ermittlung unhabh�angig von der Struktur der Rissver-netzung (z.B. bez�uglich von Symmetrien, Elementgr�o�en, Knotenpositionen) gestattet.Um eine weitgehend netzunabh�angige und sehr genaue Bestimmung der K-Faktoren zuerreichen, bietet sich die Berechnung des J-Integrals an. Dabei ist zu beachten, dassdie direkte Anwendung der J-Integraltechnik f�ur Mixed-Mode Belastungen die Aus-wertung der Spannungs- und Verschiebungsfelder direkt an der Rissspitze notwendigmacht (x2-Komponente des J-Integrals). Ohne Ber�ucksichtigung des konkreten asymp-totischen Verhaltens werden diese Felder mittels FEM immer ungenau wiedergegeben.Selbst durch eine intensive adaptive Netzverfeinerung um die Rissspitze herum kanndie Qualit�at der Approximation nicht entscheidend verbessert werden. Deshalb kamdie Interaction-Integral-Technik zum Einsatz. Beim Interaction-Integral werden der FE-L�osung (Index (1)) unterschiedliche asymptotische L�osungen (Index (2)) �uberlagert undnur die x1-Komponente verwendet. Somit k�onnen die eben beschriebenen Probleme ver-mieden werden, da eine J-Integral-Kontur direkt bis zur Rissspitze nicht mehr notwendig
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ist, d.h. das Rissspitzennahfeld wird von der Auswertung ausgeschlossen. Man erh�alt dieBestimmungsgleichungen f�ur die K-Faktoren der FE-L�osung:

K(1)I = E?2K(2)I
Z
C
h�(1)ij "(2)ij �1k � �(1)ik u(2)i;1 � �(2)ik u(1)i;1 ink dC (2.15)

K(1)II = E?2K(2)II
Z
C
h�(1)ij "(2)ij �1k � �(1)ik u(2)i;1 � �(2)ik u(1)i;1 ink dC: (2.16)

In (2.15) und in (2.16) werden jeweils entsprechend die Mode I - Eigenl�osung und dieMode II - Eigenl�osung als Referenzl�osung (Index (2)) verwendet (E? = E=(1� �2) - f�urebenen Verzerrungszustand).
Bruchmechanische VernetzungsstrategieDas FE-Netz sollte w�ahrend der Simulation entsprechend der geforderten Genauigkeitder bruchmechanischen Ergebnisse optimiert sein. Da das J-Integral von der Vernet-zungstopologie eher unabh�angig ist, spielt nur die Netzfeinheit eine entscheidende Rolle.Die Genauigkeit der L�osung an der Rissspitze kann, neben dem verwendeten Element-Fehlersch�atzer, �uber die Auswertung der Wegunabh�angigkeit des J-Integrals beurteiltwerden. Hierbei handelt es sich um ein globales Fehlerma�. Das Netz wird bis zu demNiveau verfeinert, bei welchem die relative Abweichung des J-Integrals

�J = 3MAX �J (a); J (b); J (c)��MIN �J (a); J (b); J (c)�J (a) + J (b) + J (c) (2.17)
entlang der drei unterschiedlichen Konturen (a),(b) und (c) (siehe Abbildung 2.5) kleinerals ein vorgegebener Wert � ist.Zur Erh�ohung der Genauigkeit wurde versuchsweise das Netz innerhalb der Berech-nungskontur f�ur das J-Integral zwingend verfeinert. Es zeigte sich aber, dass die normaleadaptive Verfeinerung um die Rissspitze oft ausreichend ist.

ab
c

Abbildung 2.5: Finite-Element-Netz mit J-Integral-Konturen
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Rissfortschritt in einer symmetrisch belasteten ProbeIm Folgenden werden einige Testrechnungen von Rissausbreitungssimulationen vorge-stellt.
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Abbildung 2.6: Symmetrische Zugprobe

8 23

48 72

Abbildung 2.7: Phasen der Rissausbreitung unter symmetrischer Belastung
Das erste Testbeispiel betri�t Rissfortschritt in einer symmetrisch belasteten Probe[RMSK04]. In Abbildung 2.6 sind die Geometrie, die Startvernetzung sowie die verwen-deten Materialparameter zu sehen. Die Probe wird durch eine gleichm�a�ige Verschiebungvon u=0.05mm an der linken Seite der Probe belastet. Die aufgebrachte Belastung ruft
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Abbildung 2.8: �Anderung des Spannungsintensit�atsfaktors w�ahrend des Risswachstums
ein sofortiges Risswachstum hervor und der Riss w�achst kontinuierlich bis zum Rissstopp.In der Abbildung 2.7 sind die adaptiv verfeinerten Vernetzungen der Probe f�ur verschie-dene Rissl�angen zu sehen. Die Zahl unter den Bildern gibt die Anzahl der realisiertenFE-Rechnungen bis zur erreichten Rissl�ange an. Netzverfeinerung und Netzvergr�obe-rung w�ahrend des Risswachstums sind aus den Bildern ersichtlich. Man erkennt, dassdie Vernetzung an Stellen, die von der Rissspitze erreicht wurden, wieder vergr�obertwird, wenn ein bestimmter Abstand zur aktuellen Rissspitze �uberschritten ist. Das vier-te Bild in Abbildung 2.7 zeigt die endg�ultige Position der Rissspitze f�ur die vorgegebenenMaterialparameter und Belastung, d.h. der Riss hat angehalten. In Abbildung 2.8 ist dieAbh�angigkeit des Spannungsintensit�atsfaktors bez�uglich der Rissl�ange gezeigt.
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(b) � = 10�3Abb. 2.9: Anzahl der Iterationen des PCGM-Solvers pro FE-L�osung f�ur verschiedene �
Eine interessante Eigenschaft des PCGM-Solvers ist in Abbildung 2.9a zu sehen, in derdie Anzahl der Iterationen f�ur jede FE-L�osung w�ahrend der Rissforschrittssimulationdargestellt ist. Die markierten Punkte kennzeichnen die FE-L�osung direkt nach einer in-krementellen Rissverl�angerung. Man erkennt, dass der Solver mehr Iterationen ben�otigt,wenn die Rissspitze weiter bewegt wird und das FE-Netz entsprechend der neuen Riss-ober
�ache angepasst wird. Auf der anderen Seite f�uhrt eine folgende Netzverfeinerung
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zu einem raschen Abfall der Iterationszahlen. Dieser Sachverhalt zeigt die hohe E�zienzder angewandten Techniken.Erh�oht man die geforderte Genauigkeit von � = 10�2 auf � = 10�3, so wird eine nochfeinere Vernetzung um die Rissspitze erzeugt. Das zu l�osende Gleichungssystem enth�altnoch mehr Freiheitsgrade und ist demzufolge noch aufw�andiger zu l�osen. Die Entwick-lung der ben�otigten Iterationen zur L�osung dieser gr�o�eren Gleichungssysteme ist in Ab-bildung 2.9b zu sehen. Im Unterschied zur Abbildung 2.9a steigen die PCGM-Iterationenf�ur den ersten L�osungsschritt nach der inkrementellen Rissverl�angerung ungef�ahr um dasDoppelte. F�ur die folgenden Verfeinerungsschritte f�allt jedoch die Anzahl der Iteratio-nen auf das gleiche Niveau wie in Abbildung 2.9a zur�uck. Um zuk�unftig die \Iterations-spitzen" der Bilder 2.9a und 2.9b herabzusetzen, ist die korrekte asymptotische L�osung[SM96, Sch97, Sch99, Sch04] in den hierarchischen L�oser einzubeziehen.
Erm�udungsrisswachstum in einer QuerkraftbiegeprobeErsetzt man bei einer vorgegebenen zyklischen Belastung KI , KII und KIc durch dieentsprechenden Schwingbreiten der K-Faktoren �KI , �KII sowie �Kth, so lassen sichdie Gleichungen 2.13 und 2.14 auch auf Erm�udungsrisswachstum anwenden. Allerdingsk�onnen E�ekte wie Rissschlie�en dabei nicht ber�ucksichtigt werden. Als Simulations-beispiel wurde die Querkraftbiegeprobe aus [TWB03] gew�ahlt, da hierf�ur entsprechendeexperimentelle Vergleichsergebnisse f�ur das Erm�udungsrisswachstum vorliegen. Die Geo-metrie und die verwendeten Materialparameter sind in Abbildung 2.10 zu sehen. F�ur denSchwellwert �Kth wird ein sehr kleiner Wert vorgegeben, so dass es in jedem Fall zumRisswachstum w�ahrend der Simulation kommt.In Abbildung 2.11 sind die Ergebnisse f�ur verschiedene Rissl�angen und den zugeh�ori-gen, adaptiv erzeugten, FE-Netzen zu sehen. Netzverfeinerung und Netzvergr�oberungw�ahrend des Risswachstums sind deutlich zu erkennen. Die Vergr�oberung tritt vor allemim Bereich der L�ocher auf, aber auch an den Riss
anken, kurz nachdem die Rissspitzesich weiter bewegt hat. Im Gegensatz zum vorhergehenden Beispiel kann die Vernet-zung entlang des entstandenen Risses nicht bis zur Startvernetzung zur�uck vergr�obertwerden. Dies ist in der Tatsache begr�undet, dass der Riss nicht entlang vorhandenerElementkanten des Ausgangsnetzes w�achst. Durch die Teilung von Elementen beim in-krementellen Risswachstum wird eine Vergr�oberung blockiert, da diese Elemente nichtwieder zusammengef�ugt werden d�urfen.
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Abbildung 2.10: Querkraftbiegeprobe
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Der Vergleich des berechneten Risspfades mit dem experimentell ermittelten wird in Ab-bildung 2.12 dargestellt. Die Simulation zeigt eine sehr gute �Ubereinstimmung mit demExperiment. Die geringen Abweichungen sind auf einen zu gro� gew�ahlten Parameter�a zur�uckzuf�uhren.
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Abbildung 2.11: Phasen des Erm�udungsrisswachstums in der Querkraftbiegeprobe
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Abbildung 2.12: Vergleich von Simula-tion mit Experiment
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2.4.3 Realisierung von Algorithmen zur �Ubertragung vonZustandsgr�o�en bei adaptiver NetzverfeinerungDie Integration des Materialmodells erfolgt im Rahmen der vorgestellten Algorithmennicht nur in den Gau�punkten sondern zus�atzlich auch in den Elementknoten. Die-se Vorgehensweise erleichtert die �Ubertragung der Knoten- und Gau�punktwerte vomVater- auf die Sohnelemente erheblich. In [GBKM00a] und [GBK03] werden die in SPC-PM2AdNl realisierten impliziten Projektionsalgorithmen zur lokalen L�osung des An-fangswertproblems f�ur elastisch-plastisches Materialverhalten bei gro�en Verzerrungenausf�uhrlich dargestellt.Allgemein l�auft die Verfeinerung f�ur alle realisierten Teilungsarten folgenderma�en ab:1. Bildung der Sohnelemente (De�nition der Kanten und Knoten).2. �Ubernahme der Knotenwerte vom Vater- auf die Sohnelemente f�ur die Punkte, beidenen Vater- und Sohnknoten exakt zusammenfallen.3. Berechnung der Knotenwerte f�ur die neu hinzugekommenen Sohnknoten mittelsder Formfunktionen des Vaterelements. Die �Ubertragung der Knotenverschiebun-gen

uSonj (�; �) = NelX
k=1 hk (�; �) uFathk (2.18)

f�uhrt auf Funktionen, die �uber die Elementkanten hinweg kontinuierlich sind. F�uralle anderen Feldvariablen yi mit y = (y1; y2; :::; yn)T (au�er dem Verzerrungsten-sor im ebenen Verzerrungszustand (EVZ)) ist die �Ubertragungsvorschrift
ySonj (�; �) = NelX

k=1 hk (�; �) yFathk (2.19)
eine sinnvolle Interpolationsmethode. Im Gegensatz zur �Ubertragung der Knoten-verschiebungen f�uhrt der Transfer von y entlang der Elementgrenzen auf nichtstetige Funktionen.4. Nach der �Ubertragung der Knotenwerte f�ur die Sohnelemente werden die Werte inihren Gau�punkten mit Hilfe der Formfunktionen dieser neu generierten Elementebestimmt.Die detaillierte Beschreibung der Elementteilungsprozeduren kann [BMGK04b] entnom-men werden. An dieser Stelle sei noch ein Sekund�arergebnis in Zusammenhang mit derzus�atzlichen L�osung des Anfangswertproblems in den Elementknoten erw�ahnt. Durchdiese Vorgehensweise sind neben den Verschiebungen auch lokale Knotenvariablen (Ver-zerrungen, Spannungen, innere Variablen) a priori verf�ugbar. Das wurde zu einem Ver-gleich unterschiedlicher Quadraturformeln f�ur die ben�otigten Volumenintegrale genutzt.Neben dem in der Regel verwendeten Gau�-Schema gibt es vereinzelte FEM-Anwen-dungen des so genannten Gau�-Lobatto-Verfahrens. Dieses zeichnet sich dadurch aus,dass die Grenzen eines eindimensionalen Integrationsgebietes als St�utzstellen vorgegeben
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sind. Die Anzahl und Position weiterer Integrationspunkte sowie die Integrationsgewich-te werden in Abh�angigkeit von der zu errreichenden Genauigkeit optimiert. Folglichliegen beim Gau�-Lobatto-Verfahren einzelne St�utzstellen auf den Kanten eines FinitenElementes. Insbesondere fallen die Eckknoten immer mit der Position von Integrations-punkten zusammen. Damit reduziert sich die Anzahl der St�utzstellen im Inneren desIntegrationsgebietes. Wie jedoch in Abbildung 2.13 am Beispiel eines vollst�andig inte-grierten 8-Knoten-Viereckelementes deutlich zu sehen ist, nimmt die Gesamtzahl derSt�utzstellen gegen�uber dem Gau�-Verfahren bei gleicher Approximationsg�ute f�ur dieBerechnung der Integrale zu (16 Integrationspunkte bei Gau�-Lobatto gegen�uber 9 beiGau�).
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Abbildung 2.13: Position der Integrationsst�utzstellen (�) und Elementknoten (
) ei-nes 8-Knoten-Viereckelementes bei vollst�andiger Integration: Gau�-Lobatto-Schema (links), Gau�-Quadratur (rechts).
Numerische Beispielrechnungen mit den in Abbildung 2.13 gezeigten Elementen habeneine sehr gute �Ubereinstimmung der Simulationsergebnisse gezeigt. Die Verwendung ei-nes reduzierten Gau�-Lobatto-Schemas f�uhrte zu gr�o�eren L�osungsfehlern (vergleichbarwiederum mit reduzierter Gau�-Integration). Dem Vorteil der verbesserten E�ektivit�at(acht St�utzstellen fallen mit den Elementknoten zusammen, lediglich ein Integrations-punkt { im Ursprung des lokalen Elementkoordinatensystems { w�are zus�atzlich zu be-arbeiten) steht in diesem Fall die nicht akzeptable Genauigkeit gegen�uber. Andererseitsist die Verwendung der Gau�-Lobatto-Quadratur bei vollst�andiger Integration sogarmit einem zus�atzlichen Aufwand verbunden, da das Anfangswertproblem in insgesamt20 Punkten im Element zu l�osen ist (gegen�uber 17 beim Gau�-Verfahren). Dabei ist zuber�ucksichtigen, dass im Rahmen der vorgestellten adaptiven Strategie Knotenvariablenimmer elementbezogen (und somit bis auf wenige Ausnahmen mehrfach) berechnet undgespeichert werden. Die Unstetigkeiten in den Variablen werden somit bei deren �Uber-tragung auf neue Elemente bewusst beibehalten, um Fehler durch Gl�attungsalgorithmenzu vermeiden.
2.4.4 Adaptive Algorithmen zur Vergr�oberung von VernetzungenDas FE-Programm SPC-PM2AdNl erlaubt nur das Vergr�obern solcher Elemente, dieaus einer fr�uheren Unterteilung hervorgegangen sind. Das bedeutet nichts anderes, alsdass in dem Elementbaum, mit dessen Hilfe die Geschichte der Netzanpassung und die
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damit verbundene Entwicklung der Elementanzahl nachvollzogen werden kann, von denBl�attern zu den Zweigen zur�uckgegangen wird (vgl. Abb. 2.14).
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Abbildung 2.14: Elementbaum: Zweige und Bl�atter. Erste Elementverfeinerung - rot,nachfolgende Unterteilungen - gr�un. Zi�ern: Elementnummern.
Beim Vergr�obern m�ussen Knotenwerte verschiedener Elemente, die zu ein und demselbenKnoten geh�oren, wieder zusammengef�ugt werden. F�ur die Art und Weise der �Uber-tragung der Sohnwerte auf das neue Vaterelement existieren verschiedene Methoden.Hier wurden die folgenden zwei verwendet:

� Die �Ubertragung der Sohnwerte auf das Vaterelement und das damit verbundeneZusammenf�ugen der Feldvariablen verschiedener Elemente in ein und demselbenKnoten erfolgt �uber das arithmetische Mittel. Diese Vorgehensweise ist die ein-fachste Art der �Ubertragung.
� Durch Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate kann ein verbesserter Algo-rithmus zur Bestimmung der Vaterknotenwerte abgeleitet werden. Bei dieser Ver-fahrensweise ist es m�oglich, auch Werte von Sohnknoten mit ein
ie�en zu lassen,die im Weiteren durch die Elementvergr�oberung gel�oscht werden. Dieses Vorgehenist zweckm�a�iger, da mehr Informationen f�ur die Bestimmung der Vaterknoten-werte ausgewertet werden.

Ein weiterer wichtiger Schritt des Vergr�oberungsalgorithmus ist die Berechnung der Feld-gr�o�en in den Gau�punkten des neu gebildeten Vaterelements. Diese Werte werden wiebei der Elementverfeinerung basierend auf den Formfunktionen des neuen Elements er-mittelt.Die entwickelten Vergr�oberungsalgorithmen f�ur Vier- und Dreieckelemente wurden in[BMGK04b] ausf�uhrlich dargestellt.
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2.4.5 Fehlersch�atzung bei nichtlinearen ProblemenFehlersch�atzer bez�uglich des GleichgewichtsF�ur die Simulation des nichtlinearen Werksto�verhaltens, basierend auf den in SPC-PM2AdNl realisierten Materialmodellen der anisotropen Elastoplastizit�at unter Ber�uck-sichtigung einer Substruktur (siehe dazu u. a. [Buch01b], [BGK04]) wird der residuale aposteriori Fehlersch�atzer gem�a� Gleichung (2.1) verwendet.Kantenorientierte Fehlersch�atzer �E bez�uglich der Unstetigkeit der Residualkr�afte angemeinsamen Elementr�andern werden an den Einzelkanten in einer Schleife �uber alleElemente berechnet. Ein wichtiger Anteil eines elementorientierten Fehlersch�atzers f�urdas Element T ist die Summe der Fehler �uber alle Kanten E, die die Elementberandung@
T bilden (zweiter Teil von Gl. (2.1)):

�2TE = X
E2@
T �2E = X

E2@
T hT�D k [�n] k2L2(E)
= X

E2@
T hT�D
Z
E j[� (uh)nE]j2 dsE

= X
E2@
T hT�D

Z
E ([� (uh)nE] ; [� (uh)nE]) dsE; (2.20)

(vgl. [Ku97, Ku00a, Ku01a, Ku01c]) mit dem Kantensprung der Spannungen [�n]. ImWeiteren kann der kantenorientierte Fehler nach Anwendung der Mittelpunktsregel f�urdie Integration vereinfacht werden zu
�2E = 1�D j ��E?� j2jxM : (2.21)

Hierbei sind xM die Koordinaten des Kantenmittenknotens. Der Vektor E? ist entlangder Kantenau�ennormale gerichtet. Sein Betrag entspricht der Kantenl�ange.An Kanten mit h�angenden Knoten existieren gleichzeitig eine Vaterkante EFath (diezu einem ungeteilten Element geh�ort) und ihre beiden Sohnkanten ESon 1 und ESon 2,die zu den neu entstandenen S�ohnen des Nachbarelementes geh�oren. Die Bestimmungvon Fehlersch�atzern an solchen Kanten erfordert eine besondere Behandlung, da an derVaterkante bez�uglich der Seitenmittenknoten der S�ohne keine Werte f�ur die Spannungenvorliegen. Durch eine geeignete Approximation m�ussen diese n�aherungsweise ermitteltwerden (siehe Gr�o�en f FS1 und f FS2 in Abbildung 2.15).F�ur die Berechnung der Fehlersch�atzer f�ur diese Vater- und Sohnkanten wird wie folgtverfahren: Der Fehlersch�atzer der Vaterkante lautet�2E Fath = hTFath�D k [�n] k2L2(EFath)
= hTFath�D

Z
EFathj [�n] j2 d sEFath

� lEFath�D
Z

EFath j [�n] j2 d sEFath (2.22)



250 D1 Krei�ig/Meyer/Kuna

�������������������
����������

�������������������
����������BBBBBBBBBBBBBB

BBBBBBB
BBBBBBB
BBBBBBB

�
��� �ESon 2ESon 1

EFathf S1 f S2
f FS1

f FS2AAAAAU
���R����I CCCCCO

Abbildung 2.15: Kantenkr�afte an h�angenden Knoten.
Mit lESon 1 = lESon 2 = lESon = 12 lEFath kann Gleichung (2.22) auch geschrieben werdenals

�2E Fath = 2 lESon�D
Z

EFathj [�n] j2dsEFath
= 2 lESon�D

8<: Z
ESon 1j [�n] j2dsESon 1 +

Z
ESon 2j [�n] j2dsESon 2

9=; (2.23)
Durch Anwenden der Mittelpunktsregel entsteht

�2E Fath = 2�D ��2E Son 1 + �2E Son 2	 (2.24)
Bei Randkanten mit vorgegebenen Verschiebungsrandbedingungen wird kein lokaler Feh-ler betrachtet. Der lokale residuale Fehler an Kanten mit Kraftrandbedingungen wirdaus dem Sprung der inneren und �au�eren Kr�afte berechnet.
Fehlerindikator bez�uglich der Flie�bedingungWie bereits erw�ahnt, wird durch den oben beschriebenen Fehlersch�atzer bei Approxima-tion von �D mit dem Elastizit�atsmodul der Fehler in vollst�andig oder teilweise plasti-zierten Elementen untersch�atzt. Aus diesem Grund wurde zus�atzlich ein Fehlerindikatorbez�uglich der Flie�bedingung in SPC-PM2AdNl implementiert, der besonders sensibelauf die Entwicklung der plastischen Zonen reagiert.Bei der thermodynamisch konsistenten Herleitung des Materialmodells der �niten Elas-toplastizit�at ergibt sich unter anderem die so genannte Kuhn-Tucker-Bedingung:�F = 0 (2.25)W�ahrend wegen � = 0 im elastischen Fall, bei Entlastung und neutraler Belastung dieBedingung (2.25) immer g�ultig ist, f�uhren die verwendeten impliziten Iterationsverfahrenf�ur die L�osung des Anfangswertproblems bei Belastung im plastischen Fall nicht zu
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einer exakten Erf�ullung der Flie�bedingung im Rahmen ihrer FE-Approximation Fh.Wie genau die plastische Zone im aktuellen FE-Netz abgebildet wird, kann mit Hilfe desFehlerindikators

�2KT = k�F � �hFhk2L2(
) = k�hFhk2L2(
) (2.26)
bez�uglich der Bedingung (2.25) angegeben werden. Die Verwendung dieses Fehlerindi-kators f�uhrt insbesondere an den R�andern der plastischen Zone zu einer Netzverfeine-rung, w�ahrend in deren Kern Netzvergr�oberungen bis hin zum Ausgangsgitter auftretenk�onnen.
Strategien zur FehlerauswertungIn SPC-PM2AdNl wurden zwei Strategien zur Fehlerauswertung realisiert:� kantenorientiert bzw.� elementorientiert.W�ahrend der Gleichgewichtsfehlersch�atzer im Rahmen beider Strategien eingesetzt wer-den kann, ist der Flie�bedingungfehlerindikator lediglich f�ur die elementorientierte Feh-lerauswertung geeignet.Bei der kantenorientierten Vorgehensweise wird ausschlie�lich der Kantensprunganteildes Gleichgewichtsfehlers ausgewertet. Alle Kanten, die die Beziehung

�2E � �Tol � ~�2 (2.27)
erf�ullen, werden f�ur eine Unterteilung markiert. Als Vergleichswert ~� werden der maxi-male Kantenfehler

~� = max8E �E (2.28)
oder alternativ die Fehlersumme

~� =XE �E (2.29)
genutzt. Die Art der Elementteilung ist abh�angig von der Anzahl und Lage der markier-ten Kanten im Element.Im Gegensatz zur kantenorientierten Strategie werden bei der elementorientierten Me-thode die Elemente markiert. Hierbei k�onnen der Fehlersch�atzer �T in der De�nition (2.1)und der Fehlerindikator �KT nach (2.26) wahlweise einzeln oder gemeinsam (jedoch un-abh�angig voneinander) ausgewertet werden. Markiert werden alle Elemente, deren Fehlerfolgende Beziehungen erf�ullen:

�2T � �TolT � ~�2T ; �2KT � �TolKT � ~�2KT : (2.30)
Entsprechend der Vorgehensweise beim kantenorientierten Fehlersch�atzer k�onnen ~�Tbzw. ~�KT den Summenfehler oder den Maximalfehler �uber alle Elemente darstellen.
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BeispieleDer Test der beschriebenen adaptiven Vernetzungsalgorithmen wurde am Beispiel einergezogenen Scheibe mit Loch umfassend in [BMGK04b] dokumentiert.Der residuale Fehlersch�atzer gem�a� Gleichung 2.1 beinhaltet neben dem Anteil f�ur dieKantenspr�unge zus�atzlich einen Elementresiduumsanteil. Bei linearen Elementen entf�alltdieser Anteil wegendiv � = 0; (2.31)bei quadratischen Elementans�atzen kann er nicht a priori vernachl�assigt werden. In Ab-bildung 2.16 ist die Verteilung der beiden Anteile f�ur das Problem der Scheibe mit Lochdargestellt. Bei einer gleichbleibenden Vernetzung entwickeln sich die Anteile proportio-nal zueinander, bei adaptiver Netzanpassung schwankt das Verh�altnis. In beiden F�allen�uberwiegt das Elementresiduum klar.
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Abbildung 2.16: Scheibe mit Loch. Entwicklung der Fehleranteile Elementresiduum undKantensprung beim Grobgitter und bei adaptiver Verfeinerung (1330Elemente im 20. LS). Verschiebung des oberen Scheibenrandes pro Last-schritt um 10�2 mm.Die E�zienz adaptiver Vernetzungsalgorithmen wird anhand der Abbildung 2.17 ver-deutlicht. Es ist leicht zu erkennen, dass bei der adaptiven Vorgehensweise eine drastischeFehlerreduzierung bereits mit wesentlich weniger Elementen im Vergleich zu globalenVerfeinerungen erreicht werden kann.
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Abbildung 2.17: Scheibe mit Loch: Entwicklung des maximalen Gesamtfehlers �2T beiunterschiedlichen Vernetzungen
2.4.6 Bearbeitung des Kontaktproblems unter Ber�ucksichtigungvon Adaptivit�at und ReibungZu Beginn der Behandlung des Kontakts erfolgte die Betrachtung des 2D-Problemsbei einem starren Zielk�orper unter der Voraussetzung von Reibungsfreiheit. F�ur dasnichtlineare Materialverhalten wurden dabei die im TP A12 f�ur das lineare Elastizit�ats-problem entwickelten hoche�zienten Kontaktalgorithmen angepasst. Deren theoretischeund algorithmische Grundlagen sind im Berichtsteil zu A12 und in [MeUn04] ausf�uhrlichdargestellt.Im Rahmen der gew�ahlten Vorgehensweise wird zu Beginn eines jeden Lastschritts f�uralle noch freien Knoten auf Kanten, die als m�ogliche Kontaktr�ander in Frage kommen,gepr�uft, ob diese in das Hindernis eingedrungen sind. Hierzu wurde als starrer Zielk�orperzuerst der Halbraum mit konstantem Normalenvektor betrachtet. Weiterhin erfolgte dieEinarbeitung von gekr�ummten Hindernissen in 2D als quadratische Form (F (x1; x2) � 0)und als Splinekurve.Penetrierte Knoten werden exakt auf den Zielk�orper zur�uckgezogen. Anschlie�end wer-den die Verschiebungen dieser Knoten mit einem Projektor auf spezielle Teilr�aume (z. B.Erf�ulllung von homogenen Dirichlet-Randbedingungen) in Richtung der lokalen Tangen-tialebene am Kontaktpunkt so lange restringiert, wie der Kontaktfall vorliegt. In Abbil-
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dung 2.18 ist beispielhaft der Kontakt einer gestauchten Scheibe mit einem durch Splinesbegrenzten Hindernis dargestellt.
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Abbildung 2.18: Stauchen einer Rechteckscheibe gegen ein gekr�ummtes, starres Hinder-nis. Vernetzung einer H�alfte des Scheibenquerschnitts mit 64 Elemen-ten und Geometrie des mit Splines beschriebenen Hindernisses (links).Vertikalverschiebungen bei 40% Stauchung im Fall des reibungsfreienKontakts (rechts).
Durch die Projektion penetrierter Knoten auf das Hindernis und die damit verbundene�Anderung einzelner Komponenten des Verschiebungsvektors kommt es zu einer zus�atz-lichen, deutlichen Verletzung des zu Beginn des Lastschrittes in der Regel nicht aus-iterierten Gleichgewichts. Zur Vermeidung von Oszillationen durch wechselweises L�osenund Penetrieren w�ahrend der Gleichgewichtsiterationen (die im Extremfall eine Kon-vergenz der L�osung des Randwertproblems verhindern k�onnen) werden Knoten, dieerstmals (bzw. erneut nach zwischenzeitlicher Freigabe) in Kontakt kommen, f�ur dengesamten Lastschritt als in Kontakt be�ndlich markiert und durch den Projektor imPCG-L�oser auf dem Hindernis gehalten. Dieser einfache und e�ziente Algorithmus zuriterativen Einstellung des Gleichgewichts, verbunden mit einer entsprechenden Korrek-tur der Position aller inneren Netzknoten, hat sich bei moderaten Lastschrittgr�o�en alsau�erordentlich stabil erwiesen. Die Gr�o�e der Belastungsinkremente ist jedoch bei Kon-taktproblemen ohnehin zur Vermeidung der Penetration innerer Netzknoten begrenzt.F�ur Knoten, die sich bereits in Kontakt mit dem Zielk�orper be�nden, wird am Vorzeichender Normalkraft zu Beginn des Lastschrittes �uberpr�uft, ob sich diese unter Umst�andenwieder gel�ost haben. In diesem Fall werden die Verschiebungsrestriktionen aufgehobenund im Verlauf der weiteren Iterationen des Randwertproblems im Belastungsinkrementnehmen frei gegebene Knoten ihre Gleichgewichtslage ein.Zum weiteren Vorgehen bei der Realisierung der Kontaktmodellierung im geometrischund physikalisch nichtlinearen Fall wird auf den Abschnitt \O�ene Fragen /Ausblick"verwiesen.
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2.5 O�ene Fragen / Ausblick
Entsprechend der Zielsetzung im Berichtszeitraum f�ur das Teilprojekt D1 des SFB393der TU Chemnitz wurde die bisher entwickelte FEM-Software f�ur geometrisch und phy-sikalisch nichtlineare Aufgaben um adaptive Strategien zur Netzanpassung und e�zienteMethoden zur Kontaktmodellierung erweitert. Das in diesem Zusammenhang entstan-dene FEM-Programm SPC-PM2AdNl zeichnet sich damit gegen�uber der Vorg�anger-version SPC-PMHP durch eine deutlich verbesserte Praxisrelevanz aus. Basierend aufthermodynamisch konsistenten Ans�atzen der Elastoplastizit�at gro�er Verzerrungen mitanisotropem Verfestigungsverhalten und unter Einbeziehung von Sch�adigungsmodellenk�onnen vielf�altige Aufgaben der Struktur- und Rissbruchmechanik numerisch simuliertwerden.Neuartige, knotenbasierte Algorithmen f�ur die �Ubertragung der Zustandsgr�o�en auf neugenerierte Elemente im Rahmen einer hierarchisch strukturierten Netzverfeinerung wur-den entwickelt, in die inkrementell-iterativen L�osungsverfahren integriert und erfolgreichgetestet. Der gr�o�ere numerische Aufwand durch die zus�atzliche L�osung des Anfangs-wertproblems in den Elementknoten ist deshalb gerechtfertigt, weil damit die Zustands-gr�o�en in den Elementknoten (als Basisvariablen f�ur die �Ubertragungsstrategien) mitder gleichen Genauigkeit vorliegen wie in den Integrationsst�utzstellen. Es ist geplant,durch vergleichende Untersuchungen mit anderen �Ubertragungsmethoden (basierend aufExtrapolationsalgorithmen und/oder Gl�attung der Knotenvariablen) bis zum Ende derF�orderungsperiode den Nachweis zu erbringen, dass diese, theoretisch konsistentere, Ver-fahrensweise auch zu numerisch genaueren Ergebnissen und einem verbesserten Konver-genzverhalten f�uhrt.Der urspr�unglich vorgesehene Fehlersch�atzer zur Minimierung der Unstetigkeit der Span-nungsl�osung an gemeinsamen Elementkanten wurde f�ur die verwendeten Elemente mitquadratischen Ans�atzen um den Anteil des Elementresiduums erg�anzt. L�osungsabh�angi-ge Fehlerindikatoren, die eine verbesserte Erfassung der Grenzen plastischer Gebieteund des Wachsens von Rissen und Sch�adigungszonen erm�oglichen, wurden implemen-tiert und untersucht. O�en, und auch in der Literatur nicht beleuchtet, ist dabei die f�urdie E�zienz der Netzanpassung bei nichtlinearen Modellen wesentliche Frage der Wahlgeeigneter Abbruchschranken f�ur die Fehlersch�atzer und -indikatoren. Hier sind bishernur heuristische Vorgehensweisen m�oglich, die zudem stark problemabh�angig sind.Nichtlineare Aufgabenstellungen sind nicht selten durch eine Ortsabh�angigkeit kritischerRegionen (die eine Netzverfeinerung erfordern) im Verlauf der Belastungsgeschichte ge-kennzeichnet. Typische Beispiele sind die Bewegung der Kontaktzone beim Rollkontaktoder die Ausbreitung von Rissen. Im Sinne einer e�ektiven Diskretisierung ist es somitnotwendig, an geeigneten Stellen das Netz zu vergr�obern. Unter Nutzung der hierarchi-schen Datenstrukturen erfolgt die Netzvergr�oberung in SPC-PM2AdNl durch Zusam-menf�ugen vorher geteilter Elemente. Die Bildung des arithmetischen Mittels und dieMethode der kleinsten Fehlerquadrate wurden f�ur die �Ubertragung der Zustandsgr�o�enauf Knoten im Vaterelement, die aus mehreren Knoten fr�uherer Sohnelemente gebil-det werden, untersucht. Ein Vergleich der numerischen Genauigkeit und des Ein
ussesauf das Konvergenzverhalten dieser beiden Verfahren ist Gegenstand weiterer Untersu-chungen. Im Rahmen der Aufgabenstellungen im Berichtszeitraum wurde weiterhin dasAusl�oschen von Elementen bei Erreichung eines bestimmten Sch�adigungsgrades und dasAuftrennen von Elementen beim Risswachstum realisiert.
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F�ur die Kontaktmodellierung im nichtlinearen Fall wurde zun�achst das 2D-Problem beieinem starren Hindernis betrachtet. Dabei wurden die im TP A12 f�ur geometrisch undphysikalisch lineare Probleme der Elastizit�at entwickelten e�zienten Verfahren auf derGrundlage geeigneter Projektoren f�ur penetrierte Knoten erfolgreich in das Konzeptder inkrementell-iterativen Vorgehensweise bei gro�en Verzerrungen integriert. Die ur-spr�unglich vorgesehene Begrenzung des Hindernisses mittels Geraden und Kurven zwei-ter Ordnung wurde um deren Approximation durch kubische Splines erweitert. Aus-schlaggebend daf�ur waren praktische Erw�agungen, die auch dazu f�uhrten, auf die geplan-te, sukzessive Erweiterung der Kontaktmodellierung zur Ber�ucksichtigung der Reibungzu verzichten. Stattdessen wurden der verbesserten Beschreibung der Geometrie derHindernisse und der oben erw�ahnten zus�atzlichen Untersuchungen bez�uglich der Feh-lersch�atzer und der �Ubertragungsalgorithmen insbesondere bei Netzvergr�oberung derVorrang gegeben. Durch Verz�ogerungen der Arbeiten zur L�osung des Kontaktproblemsdurch FE-Diskretisierungen vom Nitsche-Typ im TP A12 (siehe dort) wurde auch dievorgesehene Anpassung dieser Untersuchungen auf nichtlineare Probleme zur�uckgestellt.Beginnend mit der �Ubertragung und Modi�kation der Fehlersch�atzer an Kontaktkantenaus den Untersuchungen zur linearen Elastizit�at im TP A12 wird gegenw�artig die Kopp-lung der Kontaktmodellierung mit der adaptiven Vorgehensweise f�ur den nichtlinearenFall vorbereitet.Mit SPC-PM2AdNl liegt ein FEM-Programm zur numerischen Simulation von ebenengeometrisch und physikalisch nichtlinearen Problemstellungen vor, das sich auf der Ba-sis hierarchischer Datenstrukturen durch schnelle L�osungsverfahren, e�ziente adaptiveStrategien zur Netzverfeinerung und -vergr�oberung und eine 
exible Materialschnitt-stelle auszeichnet, die mit verallgemeinerten, modernen numerischen Verfahren zur ite-rativen L�osung des Anfangswertproblems verkn�upft ist. Damit lassen sich bereits jetztunterschiedliche praktische Aufgaben aus der Struktur- und Rissbruchmechanik l�osen.Es liegt nahe, diese e�ektiven und anpassungsf�ahigen Programmstrukturen zu nutzen,um in einer weiteren F�orderungsperiode den Anwendungsbereich des Programmes zuvergr�o�ern. Daf�ur bieten sich in Zusammenarbeit und basierend auf Vorarbeiten ande-rer Teilprojekte eine Erweiterung der Materialbibliothek beispielsweise um gekoppelteAufgabenstellungen und eine Ber�ucksichtigung r�aumlicher Probleme an. In diesem Zu-sammenhang r�uckt auch die Frage der Parallelisierung des Programmes wieder verst�arktin den Vordergrund.
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2.1 Teilprojekt D2
E�ziente parallele Algorithmen f�ur die numerische Simulation stark phasengekoppelter,disperser Mehrphasenstr�omungen
2.1.1 AntragstellerDr.{Ing. Thomas Frank � Prof. Dr. G�unter Wozniak29.01.1963 28.06.1958bis 2002:Professur Technische Thermodynamik Professur Str�omungsmechanikForschungsgruppe Mehrphasenstr�omungenFakult�at f�ur Maschinenbau und VerfahrenstechnikTechnische Universit�at Chemnitz09107 ChemnitzTel.: (0371) 531-4643 (0371) 531-1707Fax: (0371) 531-4644 (0371) 531-1847Email: DrTh.Frank@arcor.de guenter.wozniak@mbv.tu{chemnitz.de
� Die Stelle von Herrn Dr. Th. Frank als wissenschaftlicher Assistent an der TU Chem-nitz war befristet bis zum 30.09.2003, wobei er mit 1.1.2003 in die Industrie wechselte.
2.1.2 ProjektbearbeiterDie Bearbeitung wurde von DI Klaus Pachler im Rahmen der im vorangegangenen An-trag de�nierten Ziele weitergef�uhrt, wobei sich der zu betrachtende Zeitraum von 2002bis Mitte 2003 erstreckt.
2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
Die Parallelisierung der Lagrange Methode f�ur instation�are Vorg�ange mit starker Pha-senkopplung wurde im Zeitraum 1999 bis 2001 erarbeitet. Dabei wurde gezeigt, dasssowohl der Navier{Stokes L�oser die erforderliche Genauigkeit erreicht, als auch dassder Partikell�oser instation�ar verwendbar ist [8]. Daraus ergab sich die Anforderungden aktuellen Algorithmus auch f�ur andere Anwendungen, wie beispielsweise f�ur dieTropfenstr�omung mit Sto�{ und W�arme�ubergang oder die \Large Eddy Methode\, zuverwenden. Ein neues numerisches Verfahren muss vorallem anhand realer Berechnungs-beispiele seine theoretischen Vorteile unter Beweis stellen. Gerade die Parallelisierungvon Str�omungsl�osern liefert bei ingenieurtechnischen Anwendungen nicht immer die er-warteten E�zienzsteigerungen.
2.3 Forschungsaufgaben / Methoden
Die Vorgehensweise im Berichtszeitraum teilt sich in die Weiterentwicklung des Lagran-ge L�osers infolge eines Verdunstungsmodells f�ur innermotorische Verbrennungsvorg�angeund die Anwendung bei einer Kohlestaubeind�usung und bei einer LES{Simulation eines



262 D2 Frank/Wozniak
Gaszyklons, siehe Pachler [8].
Hier soll die algorithmische Implementierung eines Verdunstungsmodells exemplarischanhand eines Einkompomentenmodells (Uniform{Temperatur{Modell) gezeigt werden,wobei die Parallelisierung mit Hilfe von MPI ber�ucksichtigt wird. Es wird auf die Ans�atzevon Dukowicz [9] und Ranz und Marshall [10] zur�uckgegri�en. In diesem Modell wirddie Lewis{Zahl1 f�ur die Grenzschicht gleich eins gesetzt (wie beim d2{Gesetz), was dieBerechnung einer Di�usionszahl in diesem Modell �uber
�ussig macht. Diese Annahmeist eine starke Vereinfachung, weil sich im allgemeinen die Lewis{Zahl �uber die Trop-fenlebensdauer und radial innerhalb des Tropfens von 50 bis etwa 1 ver�andert. In derGrenzschicht der Gasphase schwankt die Lewis{Zahl bezogen auf die Referenzwerte zeit-lich von 3 bis 1, siehe Kneer [11].Der W�arme�ubergang eines Tropfens bei Zwangskonvektion wird durch folgende semi{empirische Korrelation von Ranz und Marshall [10] beschrieben:

Nu = 2 + 0; 6Re1=2 Pr1=3 (2.1)
Gleichung (2.1) beschreibt einen station�aren W�arme�ubergang2, der auf einer globalenBetrachtung des Partikelschwarms beruht. Die Berechnung behandelt jedoch diskreteTropfen innerhalb eines numerischen Gitters, was zu numerischen Problemen bei starktransienten Verdunstungsprozessen f�uhren kann. Au�erdem wird ein f�ur den Zeitschritteingefrorenes Str�omungsfeld angenommen, um eine explizite Kopplung Str�omung / Trop-fen zu erm�oglichen. Die daraus resultierenden Zeitschrittweiten werden jedoch aus E�-zienzgr�unden nicht immer ber�ucksichtigt.
2.4.2.1 Erhaltungsgleichung f�ur Enthalpie und Masse eines TropfensDie Verdunstungsmodellierung wird anhand der Filmtheorie, siehe Baehr [12], unterder Annahme einseitiger Di�usion durchgef�uhrt. Die Tropfenenergiegleichung f�ur dasUniform{Temperatur{Modell lautet:ddt(md �hd) = hV S dmddt +Q (2.2)
Gleichung (2.2) beschreibt die �Anderung der mittleren Tropfenenthalpie infolge der zu-gef�uhrten Energie Q und der Verdunstung, siehe erster Term auf der rechten Seite.Die latente W�arme hL l�asst sich als Enthalpiedi�erenz zwischen der damp��ormigen undder 
�ussigen Phase an der Grenz
�ache (Tropfenober
�ache) darstellen (hL = hV S � hdS).Wenn man die Dampfenthalpie hV S in Gleichung (2.2) einsetzt, die linke Seite vonGleichung (2.2) nach der Kettenregel di�erenziert und die Annahmen des Uniform{Temperatur{Modells, n�amlich �hd ' hdS, Td ' TdS und cpd = const f�ur den ganzenTropfen, verwendet, erh�alt man mit �hd ' cpdTd :

(md cpd)dTddt = hLdmddt +Q (2.3)
1 Le = �� cp � , quanti�ziert das Verh�altnis der thermischen zur sto�ichen Di�usion.2 Die Nusselt{Zahl kann auch �uber das Verh�altnis einer f�ur den W�arme�ubergang charakteristischenL�ange L zur thermischen Grenzschichtdicke ausgedr�uckt werden. Nu = L=�T
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Gleichung (2.3) verbindet die Energieerhaltung mit der Verdunstung. Die zugef�uhrteW�arme Q wird mit der Korrelation von Ranz und Marshall [10] und der Nusselt{Zahlnach Gleichung (2.1) berechnet:

Q = � dd �V;ref(Tinf � TS)Nu (2.4)Die Bestimmung der Nusselt{Zahl in Gleichung (2.4) erfordert Referenzwerte nach Spar-row [13] f�ur die spezi�sche W�arme oder die thermische Leitf�ahigkeit.Der Sto��ubergang dmd=dt von Gleichung (2.3) wird nach Dukowicz [9] folgenderma�enumgeformt:dmddt = Q _mV;SqS wobei auch dmddt = 4��dr2d drddt gilt (2.5)
_mV;S ist der lokale Sto�
uss, qS ist der lokale W�armestrom an der Phasengrenz
�ache undA ist die Tropfenober
�ache. Mit Q = �qS A und _md = � _mV;S A l�asst sich Gleichung(2.3) umformen:

(md �cpd)dTddt = Q (1 + hL _mV;SqS ) (2.6)
Der Dampfmassenstrom _mV;S bzw. der W�armestrom qS an der Tropfenober
�ache l�asstsich nach der Sto�erhaltung bzw. dem Fickschen Gesetz �uber Gradientenans�atze appro-ximieren:_mi;S = (�i ~v � � �r yi)S mit _mA;S = 0 bzw. ~v ' 0_mV;S = �(� �)S rS yV1� yV;S (2.7)

qS = ��SrST (2.8)Gleichungen (2.7) und (2.8) enthalten nur noch den unbekannten TemperaturgradientenrST , der mit Hilfe der Filmerhaltungsgleichungen berechnet wird.Die Modellierung von Dukowicz besteht im Wesentlichen aus der Formulierung vonAnalogien zwischen Sto�{ und W�arme
uss im Bereich des den Tropfen umh�ullendenDamp�lms zur Bestimmung des Ausdrucks _mV;S=qS in Gleichung (2.6). Die Erhaltungs-gleichungen f�ur Masse, Spezieskonzentration i (Luft und Dampf) und Energie im Filmnach Dukowicz [9] sind:r(� ~v) = 0 (2.9)
(� ~v)rYi = r (� �rYi) (2.10)
(� ~v)rh = r �cp rh+r(� �� �cp )Xi hirYi (2.11)

Wenn man die Gleichungen (2.9), (2.9) und (2.11) umformt und Le=1 annimmt, erh�altman eine Beziehung zwischen Spezies{ und Enthalpiegradienten. Damit l�asst sich nun
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der gesuchte Temperaturgradient rST ausdr�ucken, was folgende Beziehung f�ur den Aus-druck _mV;S=qS aus Gleichung ( 2.5) ergibt:_mV;SqS = � BYhinf � hS � (hV;S � hA;S)(YV;inf � YV;S) mit BY = YV;S � YV;inf1� YV;S (2.12)
Im Programm erm�oglicht Gleichung (2.12) die Bestimmung der Durchmesser{ bzw. Tem-peratur�anderung, was numerisch mit einem Runge{Kutta{Algorithmus vierter Ordnungdurchgef�uhrt wird. BY wird als Massen�ubergangszahl bezeichnet und auch zur Modi�ka-tion des W�armestroms, Gleichung (2.4), infolge Verdunstung verwendet. Bei Erreichender Siedetemperatur des Tropfens geht die gesamte zugef�uhrte Energie in den Verduns-tungsprozess �uber, wobei der rechte Klammerausdruck in Gleichung (2.6) Null wird. F�urden Fall YV;inf = 0 und einer beliebigen Le{Zahl erh�alt man f�ur die Massen�ubergangszahl:

BY = � �� � cp
�
S hA;inf � hA;ShL (2.13)

2.4.2.2 Erhaltungsgleichung f�ur den SpeziestransportVerdunstungsprozesse f�uhren zu einem Phasen�ubergang, wobei die vorher 
�ussigen Trop-fenanteile als Dampf im Tr�ager
uid eine eigene Spezies darstellen. Es gibt also nebender urspr�unglichen Spezies Luft, die wiederum im Wesentlichen aus rund 78% Sticksto�,21% Sauersto� und dem Rest aus Edelgasen besteht, eine zweite Spezies Dampf, die inder Form eines Massenbruchs quanti�ziert wird:
Y = �mP� V (2.14)

� ist die Mischdichte bezogen auf ein Kontrollvolumen, die �uber eine modi�zierte Gaskon-stante berechnet wird, �mP ist die Dampfmasse, die aus der Verdunstung der Tropfen-phase entstanden ist und Y ist der Massenbruch Dampfmasse bezogen auf die Gesamt-masse des Kontrollvolumens. Um die r�aumliche und zeitliche Ausbreitung der Dampf-phase darzustellen, verwendet man eine Bilanzgleichung f�ur Y in di�erentieller Form.Es gelten die gleichen Regeln bez�uglich Mittelung infolge der Turbulenzmodellierung,wie beispielsweise f�ur die Enthalpiegleichung oder die Turbulenzgleichungen (RANS{Ansatz). Y ist der Mittelwert des Massenbruchs, siehe Gleichung (2.14), �F ist dieVolumenfraktion der Fluidphase und �f ist die turbulente Schmidt{Zahl f�ur die Spe-ziesgleichungen:@ ��F �� �Y �@t + @@xj ��F �� �uj �Y � = @@xj
��F ��+ �t�f

� @ �Y@xj
�+Qp V (1 + �Y ) (2.15)

Qp ist der Sto��ubergang von der Partikel{ in die Fluid{Phase. Der vorletzte Term inGleichung (2.15) ist der Quellen{Senkenterm der Speziestransportgleichung, w�ahrend derletzte Term die �Anderung der Gesamt
uidmasse (Luft plus Dampf) ber�ucksichtigt undzum Polkoe�zienten addiert wird. Die �Uberpr�ufung der korrekten Bilanzierung l�asst sichleicht �uber einen Vergleich zwischen dem Massenstrom aus der Tropfenphase und der imFluid vorhandenen Dampfmasse durchf�uhren. In der Regel sind die verdunsteten Massenrecht klein gegen�uber der Gesamtgasmasse, was jedoch Fehler, vor allem in Hinblickauf die Simulation von Z�und{ und Verbrennungsvorg�angen, keineswegs vernachl�assigbarmacht.
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2.4 ErgebnisseZur Validierung des Verdunstungsmodells wurde eine Dieseleinspritzung in einer Mess-kammer nachgerechnet. Der Vergleich wurde anhand der Ergebnisse von zwei kommer-ziellen CFD{L�osern bzw. von Messungen durchgef�uhrt. Abb. 2.1 zeigt das Berechnungs-gitter und den 
�ussigen Dieselstrahl.

Abbildung 2.1: Berechnungsgitter mit Strahlstartposition
Klingsporn [14] hat in seiner Arbeit Berechnungen mit Fluent durchgef�uhrt, die er mitMessungen von Reuter [15], Ko� [16] und Breuer [17] verglichen hat. In dieser Arbeit wer-den Eindringtiefen mit obigen Messungen und Verdunstungsraten mit der Simulation vonKlingsporn [14] verglichen. Abb. 2.2 vergleicht berechnete Strahleindringtiefen von FIREund Mistral{3D mit Messdaten. Die Berechnung hinkt in der Zeit von 0,1 bis 0,5 ms derMessung nach, was durch m�ogliche Unterschiede der Rand{ und Anfangsbedingungenzu erkl�aren w�are. Die Startphase der Einspritzung (bis etwa 0,1 ms) wird gut wiederge-geben, w�ahrend der Mittelteil (von 0,1 bis 0,5 ms) eine zu kurze Eindringtiefe aufweist.Der Endteil (von 0,5 bis 1,0 ms) zeigt wegen der Parallelit�at zwischen den Verl�aufenvon Rechnung und Messung eine gute �Ubereinstimmung. Die Unterschiede zwischenFIRE und Mistral{3D sind auf unterschiedliche Gasgeschwindigkeiten und Totalvisko-sit�aten zur�uckzuf�uhren. Abb. 2.3 vergleicht Verdunstungsraten zwischen Fluent [14],FIRE und Mistral{3D, wobei Fluent und Mistral{3D einen h�oheren Sto��ubergang alsFIRE aufweisen. Als Referenz wird die akkumulierte Einspritzmenge dargestellt. FIREund Mistral{3D verwenden das gleiche Verdunstungsmodell, was hier gut zum Ausdruckkommt, wobei, wie schon erw�ahnt wurde, FIRE die Gasphase realistischer abbildet.Die Verteilung der totalen Viskosit�at erreicht die gr�o�ten Werte in der Grenzschicht zwi-schen Tropfen{ und Gasphase wegen der gro�en Geschwindigkeitsgradienten. Im Nah-bereich des Spritzlochs bzw. des Einlasses bildet sich eine rotationssymmetrische Zoneerh�ohter turbulenter Viskosit�at, die dem Gebiet des gr�o�ten integralen L�angen{ bzw.Zeitma�stabs entspricht.
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Abbildung 2.2: Vergleich der Strahleindringtiefen
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Abbildung 2.3: Vergleich der Verdunstungsraten
Mistral{3D zeigt sowohl in der Gas{ als auch in der Tropfenphase ein �ahnliches Verhaltenwie FIRE, wobei sich Unterschiede einerseits durch die unterschiedliche Behandlung derGasdichte, andererseits durch Unterschiede infolge der Turbulenzproduktionsrate erge-ben. Die maximale Gasgeschwindigkeit von rund 50 m/s liegt deutlich unter dem Wertvon FIRE mit knapp 80 m/s, was Unterschiede im Tropfentransport verursacht. DasDruckfeld beider Codes zeigt gro�e �Ubereinstimmung. In Abb. 2.4 werden die Gastem-peratur, die etwas �uber den Werten von FIRE liegt, sowie der Kraftsto�massenbruchvon der Dampfphase dargestellt.Die Partikelphase wird nach einem Mittelungsprozess wie ein Kontinuum dargestellt,wobei auch Schwankungsgr�o�en, wie die w{Geschwindigkeit in Abb. 2.6 angezeigt wer-den. In Abb. 2.5 erkennt man aus der r�aumlichen Tropfengr�o�enverteilung, dass diegr�o�ten Tropfen an der Strahlspitze zu �nden sind, was typisch f�ur eine vorgegebe-ne Starttropfengr�o�enverteilung ist. Bei Verwendung eines Aufbruchmodells w�urde man
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Abbildung 2.4: links mittlere Gastemperatur, rechts Kraftsto�massenbruch bei 1 msnach SOI, zur Orientierung vertikaler Ma�stab in Meter, Berechnungmit MISTRAL{3D
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Abbildung 2.5: links mittlerer Tropfendurchmesser d10, rechts mittlere Tropfengeschwin-digkeit bei 1 ms nach SOI, zur Orientierung vertikaler Ma�stab in Meter,Berechnung mit MISTRAL{3D
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Abbildung 2.6: links mittlerer Tropfentemperatur, rechts mittlere Tropfenschwankungs-geschwindigkeit in z{Richtung bei 1 ms nach SOI, zur Orientierung ver-tikaler Ma�stab in Meter, Berechnung mit MISTRAL{3D
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keine so ausgepr�agte Sortierung bez�uglich der Lage anhand der Tropfengr�o�en feststellenk�onnen.Der maximale Impulseintrag vom Einspritzstrahl in die Gasphase kann nahe dem Spritz-loch angenommen werden. Mit zunehmender Gasphasendichte werden die Tropfen st�arkerabgebremst. Kleine Tropfen geben schneller als gro�e Tropfen den Eigenimpuls an dieGasphase ab. Am Ende der Einspritzung und im vorderen Bereich des Strahls wer-den die Tropfen haupts�achlich von der vorher beschleunigten Gasphase transportiert,w�ahrend sich stromaufw�arts die Tropfenphase deutlich schneller als das Gas bewegt.Ohne Phasenwechselwirkung wird die Eindringtiefe k�urzer, die Verdunstungsrate wegender fehlenden K�uhlung der Gasphase jedoch deutlich gr�o�er.Die Simulation wurde mit einem einheitlichen Euler{Zeitschritt von �t = 5.E-6 durch-gef�uhrt. Der Lagrange{L�oser ben�otigte durchschnittlich 10 bis 20 Subzeitschritte f�ur dieIntegration der Tropfen. Die Anzahl der Subzeitschritte wird wesentlich von der St�arkeder Phasenwechselwirkung und der Stokes{Zahl bestimmt. Die maximale Anzahl derRechenpartikel betrug etwa 15 000. Die Berechnung mit Mistral{3D wurde auf demCLIC unter 8, 16 und 32 Prozessoren durchgef�uhrt. Bei gleichbleibender Gesamtzahleingespritzter Tropfen wurden E�zienzen von 50, 30 und 12 % f�ur den Partikell�osererreicht. Der Grund f�ur den starken Abfall der parallelen Leistung bei 32 Prozessorenliegt in der geringen Gesamtlast, was wiederum zu gro�en Lastunterschieden zwischenden einzelnen Prozessoren f�uhrt. Au�erdem musste f�ur diesen Testfall aus technischenGr�unden auf das langsamere Fast{Ethernet Netzwerk ausgewichen werden. Trotzdemerkennt man, dass durch das Verdunstungsmodell mehr Rechenleistung am Einzelkno-ten notwendig ist, was die E�zienz bis zu einer gewissen netzwerkabh�angigen Anzahlvon Prozessoren verbessert.
Literaturverzeichnis
[1] Th.Frank, K.Bernert, K.Pachler, H.Schneider:E�cient Parallel Simulation of Disperse Gas-Particle Flows on Cluster Computers, IN-TERNATIONAL PARALLEL CFD 2001 Conference, Egmond aan Zee, The Netherlands,May 21-23, 2001, pp. 1-8. To be published in : Parallel Computational Fluid Dynamics- Recent Developments and Advances, Edited by : P. Wilders, A. Ecer, J. Periaux, N.Satofuka, Elsevier Sience B.V., ISBN: 0-444-50672-1, Amsterdam, NL, 2002
[2] Th.Frank, K.Bernert, K.Pachler, H.Schneider:MISTRAL/PartFlow{3D ein vollst�andig parallelisiertes Berechnungsverfahren f�ur di-sperse Fluid{Partikel{Str�omungen, GVC{Fachausschu�sitzung Mehrphasenstr�omungen,Kurzfassungen der Vortr�age, No. 2.09, pp. 1{2, Magdeburg, 5.{7. M�arz 2002
[3] K.Pachler, Th.Frank, K.Bernert:Simulation of Unsteady Gas{Particle Flows including Two{ and Four{Way-Coupling ona MIMD Computer Architectur, 10th Workshop on TWO{PHASE FLOW PREDICTI-ONS, Martin{Luther{Universit�at Halle-Wittenberg, Halle (Saale), 9.{12. April 2002, pp.418-423. ed. by M. Sommerfeld, ISBN: 3{86010{641{4, Martin{Luther{Universit�at Halle{Wittenberg, Halle (Saale), April 2002
[4] H.Schneider, Th.Frank, K.Pachler, K.Bernert:A Numerical Study of the Gas{Particle Flow in Pipework and Flow Splitting Devicesof Coal{Fired Power Plant, 10th Workshop on TWO{PHASE FLOW PREDICTIONS,



D2 Frank/Wozniak 269
Martin{Luther{Universit�at Halle{Wittenberg, Halle (Saale), 9.{12. April 2002, pp. 227{236. ed. by M. Sommerfeld, ISBN: 3{86010{641{4, Martin{Luther{Universit�at Halle{Wittenberg, Halle (Saale), April 2002

[5] Th.Frank, J.A.Denev, K.Pachler:Large Eddy Simulation (LES) der Gas{Feststo�{Str�omung in einem Standardzyklon, Ar-beitssitzung des GVC-Fachausschusses Mehrphasenstr�omungen, Kurzfassungen der Vor-tr�age, No. , pp. 1{2, Baden{Baden, 5.{7. M�arz 2003
[6] K.Bernert, Th.Frank, H.Schneider, K.Pachler:Numerical Simulation of Disperse Multiphase Flows With an Application in Power En-gineering, INTERNATIONAL JOURNAL of NUMERICAL METHODS in FLUIDS,John Wiley & Sons, Ltd. Vol. 41, Issue 12, pp. 1253{1271, ISSN: 1097-0363, DOI:10.1002/
d.423, April 2003
[7] J.A.Denev, Th.Frank, K.Pachler:Large Eddy Simulation (LES) of Turbulent Square Channel Flow using a PC-ClusterArchitecture, 4. INTERNATIONAL CONFERENCE on LARGE-SCALE SCIENTIFICCOMPUTATIONS, Sozopol, Bulgaria, June 4.{8. 2003
[8] K.Pachler:Parallele Berechnung 3-dimensionaler, instation�arer Gas{Partikel-Str�omungen unterBer�ucksichtigung von Kollisionen und Aggregatzustands�anderungen der dispersen Pha-se, Dissertation, TU{Chemnitz, eingereicht September 2003, Verteidigung Juli 2004
[9] J.K. Dukowicz: Quasi{Steady Droplet Phase Change in the Presence of Convection, LosAlamos Informal Report, LA{7997{MS
[10] W.E. Ranz, W.R.Marshall: Evaporation From Drops, Part I, Part II, Chemical Enginee-ring Progress, Vol. 48, No. 3{4, S. 141{146, 173{180, 1952
[11] R.Kneer: Grundlegende Untersuchungen zur Spr�uhstrahlausbreitung in hochbelastetenBrennr�aumen: Tropfenverdunstung und Spr�uhstrahlcharakterisierung, PhD Thesis, Karls-ruhe, 1993
[12] H.D. Baehr: Thermodynamik, 6. Au
age, Springer{Verlag, 1988
[13] Sparrow, E.M., Gregg, J.L.: The variable 
uid property problem in free convection, Tran-sactions of the ASME, Vol 80, S. 879{886, 1958
[14] Klingsporn, M.: Modellierung der Mehrkomponenten{Verdunstung bei der dieselmotori-schen Einspritzung, PhD Thesis, RWTH Aachen, 1995
[15] Reuter, U.: Kammerversuche zur dieselmotorischen Einspritzung, PhD Thesis, RWTHAachen, 1989
[16] Ko�, H.J.: Spektroskopische Untersuchungen zur Kraftsto�einspritzung, PhD Thesis, RW-TH Aachen, 1993
[17] Breuer, A.: Experimentelle Untersuchungen der Einspritzstrahldynamik mit Hilfe derPhasen{Doppler{Anemometrie, PhD Thesis, RWTH Aachen, in Vorbereitung
||||||||-



270 D2 Frank/Wozniak
2.5 O�ene Fragen / AusblickDie im Projekt D2 erbrachten Ergebnisse, vollst�andige Parallelisierung des NS{ als auchdes Lagrange{L�osers, haben die praktische Durchf�uhrbarkeit der Implementation einesStr�omungsl�osers f�ur massiv parallele Rechencluster umfassend dargestellt. Es wurdenmit dem Programmpaket MISTRAL/PartFlow{3D sowohl Grundlagenexperimente, alsauch reale Anwendungen aus der Kraftwerkstechnik erfolgreich simuliert. Schnittstellenf�ur kommerzielle Netzgeneratoren und Postprozessoren machten Berechnungen von kom-plexen Geometrien m�oglich und stellten die Robustheit dieses Programmpaktes unterBeweis. Somit wurde gezeigt, dass die Lagrange Methode zur Simulation von Partikel-str�omungen auch im Wechselspiel mit einem Navier{Stokes{L�oser e�zient parallelisier-bar ist ohne Einschr�ankungen bei den zu modellierenden physikalischen Subprozessenmachen zu m�ussen [8].
Die Weiterentwicklung der LES{Methode mit dem instation�aren Lagrange{L�oser, wiesie auf der Gasseite schon begonnen wurde [7], w�are eine sehr interessante Aufgaben-stellung. Dazu sind Modellierungsarbeiten bez�uglich der Turbulenzwechselwirkung f�urdie Partikelphase notwendig (Subgrid scale models). Au�erdem muss die Zweiwegkopp-lung disperse{kontinuierliche Phase bez�uglich der direkt bzw. modellm�a�ig aufgel�ostenEnergiespektren untersucht werden. Der vorhandene inkompressible L�oser k�onnte umeinen kompressiblen Ansatz erweitert werden, was bei gro�en Dichte- oder Temperatur-gradienten unerl�asslich ist. Damit k�onnte erstmals eine Tropfenschwarmverdunstung mitHilfe der LES{Methode auf einem Parallelcluster untersucht werden. Es w�are m�oglichden Ein
uss der Turbulenz einschlie�lich den Sto�{ und W�arme�ubergang besser als mitdem aktuell verwendenten k-"{Modell zu simulieren. Aktuell laufen Programme zur Er-forschung der Verbrennung im Bereich von Gasturbinen mit Hilfe der LES, die jedochkeine Parallelisierung vorweisen k�onnen. Eine Zusammenarbeit w�are von beiderseitigemNutzen.
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2.1 Teilprojekt D5
Implementierung und Validierung der Kumulantenmethode zur Simulation von gaskine-tischen Prozessen auf massiv parallelen Rechnern
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2.2 Ausgangsfragestellung / Einleitung
In bisherigen Arbeiten des SFB 393 wurde die Simulation von Str�omungsprozessen an-hand des Navier-Stokes-Systems durchgef�uhrt. F�ur die numerische Behandlung diesesSystems sind theoretisch fundierte, e�ziente (d. h. adaptive, sich auf die L�osung anpas-sende) L�osungstrategien bekannt. Diese Gleichungen werden mittlerweile routinem�a�iggel�ost und ben�otigen einen handhabbaren numerischen Aufwand.Auf der anderen Seite bietet die kinetische Theorie mit der Boltzmanngleichung einegute Beschreibung f�ur Str�omungszust�ande von Fluiden, bei denen die Abweichung vonlokalen Gleichgewichtszust�anden nicht mehr vernachl�assigt werden kann, z. B. wenndie mittlere freie Wegl�ange in der Gr�o�enordnung charakteristischer Str�omungsl�angenliegt. Im Vergleich zur L�osung der Euler- und Navier-Stokes-Gleichung ist der Berech-nungsaufwand zur L�osung der Boltzmann-Gleichung immens, haupts�achlich durch dieBeschreibung durch Phasenraumdichten und numerische Steifheit.Dies l�asst eine erhebliche L�ucke in der M�oglichkeit, numerische Ergebnisse f�ur Str�omun-gen in dem zwischen den beiden oben genannten Berschreibungen liegenden �Ubergangs-regime zu erhalten. Dies sind Probleme, bei denen (in bestimmten Bereichen) eine Mo-dellierung durch die Navier-Stokes-Gleichungen nicht mehr ausreicht, eine Beschreibungmittels Boltzmann-Gleichung jedoch zu aufwendig ist. Oft beschr�ankt sich die Notwen-digkeit einer Fluidbeschreibung durch die kinetische Theorie auf einen vergleichsweisekleinen Teil des Gesamtgebietes, z. B. dort, wo starke Gradienten in makroskopischenFeldern auftreten. In vielen praktisch relevanten Anwendungen ist man jedoch nicht an
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solch detaillierter Beschreibung durch Phasenraumdichten fs interessiert. Hier reichenoft einige \wenige" Feldvariablen zur Charakterisierung der Str�omungsverh�altnisse aus.Es ist daher von gro�em Interesse, Methoden zu entwickeln, die eine systematischeAnpassung der Komplexit�at in der Modellierung zwischen Boltzmann-Gleichung aufder einen und Euler-Gleichungen auf der anderen Seite erm�oglichen. Diese Verfahrenm�ussen es erlauben, nicht nur die Gebietsdiskretisierung adaptiv an die Geometrie undStr�omungsverh�altnisse anzupassen, sondern auch { im Sinne einer adaptiven Approxima-tion der Boltzmanngleichung { das zu l�osende System partieller Di�erentialgleichungen.Wann diese Verfeinerung notwendig wird, und wie die Kopplung aneinandergrenzenderModellierungsbereiche zu behandeln ist, stellen dabei interessante und neue Fragestellun-gen dar. Hier haben Simulationsmethoden basierend auf gaskinetischen Modellierungenin den vergangenen Jahren m�ogliche Ansatzpunkte aufgezeigt.Das Teilprojekt D5 befasst sich mit eben dieser systematischen Ableitung von Fluid-modellen aus der Boltzmann-Gleichung und deren numerischer Simulation. Die dabeiverwendete Kumulantenmethode erlaubt es ausgehend von der Boltzmann-Gleichung,auf einfache Weise deterministische Modelle verschiedener Ordnung f�ur die Bewegungvon Fluiden zu erhalten.Ziel dieser Antragsphase war die Anwendung dieser Methode zur Modellierung von Flui-den auf laminare 2D-Probleme und der Vergleich mit den Ergebnissen bekannter Metho-den. Da die zu l�osenden Gleichungen in beliebiger Ordnung abgeleitet werden k�onnen,lassen sich diese zusammen mit dem verwendeten Ansatz als schrittweise N�aherung derBoltzmann-Gleichung durch immer \detailliertere" Fluidmodelle au�assen. Die Betrach-tung dieser Gleichungshierarchien soll langfristig die Entwicklung e�zienter numerischerVerfahren zur L�osung von Str�omungsproblemen im �Ubergangsregime erm�oglichen.
2.3 Forschungsaufgaben / MethodenGrundlage einer gaskinetischen Modellierung einer chemisch nicht reagierenden Mi-schung von Ns verschiedenen Spezies ist die Boltzmann-Gleichung [CIP94] f�ur die ein-zelnen Phasenraumdichten fs(t; x; c):

@t fs + c � @x fs + a � @c fs = NsX
r Srs[fr; fs] : (2.1)

Das Hauptproblem einer L�osung dieser Integro-Di�erentialgleichung liegt darin, dasszum einen Ns Funktionen von 7 Ver�anderlichen zu bestimmen sind und zum anderenkomplizierte Integrale �uber diese Funktionen bei der Auswertung der KollisionstermeSrs zu berechnen sind. Eine �Ubersicht �uber L�osungsmethoden zur direkten numerischenIntegration dieser Gleichungen ist im Antrag und in [Ari01], [NGS91] gegeben. Im Ver-gleich zu Str�omungssimulationen nach dem Navier-Stokes-Modell sind diese Verfahrenjedoch extrem aufwendig, so dass ihre Anwendung nur im Regime stark verd�unnter Gaselohnt, in denen die Kontinuumsn�aherungen nicht anwendbar sind.Ein weiterer Ansatz, der im letzten Jahrzehnt daher besonders stark verfolgt wird, istdie Reduktion der Boltzmanngleichung auf f�ur die makroskopische Dynamik relevan-te Gr�o�en [KNS00]. Hier haben Lattice-Boltzmann-Methoden (LBM) [Luo00], [Suc01]vielversprechende Alternativen [KNS00], [TKSR00], [JK00] zu bisherigen Methoden auf-gezeigt. Die Grundidee der LBM besteht in einer radikalen Vereinfachung der Phasen-
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raumdichte fs so, dass gerade die klassischen Feldvariablen Dichte �, Str�omungsgeschwin-digkeit v und Spannungen � richtig reproduziert werden k�onnen. Bei geschickter Wahlder Ortsdiskretisierung ergibt sich durch das Modell diskreter Geschwindigkeiten einsehr schnelles numerisches Verfahren zur Simulation isothermer Str�omungen. Allerdingslassen sich LBM nur schwer unter Beibehaltung ihrer guten Anwendungseigenschaftenauf Modelle h�oherer Ordnung verallgemeinern, z. B. f�ur nicht-isotherme Str�omungen.Kennt man die Phasenraumdichte fs(t; x; c), lassen sich makroskopisch relevante Gr�o�en	(t; x) als Mittelwerte zugeordneter mikroskopischer Funktionen 	(t; x; c) bestimmen,f�ur die aus (2.1) Bilanzgleichungen hergeleitet werden k�onnen:

@t	+ @x � c	 = NsX
r $[f1; : : : ; fNs ] + @t	+ @x � c	� as@c	 (2.2)

Eine besondere Rolle spielen dabei Momente 	 = c�, da aus diesen f�ur � = 0; 1; 2 geradedie `klassischen' Feldvariablen �s, vs und Ts berechnet werden k�onnen. Erweitert mandie Feldvariablen um h�ohere Momente, erh�alt man eine Hierarchie von Bilanzgleichun-gen, in welcher der Flux der n-ten Bilanzgleichung jeweils die Dichte in der (n+ 1)-tenGleichung darstellt. Der Abbruch dieser Hierarchie nach N Momenten f�uhrt zum Ab-schlussproblem, d. h. es m�ussen die (N +1)-ten Momente und die Produktionsterme alsFunktionen der Momente bis zur Ordnung N ausgedr�uckt werden.Die verschiedenen in der Literatur bekannten Ans�atze erlauben einen Abschluss der Mo-mentengleichungen durch Annahmen �uber die spezielle Form von fs. Bei der Momenten-methode [Gra58] entwickelt man die Phasenraumdichte nach Momenten und bestimmtdie Entwicklungskoe�zienten aus der Forderung, dass die Ansatzfunktion und fs in denerstenN Momenten �ubereinstimmen sollen. Nach der Erweiterten Thermodynamik (ET)[MR98] betrachtet man die Momentengleichungen als Nebenbedingungen zur Forderungnach Existenz und Stabilit�at des thermodynamischen Gleichgewichts. Man erh�alt so ausdem Formalismus der ET fs als Funktion von Lagrange-Multiplikatoren, die wieder ausder Forderung nach �Ubereinstimmung der ersten N Momente bestimmt werden. Eine�ahnliche Herangehensweise bietet die erweiterte Momentenmethode [Eu92]. Bei allenMethoden muss jedoch letztlich die Annahme gemacht werden, dass das System sichnahe am thermodynamischen Gleichgewicht be�ndet, da die Entwicklungskoe�zientenbzw. Lagrange-Multiplikatoren nur in linearer N�aherung bestimmt werden k�onnen. Auchgestaltet sich die Bestimmung der Momente des Kollisionsoperators als Funktion der NMomente schwierig, da dieser von zweiter Ordnung in den Phasenraumdichten ist. Wirdauch im Sto�operator die Annahme gemacht, dass sich das Fluid nahe dem Gleichgewichtbe�ndet, lassen sich auch die Produktionsterme n�aherungsweise bestimmen (linearisierteBoltzmann-Gleichung) [Wal58]. Sowohl beim Abschluss der Momentengleichungen alsauch bei der Berechnung der Produktionsterme bestehen die Probleme haupts�achlichdarin, dass h�ohere Momente von Funktionen des Typs ep(c) mit einem Tensorpolynomp(c) { sogenannten Normall�osungen { bestimmt werden m�ussen. Die Tatsache, dass dievernachl�assigten Terme gerade bei Gaszust�anden ausserhalb des thermodynamischenGleichgewichts eine Rolle spielen (z.B. starke Temperatur-Gradienten), erfordert ent-sprechende Sorgfalt bei der Interpretation der Ergebnisse aus Anwendungen auf Proble-me, in denen viele Momente ber�ucksichtigt werden.
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2.4 ErgebnisseDie in den Vorarbeiten zu diesem Bewilligungszeitraum entwickelte Kumulantenmethode[SH00], [SH02] umgeht die Schwierigkeiten bei der Herleitung der Gleichungsysteme mitden o.g. Momentenmethoden durch einen Kumulanten-Ansatz

'CMs = 1(2�)d=2 exp N�X
�=0 i��!�� � C�s ! (2.3)

f�ur die charakteristische Funktion
's = 1(2�)d=2 Z dc fs(t; x; c) e+i��c : (2.4)

Dadurch lassen sich die Bewegungsgleichungen f�ur die Kumulanten durch einfache Dif-ferentiation analytisch berechnen. Die erhaltenen Gleichungen wurden mit den aus Mo-mentenmethoden erhaltenen verglichen und zeigen f�ur niedrige Approximationsordnun-gen die gleiche Form. F�ur h�ohere Ordnungen treten f�ur die Kumulantengleichungenjedoch zus�atzliche, nicht-lineare Beitr�age auf, wodurch die Advektionsform
@tCs + As(Cs) � @xCs = Es + NsX

r Brs(Cr; Cs) (2.5)
mit dem Advektionstensor As(Cs), den externen Kr�aften Es und ProduktionstermenBrs eine besonders einfache, quasi-lineare Struktur hat, denn der Advektionstensor istlinear in den Kumulanten und besitzt eine einfache Blockstruktur:

hAsix =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

Cx 1 0 0 0 0 0 0 0 0Cxx Cx 0 1 0 0 0 0 0 0Cxy 0 Cx 0 1 0 0 0 0 0Cxxx 2Cxx 0 Cx 0 0 1 0 0 0Cxxy Cxy Cxx 0 Cx 0 0 1 0 0Cxyy 0 2Cxy 0 0 Cx 0 0 1 0
Cxxxx 3Cxxx 0 3Cxx 0 0 Cx 0 0 0 . . .Cxxxy 2Cxxy Cxxx Cxy 2Cxx 0 0 Cx 0 0Cxxyy Cxyy 2Cxxy 0 2Cxy Cxx 0 0 Cx 0Cxyyy 0 3Cxyy 0 0 3Cxy 0 0 0 Cx. . . . . . . . . . . . . . .

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(2.6)

Ausgehend von dem bestehendenMathematica-Paket [SH02] zur Berechnung der Glei-chungen wurde im letzten Bewilligungszeitraum ein erheblich verbessertes, modularesProgrammpaket erstellt [See03b], welches die automatisierte Erstellung der Kumulan-tengleichungen f�ur nichtreagierende Mischungen von Maxwell-Gasen bis zu hohen Ord-nungen erlaubt. Durch Di�erentiation von (2.3) werden zun�achst die Beziehungen zwi-schen Momenten und Kumulanten bis zur gew�unschten Ordnung bestimmt. Anschlie�end
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Abbildung 2.1: Eigenwertspektrum der in den Kumulanten linearisierten Maxwell-Produktionsterme bis zur 12. Ordnung. F�ur jede Ordnung � sind dieEigenwerte des entsprechenden Blocks der Jacobi-Matrix gezeigt.
werden die Produktionsterme f�ur die Momentengleichungen und daraus die Produkti-onsterme f�ur (2.5) abgeleitet. Dazu wird zuerst die Fourier-Transformierte des Sto�-operators als Funktional der charakteristischen Funktionen berechnet. In Verbindungmit dem Kumulantenansatz erh�alt man wieder durch schrittweise Di�erentiation dieProduktionsterme f�ur die Momentengleichungen als Funktion der Kumulanten. Da dieAbbildung der Kumulanten auf die Momente eineindeutig und analytisch invertierbarist, k�onnen im Anschluss die Formulierungen der Bewegungsgleichungen f�ur die Momen-te sowohl in Erhaltungs- bzw. Divergenzform als auch f�ur die Kumulantengleichungenin quasi-linearer bzw. Advektionsform bestimmt werden.Betrachtet man die Gleichungen mit Produktionstermen f�ur das Wechselwirkungsmo-dell des Maxwell-Gases, so gibt die Betrachtung von in den Kumulanten linearisiertenProduktionstermen Aufschluss �uber den Bezug der Kumulanten zur klassischen, kon-tinuumsmechanischen Fluid-Beschreibung. Interessanterweise ist die Jacobi-Matrix derProduktionsterme bez�uglich der Kumulanten im Gleichgewicht blockdiagonal. Dies f�uhrtdazu, dass entsprechende Eigenwerte und -variablen unabh�angig von der Ordnung derKumulantengleichungen N� bestimmt werden k�onnen [See03a]. Abbildung 2.1 zeigt dasso erhaltene Eigenwertspektrum. Die urspr�ungliche Motivation f�ur die Kumulantenme-thode zeigt sich best�atigt, denn die Eigenwerte (und damit die Relaxationsraten f�ur dieentsprechenden Eigenvariablen) wachsen mit zunehmender Kumulantenordnung. Aller-dings ist ein erheblicher �Uberlapp der Eigenwertspektren verschiedener Ordnungen zubeobachten. Die Eigenvariablen e�i lassen sich als Linearkombination der Kumulantenberechnen, wobei die Relationen aufgrund der Blockdiagonalit�at der Jacobi-Matrix der
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Produktionsterme unabh�angig von der Ansatzordnung sind:

� e00 � = � C0 �� e11e12 � = � CxCy �
0@ e20e211e212

1A = 12 0@ Cxx + CyyCxx � Cyy2Cxy
1A

0BB@
e311e312e321e322

1CCA = 14
0BB@

Cxxx + CxyyCyyy + CxxyCxxx � 3CxyyCyyy � 3Cxxy
1CCA

0BBB@
e40e411e412e421e422

1CCCA = 18
0BBB@

Cxxxx + 2Cxxyy + Cyyyy4Cxxxx � 4Cyyyy4Cxxxy + 4CxyyyCxxxx � 6Cxxyy + Cyyyy4Cxxxy � 4Cxyyy
1CCCA

...

(2.7)

Genauere Betrachtungen [See03a] zeigen drei verschiedene Arten von Eigenvariablen, dieman entsprechend der Zuordnung zu klassischen Variablen unterscheiden kann:
� einzelne, energieartige Eigenvariablen e�0, welche immer zum niedrigsten Eigenwertf�ur geradzahlige Ordnungen � auftreten. Diese Eigenvariablen sind symmetrischbez�uglich einer Vertauschung der Koordinatenachsen;
� paarweise 
ussartige Eigenwerte e�n1 und e�n2, welche stets paarweise zu ungerad-zahligen Ordnungen � auftreten und f�ur die die Eigenvariablen ebenfalls symme-trisch bez�uglich einer Vertauschung der Koordinatenachsen sind;
� paarweise spannungsartige Eigenwerte e�n1 und e�n2, die zu geradzahligen � auftre-ten und f�ur deren Eigenvariablen sowohl symmetrisches als auch antisymmetrischesVerhalten auftritt.

Schreibt man die Kumulantengleichungen in diesen Eigenvariablen der Produktions-terme, so kann man die Eigenvariablen niedrigster Ordnung als die Feldvariablen derklassischen Hydrodynamik identi�zieren [SH02]. Abbildung 2.1 verdeutlicht diese Zu-ordnung der Eigenvariablen e00 zur Dichte n, e1i zur Str�omungsgeschwindigkeit v, e20zur spezi�schen Energie ", e21i zum Spannungstensor � und e31i zum W�armestrom j. Da-zu ist keine Kenntnis "klassischer\ Modellierungen notwendig, denn es werden lediglichSysteme nahe dem Gleichgewicht betrachtet, f�ur die sich �uber den ersten Schritt einerMaxwell-Iteration aus dem erhaltenen Di�erentialgleichungsystem direkt die Navier--Stokes- bzw. Eulergleichungen ableiten lassen. Der Zusammenhang der Relaxationszei-ten mit den Transportkoe�zienten ergibt dabei die Motivation f�ur ein hyperbolischesEquivalent zum Navier-Stokes-Modell.Diese Herleitung des Bezugs zum Navier-Stokes-System �uber die Technik der Maxwell-Iteration kann benutzt werden, um Randbedingungen f�ur die Kumulanten zu konstru-ieren: Fasst man sich im Fluid aufbauende W�armestr�ome und Scherspannungen als Re-aktion auf Gradienten in den Eigenvariablen niedrigerer Ordnung auf, so kann manentsprechend der erhaltenen Beziehungen aus den Gradienten niedriger Ordnung dieRandwerte f�ur Eigenvariablen h�oherer Ordnung rekonstruieren (siehe Abschnitt 2.4.3).
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Abbildung 2.2: Eigenvariable f�ur die analytische und numerische BKW-L�osung mitnichtlinearen und linearisierten Produktionstermen. links: Zeitentwick-lung f�ur das Maxwell-Gas. rechts: zur Zeit t = 1 f�ur eine bin�are Mischungbei verschiedenen Massenverh�altnissen �.
2.4.1 Vergleich mit der analytischen Bobylev/Krook-Wu-L�osungF�ur den Fall einer r�aumlich homogenen Mischung kann die einzige bekannte, nichttri-viale, analytische L�osung der Boltzmann-Gleichung angegeben werden, die so genannteBobylev/Krook-Wu-L�osung [Bob75], [KW77]. Mit dieser lassen sich f�ur bestimmte An-fangsbedingungen explizite L�osungen der raumhomogenen Boltzmanngleichung durchelementare Funktionen angeben. In [SH04b] wurde diese L�osung auf den Kumulanten-Ansatz �ubertragen und so die entsprechenden analytischen L�osungen f�ur die Kumulan-ten bestimmt. Mittels einer Runge-Kutta-Integration 4. Ordnung wurde die numerischeL�osung f�ur die nichtlinearen und die in den Kumulanten linearisierten Produktionstermebestimmt und mit der analytischen L�osung verglichen. Durch die hohe Symmetrie derL�osung haben zwar mehrere Kumulanten h�oherer Ordnung eine nichttriviale Zeitent-wicklung, betrachtet man jedoch die Zeitentwicklung der Eigenvariablen bez�uglich derlinearisierten Produktionsterme, so sind nur die energieartigen Eigenwerte von Null ver-schieden. Es zeigt sich eine sehr gute �Ubereinstimmung mit der analytischen L�osung beiVerwendung der exakten, nicht-linearen Produktionsterme sowohl f�ur das einkomponen-tige Gas als auch f�ur eine bin�are Mischung �uber einen weiten Bereich unterschiedlichenMassenverh�altnisses der Spezies (siehe Abbildung 2.2). Bei Verwendung der nach denKumulanten linearisierten Produktionsterme sind jedoch f�ur Kumulanten h�oherer Ord-nung Abweichungen zu beobachten.
2.4.2 Couette-Str�omung mit adiabatischen R�andernIn den Vorarbeiten zur letzten Antragsperiode wurden die aus der kinetischen Theo-rie bekannten adiabatischen noslip-Randbedingungen f�ur den Kumulantenansatz her-geleitet: Bei adiabatischen noslip-Randbedingungen wird ein auf die Wand prallendes

wall
gas

n

Teilchen elastisch retro-re
ektiert, d. h. beide Geschwindigkeits-komponenten normal und tangential zur Wand werden negiert.Dadurch k�onnen Normal- und Scherspannungen zwischen Fluidund Wand entstehen und das Fluid hat am Rand die Wandge-schwindigkeit.
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Abbildung 2.3: Zeitentwicklung der Temperatur in der Mitte des Kanals f�ur die Couette-Str�omung mit adiabatischen Randbedingungen. links: Temperatur T f�urBGK- und Maxwell-Gas nach der Kumulantenmethode. rechts: Span-nungskomponente �xx (f�ur dieses Problem/ T ) als Ergebnis einer Monte-Carlo-Simulation und die exakte L�osung nach Truesdell [Cer00].
Aus diesen Annahmen folgen Symmetrieeigenschaften der Phasenraumdichte und damitauch der charakteristischen Funktion, aus welchen Randbedingungen an die Werte undGradienten f�ur die Kumulanten folgen [SH00], [See03a].Mit diesen adiabatischen noslip-Randbedingungen wurde das Problem der Couette-Str�omung simuliert [See03a] und mit Ergebnissen f�ur den 3D-Fall nach [Cer00] ver-glichen. Obwohl ein quantitativer Vergleich aufgrund unterschiedlicher Dimensionalit�atund Str�omungsverh�altnisse nicht sinnvoll m�oglich ist, zeigen die Ergebnisse (siehe Ab-bildung 2.3) eine gute qualitative �Ubereinstimmung der Ergebnisse nach der Kumulan-tenmethode, analytischer Ergebnisse der kinetischen Theorie und direkter Simulationdurch Molekulardynamik.
2.4.3 Thermische RandbedingungenEin wichtiges Ergebnis der Arbeiten in der letzten Antragsperiode sind Formulierun-gen von Randbedingungen [See03a], [SH04a] f�ur die Kumulantengleichungen, welcheeine Simulation station�arer Str�omungen mit dissipativen E�ekten erlauben. Zum einenthermische Randbedingungen, welche lediglich die Temperatur und Geschwindigkeit derWand in die Str�omung einpr�agen und zum anderen Navier-Stokes-Randbedingungen,bei denen W�armestrom und Impuls
uss am Rand konsistent zu den Gradienten derentsprechenden Kumulanten niedriger Ordnung berechnet werden. Bei den thermischen
t + dt

t

T, w

noslip-Randbedingungen werden Randpunkte im wesentlichen wieinnere Gitterpunkte behandelt: die Gradienten senkrecht zurWand werden durch einseitige Di�erenzen approximiert und dieWerte f�ur die Eigenvariablen e1i und e20 durch die Komponentender Wandgeschwindigkeit w bzw. aus der Wandtemperatur T be-rechnete Werte ersetzt. Anschlie�end erfolgt ein Update wie f�ureinen normalen Fluidknoten.
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Abbildung 2.4: Temperaturpro�l f�ur die Poiseulle-Str�omung. links: Kumulantenmetho-de (N� = 3, f�ur BGK- und Maxwell-Gas) rechts: Molekulardynamik-Simulation (Punkte) und analytische Ergebnisse (Linie) nach [HMM99]
Bei den Navier-Stokes Randbedingungen werden zun�achst f�ur den Randknoten und denbenachbarten Fluidknoten die Eigenvariablen bez�uglich der Produktionsterme bestimmt.

t

t + dt

j, σ

∂xε, ∂xv

T, w

F�ur die der Str�omungsgeschwindigkeit und spezi�sche Energieentsprechenden Eigenvariablen e1i und e20 des Randkno-tens werden die Wandgeschwindigkeit w und die aus derWandtemperatur T berechnete spezi�schen Energie ange-nommen. �Uber einseitige Di�erenzenquotienten zum Fluid-knoten werden die Gradienten in den Eigenvariablen be-rechnet und nach den aus der Maxwell-Iteration erhaltenenBeziehungen die den Spannungen � und dem W�armestrom j entsprechenden Eigenva-riablen e21i und e31i bestimmt. Durch R�ucktransformation erh�alt man die neuen Wertef�ur die Kumulanten am Randknoten.Anhand von Couette- und Poiseulle-Str�omungen wurden diese thermischen Randbe-dingungen f�ur verschiedene Gasmodelle untersucht [See03a] und es zeigt sich, dass f�urbeide die wesentlichen Eigenschaften (lineares bzw. parabolisches Pro�l der Str�omungs-geschwindigkeit, dissipative E�ekte im Innern und W�armetransport zu den W�anden)qualitativ richtig wiedergegeben werden. Allerdings konnten bestimmte, f�ur Str�omun-gen verd�unnter Gase typische qualitative Eigenschaften nur mit der einen oder anderenArt Randbedingungen beobachtet werden. Trotzdem wird mit diesen Randbedingungenein direkter Vergleich der Implementation der Kumulantenmethode mit den in den A-Teilprojekten verwendeten Verfahren m�oglich, welcher jedoch zum gegenw�artigen Zeit-punkt noch nicht vollst�andig abgeschlossen ist.
2.4.4 Poiseulle-Str�omung

a

T T

F�ur die durch eine konstante externe Kraft angetriebene Kanal-str�omung sagen Modelle basierend auf der kinetischen Theorie einlokales Minimum im Temperaturpro�l quer zur Str�omungsrichtungvoraus (siehe Abbildung 2.4).Dieser qualitative Unterschied zum Navier-Stokes-Modell tritt bereits f�ur laminare Str�o-mungen mit niedrigen Reynolds- und Machzahlen sowohl bei einer direkten Molekular-dynamik-Simulation [MBG97] als auch bei einer st�orungstheoretischen Betrachtung der
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Boltzmann-Gleichung mit BGK-Wechselwirkungsterm [TS94] und Momentenmethoden[HMM99] auf. Diese qualitative Eigenschaft ist auch bei Antrieb der Kanalstr�omungdurch einen Druckgradienten vorhanden, obwohl hierbei eine bessere �Ubereinstimmungmit Navier-Stokes zu beobachten ist [ZGA03]. Auch bei Modellierung durch die Kumu-lantenmethode wird dieses lokale Temperaturminimum reproduziert [See03a], allerdingsnur bei Verwendung der Navier-Stokes-Randbedingungen. F�ur die thermischen noslip-Randbedingungen wird �ahnlich zu Navier-Stokes ein Maximum im Temperaturpro�lbeobachtet.
2.4.5 Couette-Str�omung

w

w

T

T

Auch f�ur die laminare Scherstr�omung eines verd�unnten Gases zwi-schen zwei unendlich ausgedehnten Platten, welche sich entgegen-gesetzt mit der Geschwindigkeit w bewegen, werden verschiedeneEigenschaften der Str�omung verd�unnter Gase durch das Navier-Stokes-Modell falsch wiedergegeben.Zum einen ist das Pro�l der x-Komponente der Geschwindigkeit sogar f�ur die lineari-sierte Boltzmanngleichung keine exakt lineare Funktion mehr [Wil62], zum anderen trittein nicht verschwindender W�armestrom in Str�omungsrichtung auf, obwohl kein Tempe-raturgradient in dieser Richtung vorhanden ist. Auch diese durch Navier-Stokes nichtbeschriebene qualitative Eigenschaft wird durch direkte numerische Simulation [RC97],Momentenmethoden [TS95] und die kinetische Theorie [CC70] vorhergesagt. Abbildung2.5 zeigt die Ergebnisse einer Molekulardynamik-Simulation f�ur ein stark verd�unntes Gasund einer Simulation mit der Kumulantenmethode [See03a]. Diese reproduziert die qua-litative Eigenschaft etwa gleich starker W�armestromkomponenten, die Ausbildung einerRandschicht ist jedoch nicht zu beobachten, wobei o�en ist, ob dies an den verwende-ten Randbedingungen oder der kleineren Knudsen-Zahl liegt. Interessanterweise werdenetwa gleich starke W�armestr�ome in x und y-Richtung bei Simulation mit der Kumulan-tenmethode nur mit thermischen noslip-Randbedingungen beobachtet. Bei Navier-StokesRandbedingungen ist der W�armestrom quer zur Str�omung um Gr�o�enordnungen st�arker[See03a], das W�armestrompro�l entspricht also eher dem Navier-Stokes-Modell.
2.4.6 Stabilit�at/Hyperbolizit�atsbereichF�ur starke externe Kr�afte (Poiseulle) bzw. hohe Wandgeschwindigkeiten (Couette) tretennumerische Instabilit�aten der verwendeten Verfahren auf. Ausgehend von der Beobach-tung, dass diese sich von den R�andern aus in das Str�omungsgebiet hinein ausbreiten,wurden Untersuchungen zum Hyperbolizit�atsbereich der Kumulanten-Gleichungen biszu hohen Ordnungen angestellt [See03a]. Dazu wurde das Eigenwertspektrum der Kom-ponenten des Advektionstensors bei Variation der Eigenvariablen bez�uglich der in denKumulanten linearisierten Produktionsterme betrachtet. Ein charakteristisches Spek-trum ist in Abbildung 2.6 dargestellt. F�ur dieses wurde die der W�armestromkompo-nente jx entsprechende Eigenvariable e311 variiert und f�ur alle anderen EigenvariablenGleichgewichtswerte angenommen.Die Form der Spektren im Vergleich mit dem entsprechenden Pro�l aus der Str�omungs-simulation (siehe Abbildung 2.6) l�asst darauf schlie�en, dass diese Instabilit�aten durchzu hohe W�arme
�usse hervorgerufen werden. Dies kann zum einen dadurch bedingt sein,
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Abbildung 2.6: Imagin�arteil der Eigenwerte der x-Komponente des Advektionstensors.links: Variation der W�armestromkomponente jx (entspricht e311). rechts:Querschnitt �uber eine Couette-Str�omung mit starker Scherung f�ur BGK-Gas (Kreise) und Maxwell-Gas (Punkte).
dass die Randbedingungen f�ur solch starke Nichtgleichgewichtszust�ande nicht geeignetsind (die Navier-Stokes-Beziehungen wurden unter der Annahme von Zust�anden nahedem Gleichgewicht erhalten) oder die Ordnung der Kumulantengleichungen zu niedrigist. Dies muss in weitergehenden Arbeiten gekl�art werden.
2.4.7 E�ziente DiskretisierungIn den parallel dazu durchgef�uhrten Arbeiten zur Anwendbarkeit e�zienter, d.h. ad-aptiver Diskretisierungsstrategien f�ur die Kumulantengleichungen zeigte sich [See03a],dass sich eine wesentliche Voraussetzung f�ur die Anwendbarkeit moderner Verfahren mitdem bisherigen, nichtlinearem Ansatz f�ur die charakteristische Funktion nur schwierigerreichen l�asst. Hauptproblem ist dabei die analytische Formulierung einer Entropie-



286 D5 Ho�mann/Meyer
dichte, mittels derer eine symmetrische Form der Gleichungen konstruiert werden kann,f�ur die sich die aus dem H-Theorem ableitbaren fundamentalen Stabilit�atseigenschaf-ten auf die diskrete L�osung �ubertragen. Im Rahmen dieser noch andauernden Arbeitenkonnte gezeigt werden [See03a], dass Momenten- und Kumulantenmethoden als einespezielle Form der Methode der gewichteten Residuen (WRM) zur Diskretisierung derBoltzmann-Gleichung aufgefasst werden k�onnen. Allerdings gehen viele Eigenschaftender WRM dadurch verloren, dass f�ur die Momenten-/Kumulantenmethoden nichtlinea-re Ansatzfunktionen f�ur die L�osung verwendet werden m�ussen. Vorbetrachtungen zei-gen, dass bei geeigneter Wahl der Ansatzfunktionen f�ur die charakteristische Funktioneine analytische Form f�ur die Entropiedichte und damit nach der Kumulantenmetho-de symmetrische Gleichungen angegeben werden k�onnen, die unter Beibehaltung derStabilit�atseigenschaften diskretisierbar sind.
Literaturverzeichnis
[SH04a] S. Seeger and K. H. Ho�mann.Thermal boundary conditions for the cumulant method.Submitted to Europhys. Lett., May 2004.[SH04b] S. Seeger and K.H. Ho�mann.The cumulant method for the space-homogeneous Boltzmann equation.submitted to Continuum Mech. Thermodyn., March 2004.[See03a] S. Seeger.The Cumulant Method.Phd thesis, Chemnitz University of Technology, Chemnitz, September 2003.

http://archiv.tu-chemnitz.de/pub/2003/0120.[See03b] S. Seeger.Cumulant method implementation for mathematica.
http://www.tu-chemnitz.de/pub/2003/0120, March 2003.[SH02] S. Seeger and K. H. Ho�mann.The cumulant method applied to a mixture of Maxwell gases.Continuum Mech. Thermodyn., 14(2):321{335, 2002.[SH00] S. Seeger and K. H. Ho�mann.The cumulant method for computational kinetic theory.Continuum Mech. Thermodyn., 12:403{421, 2000.[Sp00] P. Sp�ath.Renewed Theory, Interfacing, and Visualization of Thermal Lattice Boltzmann Sche-mes. Dissertation, TU Chemnitz, July 2000.[See97] S. Seeger.Gitter-Boltzmann-Schemata f�ur 2D-Hydrodynamik.Diplomarbeit, TU Chemnitz, November 1997.
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2.5 O�ene Fragen / Ausblick
In der letzten Bewilligungsphase ist eine verbesserte Implementierung eines Programm-systems zur L�osung der Kumulantengleichungen erfolgt. Die Validierung der Metho-de anhand komplizierterer Testprobleme zeigt die grunds�atzliche Anwendbarkeit derKumulanten-Methode, wirft aber auch neue Fragestellungen auf, die wir weiter untersu-chen wollen.Hauptziele f�ur den abschlie�enden Bewilligungszeitraum sind daher zum einen die An-wendung einer aus der Kumulantenmethode abgeleiteten Gewichtete-Residuen-Formu-lierung der Herleitung der Kumulantengleichungen und zum anderen die Herleitung ther-modynamisch korrekt gestellter Randbedingungen, die parallel zueinander bearbeitetwerden sollen.Zun�achst soll ausgehend von den bisherigen Arbeiten zum Hyperbolizit�atsbereich derL�osung untersucht werden, inwieweit die an den R�andern auftretenden Phasenraum-dichten durch den Kumulantenansatz richtig approximiert werden k�onnen. Dabei solluntersucht werden, wie sich aus der kinetischen Theorie bekannte Fomulierungen f�urRandbedingungen an die Phasenraumdichte auf die f�ur die Ableitung der Kumulanten-gleichungen ben�otigte charakteristische Funktion �ubertragen lassen. Diese Untersuchun-gen haben zum Ziel, Randbedingungen aus der mikroskopischen Beschreibung heraussystematisch und theoretisch fundiert ableiten zu k�onnen. Auf der anderen Seite lassensich auch aus dem thermodynamischen Verst�andnis geschlossener bzw. o�ener thermo-dynamischer Systeme Randbedingungen in Form von Extremalprinzipien ableiten. Diesestellen eine alternative \makroskopische" Formulierung dar, welche jedoch eng an einepraktisch benutzbare Formulierung der entsprechenden Gr�o�en (z. B. Entropiedichte)gekn�upft ist. Die Untersuchungen zu dieser Herangehensweise und ihrer Anwendbarkeitauf die Kumulantengleichungen sind eng mit den Arbeiten zur Formulierung m�oglicherEntropiefunktionale verkn�upft und sollen deshalb parallel verfolgt werden.Gleichzeitig soll die Anwendung moderner numerischer Methoden auf die L�osung derraum-inhomogenen Kumulanten-Gleichungen weiter vorangetrieben werden. Es ist be-kannt, dass bei Angabe einer Entropiedichte als Funktion der Ansatzparameter die Glei-chungen symmetrisiert und damit unter �Ubertragung der grundlegenden Stabilit�atsei-genschaften auf die numerische L�osung diskretisiert werden k�onnen. F�ur Formulierungenbasierend auf einem Ansatz f�ur die charakteristische Funktion sind Entropie-Funktionalebisher in der Literatur jedoch nicht bekannt.Um eine weitergehende Validierung der Kumulantenmethode und ihrer weiterentwickel-ten Formulierung anhand komplizierter Anwendungsprobleme zu erm�oglichen, soll inFortf�uhrung der zur Zeit noch andauernden Arbeiten f�ur 1D Modellgleichungen ein ent-sprechendes Programmsystem f�ur den 2D-Fall f�ur Parallelrechner implementiert werden.Die symmetrische Konstruktion der Gleichungen w�urde zum einen eine stabile Diskreti-sierung unter Verwendung adaptiver Techniken, als auch die gew�unschte Anpassung derDetailliertheit des physikalischen Modells erm�oglichen.Zusammen mit den Ergebnissen aus den Untersuchungen zu m�oglichen Randbedingun-gen k�onnen so kompliziertere Anwendungs-Probleme gel�ost werden, anhand derer dieAnwendbarkeit dieser Herangehensweise weiter �uberpr�uft werden soll. Je nach Fortschrittder Arbeiten k�onnten dabei zusammen mit anderen Forschergruppen folgende Probleme
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untersucht werden, z. B. um (I) Aussagen f�ur die Anwendbarkeit mikro- und makrosko-pisch motivierter Randbedingungen durch Vergleich mit Molekulardynamiksimulatio-nen, Discrete-Velocity-Verfahren und den in den A-Teilprojekten verwendeten Navier-Stokes-Formulierungen zu erhalten; (II) die Genauigkeit von L�osungen der raumhomoge-nen Boltzmanngleichung durch Kumulantengleichungen hoher Ordnung mit etablierten,deterministischen und stochastischen L�osungsmethoden zu testen und (III) Simulationenturbulenter Str�omungen mit periodischen Randbedingungen und Gleichungen niedrigerOrdnung mit den Ergebnissen f�ur Lattice-Boltzmann-Methoden zu vergleichen.
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ussreaktoren12.12.01 Rastko Sknepnek(TU Chemnitz) Coexistence of Superconductivity and Fer-romagnetism12.12.01 Uwe Zerbst SINTAP:Entwurf einer vereinheitlichteneurop�aischen Fehlerbewertungsprozedur14.12.01 Prof. S. Funken(Erlangen) Wie zuverl�assig k�onnen numerische Simu-lationen sein?18.12.01 Hans Diebner Adaptive Kognittionssysteme zur Dyna-mikerkundung20.12.01 Dr. Krause(FU Berlin) Nonlinear Monotone Multigrid Methodsfor Contact Problems in Linear Elastici-ty20.12.01 J. Hippold(TU Chemnitz) Dezentrale Taskpools auf Rechnern mitverteiltem Speicher07.01.02 Florian Grond Algorithmen zur Berechnung von Lyapu-novexponenten09.01.02 Inna Plyushchay(Univ. Kiev) Properties and electronic structure oftransition-metal-based amorphous alloys17.01.02 Prof. Dr. Robert Schrader(FU Berlin) Scattering theory approach to randomSchr�odinger operators18.01.02 Sergej Grosman, Dr. G. Ku-nert (TU Chemnitz) An overview of anisotropic mesh generati-on programs21.01.02 Dr. Michael Thoss(TU M�unchen) Dynamical simulation of quantum dissi-pative systems: Application to ultrafastelectron-transfer processes in solution23.01.02 G�unther Of Multipolmethoden f�ur die symmetrischeFormulierung von Randintegralgleichun-gen30.01.02 M. Ndawana(TU Chemnitz) Finite-Size Scaling of the Level Compres-sibility at the Anderson Transition01.02.02 Prof. Schneider, Prof. Brun-nett (TU Chemnitz) Darstellung von Ober
�achen und Wave-letfunktionen auf Ober
�achen f�ur BEM08.02.02 Dr. O. Steinbach(TU Chemnitz) Parallele Galerkin Randelementmethoden
20.02.02 Prof. Dr. Angus MacKinnon(The Cavendish Laborato-ry, Cambridge)

The Physics of Micro-ElectromechanicalSystems
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08.03.02 Dr. G. Kunert(TU Chemnitz) Gauss, Triangulationen FEM, HistoricalRoots, Modern Parallel Applications17.04.02 G. Stolz Fractional Moments und Lokalisierung imKontinuum23.04.02 Andreas Borck Einkoppelung von hochfrequenten Signa-len in zweidimensionale Elektronengase06.05.02 Vitali Liskevich On positive solutions of semilinear equa-tions with measurable coe�cients in un-bounded domains14.05.02 Prof. George(INRIA Rocquencourt) Anisotropic mesh generation and relatedaspects22.05.02 Dr. Erich Runge(MPIPKS Dresden) Quantum physics of disordered semicon-ductor nano structures07.06.02 Gunar Matthies(Otto-von-Guericke-Universit�at Magdeburg)
Numerische Simulation des Verhaltensvon Ferro
uiden

11.06.02 Michael Schreiber(TU Chemnitz) Quasikristalle-eine neue Form von Fest-k�orpern14.06.02 Volodymyr Myrnyy(TU Cottbus) On optimized libraries in C++ for the li-near algebra14.06.02 J. Miachel Johnson The radial basis function approach toscattered data interpolation21.06.02 Radu Todor(ETH Z�urich) Sparse FE for Stochastic Elliptic Pro-blems21.06.02 Dr. T. Frank(TU Chemnitz) Parallele Algorithmen f�ur die numerischeSimulation dreidimensionaler, disperserMehrphasenstr�omungen und deren An-wendung in der Verfahrenstechnik (Habi-litation)21.06.02 Dr. T. Frank(TU Chemnitz) Grundlagen der Partikelabscheidung inMassenkraftabscheidern24.06.02 Peter Bastian Simulation von Str�omungs- und Trans-portvorg�angen in por�osen Medien24.06.02 Olaf Ippisch Simulation stark gekoppelter Transport-prozesse in por�osen Medien03.07.02 Dr. Rochus Klesse(Uni K�oln) Coulomb drag between Quantum wires
08.07.02 Prof. C. Schwab(ETH Z�urich) Two-scale regularity and sparse grids forhomogenization problems10.07.02 Dr. Ludwig Schweitzer(PTB Braunschweig) Kritische Eigenschaften beim QHE:Frequenz-Skalierung und der �Ubergangzum Hall Isolator
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12.07.02 Thomas Grund, Dr. G. Ku-nert (TU Chemnitz) The SIAM 100 digit challenge - Problemsand results23.09.02 J. Sch�oberl(Linz) Anisotropic mesh generation and mesh re-�nement with Netgen (FEM Symposium)23.09.02 V. Dolejsi(Prague) An alternative formulation of the ani-sotropic mesh adaptation method (FEMSymposium)23.09.02 L. Formaggia(Milano) Some anisotropic mesh adaption strate-gies for FEM (FEM Symposium)23.09.02 Micheletti(Milano) Some remarks on the stability coe�cientson anisotropic meshes with application tothe advection-di�usion and Stokes pro-blems (FEM Symposium)23.09.02 G. Kunert(Chemnitz) A posteriori error estimation for the Sto-kes problem on anisotropic FE discretiza-tions (FEM Symposium)23.09.02 T. Apel(Chemnitz) Stable �nite elements for the Stokes pro-blem on anisotropic meshes (FEM Sym-posium)23.09.02 G. Matthies(Magdeburg) The inf-sup condition for the family ofmapped Qk=P disck�1 �nite element pairs, k �2 (FEM Symposium)23.09.02 G. Lube(G�ottingen) Finite element calculation of incompres-sible 
ows using div-stable elements andSUPG-stabilization (FEM Symposium)23.09.02 T. Richter(Heidelberg) Parallel and adaptive �nite elements forthe Navier-Stokes equation (FEM Sympo-sium)23.09.02 V. Heuveline(Heidelberg) On the numerical simulation of the freefall problem (FEM Symposium)23.09.02 M. Bause, F. Radu(Erlangen) Finite Element Approximation of Variab-ly Saturated Subsurface Flow with Reac-tive Transport (FEM Symposium)23.09.02 M. Braack(Heidelberg) A posteriori control of modeling errors anddiscretization errors (FEM Symposium)23.09.02 O. Steinbach(Stuttgart) A robust boundary element method fornearly incompressible linear elasticity(FEM Symposium)24.09.02 H. Blum(Dortmund) A general concept for a posteriori errorcontrol for variational inequalities (FEMSymposium)
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24.09.02 F. T. Suttmeier(Dortmund) Error bounds for Finite Element Soluti-ons of Elliptic Variational Inequalities ofsecond kind (FEM Symposium)24.09.02 R. Unger(Chemnitz) Projection methods for contact problemsin elasticity (FEM Symposium)24.09.02 D. Braess(Bochum) Cascadic Aspects of Multigrid Methodsfor Unilateral Problems (FEM Symposi-um)24.09.02 B. Heinrich(Chemnitz) Nitsche-type mortaring for a singular-ly pertubed reaction-di�usion problem(FEM Symposium)24.09.02 B. Flemisch(Stuttgart) Coupling scalar and vector potentials onnon-matching grids for eddy currents mo-delling in moving conductors (FEM Sym-posium)24.09.02 B. Lamichhane(Stuttgart) Higher Order Dual Lagrange MultiplierSpaces for Mortar Finite Element Dis-cretizations (FEM Symposium)24.09.02 F. H�ulsemann(Erlangen) Multigrid methods on hierarchical hybridgrids (FEM Symposium)24.09.02 J. Kienesberger(Linz) A Multigrid Preconditioned Solver forElastoplastic Type Problems (FEM Sym-posium)24.09.02 C. Pester(Chemnitz) E�cient methods to solve a quadratic ope-rator eigenvalue problem (FEM Symposi-um)24.09.02 M. Maischak(Chemnitz) Mixed FEM and BEM Coupling for a Li-near Transmission Problem with a Signo-rini Interface (FEM Symposium)25.09.02 W. Dahmen (Aachen) Adaptive Techniques - Complexity andError Estimates (FEM Symposium)25.09.02 H. Harbrecht (Chemnitz) Wavelet Based Fast Solution of BEM(FEM Symposium)25.09.02 R. Stevenson (Utrecht) Adaptive solution of operator equationsusing wavelet frames (FEM Symposium)25.09.02 S. Beuchler (Chemnitz) Multi-resolution weighted norm equiva-lences and applications (FEM Symposi-um)25.09.02 G. Winkler (Chemnitz) Calculation of Call Prices under Stocha-stic Volatility (FEM Symposium)25.09.02 A. Rababah (Irbid) High accuracy piecewise approximationfor planar curves (FEM Symposium)
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25.09.02 B. Vexler, (Heidelberg) Adaptive Finite Element Methods forParameter Identi�cation Problems (FEMSymposium)18.10.02 Dr. M. Breuer(Uni Erlangen-N�urnberg) Large eddy simulation of turbulent 
ows
30.10.02 N.I. Stoilova Wigner Quantum Systems13.11.02 H. Ries (Philipps-Universit�at Marburg) Thermodynamik von Licht, insbesondereder Erzeugung und Konversion von Strah-lung22.11.02 Prof. K. Siebert(Uni Augsburg) Konvergieren adaptive Finite ElementeMethoden?27.11.02 Klaus Osterloh (Uni Hanno-ver) A Novel CFT Approach to Bulk WaveFunctions in the Fractional Quantum HallE�ect06.12.02 U.-J. Goerke, A. Bucher,R. Krei�ig (TU Chemnitz) Adaptive FEM for Geometrically andPhysically Nonlinear Problems in SolidMechanics (D2)10.01.03 S. Seeger(TU Chemnitz) Numerik von Cumulanten- und Momen-tengleichungen17.01.03 Prof. W. D�or
er(Uni Karlsruhe) Zur Konvergenz der Adaptiven Finite Ele-mente Methode31.01.03 D. Leguillon(Paris 6) A criterion for crack initiation at a v-notch
07.02.03 Prof. M. Kuczma(Zielona Gora, Polen) Martensitic phase transformations as a va-riational inequality problem19.02.03 Evgueni Tyrtyshnikov Tensor product appoximations with band-low-rank for function-related matrices25.02.03 Marco Laicini (UniversitaMilano Bicocca) Spectroscopic properties of thiophene
09.04.03 Pavel Exner Singular Schr�odinger operators: strongcoupling and geometrically induced spec-trum11.04.03 Prof. G. Zumbusch(Uni Jena) Parallel multilevel algorithms
23.04.03 Dr. Heike Emmerich(Uni Dortmund) Quantum Dots als Mesoskopische Systeme
25.04.03 Stefan Achatz(TU M�unchen) Adaptive higher order �nite elements oversparse grids for partial di�erential equati-ons with variable coe�cients30.04.03 Dr. Alexei Sherman (Univ.of Tartu, Estland) Resonance peak in neutron scattering ofcuprate perovskites14.05.03 Dr. Rudolf A. R�omer (Univ.of Warwick, Coventry) A recursive formulation of thermoelectrictransport in disordered systems
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21.05.03 Joachim Brand(MPIPKS Dresden) Vortices in Bose-Einstein condensates
11.6.03 Richard Klemm(MPIPKS Dresden) BISCCO C-axis twist Josephsonjunctionexperiments: the superior phase-sensitivetest of orderparameter symmetry18.6.03 P. Lipavsky (Academy ofScience, Prag) Collision delay and related phenomena
18.06.03 H.-D. Tietz (Wests�achsischeHochschule Zwickau) Entstehung, Messung und Berechnungvon Eigenspannungen01.07.03 Luise Blank Wavelet-Methoden in der Zustandssch�at-zung02.07.03 Dr. Uwe Grimm (The OpenUniversity, Milton Keynes) Kombinatorische Eigenschaften quasiperi-odischer Parkettierungen16.07.03 G. R�unger(TU Chemnitz) Parallele Programmiermodelle (CHIC-Symposium)18.07.03 Prof. R. Duduchava(Tbilisi/Saarbr�ucken) On the spatially homogeneous Boltzmannequation22.09.03 U. Langer(Linz) Sparse Algebraic Multigrid Preconditio-ners and their use in Boundary and FiniteElement DD Methods (FEM Symposium)22.09.03 M. Jung(Dresden) Fast solvers for the �rst biharmonic boun-dary value problem (FEM Symposium)22.09.03 B. Khoromskij(Leipzig) Hierarchical Tensor-Product Approxima-tion to Elliptic and Parabolic SolutionOperators in Higher Dimensions (FEMSymposium)22.09.03 S. Beuchler(Chemnitz) A DD-preconditioner for p-fem (FEMSymposium)22.09.03 J. Kruis(Prague) Combination of Domain DecompositionMethods with Sparse Direct Solver (FEMSymposium)22.09.03 M. Mair(Stuttgart) Overlapping domain decomposition me-thods for domains with holes basedon complementary decomposition (FEMSymposium)22.09.03 M. Dobrowolski(W�urzburg) The Ladyzhenskaja constant in the nu-merical analysis of the Stokes equations(FEM Symposium)22.09.03 V. Dolejsi(Prague) The dicontinuous Galerkin method forthe numerical solution of the compressi-ble 
ows (FEM Symposium)
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22.09.03 M. Braack(Heidelberg) Numerical parameter estimation for che-mical models in multidimensional reactive
ows (FEM Symposium)22.09.03 P. Skrzypacz(Magdeburg) Superconvergence of a 3d �nite elementmethod for stationary stokes and navier-stokes problems (FEM Symposium)22.09.03 J. Novak(Liberec) In
uence of Piezoelectricity on ResonanceFrequencies of Piezoelectric Resonators(FEM Symposium)22.09.03 B. Nkemzi(Trieste) The Fourier-�nite-element method for theLame equations in nonsmooth axisymme-tric domains (FEM Symposium)22.09.03 R. Huang(Shanghai) Finite Element of elasticity with couple-stress using the analogy between planecouple-stress and Reissner/Mindlin plate(FEM Symposium)23.09.03 R. Duran(Buenos Aires) Error estimates for an average interpolati-on on anisotropic Q1 elements (FEM Sym-posium)23.09.03 M. Picasso(Lausanne) Anisotropic, adaptive �nite elements forelliptic and parabolic problems (FEMSymposium)23.09.03 S. Grosman(Chemnitz) The robustness of the hierarchical a poste-riori error estimator for reaction-di�usionequation on anisotropic meshes (FEMSymposium)23.09.03 R. Rodriguez(Concepcion) A posteriori error estimates for the �niteelement approximation of eigenvalues pro-blems (FEM Symposium)23.09.03 C. Pester(Chemnitz) A posteriori error estimation on sphericaldomains (FEM Symposium)23.09.03 M. Grajewski(Dortmund) Numerical analysis and a-posteriori errorcontrol for a new nonconforming quadrila-teral linear �nite element (FEM Symposi-um)23.09.03 P. Jimack(Leeds) Adaptive �nite element solution of time-dependent PDEs based upon moving mes-hes (FEM Symposium)23.09.03 T. Hohage(G�ottingen) New methods for the construction oftransparent boundary conditions (FEMSymposium)



302 Aktivit�atendokumentation
Datum Referent(en)(Einrichtung) Thema (Bemerkung)

23.09.03 T. Todorov(Gabrovo) A Study of the Constant in the Strengt-hened Cauchy Inequality for 3D ElasticityProblems (FEM Symposium)23.09.03 U. Risch(Magdeburg) Superconvergence of a non-conforminglow order �nite element (FEM Symposi-um)24.09.03 M. Melenk(Leipzig) Boundary concentrated FEM (FEM Sym-posium)24.09.03 G. Matthies(Magdeburg) A priori error estimates of higher order �-nite element methods for an equation ofmean curvature type (FEM Symposium)24.09.03 M. Maischak(Hannover) hp-Version of BEM for Signorini problemsin 2 and 3 dimensions (FEM Symposium)24.09.03 O. Steinbach(Stuttgart) Boundary Element Tearing and Inter-connecting Methods (FEM Symposium)24.09.03 Z. Dostal(Ostrava) Scalable algorithms for variational inequa-lities and contact problems (FEM Sympo-sium)24.09.03 O. Sander(Berlin) Fast Solving of Contact Problems onComplicated Geometries (FEM Symposi-um)24.09.03 S. H�ueber(Stuttgart) A primal-dual active set strategy for non-linear multibody contact problems (FEMSymposium)04.11.03 Nils Wagner Stabilit�at parameterabh�angiger Polynom-matrizen07.11.03 Prof. G. Radons(TU Chemnitz) Lyapunov Instability of Lennard-JonesFluids (SFB C8)12.11.03 Ivo Haering(MPIPKS Dresden) Streuung von Atomen an Bose-EinsteinKondensaten14.11.03 Dr. Thomas Apel(TU Chemnitz) Anisotrope �nite Elemente: (Zwischenbe-richt aus den Projekten A3 und A11)14.11.03 Beate Jung The Fourier Singular Complement Me-thod for elliptic Boundary value problemsin axisymmetric domains it edges26.11.03 R. Klages(MPIPKS Dresden) Chaotic di�usion in disordered dynamicalsystems03.12.03 Beate Paulus(MPIPKS Dresden) Ab-initio correlation treatment of solidsand its application to mercury04.12.03 Arnd Meyer(TU Chemnitz) Moderene numerische Verfahren zurL�osung partieller Di�erentialgleichungen(Lehrstuhlseminar in Inst. f. Physik)
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05.12.03 G. Brunnett, U. K�ahler,R. Schneider, M. Randria-narivony
Ans�atze zur schnellen L�osung von Randin-tegralgleichungen auf realistischen Geo-metrien15.12.03 M.A. Wimmer und U.-J.G�orke (Rush Univ. MedicalCenter Chicago/ TU Chem-nitz)
Mechanobiologische Aspekte des TissueEngineering von Gelenkknorpel

09.12.03 Simon Chandler-Wilde A Generalized Collectively Compact Ope-rator Theory and Applications to IntegralEquation10.12.03 Amit Chattopadhyay(HMI Berlin) A biological model of 
agellar motion
12.12.03 Frank Rabold (TU Frei-berg), Prof. A. Meyer (TUChemnitz)

Finite-Elemente-Simulation von Riss-wachstum mittels moderner adaptiv-iterativer L�osungstechniken18.12.03 Robert Plato Regularisierung schwach singul�arerVolterra-Integr.-Gleichungen erster Artmittels gebr. Mehrschrittverfahren06.01.04 Eberhard B�ansch Finite element methods for curvature dri-ven problems09.01.04 Tag des SFB16.01.04 Markus Melenk Randkonzentrierte FEM (Ergebnisse undAusblick zu A13)21.01.04 Dr. Serguei Varlamov(BTU Cottbus) Incommensurate charge-density wavescattering in high-Tc cuprates23.01.04 Arnd R�osch FEM bei Optimalsteueraufgaben16.02.04 Alexandru Nemnes(BTU Cottbus) Nonoscale Transistors in the Landauer-Buettiker Formalism05.04.04 S. Tarafdar (Jadavpur Uni-versity, Indien) Viscous �ngering (Workshop RelaxationPhenomena)05.04.04 K. H. Ho�mann(TU Chemnitz) Relaxation Phenomena in Spin Glasses(Workshop Relaxation Phenomena)05.04.04 A. Fischer(TU Chemnitz) Transients in Anomalous Di�usion (Work-shop Relaxation Phenomena)05.04.04 F. Heilmann(TU Chemnitz) Finding Minima in Complex State Spaces(Workshop Relaxation Phenomena)05.04.04 S. Seeger(TU Chemnitz) Random Walks on Random Fractals(Workshop Relaxation Phenomena)05.04.04 A. Franz(Philips Research) Work in Progress (Workshop RelaxationPhenomena)06.04.04 Roland Duduchava (A Ra-zumadze Math. Inst. Geor-gien)
Boltzmann equations without cuto�
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23.04.04 Bernhard Mehlig (ChalmersUniverity G�oteborg) Clustering of inertial particles in turbulentaerosols28.04.04 Prof. Ingrid Rotter(MPIPKS Dresden) Transmission of double quantum dots
05.05.04 JProf. Dr. Alexander Auer(TU Chemnitz) Future Perspectives in Accurate Electro-nic Structure Calculations

3.1.2 �Ubersicht �uber Workshops und TagungenIm Berichtszeitraum wurden vom Sonderforschungsbereich die folgenden Workshops undTagungen ausgerichtet. Ihr Inhalt und die Teilnehmer sind in den entsprechenden Ta-gungsmaterialien und in den Webseiten(erreichbar �uber: http://www.tu-chemnitz.de/sfb393/seminar)dokumentiert.
1. 19.{21.09.2001, Chemnitzer FEM-Symposium 20012. 19.10.01, 2. Kolloquium Wissenschaftliches Rechnen in Sachsen3. 23.{25.09.2002, Chemnitzer FEM-Symposium 20024. 20.07.{03.08.2003, Workshop on Energy Landscapes: Structure, Dynamics and Op-timization Algorithms, Telluride Science Research Center, Telluride.5. 22.{24.09.2003, Chemnitzer FEM-Symposium 20036. 05.{06.04.2004, Workshop "Relaxation Phenomena in Complex Systems\, Institutf�ur Physik
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3.1.3 G�asteprogramm, wissenschaftliche Kontakte3.1.3.1 GastwissenschaftlerG�aste 2001 (noch nicht im Bericht f�ur 1999{2001 enthalten):Prof. Dr. Vadim G. Korneev, University of Westminster Harrow, 04.05.-13.05.2001Kob, Walter, Frankreich, 09.05.2001Dr. Herbert Baaser, TU Darmstadt, 11.05.-18.05.2001Xi-Wen Guan, Universidade Fereral do Rio Grande do Due, Brasilien, 15.06.-14.07.2001Tayebi, Lakhdar, Marokko, 30.07.-30.11.2001ausw�artige Teilnehmer des FEM Symposiums vom 19.{21.09.2001:Prof. Martin Berzins, Leeds, UKDr. Jan Brandts, Utrecht,NiederlandeDr. Emanuel Creuse, Valenciennes, FrankreichDr. Vit Dolejsi, Prag, TschechienProf. Miroslav Feistauer, Prag, TschechienDr. Alexander Georgievich, Novosibirsk, RusslandDr. Gundolf Haase, Linz, �OsterreichDM Ralf Hartmann, Universit�at HeidelbergDr. Frank H�ulsemann, Universit�at Erlangen{N�urnbergDr. Peter Jimack, Universit�at Leeds, Gro�britannienDr. Volker John, Universit�at MagdeburgDoz. Dr. Michael Jung, TU DresdenDr. Guido Kanschat, Universit�at HeidelbergDr. Peter Knobloch, Prag, TschechienProf. Ulrich Langer, Linz, �OsterreichDr. Markus Melenk, MPI-LeipzigProf. Luc Paquet, Valenciennes, FrankreichProf. Ernst Rank, M�unchenDr. Stefan Reitzinger, Linz, �OsterreichProf. Hans-Georg Roos, TU DresdenThomas Schnitzer, Universit�at FreiburgDr. Joachim Sch�oberl, Universit�at Linz, �OsterreichProf. David Silvester, Manchester, UKDr. Olaf Steinbach, Universit�at Stuttgart
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Prof. Rolf Stenberg, Helsinki, FinnlandProf. Gisbert Stoyan, Budapest, UngarnMr. Saqib Tufail, Sialkot, PakistanMSc Helena Zarin, TU DresdenYapage, Nihal, University Ruhuna in Mataru, Sri Lanka, 05.10.-15.12.2001Prof. Ped Janssen, Universit�at Nijmegen, Niederlande, 15.10.-18.10.2001Prof. Thomas Rauber, Martin-Luther-Universit�at Halle-Wittenberg,Okt. 2001 - Jan. 2002Prof. Sergei Pereverzev, WIAS, 05.11.-06.12.2001Prof. Alexandre Demidov, Lomonossow-Universit�at Moskau, 07.11.-10.11.2001Prof. Mihai Zelik, Lomonossow-Universit�at, 07.11.-10.11.2001Prof. Patrick Ciarlet, ENSTA Paris, 11.11.-16.11.2001Prof. Periverzev, 26.11.-23.12.2001Hassan Satori, Marokko, 30.11.2001-28.02.2002Prof. Martin Costabel, IRMAR Rennes, Frankreich, 03.12.-09.12.2001Prof. D. Banabic, Cluj-Napoca, Rum�anien, 05.11.2001G�aste 2002:Dr. Alexander Rusakov, Universit�at f�ur Luft- und Raumfahrt Samara, Russland,09.03.-08.06.2002Dr. Herbert Baaser, 18.03.-21.03.2002Alexander Smuglyakov, Rostov, 29.03.-23.04.2002Johannes Tausch, 02.04.-30.04.2002Hans-J�urgen Tausch, SMU Dallas, USA, 02.04.-30.04.2002G�unther Stolz, 15.04.-19.04.2002Prof. Serge Nicaise, Frankreich, 23.04.-26.04.2002Tomas Barrios, Universidad de Concepcon, Chile, 02.05.-31.07.2002Dr. Vitali Liskevich, University Bristol, 06.05.2002Dr. G�unter Suschowk, NIS-Ingenieurgesellschaft mbH, 08.05.-09.05.02Alexei Sherman, University of Dorto, 10.05.-09.08.2002, 01.04.-30.06.2003Paul-Luis George, 13.05.-16.05.2002
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Prof. H. Bergander, Dresden, 24.05.2002Samba Siva Rao Chinnamesetty, Battcpala Engeniering College, Indien,01.06.-31.08.2002Michael D. Weldom, University of Victoria, Canada, 03.06.-02.08.2002Gunnar Matthis, 06.06.-07.06.2002Radu-Alexandru Todor, ETH Z�urich, 17.06.-22.06.2002Prof. Peter Salamon, San Diego State University, USA, 23.06.-02.07.2002Eleonora Toulouza, University of Athens, Griechenland, 28.06.-27.08.2002Dr. Inna Plyushachay, Universit�at Kiev, Ukraine, 02.07.-22.09.2002Prof. Gabriel Gatica, Universidad de Concepcon, Chile, 12.07.-28.07.2002Yoram Last, 20.07.2002Prof. Paolo Sibani, S�udd�anische Universit�at Odense, 15.09.-19.09.2002Sergej Solovyev, 22.09.-24.09.2003ausw�artige Teilnehmer des FEM Symposiums vom 23.{25.09.2002:Dr. Markus Bause, Universit�at ErlangenProf. Heribert Blum, Universit�at DortmundDr. Malte Braack, Universit�at HeidelbergProf. Dr. Dietrich Braess, Ruhruniversit�at BochumProf. Dr. Wolfgang Dahmen, RWTH AachenDr. Vit Dolejsi, Prag, TschechienMSc Bernd Flemisch, Universit�at StuttgartProf. Luca Formaggia, Milano, ItalienDr. Vincent Heuveline, Universit�at HeidelbergPhD Frank H�ulsemann, ErlangenDr. Michael Jung, TU DresdenDI Johanna Kiensberger, Linz, �OsterreichMSc Bishu Prasad Lamichhane, Universit�at StuttgartDr. Yonhai Li, Beijing, ChinaProf. Dr. gert Lube, G�ottingenDM Gunar Matthies, Universit�at MagdeburgDr. Stefano Micheletti, Milano, ItalienProf. Abedallah Rababah, Irbid, Jordan
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DM Florian Adrian Radu, Universit�at ErlangenDr. Thomas Richter, Universit�at ErlangenDr. Joachim Sch�oberl, Universit�at Linz, �OsterreichDr. Olaf Steinbach, Universit�at StuttgartDr. Rob Stevenson, Utrecht, NiederlandeDr. habil Franz-Theo Suttmeier, Universit�at DortmundDM Boris Vexler, Universit�at HeidelbergDr. Jordan A. Denev, Universit�at So�a, 15.10.-15.12.2002Prof. T. D. Palev, Institute of Nuclear Research and Nuclear Engergy, Bulgarien,05.10.-04.11.2002Prof. Dr. Harald Ries, Philipps-Universit�at Marburg, 13.11.-14.11.02Prof. Yuri Karlovich, Universidad Autonoma del Estado de Morelos, Mexico,14.11.-26.11.2002Boniface Nkemzi, Univeristy of Buea, Kamerun, 24.11.-27.11.2002G�aste 2003:Dominique Leguillon, Paris 6, 29.01.-01.02.2003Prof. Serguei Nepomnyaschik, Novosibirsk, 05.02.-16.02.2003, 25.07.-02.08.2003M. Laicini, Politecnico di Milano, 16.02.-27.02.2003Iulia Tregubleac, Universit�at Bukarest, Rum�anien, 01.03.-30.06.03Prof. Christopher Essex, University of Western Ontario, 17.03.-22.03.2003Prof. Pavel Exner, Academy of Sciences Prag, 09.04.-10.04.2003Prof. Peter Salamon, San Diego State University, USA, 19.05.-23.05.2003Dr. Dirk Hundertmark, Urbana Champaijan, 20.05.-22.05.2003Prof. H.-D. Tietz, Zwickau, 18.06.2003Prof. G. Stolz, University of Alabama, 25.06.-11.07.2003Victor Cerovski, Riverside, USA, 01.07.-30.09.2003Dr. Ivan Veselic, California Institute of Technology, 15.07.-23.07.2003Edem Kwabla Sosu, Universit�at Knust Accra, Ghana, 01.08.-30.09.2003Khaoula Sellami, Univeris�at ENITT Tunis, 01.08.-30.09.2003Prof. Ingo M�uller, Technische Universit�at Berlin, 09.09.2003
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ausw�artige Teilnehmer des FEM Symposiums vom 22.{24.09.2003:Florian Bachinger, Universit�at Linz, �OsterreichDr. Almedin Becirovic, Universit�at Linz, �OsterreichDr. Malte Braack, Uni HeidelbergDr. Manfred Dobrowolski, W�urzburgDr. Vit Dolejsi, Prag, TschechienProf. Zdenek Dostal, Ostrave, TschechienDM Matthias Grajewski, DortmundDM Stefan H�uebener, StuttgartDr. Torsten Hohage, G�ottingenDr. Ruoyu Huang, Shanghai, ChinaDr. Peter Jimack, Universit�at Leeds, Gro�britannienDr. Michael Jung, TU DresdenDr. Beate Jung, Paris Cedex 15, FrankreichDr. Boris Khoromskij, MPI-LeipzigDrs. Yaroslav Kondratyuk, UtrechtDr. Rolf Krause, BerlinDr. Jaroslav Kruis, Karls{Universit�at Prag, TschechienProf. Dr. Ulrich Langer, Universit�at Linz, �OsterreichDM Michael Mair, Uni StuttgartPD Dr. Matthias Maischak, Universit�at HannoverDr. Markus Melenk, MPI-LeipzigDM Volodymyr Myrnyy. TU CottbusDr. Beniface Nkemize, Trieste, ItalienMSc Josef Novak, Liberec, TschechienDr. Marco Picasso, Lausanne, SchweizDr. Uwe Risch, Universit�at MagdeburgDr. Rudolfo Rodriguez, Concepcion, ChileDInf Oliver Sander, FU BerlinDr. Joachim Sch�oberl, Universit�at Linz, �OsterreichDr. Olaf Steinbach, Universit�at StuttgartDM Marc Ulrich Stiller, Universit�at M�unchenDr. Todor Todorov, Gabrovo, BulgarienIng Richard Vondracek, Prag, TschechienDr. Sabine Zaglmayr, Universit�at Linz, �Osterreich
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Dr. Todor Todorov, Technical University Gabrovo, Bulgarien, 24.09.-29.09.2003Ricardo Duran, 24.09.-27.09.2003Rodolfo Rodrigez, 24.09.-27.09.2003Dr. Arnulf M�obius, IFW Dresden, 29.09.-03.10.2003Dr. Christian Sch�on, MPI Stuttgart, 29.09.-03.10.2003Dr. M.A. Wimmer, Chicago, USA 14.-16.12.2003G�aste 2004:Brojen Singh, Indien 15.01.-31.05.2004Je�rey Schenker, 02.02.-07.02.2004Prof. Dietmar Hoemberg, Weierstra�-Institut Berlin, 12.02.-13.02.2004Prof. Sujata Tarafdar, Jadavpur University, Indien, 02.03.-07.03.04Dr. Astrid Franz, Philips Research Hamburg, 05.03.-06.03.04Prof. Roland Duduchava, Razumadze Mathematical Institute, Georgien,04.04.-07.04.2004
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3.1.3.2 Eigene Forschungsaufenthalte im Berichtszeitraum

Th. Apel, MPI Leipzig, 24.{26. Januar 2002Th. Apel, Mini-Workshop Preconditioning in Eigenvalue Computations\, Ober-wolfach, 3.{9. M�arz 2002, Vortrag: E�cient computation of eigenpairs of a qua-dratic operator eigenvalue problem.Th. Apel, GAMM-Jahrestagung, Augsburg, 24.{28. M�arz 2002, Vortrag: Compu-tation of 3D vertex singularities for linear elasticity.Th. Apel, Vertretungsprofessur an der Otto-von-Guericke-Universit�at Magdeburg,4/2002{8/2002Th. Apel, Universit�at Magdeburg, 4. Juni 2002, Vortrag: Anisotrope �nite Ele-mente: Resultate und Herausforderungen.Th. Apel, Universit�at Rostock, 5. Juli 2002, Vortrag: Anisotrope �nite Elemente:Resultate und Herausforderungen.Th. Apel, Universit�at Magdeburg, 9. Juli 2002, Vortrag: How to compute 3D vertexsingularities?Th. Apel, Universit�at Valenciennes (Frankreich), 25.{29. August 2002Th. Apel, DMV-Tagung Halle, 16.{20. September 2002, Vortrag: Computation of3D vertex singularities for linear elasticity.Th. Apel, Universit�at der Bundeswehr, M�unchen, 1. Oktober 2002, Vortrag: Ani-sotrope �nite Elemente: Resultate und Herausforderungen f�ur die numerische Ana-lysis.Th. Apel, TU Berlin, 26. Oktober 2002, Vortrag: Anisotrope �nite Elemente: Re-sultate und Herausforderungen f�ur die numerische Analysis.Th. Apel, Mini-Workshop Analytical and Numerical Treatment of Singularities inPDE\, Oberwolfach, 3.{9. November 2002, Vortrag: Anisotropic �nite elements:results and challenges.Th. Apel, Universit�at Konstanz, 19.{20. November 2002, Vortrag: Anisotrope �niteElemente: Resultate und Herausforderungen.Th. Apel: Universit�at Kassel, 25.{26. November 2002, Vortrag: Anisotrope �niteElemente: Resultate und Herausforderungen.Th. Apel, Mathematisches Institut der Akademie der Wissenschaften der Tsche-chischen Republik, 28.{30. November 2002, Vortrag: Which Stokes elements canbe used on anisotropic �nite element meshes?Th. Apel, TU Braunschweig, 21. Januar 2003, Vortrag: Anisotrope �nite Elemente:Resultate und Herausforderungen.



312 Aktivit�atendokumentation
Th. Apel, MPI Leipzig, 24.{25. Januar 2003Th. Apel, Universit�at der Bundeswehr M�unchen, 16.{17. April 2003, Vortrag: Be-rechnung der Singularit�aten an Riss-Spitzen bei spr�oden elastischen Materialien.Th. Apel, TU Berlin, 24. April 2003, Vortrag: Berechnung der Singularit�aten anRiss-Spitzen bei spr�oden elastischen Materialien.Th. Apel, Universit�at Stuttgart, 15.{16. Mai 2003, Vortrag: Anisotrope �nite Ele-mente: Resultate und Herausforderungen.Th. Apel, Universit�at Zielona Gora, 30. Mai 2003, Vortrag: Computation of 3Dvertex singularities for linear elasticity.Th. Apel, MAFELAP, University of West London, Uxbridge, 20.{25. Juni 2003,Vortrag: Stable �nite elements for the Stokes problem on anisotropic meshes.Th. Apel, ENUMATH, Prag, 17.-22. August 2003, Vortrag: Stable �nite elementsfor the Stokes problem on anisotropic meshes.Th. Apel, GAMM-Seminar, MPI Leipzig, 25.{27. August 2003Th. Apel, 303. WE-Heraeus-Seminar Adaptivity in Finite Element Analysis: Mo-dels, Meshes and Polynomial Order, Bad Honnef, 7.{10. September 2003, Vortrag:h-adaptivity in the context of anisotropic meshes.S. Beuchler, S�udostdeutsches Kolloqium zur Numerischen Mathematik, Leipzig,20.4.2001S. Beuchler, 9.-20.7.2001 Universite Montreal: Vortrag: Modern Methods in Scien-ti�c Computing and Applications.S. Beuchler, GAMM-Seminar, Leipzig, 24.-26.1.2002, Vortrag: Multi-grid solver forthe p-Version of the FEM .S. Beuchler, WiR Sachsen, Freiberg, 24.6.2002S. Beuchler, Sommerschule an der ETH Z�urich, 09.-13.09.2002, Vortrag: FEM forPDEs with Multiple Scales.S. Beuchler, Ehrenfriedersdorf, FEM Symposium 2002, Ehrenfriedersdorf,23.-25.9.2002, Vortrag: Multiresolution weigthed norm equivalences and applicati-ons.S. Beuchler, Universit�at Linz, 19.-22.3.03, Vortrag: Multi-level solver for the p-Version of the FEM.S. Beuchler, GAMM-Jahrestagung 2003, Abano Terme, 23.-27.3.2003, Vortrag:Multi-grid solver for the p-Version of the FEM.S. Beuchler, S�udostdeutsches Kolloqium zur Numerischen Mathematik, Ilmenau,9.5.2003
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S. Beuchler, 15th Intenational Conference on Domain Decomposition Methods,Berlin, 21.-23.7.2003, Vortrag: A Dirichlet-Dirichlet DD-preconditioner for p-fem.S. Beuchler, GAMM-Seminar, Leipzig, 26.8.03, Vortrag: Multiresolution weigthednorm equivalences and applications.S. Beuchler, FEM Symposium 2003, Ehrenfriedersdorf, 22.-24.9.03, Vortrag: ADD-preconditioner for p-fem.G. Brunnett, Dagstuhl-Seminar on Geometric Modelling, IBFI Schloss Dagstuhl,Mai 2002, Vortrag: Reconstruction from contours{Boissonnat's method revisited.G. Brunnett, Cyberworlds 2002, Tokyo, November 2002, Vortrag: Towards Auto-matic Segmentation in Reverse Engineering.G. Brunnett, Department LiSI, Universit�at Politecnica de Catalunya, Spain, 23.4.2003, Vortrag: Polyhedral Reconstruction of Digitized 3D Objects.G. Brunnett, Department LiSI, Universit�at Politecnica de Catalunya, Spain, 24.4.2003, Vortrag: Direct Segmentation of Algebraic Models in Reverse Engineering.A. Bucher, U.-J. G�orke, I. Kadachevitch, R. Krei�ig, GAMM-Jahrestagung, Augs-burg, 25.-28.03.2002, Vortr�age:- Ein Materialmodell f�ur gro�e elastisch-plastische Verzerrungen unter Ber�uck-sichtigung einer Substruktur- Parameteridenti�kation bei �niten elastisch-plastischen Verzerrungen- The application of a multisurface model with kinematical links to the des-cription of elastic-plastic cyclic torsionA. Bucher, U.-J. G�orke, R. Krei�ig, Tenth International Symposium on Plasti-city and Its Current Applications, PLASTICITY'03, Quebec City, Canada, 07.-11.07.2003 Vortrag: An E�cient Algorithm for the Integration of the Initial ValueProblem in Anisotropic Finite Elasto-Plasticity Considering a SubstructureA. Bucher, M. Lindner, U.-J. G�orke, S. Panhans, R. Krei�ig, GAMM-Jahrestagung,Dresden, 21.-27.03.2004, Vortr�age:- Ein spezieller �Ubertragungsalgorithmus bei nichtlinearer adaptiver FEM- Eine inverse Methode zur Identi�kation der plastischen Orthotropie im An-fangszustand- Modellierung zyklischer Verfestigung bei gro�en Verzerrungen mit einem Sub-strukturmodell- Zur Ausrichtung der Flie�
�ache beim Wechsel der BelastungsrichtungA. Bucher, R. Krei�ig, 7. Workshop "Simulation in der Umformtechnik: Anisotropiein der Blech- und Kaltmassivumformung\, 25.03.2004, Vortrag: Ein Materialmodellmit Substruktur zur Beschreibung der plastischen Anisotropie.



314 Aktivit�atendokumentation
P. Cain, 12th Int. Winterschool New Developments in Solid State Physics, Mau-terndorf, �Osterreich, 25.02.-01.03.2002, Poster: Energy level spacing distributionat the quantum Hall transition.
P. Cain, Spring Meeting German Physical Society, Regensburg, 08.-12.03.2004,Vortrag: Renomalizing into the mesoscopic quantum Hall insulator.
V. Cerovski, Spring Meeting German Physical Society, Regensburg, 08.-12.03.2004,Vortrag: Spectral properties and anomalous di�usion in octonacci quasicrystals.
A. Fischer, Conference on Modern Developements in Thermodynamics, Il Ciocco(Italien), 11.-16.05.03, Poster: Endoreversible Models and Internal CombustionEngines.
A. Fischer, Advanced School on New Perspectives in Thermodynamics, Udine (Ita-lien), 27.-31.10.03
A. Fischer, Workshop on New Perspectives in Thermodynamics, Venedig (Italien),01.-05.11.03, Vortrag: Endoreversible Engine Models.
S. K�ostlmeier-Gemming, Symposium SFB 294: "Molecules in Interaction with In-terfaces: Structure, Relaxation and Transport Processes at Interfaces with VariousTopologies and Properties\, Leipzig, 12.-14.09.2001, Vortrag: Electron TransferPatterns at Interfaces.
S. Gemming, MRS 2002 Spring Meeting, San Francisco (USA), 01.-05.04.2002,Vortrag: Theoretical investigation of impurities and vacancies at nanostructuredperovskite grain boundaries.
S. Gemming, Euroconference on Structure and Composition of Interfaces in So-lids, Kloster Irsee, 18.-23.08.2002, Vortrag: The In
uence of Defects on the 3(111)Boundary in Strontium Titanate.
S. Gemming / Santa Barbara (USA) / (2002) 3 Wochen
S. Gemming, Euroconference on Moving Interfaces in Solids, Kloster Irsee, 10.-15.08.2003, Vortrag: Phase Transformations at the Titanium-Silicon Boundary.
S. Gemming, Physik-Kolloquium, Chouaib Doukkali University El-Jadida, Marok-ko, 24.10.2003, Vortrag: Phase Transformations at the Silicon-Titanium Interface.
U.-J. G�orke, Rush University Medical Center Chicago, USA, 22.-27.11.2003, Vor-trag:(mit M.A. Wimmer, Chicago): Tribological and Numerical Tools to Engineerand Study Articular Cartilage.
U.-J. G�orke, Kolloquium des Instituts f�ur Mathematik, TU Clausthal-Zellerfeld,12.09.2002 Vortrag: Anwendung der FEM zur Identi�kation von Materialparame-tern bei �niten elastisch-plastischen Verzerrungen als nichtlineares Optimierungs-problem.
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H. Harbrecht, Internal Mini-Workshop of the IHP-Network Breaking Complexity:Shape Optimization and Multiscale Methods, Bonn, Germany, Juli 2003, Vortrag:Shape optimization using wavelet BEM.H. Harbrecht, Workshop on Fast Boundary Element Methods in Industrial App-lications, Hirschegg, �Osterreich, Oktober 2003, Vortrag: Shape optimization usingwavelet BEM.J. Hippold, 10th EuroPVM/MPI, Venedig, Italien, 29.9.-2.10.2003, Vortrag: ACommunication API for Implementing Irregular Algorithms on Clusters of SMPs.J. Hippold, Dagstuhl Seminar, Dagstuhl, Deutschland, 18.-23.5.2003, Vortrag: TaskPool Teams for Implementing Irregular Algorithms on Clusters of SMPs.K. H. Ho�mann, Relaxation Processes in Complex Systems, San Diego (USA),10.-17.01.2002K. H. Ho�mann, UNESCO Thermodynamics Conference, Udine (Italien), 15.-20.02.2002, Vortrag: Thermodynamics, Optimization and Information Theory.K. H. Ho�mann, Deutsch-Vietnamesischer Workshop, Hue (Vietnam),23.02.-04.03.2002, Vortrag: Slow Relaxation Dynamics in Spin Glasses.K. H. Ho�mann, Complex Systems Workshop, Madrid (Spanien), 14.-15.03.2002,Vortrag: Information Theory and Optimization Strategies.K. H. Ho�mann, Inst. f. Physik, Augsburg, 13.05.2002, Vortrag: Quantentheorieund Thermodynamik.K. H. Ho�mann, Inst. f. Physik, Kalkutta (Indien), 02.-04.01.2003, Vortrag: Frac-tional Di�usion and Entropy Production.K. H. Ho�mann, Conference on Modern Developements in Thermodynamics, IlCiocco (Italien), 11.-16.05.2003, Poster: Endoreversible Models and Internal Com-bustion Engines.K. H. Ho�mann, Fischbach, 20.-22.07.2003, Vortrag: Einiges �uber diskrete Syste-me.K. H. Ho�mann, Workshop on Energy Landscapes: Structure, Dynamics and Op-timization Algorithms, Telluride (USA), 20.07.-03.08.2003, Vortrag: Spin GlassRelaxation Dynamics.K. H. Ho�mann, Wadern, 14.-19.09.2003, Vortrag: Optimizing Stochastic Optimi-zation Schemes.K. H. Ho�mann, Advanced School on New Perspectives in Thermodynamics, Udine(Italien), 27.-31.10.2003, Vortrag: Statistical mechanical optimization.K. H. Ho�mann, Workshop on New Perspectives in Thermodynamics, Venedig(Italien), 01.-05.11.2003, Vortrag: Anomalous Di�usion and Entropy Production.



316 Aktivit�atendokumentation
K. H. Ho�mann, Mexiko (Mexiko), 20.-31.01.2004, Vortrag: Endoreversible Ther-modynamics.
K. H. Ho�mann, Hyke-Workshop on Numerical and Asymptotic Methods for Ki-netic Equations, Saarbr�ucken, 23.-25.02.2004
M. Jung, Fachbereich Mathematik/Informatik, Universit�at Gesamthochschule Kas-sel, 05.03.2002 Vortrag: E�ziente Finite-Elemente-Simulationen physikalischer undtechnischer Prozesse.
M. Jung, Institut f�ur Numerische Mathematik, Johannes Kepler Universit�at Linz,�Osterreich, 25.10.2002, Vortrag: Experimente mit L�osern f�ur das erste biharmoni-sche Randwertproblem.
M. Jung, Oberseminar Analysis und Angewandte Mathematik, Fachbereich 17Mathematik/Informatik, Universit�at Kassel, 07.07.2003 Vortrag: Schnelle L�oserf�ur das erste biharmonische Randwertproblem.
M. Jung, ParCo2003, International Conference on Parallel Computing, Dresden,2.{5.9.2003, Vortrag: Fast parallel solvers for fourth-order boundary value pro-blems.
M. Jung,Deutsch-Tschechischer Workshop Numerical Analysis 2004, Bad Gottleu-ba, 7.{8.5.2004, Vortrag: Fast solvers for the �rst biharmonic problem.
W. Just, Dynamics Days Europe 2001, Dresden,0.5-08.2001, Vortrag: Stochasticmodelling: replacing fast degrees of freedom by noise.
W. Just, International Workshop and Seminar on Control, Communication, andSynchronization in Chaotic Dynamical Systems, 11.-16.11.2001, Vortrag: Controlof chaos by time delayed feedback: theory and applications.
W. Just, International Workshop and Seminar on Microscopic Chaos and Trans-port in Many-Particle Systems, 12.-17.8.2002, Vortrag: Equilibrium Phase Transi-tions in Coupled Map Lattices: A Pedestrian Approach.
W. Just, Fr�uhjahrstagung des Arbeitskreises Festk�orperphysik (AKF) der DPG,Dresden 24.-28.03.2003, Hauptvortrag: Control of chaos by time-delayed feedback:a survey of theoretical and experimental aspects.
W. Just, Trends in Pattern Formation: From Amplitude Equations to Applications,Dresden, 25.-29.8.2003, Vortrag: Control of chaos by time-delayed feedback.
W. Just, 01.-30.9. 2002, Institut fuer Theoretische Physik (Prof. Sch�oll), Techni-sche Universit�at Berlin
I. Kadachevitch, International Conference of Temperature-Fatigue Interaction, Pa-ris, Frankreich, 29.-31.03.2001, Vortrag: The temperature hardening e�ects descrip-tion
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I. Kadachevitch, A. Bucher, U.-J. G�orke, R. Krei�ig, Workshop des Graduierten-kollegs "Kontinuumsmechanik inelastischer Festk�orper\, Rabenau, 01.-02.10.2001,Vortrag:(Kadachevitch): Erweiterungen der Mehr
�achentheorie mit kinematischenBindungen einschlie�lich der Parameterbestimmung
U. K�ahler, S�udostdeutsches Kolloquium zur numerischen Mathematik, Ilmenau,Mai 2003, Vortrag: Waveletbasierte Matrixkompression f�ur Randintegralgleichungauf komplizierten Ober
�achen.U. K�ahler, Workshop on fast boundary element methods in industrial, Applicati-ons, Hirschegg, �Osterreich, Oktober 2003, Vortrag: Wavelet based matric compres-sion for boundary integral equations on complex geometries.
U. K�ahler, Workshop on Fast Boundary Element Methods in Industrial Applicati-ons, Hirschegg, �Osterreich, Oktober 2003, Vortrag: Wavelet BEM on complicatedgeometries.
U. K�ahler, First Chilean Workshop on Numerical Analysis of Partial, Di�eren-tial Equations, Concepcion, Chile, Januar 2004, Vortrag: Wavelet based matriccompression for boundary integral equations on complex geometries.
U. K�ahler, Gamm-Jahrestagung 2004, Dresden, M�arz 2004, Vortrag: Wavelet basedmatric compression for boundary integral equations on complex geometries.
S. Klassert, Pasadena, Caltech und UAB, Birmingham/Alabama, 18.-30.03.2002
S. Klassert, Paris, Univ. Paris Nord, 02.-07.06.2002
U. Kleinekath�ofer, 100. Hauptversammlung der Deutschen Bunsengesellschaft, Stutt-gart, 24.-26.05.2001, Vortrag: Theorie des photoinduzierten Elektronentransfers inBetain-30.
U. Kleinekath�ofer, Computational Physics Seminar, Karls-Universit�at, Prag,23.11.2001, Vortrag: Dissipative Dynamics in Molecular Systems: Electron andExciton Transfer.
U. Kleinekath�ofer, DPG-Fr�uhjahrstagung des Arbeitskreises Festk�orperphysik, Re-gensburg, 11.-15.03.2002, Vortrag: Fluorescence depolarization in light-harvestingsystems of purple bacteria.
R. Krei�ig, A. Bucher, 7. Workshop Numerische Methoden der Plastomechanikdes Instituts f�ur Mechanik der TU Hannover, Neustadt am Ruebenberge, 11.-13.06.2001, Vortrag: Parameteridenti�kation bei �niten elastisch-plastischen Ver-zerrungen
R. Krei�ig, Seminar f�ur rechnerunterst�utzte Mechanik, Universit�at Karlsruhe,23.11.2001, Vortrag: Parameteridenti�kation elastisch-plastischer Deformationsge-setze durch Anpassung numerischer an experimentell ermittelte Verschiebungsfel-der



318 Aktivit�atendokumentation
R. Krei�ig, SFB-Conference on "Computational Methods for Inverse Problems\,Strobl, �Osterreich, 30.08.2002, Vortrag: Parameter identi�cation of elastic-plasticdeformation laws analysing inhomogeneous strain states.
R. Krei�ig, Mechanik-Kolloquium aus Anlass des 70. Geburtstages von Prof. Korte,J�ulich, 29.11.2002, Vortrag: Parameteridenti�kation elastisch-plastischer Deforma-tionsgesetze durch Analyse inhomogener Verzerrungszust�ande.
M. Kuna, 10th International Conference on Fracture ICF10, Honolulu 2001, Vor-trag: Simulation of domain switch-toughening in ferroelectric ceramics.
M. Kuna, DVM-Weiterbildungsseminar Anwendung numerischer Methoden in derBruchmechanik, Freiberg 2002, Vortrag: Einf�uhrung in die Finite-Element-Techni-ken zur Analyse von Rissproblemen bei linear-elastischem Materialverhalten.
M.Kuna, 35. DVM-Tagung AK Bruchvorg�ange, Freiburg 2003, Vortrag: Entwick-lung und Veri�kation eines bruchmechanischen Bewertungssystems f�ur Hochdruck-Ferngasleitungen.
M. Kuna, DVM-Weiterbildungsseminar Grundlagen und Anwendung der Sch�adi-gungsmechanik, K�oln 2004, Vortrag: Grundlagen der Sch�adigungsmechanik.
M. Lindner, R. Krei�ig, Meeting an der Middle East Technical University, Ankara,T�urkei, 14.07.2003, Vortrag: Numerische Methoden der Parameteridenti�kation.
M. Lindner, R. Krei�ig, Sitzung des Arbeitskreises Grundlagen der Umformtechnikdes VDEh, Stuttgart, 10.10.2003, Vortrag: Erfassung der plastischen Anisotropievon Metallen durch Eindringversuche { numerische Auswertung.
A. Meyer, Math. Kolloquium an Univ. des Saarlandes, 15.02.2002, Vortrag: Ad-aptive Techniken der FEM und Anwendung beim Kontakt{Problem als "adaptivelearning algorithm\.
A. Meyer, WiR-Sachsen, 3. Kolloquium Wissenschaftliches Rechnen in Sachsen,Freiberg 24.06.2002
A. Meyer, 6th Int.Conf. on Computational Technology and 3rd Int.Conf. on Enge-neering Technology, Prag 04.-06.09.2002, Vortrag: Projection techniques embeddedin the PCGM for handling hanging nodes and boundary conditions.
A. Meyer, CISC 2002 (Challenges in Scienti�c Computing) Berlin 02.-05.10.2002,Vortrag: Projection techniques embedded in the PCGM for handling hanging nodesand boundary restrictions.
A. Meyer, Dagstuhl Seminar 03111, Challenges in High Performance Simulationsfor Science and Engeneering, Wadern 09.-14.03.2003
K. Morawetz, Spring Meeting German Physical Society, Regensburg, 08.-12.03.2004,Vortrag: Bernoulli potential in type-I and weak type-II superconductors.
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M.L. Ndawana, DPG-Fr�uhjahrstagung des Arbeitskreises Festk�orperphysik, Re-gensburg, 11.-15.03.2002, Vortrag: Finite Size Scaling of the Level Compressibilityat the Anderson Transition.M.L. Ndawana, Imperial College, Bristol (United Kingdom), 12.-22.10.2002, Vor-trag: The Anderson Model of Localization with Scale-Free Diagonal Disorder.S. Panhans, R. Krei�ig, Tagung des GAMM-Fachausschusses Materialtheorie, Wit-tenberg, 22.02.2003, Vortrag: Viskoplastisches Materialmodell mit nichtquadrati-scher Flie�funktionS. Panhans, GAMM-Jahrestagung, Abano Terme, Italien, 24.-28.03.2003, Vortrag:Ein viskoplastisches Materialmodell mit nichtquadratischer Flie�funktionC. Pester, Linz, Dezember 2002, 2 Tage, Vortrag: E�cient methods to solve aquadratic operator eigenvalue problem.M. Pester, Math. Kolloquium an Univ. des Saarlandes, 14.02.2002, Vortrag: Wis-senschaftliches Rechnen auf dem Chemnitzer Linux-Cluster.M. Pester, WiR Sachsen, 3. Kolloquium Wissenschaftliches Rechnen in Sachsen,Freiberg 24.06.2002F. Rabold, Seminar der AG-Mechanik, IMFD, TUBA Freiberg, 12.11.2003, Vor-trag: Finite-Element-Simulation von Risswachstum mittels moderner adaptiv-ite-rativer L�osungstechniken.F. Rabold, 5. Humboldt-Seminar, 21.11.2003, Vortrag: Finite-Element-Simulationvon Risswachstum mittels moderner adaptiv-iterativer L�osungstechniken.F. Rabold, 36 Tagung des DVM-Arbeitskreises Bruchvorg�ange, 17.02.2004,Vortrag: Finite-Element-Simulation von Risswachstum mittels e�zienter adaptiv-iterativer Solver.F. Rabold, 18. Sitzung der DVM-AG Mixed-Mode-Probleme, 23.04.2004,Vortrag: Finite-Element-Simulation von Risswachstum mittels e�zienter adaptiv-iterativer Solver.G. Radons, International Workshop and Seminar on Microscopic Chaos and Trans-port in Many-Particle Systems, 12.-17.8.2002, Vortrag: Anomalous Transport inDisordered Dynamical Systems.G. Radons, XVI. Winterseminar auf dem Zeinisjoch, 7.-14.03.2004, Vortrag: Lyapu-nov Modes in Extended Dynamical Systems.M. Randrianarivony, Fifth International Conference on Curves and Surfaces, Saint-Malo, France, Juni 2002, Vortrag: Multiresolution method for detecting higherorder discontinuities from irregular noisy samples.M. Randrianarivony, Seventh International Fall Workshop on Vision, Modelingand Visualization, Erlangen, November 2002, Vortrag: Approximation by NURBScurves and surfaces with free knots.
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