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Ubung 1: Klassische Finanzmathematik

Einfache Verzinsung, Zinseszinsrechnung, unterjihrige und kontinuierliche Ver-
zinsung

1. Wie viel ist ein Kapital von Ky = 5000 (Geldeinheiten) in 9 Monaten bei einer jihrlichen
Verzinsung von 5 % wert?

2. Ein Schuldner muss in 8 Monaten 5000 DM und nach weiteren 3 Monaten (also von heute
an in 11 Monaten) 6000 DM zuriickzahlen. Wie grof} ist die Gesamtschuld am heutigen Tag,
wenn mit einer jihrlichen Verzinsung von 6 % gerechnet wird?

3. Auf einer Handwerkerrechnung findet man folgenden Text: ,Der Rechnungsbetrag ist
unter Gewidhrung eines Skontos von 2 % innerhalb von 10 Tagen oder ohne Abzug innerhalb
von 30 Tagen zu zahlen.“ Zu welchem Zinssatz miisste man sein Geld anlegen, damit beide
Zahlungsweisen gleichwertig sind?

4. Beim Verkauf eines Gebrauchtwagens werden dem Verkiufer zwei Angebote gemacht.
Beim ersten Angebot werden 4000 DM in 3 Monaten und weitere 6000 DM in 9 Monaten nach
Vertragsabschluss gezahlt, beim zweiten Angebot zahlt der Kéufer 5200 DM in 2 Monaten
und 4700 DM in 8 Monaten.

a) Welches der beiden Angebote ist giinstiger bei Verwendung eines Kalkulationszinssatzes
von 10% bzw. 3 %?

b) Bei welchem Zinssatz sind beide Angebote dquivalent?

5. Wie erst kiirzlich bekannt wurde, legte August der Starke, Kurfiirst von Sachsen, anléss-
lich seiner Krénung zum Koénig von Polen im Jahre 1697 bei der Dresdner Hofbank 10000
Geldeinheiten (Taler) zu 2% p.a. an. Uber welches Kapital kénnen seine Erben im Jahre
1997 verfiigen, wenn mit gleichbleibendem Zinssatz und a) einfachen Zinsen, b) Zinseszinsen
gerechnet wird?

6. Jemand erwirbt Finanzierungsschitze des Bundes, die eine Laufzeit von 2 Jahren sowie
eine Rendite von 5,8 % aufweisen, im Nominalwert von 2000 DM (d.h., Auszahlung von 2000
DM in 2 Jahren). Wie viel hat er dafiir zu zahlen?

7. a) In welcher Zeit verdoppelt sich ein Kapital bei 3%, 5%, 8% bzw. 10% Verzinsung
p.a.?
b) Man gebe eine Néherungsformel an, die es erlaubt, die Rechnung im Kopf durchzufiihren.

8. Ein Kapital werde jihrlich mit 12 % verzinst.

a) Welcher Endwert ergibt sich bei jdhrlicher, halbjéhrlicher, quartalsweiser, monatlicher
bzw. Augenblicksverzinsung, wenn jeweils der relative unterjihrige Zinssatz fiir die kurzen
Perioden verwendet wird?

b) Welche (jihrliche) Effektivverzinsung entspricht den obigen Arten der unterjidhrigen Ver-
zinsung bzw. — im Falle der stetigen Verzinsung — welche Zinsintensitét erhélt man?



Losungen

1. Karg = 5000 - (140,05 - 29) = 5187,50 GE

5000 6000

2. B= + =10494,90 DM
14+0,06-& 140,06 1%
R
3. Barwertvergleich: 0,98R = ————5- = 1=0,3673, d.h. 36,73 %
1+7- 360

4. a) Zinssatz 10 %:
4000 6000 5200 4700
Bay = — 9483,83 DM, By = —+ .
140,15 140,15
DM

Obwohl die Gesamtzahlungen des 1. Angebotes grofier sind, ist der Barwert des 2. Angebots
hoher; damit ist das 2. Angebot aus Verkéufersicht besser.

Zinssatz 3 %: Mit analoger Rechnung ergeben sich die Werte By = 9838,19, By =
9781, 97; hier ist das 1. Angebot besser.

= 9521,00

_l’_
140,12 140,12

4000 6000 5200
L+is  1+is  1+id

b) Gleichheit beider Angebote erhilt man aus dem Ansatz
4700
1+ig’
5. a) Ksp3 = 10000(1 + 0,02 - 303) = 70600, b) Kso3 = 10000 - (1 + 0,02)3%% = 4035079

[Taler]

woraus ¢ =~ 0, 07 resultiert, was einer Verzinsung von ca. 7% entspricht.

K 2000
6. Ko = = =1786,73 DM
7T (1+4)f 1,058 ’
In2
7. a) Ansatz: Ky = Ko - (1 +14)° = 2Ky; hieraus folgt ¢ = ln(ffi)’ wobei i = &5

pl[ 3 5 8 10
t 23,45 14,21 9,01 7,27

Man erhélt:

b) Aus obigem Ansatz und der Beziehung In(1+x) = x (Taylorentwicklung fiir kleine Werte

In 2 0,60 69
z) folgt: t=——5~ 1—=—.

In(1+ 1) i D

8. a) Eine jihrliche Verzinsung von 12 % entspricht einer halbjéhrlichen Verzinsung mit 6 %,
einer monatlichen Verzinsung mit 1% etc. (relative unterjéhrige Zinsrate). Dies liefert:
m=1 K" = 1,12K,, m =2 K = Ko-(1+ 212)2 = 1,1236K,, m = 4 K" =
1,1255K,,
m=12: K" = Ky (1+ %12)12 = 1 1268K,, m = oo: K\° = K, - %12 = 1,1275K,

12
m | 1 2 1 12
Pess || 12 12,36 12,55 12,68

b) Aus dem Ansatz Kfm) =Ko-(1+ llgg) ergibt sich

Eine Zinsintensitéit von ¢* = 0,12 bei der stetigen Verzinsung liefert eine einmalige jiahrli-
che (Effektiv-) Verzinsung von i = ¢ — 1 = 0,1275. Hingegen wiire die einer einmaligen
Verzinsung mit 12% entsprechende Zinsintensitét ¢ = In(1 4 0,12) = 0,1133.
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Ubung 2: Klassische Finanzmathematik

Rentenrechnung, Kursrechnung

1. Welcher Endwert nach einem Jahr ergibt sich, wenn man monatlich (vorschiissig bzw.
nachschiissig) einen gleichbleibenden Betrag r spart?

2. a) Ein Biirger zahlt jihrlich 3600 DM auf ein Konto ein, das mit 3 % verzinst wird.
Welcher Betrag ergibt sich am Ende des 5. Jahres, wenn die Einzahlungen jeweils (1) zu
Jahresbeginn, (2) am Jahresende erfolgen?

b) Was ergibt sich, wenn stattdessen monatlich 300 DM eingezahlt werden?

3. Welchen Betrag muss man heute (am Anfang eines Jahres) auf dem Konto haben, wenn
man bei 7% jéhrlicher Verzinsung iiber 6 Jahre (1) am Ende, (2) am Anfang jedes Jahres
2000 DM abheben will und am Ende der Kontostand gerade Null sein soll?

4. Aus einem Leserbrief an ein Fondsjournal: ,,Sie berichten iiber deutsche Aktienfonds, die in
den vergangenen 10 Jahren einen Gewinn von 230 Prozent erzielten. Andererseits berichten
Sie iiber Vermogensbildung mittels deutscher Aktienfonds durch regelméfiiges Sparen von
100 DM im Monat, was nach 10 Jahren auf 23294 DM fiihrte. Habe ich in der Schule richtig
zu rechnen gelernt? Die Einzahlungen betragen 100 x 12 x 10 = 12000 DM, so dass ein
Gewinn von 11294 DM verbleibt, was ,,nur® 94,1 % entspricht. Dr. XXX, Gifhorn“ Hat Herr
Dr. XXX recht?

5. a) Wie hoch muss ein Kapital sein, wenn eine (1) zu Anfang, (2) am Ende jeden Jahres
zahlbare ewige Rente von 1800 DM bei einem Zinssatz von 6% sichergestellt werden soll?
b) Wie grofl muss der Betrag bei nachschiissiger Zahlung sein, wenn die Rente jéhrlich um
4% erhoht werden soll?

6. Welchen Kurs hat eine endfillige Anleihe mit einer Restlaufzeit von 8 Jahren und ei-
nem Kupon von 6%, die zum Nominalwert zuriickgezahlt wird, wenn der Marktzinssatz 5%
betriagt und die Anleihe fair bewertet ist?

7. Welche Rendite besitzt eine Anleihe mit Restlaufzeit von 8 Jahren, Nominalzinssatz 6%
und Kurs von 987

8. Bei der Anleihe aus Aufgabe 6 steige der Marktzinssatz von 5% auf 5,05% an. Wie wirkt
sich das auf den Kurs aus? (1) Néherungsweise Aussage mittels Differentialrechnung, (2)
exakte Berechnung zum Vergleich.

9. Bei der Anleihe aus Aufgabe 7 dndere sich der Kurs von 98 auf 99. Wie wirkt sich das
auf die Rendite der Anleihe aus? (1) Niherungsweise Aussage mittels Differentialrechnung,
(2) exakte Berechnung zum Vergleich.

10. Der Kurs der Aktie X fiillt um s %. Um wie viel Prozent muss der Kurs der Aktie wieder
steigen, damit der alte Stand wieder erreicht wird? (Speziell s =5, s = 10, s = 20, s = 50)



Losungen

1. Vorschiissig: R = (12 + 6,57), nachschiissig: R = (12 + 5, 5i)

51 1,035 — 1
qq—l = 3600 - 1,08 - - = 19686, 27
1,035 — 1 7
Epech = 3600 - ————— = 19112, 88

0,03
1,035 — 1
b) B3 = 300(12 +6,5-0,08) - -~

1,03° — 1
0,03

2.a) EY"=r-q-

= 19423, 46

Epech =300(12 + 5,5 - 0,03) - = 19375,68

T og"—1 2000 1,07°—1
g g—1 1,076 0,07

1
U - = 10200,39

3. (1): Bpech = = 9533,07

(2): By =

n—1

4. 230 % Gewinn bedeutet: Ko = 3,3K,. Aus Ko = Kyq'? ergibt sich ¢ = /3,3 = 1, 1268,
d. h. eine jéhrliche Rendite von 12,68%.

Regelmifliges (vorschiissiges) Sparen fithrt bei derselben Rendite auf einen Endwert von

1,126810 — 1
E1p =100(12 +6,5-0,1268) - ’OTGS = 23258.

Nein, es gibt keinen Widerspruch. Herr Dr. XXX hat falsche Uberlegungen angestellt.
rq 1800 - 1,06 5 r
5. 1): BY" = = = 31800, (2): B*" = —— = 30000
) (1) B = M = (2): B =

r 1800
_ - = 90000
i—g 0,06—0,04

1 -1 1 1,058 — 1
6.C=— (p- 100 ) = 6. — 100 ) = 106, 46
(p T ) 1,058( 0,05 ) ’

1 81
7.98:q8(6-q 1+100> = 98(¢—1)¢® —6(¢® —1)—100(¢ —1) =0

f(q) = 98¢° — 104¢® — 100g + 106 =0,  f'(q) = 882¢° — 83247 — 100

Das Newtonverfahren mit dem Startwert go = 1,062 (z.B.) liefert in 2 Schritten den Wert
g = 1,0633, was einer Rendite von 6,33% entspricht.

1 "
8.Cf(q)q”<p~q - +100)

-n q 1
1): ! = — . 1 .
D: £9) = =3 (p 1t 00)+qn (p
g=1,05p=06,n=_8; f(q) = —672,45

n

(q—Dng" ' = (¢" — 1))
(g—1)2



F@@+Aq) ~ £(@) + f/(@)Aq = 106,46 — 672,45 - 0,0005 = 106,124 (neuer Kurs)
(2) Exakt (Einsetzen von ¢ = 1,0505 in obige Formel): C)¢, = 106,128

9. Aus der obigen Kursformel ergibt sich nach Umstellung die Gleichung
F(C,q) =Cq"(q—1) —p(¢" —1) —100(¢ — 1) =0,

die eine implizite Funktion ¢ = ¢(C) definiert. Mit

Fo(C,q) = ¢*(q — 1) und Fy(C,q) = nCq" ' (¢ — 1) + Cq™ — npg"~" — 100

erhilt man Fo(C, ) = 0,10343, F,(C, §) = 62,63048, woraus

. Fo(C,§)  0,10343
/ = — — ? = — ? = — 1
A =-FGq = o26s0s 0016

resultiert. Damit folgt B
new = 9(C + AC) = o(C) + ¢'(C) - AC = 1,0633 — 0,00165 - 1 = 1,06165
(2) Exakte Berechnung mittels numerischer Methoden aus der Beziehung

1 8_1
99—~ (6.2 +100
q8 q—1

liefert gney = 1,06162.

Bemerkung: Alle Rechnungen miissten eigentlich mit noch héherer Genauigkeit ausgefiihrt
werden, um sichere Ergebnisse zu erhalten.
10. Aus P wird P; = (1 — 1) P und daraus P, = (1+ %) Pr = (1 — 1355) (1 + %) P-

S

Nach kurzer Umformung ergibt sich hieraus g = T —.
~ 100

Speziell erhélt man:

s ) 10 20 | 50
5,26 | 11,11 | 25 | 100
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Ubung 3: Bewertung von Aktien; Renditen von Anleihen

1. (Aktienbewertung) a) Fiir eine Aktie werden in einem Jahr eine Dividende von 5
GE und ein Kurs von 110 erwartet. Welcher Kurs miisste sich heute einstellen, wenn alle
Marktteilnehmer mit 15 % diskontieren?

b) Eine Firma wird in absehbarer Zukunft konstant 20 GE Dividende pro Aktie und Jahr
zahlen. Wie bewerten ein risikoneutraler Anleger (Opportunitétszinssatz von bspw. 15 %),
ein risikofreudiger Anleger (12 %) und ein risikoscheuer Anleger (25 %) die Aktie heute? Man
diskutiere die unterschiedlichen Zinssétze.

¢) Die Dividende einer Aktie im kommenden Jahr wird 8 GE betragen (Fliisterschéitzung),
wobei eine jiahrliche Steigerung von 10 % erwartet wird. Welche heutige Bewertung des Ak-
tienkurses ergibt sich bei einem Kalkulationszinssatz von 15 %?

2. (Rendite einer Anleihe) Die Anleihe X habe folgende Ausstattungsmerkmale: Kupon
8 %, Restlaufzeit 9 Jahre, endfillige Tilgung 102, Kurs 110, Kiindigungsmoglichkeit des
Emittenten 4 Jahre vor Falligkeit bei 104.

a) Welche laufende Verzinsung besitzt die Anleihe X7 b) Welche einfache Verzinsung besitzt
die Anleihe X? c¢) Welche Rendite besitzt die Anleihe X? d) Wie lauten die Gréfien yield-
to-call und yield-to-worst?

3. (Verzinsung von Geldmarktpapieren) a) Ein Diskontpapier hat am Abrechnungstag
(15.5.) den Preis 98,69 und wird am Filligkeitstag (1.8.) zu 100 zuriickgezahlt. Welche
Effektivverzinsung weist es auf, wenn mit act/360 bzw. 30/360 gerechnet wird?

b) Ein Geldmarktpapier wurde am 5.3. emittiert, Kauftag (Kaufvaluta) war am 5.5., Fillig-
keitsdatum ist der 20.6. Es hat einen Kupon von 6 % und einen Preis von 99,975. Welche
Verzinsung ergibt sich bei Verwendung der Usance 30/3607?

¢) Wie lisst sich bei einem Diskontpapier der Effektivzins bei unterschiedlichen Basisperi-
oden ineinander umrechnen (z.B. act/360, act/365)?

4. (Verzinsung von Anleihen mit glatter Restlaufzeit) a) Ein Zerobond mit Laufzeit
n = 10 und Riickzahlung 100 wird zu 60 ausgegeben. Wie lautet seine Effektivverzinsung
p. a. bei jéhrlicher, halbjédhrlicher und stetiger Zinsvergiitung?

b) Eine Kuponanleihe mit 6 % Verzinsung p. a., Riickzahlung 100 und Laufzeit n = 2 wird
zum Kurs von P = 90 erworben. Welche Rendite erzielt man mit dieser Anleihe bei jihrlicher
bzw. halbjéhrlicher Zinsverrechnung?

¢) Welche Rendite p. a. ergibt sich in b), wenn halbjdhrlich 3 % Zinsen gezahlt werden?

5. (Stiickzinsen unter verschiedenen Usancen) Eine mit einem Kupon von 5% verse-
hene Anleihe wurde am 2.4.1995 aufgelegt, ist am 2.4.2010 féllig und wird am 4.10.2000 er-
worben (Valutatag). Welche Stiickzinsen sind zu zahlen unter den Usancen 30/360, act/360,
act/act?



Lésungen 3. Ubung

110+ 5
1.a) Dy =5, P =110, Py = 1;; =100

D 20 ’ 20 20
b) (1) Pp=—=-—"—-=133,33, (2) P = =166,67, (3) Py=—— =80

i 0,15 0,12 0,25
Je risikoscheuer, desto grofiere Risikoprimie wird erwartet, desto hoher der verwendete Zins-
satz, desto niedriger der Barwert, desto vorsichtiger die Kaufentscheidung.

D, 8

) g=0.1 R=—"=59"370

160

p 8
- = — = 27 =17.27%
7= 110 0,0727 =7,27%

+ R—P 8+ 102—110
b) isimple - b P n = 1109 = 6,46%

1 "1 1 91
c) 110=n<p-q +R):<8~q +102)
q

q—1 q° q—1

= 110(¢"° — ¢°) = 8(¢° —1) = 102(¢ — 1) =0
Mittels Newtonverfahren (oder anderem numerischen Verfahren) erhilt man i = 6,66%.

1 P -1
d) R=104,n=5 == 110:75 8- + 104

q q—1
Nach Umformung und mittels numerischem Né#herungsverfahren ergibt sich i = 6,31%
(yield-to-call). Dies ist die gesicherte Rendite (fiir die ersten 5 Jahre) im Falle des Riickkaufs
durch den Emittenten.
Yield-to-worst = min{6,31%;6,66%} = 6,31% (garantierte Rendite fiir 5 Jahre).

R-P
3.a) P=98,69, R=100,i= 3 (t — Anteil an Zinsperiode)
Caot— _ _ 18
(1): act=1.8-15.5. =78, =&

(2): 30/360: T = (mz —m1) +30(ng —ny) =76 = t =5
Damit ergibt sich: (1) i, = 0,06126 = 6,126%,  (2) i. = 0,06288 = 6, 288%.

R—P+p- T 100 —99,975 4 6 - 105-50

b) i. = 30— = 300 = 6,140%
VT ) e 0 6 g
¢) Hier: Umrechnung der Effektivzinsrate fiir die Basisperioden 360 und 365:
i R=P POl I 365 4
365 = 57 — L1360 =T S = a2 D1365 = 5an t 1360
J p. L 360 360

4.a) n =10, R = 100, P = 60

IR /100
jéhrlich: i, = ¢ P 1=1Y 0 1=5,241%



R
halbjiihrlich: i, = 2 - ( Np - 1) =5,174% (p.a.)

1
kontinuierlich: R = Pe’ " == E =5,108% bzw. i* =In(14i) =1In1,05241 =
n
R 1 R
5,108% (denn: In ( ) F == -In 5 )
6 106 1 106
b) jéhrlich: 90 = — —I— 7 = — 10— 95 =0 = q = 1,1190998 (g2 < 0

entfillt), also i, = 11 91%

halbjéhrlich: w = 1,1191 (siehe oben), ¢ = /w = 1,0578751 (entspricht 5,7875 % pro
Halbjahr), i, = 2(v/w — 1) = 11,575% (p.a.)

1 11
¢) Halbjahr als Periode, Zahlungen 3, 3, 3, 103 = 90= — <3~ 4 1 + 100)

q4

Mittels Newton-Verfahren berechnet man gnqup;. = 1,0588, woraus sich ¢ = 1,121, d.h.
1 =12,10% (p.a.) ergibt.

Bemerkung: Die Rendite ist hier etwas grofier als in b), da die Gesamtzahlungen zwar gleich
sind, die Zahlungen aber teilweise eher erfolgen.

5 p=2>5, 75 N = 100 Termine: 2.4. bzw. 4.10.

S=t- ﬁ N =5, 75t, WObelt_Basis

a) 30/360: T = (mg —my) +30(ng —ny) = (4 — 2) +30(10 — 4) = 182, § = 2,91
b) act/360: T = 185, S = 2,95

1
¢) act/act: T = 185, Basis 365, t = %, S = 2,91; wiirde die Betrachtung ein Jahr eher

erfolgen, ware die Basis 366, aber weiterhin S = 2, 91.
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Ubung 4: Effektivverzinsung bei gebrochenen Laufzeiten;
Zinsstrukturkurve

1. (Effektivverzinsung bei gebrochenen Laufzeiten)

Geg. seien folgende Anleihen:

Kupon (p.a.) Restlaufzeit Tilgung | Kurs Anz;rhol iﬁ:ons
A 8 % 9 Jahre 102 110 1
B 8 % 9 Jahre 102 110 2
C 5,75 % 9 Jahre, 178 Tage 100 85,20 1
D 575 % 9 Jahre, 178 Tage 100 85,20 2

Man ermittle die Renditen nach den Methoden ISMA, SIA, US Treasury und Moosmiiller.

2. (Kurse mittels Spot Rates)

Gegeben seien zwei Anleihen mit einer Restlaufzeit von 3 Jahren und einem Kupon von 6 %
bzw. 12 %. Ferner sei die Zinsstruktur (Spot Rates) i1 = 10 %, is = 11 %, i3 = 12 % bekannt.

a) Man bewerte die beiden Anleihen mittels Spot Rates.

b) Man berechne die Effektivzinssiitze beider Anleihen mittels der in a) erzielten Bewertun-
gen.

¢) Welche Schlussfolgerung ergibt sich?

3. (Spot Rates und Forward Rates)

Aus den in 2. gegebenen Spot Rates ermittle man die zugehorigen Forward Rates.



Lésungen 4. Ubung

1. a) ISMA-Methode:

1 "1 1 91
Laufzeit ganzzahlig, P = — ( R+ L , konkret: 110 = — | 102+ 8- q
q" m q-—1 q° 1

q rechte Seite
1,0665 | 110,048

1,06656 | 110,00592
1,06657 | 109, 99884
1,0666 | 109,977

1 18 _1
Laufzeit ganzzahlig, neue Periode = Halbjahr, 110 = —¢ (102 +4- 4 T >
q

q rechte Seite
1,0333 | 110,072
1,03335 | 110,000
1,0334 | 109,929

ic=1,033352 — 1=6,78%]

—2 = 0,49444,

1 n+1 _ 1 1
Laufzeit gebrochen, P+ S = — (R L q)7 = L
q . qTL

m  qg—1 ~ 360
182 1 g9 -1
S =5,75- 360 = 2,91, konkret: 85,20 + 2,91 = 88,11 = Ty (100+5,75- =
q rechte Seite

1,0802 | 88,116 —— .
1,0803 | 88,095 (evtl. i = 8,03%)

1,0804 | 88,037

@ Laufzeit gebrochen, neue Periode = Halbjahr

178 5,75 2
= 150 — 98889, § = —— - =5 = 0,03
1 g -1
Ansatz: 857 23 = qISQW 100 + 2,875 . q— 1
q rechte Seite
1,04 |85 2614 ie=1,042—1=8,16%]
1,0401 | 85,1428

b) SIA-Methode:

siche oben: 6,66 % vgl. oben: i, = 0,03335 - 2 = 6,67%
siche oben: 8,02 %,  [D] vgl. oben: 0,04 - 2 = 8,00%
¢) US Treasury:

siehe oben: 6,66 %, siehe oben: 6,67 %
B 1 1 D qn+1 -1
P+S= T (R+>

q" m q—1




konkret: 88,11 = L (1004575 201
OHRICE: O9 0= 1770,494440 ’ 1

q rechte Seite
1,0801 | 88,146 A
1,08016 | 88,111 te =8,016%

1,0802 | 88,088

1 1 ¢_1
(D] Ansatz: 85,23 = ——— . (100 +2.875. 2 )

1+ 0,98889; ¢ q—1

q rechte Seite
1,0400 | 85,26
1,0401 | 85,142

ic=0,04-2=8,00%]

d) Moosmiiller-Methode:

siehe oben: 6,66 %, siehe oben: 6, 78%

siche oben: 8,02 %, @ vgl. oben: i, = 1,042 — 1 = 8,16%

6 6 106 12 12 112
= 2): = ==
RN 8,773, (2) REERIERERTE
6 106

6
b) Der aus der Beziehung — + — + —- = 85,773 ermittelte Effektivzinssatz lautet i. =
q

2.a) (1): =100, 368

g—1=1,1192—1 = 11,92 %; im Falle der zweiten Anleihe ergibt sich hingegen i, = 11, 85 %.
¢) Obwohl beide Anleihen mittels Spot Rates exakt bewertet (und bei dem berechneten
Kurs somit gleichwertig) sind, tduscht das Effektivzinskriterium einen Wertunterschied von
0,07 % vor.

]‘ sn "
3. Forward Rates: rp, = L -1
(1 - Ts,n—l)n_l
Per Definition: rp =75 = 10%
1+ 749)2 1,112
Forward Rate in einem Jahr (fir ein Jahr): rpo = (1+re) 1== -1=12,01%
: (14 rg)? 1,1
1+ 743)3 1,123
Forward Rate in zwei Jahren (fiir ein Jahr): rp3 = (L+rsg) 1== —-1=14,03%

(14 749)2 T1,112
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Ubung 5: Zinsstrukturkurve

1. (Ermittlung von Spot Rates) Die folgenden Anleihen seien am Markt erhéltlich:

Anleihe | Kurs | Z; Zy  Z3 | Rendite
A 100 | 105 - -
B 98 4 104 —
C 95,5 3 103 -
D 101 5 5 105
E 102,1 6 6 106

a) Gegeben seien die Anleihen A, B, D. Man berechne die durch diese Anleihen bestimmten
Spot Rates.

b) Welche Anleihen sollen in welcher Menge gekauft werden, um mdoglichst billig einen Cash
Flow von 100, 200, 300 sicherzustellen?

¢) Welche Spot Rates ergeben sich unter Zugrundelegung der in a) ausgewihlten Anleihen?
d) Welche der Anleihen A, ..., E sind iiberbewertet?

e) Welche Renditen besitzen die Anleihen A, ..., E?

f) Wie dndern sich die Ergebnisse, wenn man einen Cash Flow von 100, 100, 50 annimmt?

2. (Spotrates aus Swaprates) Am heutigen Tag seien folgende Swap-Sitze am Markt
beobachtbar:

Laufzeit 1 Jahr 2 Jahre 3 Jahre 4 Jahre 5 Jahre
Swap-Satz | 2,000 3,000 3,500 4,000 5,140

a) Man berechne die Zerozinssiitze und die zugehorigen Diskontfaktoren und stelle sie ge-
meinsam in einer Grafik dar.

b) Warum liegen die Zerozinssétze iiber den Swap-Siitzen?

¢) Was kann man aussagen, wenn die Swap-Sétze fiir alle Laufzeiten gleich wéren?

d) Man berechne den Zerosatz fiir die Laufzeit 4 Jahre und 2 Monate nach verschiedenen
Interpolationsmethoden.



Loésungen:

1. a) 21:5%,
4 1,04

98 — =2 = ¢=...= = iy=>5,0783
L05 ¢ 1 2 = 5,0783%
Z 5 1,05

101 — —1,05 — - — iy = 4,617
5007 1050783 @ '3 K

b) Primale LOA (P):

1007y + 98z9 + 95,5x3 + 10lxy + 102,1xs — min

t=1: 105z + dry + 3rs + Sry + 6xs > 100

t=2: 1042, + 103xz3 —+ Sry + 6xs > 200

=3: + 105x4 + 106z > 300
xZ; Z 0

Bemerkung: Diese Aufgabe (und also auch ihre duale) besitzt immer eine Losung. Diese
kann prinzipiell mit der Simplexmethode ermittelt werden.

Optimale Losung: 7 = 0,7399, 5 = 0, 25 = 1,7769, x} =0, zf = 2,8302, 2z} = 532, 646.

Der optimale ZFW gibt die minimalen Kosten zur Sicherstellung des gegebenen Cash Flow
(von insgesamt 600) an.

¢) Duale OA (D):

100y; + 200y2 + 300ys — max
105y, < 100
4y1 + 104y2 + S 98
3y1 + 103y + < 95,5
oY1+ oy2 + 105y < 101
6y1 + 6y + 106y3 < 102,1
vi = 0

Bemerkung: Die LOA kann (nach Einfiihrung von Schlupfvariablen relativ einfach mittels
Simplexmethode gelost werden. Noch schneller geht jedoch die Losung unter Ausnutzung
der aus der Dualitédtstheorie bekannten Komplementaritatsbedingungen:

m
(Zajiy:‘ —cj> r;=0, Vj=1,...,n
i=1

Wegen =7 > 0, 5 > 0, 2f > 0 miissen also die 1., 3. und 5. Nebenbedingung von (D) als
Gleichung erfiillt sein, was auf das folgende LGS fiihrt:

1051 = 100
3y1 + 103y = 95,5
6y + 6y + 106ys = 102,1

Hieraus ermittelt man leicht y7 = 0,952381, y5 = 0,899445, y3 = 0, 858387, die als Diskont-
faktoren interpretiert werden kénnen.



Der optimale duale ZF-Wert betrigt 25, = 532,643 und stimmt (bis auf geringe Rundungs-
fehler) mit dem primalen iiberein (starker Dualitétssatz).

Aus den Diskontfaktoren lassen sich die Spot Rates berechnen:
1

y1:1+i1 - 21:5,00%
1

5= -———= =—> 1i9=2>5,44

Yo (1+12)2 12 ) %
1

f=————— = i3=05,22%

Ys (1+Zd)3 13 ) 0

Bemerkung: Eine andere Moglichkeit zur Berechnung der Spot Rates besteht in der Losung
eines gestaffelten LGS, das zu den Anleihen A, C, E gehort (analog zu Teilaufgabe a)).

d) Die Anleihen A, C, E sind korrekt bewertet, da die NB in (D) gerade als Gleichungen
erfiillt sind. Die restlichen beiden Anleihen werden jetzt mittels der in b) berechneten Spot
Rates bewertet:

Anleihe B: 4 -0,952381 + 104 - 0,899445 = 97,35 < 98

Anleihe D: 5-0,952381 + 5 - 0,899445 + 105 - 0, 858387 = 99,39 < 101,

d.h., der Marktpreis ist jeweils hoher als die faire Bewertung.

e) Renditen:

105

A:100 = == —
4 104

B:98=—-+— = |1=25,062%
q q
3 103

C:95,5="+ — — [i=5,448%
q q

D: 5 5 105 — %

P R
6 6 106

Bemerkung: Ubrigens hat eine Anleihe F mit n = 2, p = 10 unter Nutzung der oben
berechneten Spot Rates eine faire Bewertung von 108,466, wobei selbst bei h6herem Kurs
von z.B. 108,6 eine Effektivverzinsung von 5,46 % vorliegt (besser als C). (Moglicherweise
andern sich allerdings die in a) bzw. b) berechneten Spot Rates, wenn man die Anleihe F
noch zusétzlich ins Portfolio nimmt.)

Andere Idee: Fiir jede Anleihe Rendite berechnen, in jeder Laufzeitklasse die beste aus-
wahlen. Dies muss allerdings nicht zur besten Losung fithren, da Renditen und Preise aus
Zinsstrukturkurven zu unterschiedlichen Schlussfolgerungen fiithren kénnen (siehe frithere
Aufgaben).

f) Anderer Cash Flow: 100, 100, 50



Primale LOA (P) (nur rechte Seiten dndern sich):

100xy + 98z + 95,523 + 10lxy + 102,1z5 — min
t=1: 105z + 4xe + 3rs + Sxry + 6xs > 100
t=2: 104z, + 103xz3 + Srqs + 6xrs > 100
t=3: + 105x4 + 106xs > 50

Dieselben Uberlegungen wie in a) fithren auf die optimale Losung 27 = 0, 8984726, x5 = 0,
x5 =0,94339623, x3 =0, ¢ = 0,47169811, zp = 228,10197.
Duale LOA (D) (nur Zielfunktion &ndert sich):

100y; + 100y2 + H50ys — max
105y, < 100
4y + 104 + < 98
3y1 + 103 + < 95,5
oy1  + oy2 + 105y < 101
6y1  + 6y + 106ys < 102,1
vi =2 0

Da in (P) dieselben Variablen x1,x3, x5 (positive) Basisvariablen sind, miissen in (D) we-
gen der Komplementarititsbedingungen auch dieselben Nebenbedingungen aktiv (d.h. als
Gleichheit erfiillt) sein: 1., 3., 5. NB. Damit bleiben aber die Lésungen aus b) unveriindert,
denn an den NBen hat sich nichts geéndert, und wir erhalten dieselben Diskontfaktoren und
Spot Rates wie in b). Der optimale ZF-Wert lautet z}, = 228,10197 und stimmt mit 25
iiberein (starke Dualitét).

Vermutung: Wenn nur der Cash Flow ,grofl genug“ angesetzt wird, so dass in der OA (P)
die Nichtnegativitdtsbedingungen nicht wirksam werden, sondern fiir die Basisvariablen gilt
x¥ > 0, so ist die Losung von (P) in ihrer Struktur (welche Variablen sind BV) unabhingig
vom konkreten Cash Flow. Folglich ist auch die Losung von (D) unabhéngig vom konkreten
Cash Flow und liefert stets diejenigen Spot Rates, die (bei gegebenem Anleihe-Portfolio) zu
glinstigsten Bewertungen fithren, d.h. den Cash Flow billigstmdglich sicherstellen.

2. a) Berechnung von Zerositzen und Diskontfaktoren mittels ,,Bootstrapping® gemifl der
nachstehenden Formeln:

e

t—1
100 — py - 3 dy
k=1

. 100+pt 1
h=——= | “L d= 100+p;, (144
100 — p; - Y di
k=1
t=1: i =2,000% di = —— — 0,98039
=11 11 =4z 0, 1_1’02_ ) ’
103 3 1
t=2: iy= —1=3,0151%,  dy=————" =0,94232
2 (100—3~0,98039> ! >7 1,031512



103,5

. 1
8= (100 —3,5-(0,98039 + 0, 94232

t=3: = =
1,0352983

0,90116

3
)> —1=3,5298%, ds

t=4: i, =4,0571%,  ds=0,85293

t=5: i5="5,3290%,  ds=0,77137

b) Hier liegt eine normale (monoton wachsende) Zinsstrukturkurve vor, weshalb die For-
wardsétze jeweils hoher als die Spot Rates sind. Dies wiederum bewirkt, dass die Kupons
(um auf den Endtermin des zu konstruierenden Zerobonds bezogen werden zu kénnen) mit
diesen hoheren Forward Rates aufgezinst werden. Deshalb sind die Zerosédtze hoher als die
Swap-Satze.

¢) Sind die Swap-Sitze konstant fiir alle Laufzeiten, so sind sie identisch sowohl mit den
Forward Rates als auch mit den Zerozinssétzen, d.h. es liegt eine flache Zinskurve vor.

Nachweis (fiir 2 Perioden; fiir n Perioden gelten dieselben Uberlegungen mittels Induktion):

df o
Falls p1 = p2 = p, so gilt: 41 = 1%0;
3 1 1
1 2 1 2 1 2712
= (e | 1= [ (14 2| 1= [P
100 — p - 100 +p—p 100 1002
100

_ 100+p_1_ p
100 100

d) Geg.: iy =4,0571, i5 = 5,3290; 2 Monate entsprechen 60 Tagen bzw. % Jahr;
mit j bezeichnen wir die Spot Rate fiir 4 Jahre und 2 Monate

(1) Interpolation der Zerositze: j = 4,0571 + %(57 3290 — 4,0571) = 4,2691 %

(2) Interpolation der Diskontfaktoren (d4 = 0,85293, ds = 0, 77137):

1
d; = 0,85293 + 1(0,77137 — 0,85293) = 0,839337 = —————
' (1451 +%)
Mittels eines numerischen Verfahrens erhélt man j = 4,290 %. (Achtung: Hier ist der be-
rechnete Zerosatz nicht kleiner als der in (1) ermittelte.)

(3) Forward-based-Interpolation:
Aus dem Ansatz

360
1,040571% - (1 n SZ(SO) — 1,05329°



erhalt man

1
1,05329% \ %0
- 29 AT 1] = 10,044
! 360{(1,0405714*) ] 0,044%

(Achtung: Rechnungen sind numerisch sehr empfindlich!)
Aus dem Ansatz

0,10044\ % j
1,040571* - (1 + = ) =1,19222 & (1 + j)* (1 + ])

360 6

ermittelt man j = 4, 307 %.
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Ubung 6: FRA und Swaps

1. (Forward Rate Agreement) Der 6-Monats-LIBOR liege bei 9 %, der 1-Jahres-LIBOR
bei 8 %; gerechnet werde mit den Usancen act/360, d.h., ein halbes Jahr entspricht 182/360.
Es soll ein Kredit iiber 100 Mio durch Kreditaufnahme iiber ein halbes Jahr und Kauf eines
6x12-FRA realisiert werden (nach einem halben Jahr Weiterfinanzierung).

a) Der 6-Monats-LIBOR liege nach 6 Monaten bei 5,7 %. Welcher Ausgleichsbetrag ist vom
Kéufer an den Verkiufer des FRA (oder umgekehrt?) zu zahlen? Welche Gesamtzahlungen
hat der Kreditnehmer und Kéaufer des FRA am Jahresende zu leisten?

b) Man weise im allgemeinen Fall nach, dass die Gesamtzahlungen unabhéngig von dem
(zum Zeitpunkt 0) unbekannten 6-Monats-LIBOR nach 6 Monaten sind.

2. (Anwendung eines FRA) Ein Zinsmanager nimmt an, dass die Zinsen im kurzen
Laufzeitbereich in Zukunft fallen werden. Es liegt ein Anlagebedarf von 100 Mio in einem
halben Jahr vor. Er verkauft einen entsprechenden FRA. (LIBOR-Sétze und Usancen wie
in 1.)

a) Der 6-Monats-LIBOR liege in 6 Monaten bei 6 %. Um wie viel konnte der Zinsmanager
das Anlageergebnis dank des Verkaufs des FRA steigern?

b) Der 6-Monats-LIBOR liege in 6 Monaten bei 7%. Wie stark wurde das Anlageergebnis
durch die (falsche) Entscheidung des Zinsmanagers geschmélert? Was hétte er stattdessen
tun sollen?

3. (,,Pricing® eines Swaps) Gegeben sei die nachstehende Zinsstrukturkurve durch An-
gabe von Spot Rates (die aus den Festzinssiitzen von Swaps berechnet wurde).

Falligkeit (Jahre) | Spot Rates | Forward Rates | Diskontfaktoren
0,5 3,3000
1,0 3.4000
1,5 3.5100
2,0 3,6200
2,5 3,8800
3.0 4,1400
35 4,4200
4,0 4,7000
15 4.9200
5,0 5,1400
5,5 5,3200
6,0 5,5000

Gesucht ist der jihrlich zu zahlende Festsatz eines Swaps p (Par Rate), der eine Gesamtlauf-
zeit von 6 Jahren besitzt. (Der Festsatz soll z. B. gegen 6-Monats-Libor getauscht werden,
fiir den in der Rechnung die Forward Rates eingesetzt werden.)



Lésungen zu Ubung 6:

1. a) Forward-Zinssatz iy (fiir Zeitraum 6 x 12):

182 182 364
K1 C— 1+ip-— ) =K (1 C— ) = ~

( + 0,09 360>< + iy 360) < + 0,08 360) = iy 6,6953% ~ 6,70 %
N-(Z'lib—if)'t

- Da auch Zinszahlung nach einem halben Jahr mit
1+ 25t

Ausgleichsbetrag: A =
abzusichern ist, gilt

182

N =100 Mio - ( 1 :
00 Mio < +0,09- 0

) = 104.550.000,

d.h.
104, 55Mio - (0,057 — 0,067) - 152
0 — 513.753,67
140,057 12

360
Wegen 45, < iy (also A < 0) ist der Ausgleichsbetrag von 513.754 an den Verkdufer zu
zahlen, woraus ein Finanzierungsbedarf fiir das 2. Halbjahr von B = 104,55 + 0,513754 =
105, 06375 Mio entsteht.
Gesamtbelastung am Jahresende:

A:

182

G = 105,06375 - 1+ 0,057 -
’ ( O350

) = 108, 09134 Mio

(entspricht — bis auf Rundungsfehler durch ungenaues iy und 182 Tage fiir ein halbes Jahr
— dem Betrag 100 - (1 + 0,08 - 3%) = 108, 08889 Mio).

b) Es seien i1 der Zinssatz fiir die Vorlaufperiode s und iy der Zinssatz fiir die Gesamtperiode
s+t (Vorlaufperiode s plus Absicherungszeitraum t).

Fiir 415 = iy ist der Ausgleichsbetrag Null, und es ergibt sich eine Gesamtzahlung in Hohe
von K(1+41i1-s)(1+if-t) = K(1+is2(s+1)).

Fiir ilib 7é if gﬂt:

K(1+i1$)~(ilib—if)-t .
— - (1 gt
) 1+ it (14 iuit)
K(1+i18)(1 +dupt) — K(1 +i18)(iap — iy)t
K(1+41d18) [1+ dipt — izt + igt]
K(1+18)(1+ipt) = K(14ia2(s+1t))

K((1+1is

Gilt hierbei ¢ > 4y, so erhélt der Kéufer des FRA einen Ausgleich und hat demzufolge
im 2. Halbjahr weniger zu finanzieren, im umgekehrten Fall muss der Kaufer selbst einen
Ausgleich zahlen und entsprechend mehr finanzieren.

2.a) iy =6,70% (siehe oben), i, = 6%

100 Mio (0,06 — 0,067) - 352
= I = —343.470,29
140,06 £32

360

A




Wegen A < 0 erhilt der Verkdufer des FRA (also unser Zinsmanager) den Betrag |A| =

182
343.470 GE. Dieser bringt ihm (zu den ,normalen“ Zinsen) 343.470 - (1 + 0,06 - 320> =

182
100 Mio - (0,067 — 0, 06) - 360 353889 GE an zusitzlichen Zinsen.

100 Mio - (0,07 — 0,067) - 32
o = 146.483
140,07 18

360
Diesen Betrag hat der Zinsmanager an den Kéufer des FRA zu zahlen, weshalb er 151667

GE weniger Zinsen (bezogen auf das Jahresende) erhélt. Er hétte den FRA kaufen miissen.

b) A=

3. Grundlage soll der Tausch eines jéhrlich zu zahlenden (und zu berechnenden Festzins-
satzes) sein, der gegen den 6-Mon.-LIBOR (hier: geschétzt durch die aus der Zinskurve
berechneten halbjihrlichen Forward-Rates) getauscht wird.

a) Berechnung der Forward Rates (als Jahreszinsrate = Halbjahresrate - 2):

0,033
- =3,3%

1
0_7§Zf1:2

; . 1,034
L 1 Ansatz (140,033 1)) (14 42) = 1,034 —  ipy = 2. (1 T —1> -
3,4432 %

] 1 11,5
1 — 1%: Ansatz: 1,034 - <1+Z£3) = 1,0351° = g3 = 2- (% ) —
3,6962 %
L9 Ausatz: 1035107 (14 45 = 103622 g (0362 N
15 — 2: Ansatz: 1,0351 <1—|— 3 > = 1,0362 = iy =2 (170351175 1) =

3,9125 %

b) Berechnung der Diskontsétze: ds = ﬁ, s € R, wobel i4 die Zeroséitze sind; Ausnahme:

di = 15 +1%-1‘1 (Geldmarktusancen; vgl. Biermann)
di = o155 = 0,98377,  da = 1533 = 0,96712,  d3 = 1g57rs = 0,94957,
Filligkeit (Jahre) | Spot Rates | Forward Rates | Diskontfaktoren | Zahlungen

0,5 3,3000 3,3000 0,98377 1,6500
1 3,4000 3,4432 0,96712 1,7716
1,5 3,5100 3,6962 0,94957 1,8481
2 3,6200 3,9125 0,93135 1,9562
2,5 3,8800 4,8673 0,90922 2,4336
3 4,1400 5,3775 0,88542 2,6887
3,5 4,4200 6,0251 0,85952 3,0125
4 4,7000 6,5731 0,83217 3,2865
4,5 4,9200 6,5882 0,80563 3,2941
5 5,1400 7,0178 0,77832 3,5089
5,5 5,3200 7,0140 0,75195 3,5070
6 5,5000 7,3648 0,72525 3,6824

¢) Im Weiteren sollen d; die Diskontfaktoren mit halbjéhrlicher Zihlung sein und dj, die mit



ganzjihriger Zahlung. Dann gilt fiir den gesuchten Kupon p:

12 .
6 ] 12 . > 100 - 4= - d,
lfs s=1
N =N"100- Y24, dh p=
e P SITRS.
k=1 s=1 Z dk
k=1

1,6500 - 0,98377 +1,7716 - 0,96712 + . ..
Daraus ergibt sich p = = 0296712——::0:93135 +’ — + = 5,3666. Das ist der
jahrlich zu zahlende Festzinssatz gegeniiber dem halbjihrlich zu zahlenden LIBOR.

1—d 27,475
Einfachere Formel: p = ﬂlzk -100 = 5 1,1963 =5, 3666.

Begriindung (hier der Einfachheit halber nur ganzjéhrige Zahlungen betrachtet):

(1+ik)k = dr_1 - di_1 — dg

A I dy i

d.h. i - di, = dp—1 — dj. Folglich gilt

D ippde =Y m(de—1 —dp) =do—dy+dy —dy+ ... — dp = do — dpy = 1 — d,.
k1 k=1
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Ubung 7: Risikokennzahlen

1. Gegeben sei eine Anleihe mit p =6, n = 6, R = 100 (bei Nominalwert 100), i, = 5,49 %,
P = 102, 5485.

a) Man berechne die zu den (geéinderten) Effektivzinssidtzen 5,50 %, 5,48 % und 6,49 %
gehorigen Kurse.

b) Man berechne den Basis Point Value (BPV) und interpretiere diesen.

¢) Man berechne den BPV mittels Sekantenverfahren und vergleiche mit dem Ergebnis aus
Aufgabe b).

d) Man weise nach, dass der BPV eines Portfolios gleich der Summe der BPV der einzelnen
Wertpapiere ist.

e) Man berechne die Modified Duration und interpretiere diese.

f) Ist die Modified Duration eines Portfolios gleich der Summe der Modified Durations der
Einzeltitel?

g) Welcher Zusammenhang besteht zwischen Modified Duration und Elastizitéit?

2. Gegeben sei eine Anleihe mit p = 6, n = 6, R = 100, i = 5,49 %, P = 102, 5485 (vgl.
Aufgabe 1).

a) Wie lautet die Duration der Anleihe? Geben Sie verschiedene Berechnungsméglichkeiten
an.

b) Wie lautet ihre Konvexitat?

¢) Was ergibt sich bei Nutzung der Naherungsformel fiir die Konvexitét?

d) Geben Sie eine Abschitzung fiir die Kurséinderung unter Nutzung der Konvexitéit an,
wenn sich der Zinssatz von 5,49 % auf 5,59 % erhoht.

e) Wie grof} ist Theta (Interpretation!)?

f) Man schiitze die Kurséinderung bei einer Renditeinderung um 2 Basispunkte und einer
Restlaufzeitverkiirzung um 1 Woche mittels des Delta-Plus-Ansatzes ab.

3. Berechnen Sie die Kennzahlen Duration, Modified Duration, Basis Point Value, Konve-
xitét und Theta fiir eine Ewige Rente (nachschiissig). Tragen Die den Barwert der Ewigen
Rente in Abhéngigkeit von der Rendite in einem Koordinatensystem ab. Zahlenbeispiel:
Jahrliche Zahlung in Héhe von DM 3,00 bei einer (Markt-) Rendite von 6,00 %.



Losungen zur 7. Ubung:

1 q P
L fon 5.49% | 10549 | 102,5485
1.a) P=— (p~ + 100) Wir erhalten: | 5,50% | 1,0550 | 102,4978
q q—1 5.48% | 1,0548 | 102,5993
6,49% | 1,0649 | 97,6272

6
LgkZe 1 1 [6 26 36 46 56 6-106
b) BPV = —= : - 6. 26 36
) ¢~ ¢* 10000 1,0549[ st st At st

1

10000

= —0,050779 (bezogen auf 100 GE) Veréinderung der Rendite um 40, 01 % bewirkt Verrin-
gerung des Kurses um 0,0508 (auf 102,5485-0,0508=102,4977; vgl. oben). Bei N = 10 Mio
entspricht das einer (Bar-) Wertminderung um 0, 0508 - 10010000000 = 5080 GE.

102 —102,4 101
0 02,5993 . 02,4978 0, 20 5 — 0,05075
Fiir kleine A7 stimmen Tangente und Sekante recht gut iiberein, deshalb ist die hier berech-

nete Niherung sehr genau und der Wert stimmt gut iiberein mit dem in a) berechneten.

d) Das Portfolio bestehe aus N = 2 Einzeltiteln, d. h. Z; = Zlil) + Z,iz). In der Berechnungs-
vorschrift fiir den BPV ist jeder Summand in der Summand damit selbst die Summe zweier
Summanden:

BPVioris. =Y Zi-fo=> 20+ 28) o =3 2V fi 4> 2 fu = BPVi+ BPV,

wobei gilt fr = _Wlooq . %.
BPV 0,050779
) ModDur = —? 10000 = m - 10000 = 4,9517 (PrOZent)

(Da die Modified Duration in Prozent angegeben wird, lautet der Umrechnungsfaktor zum
PBV 10000.) Also: Die prozentuale Kursverinderung bei Anderung der Rendite um 1%
(das ist viel!) betriigt niherungsweise 4,9517 (%). Daraus ergibt sich ein geénderter Kurs
von 102, 5485 - (1 — 0,049517) = 97,4706. Zum Vergleich der exakte Wert (s. o. in Tabelle):
P = 97,6272. Ubrigens: Auch die direkte Berechnung iiber die Definition fithrt (natiirlich!)
auf dasselbe Ergebnis:

ModDur = > Jfgk - & (in %); Hier: ModDur——f { +1 12 +1 18 12 24 + 3 30 4 636} _
—4,9517

f) Nein, nicht die Summe, sondern die barwertgewichtete Summe der Modified Durations
(M D) der Einzeltitel. Nachweis fir N = 2 (w; = P;/P — Gewichtsfaktoren):

k- (2" +2) k2 P k2 P
MDP:Z P . gkt Z k+1 5z} W~?:MD1'M1+MD2'U)Q,

g) MD entspricht Zinserhshung um absolut 1%, Elastizitidt um relativ 1 %; MD = —E_
i

n kZ, 1 6 12 18 24 30 636
2. Duration = —— = -+—+ =+ 5+ =+ —F+| =5,22356
a) Duration ;:21 P(L+4)F 102,585 { e B AP + % + ;



oder
Dur = ModDur [in %]-(1 +14) = 4,9517 - 1,0549 = 5,22355 (Anderung des Vorzeichens)

oder

L4 .
(geschlosssene Formel fiir Bond) Dur = + L nler (g zn?R =...=05,22357
i plg" —1)+iR

1 1 z”: k(k+1)Z

b) Konv = — - :
) Kowv = 5 52 L (1)t
1 1 [12 36 72 120 180 4452
- |2 2 T TP 31,2869 (hier gilt ¢ = 1,0549
102,5485 ¢2 [q @ ¢ ¢ P q° * ’ (hier gilt g =1, )
1 qn_1 q P
P=—(p- 100
) q" (p 1" ) 1,0549 | 102,54853
1,0559 | 102,04234
1,0539 | 103,05793
102,04234 + 1 —2.102, 54
Komy ~ 106 . 102:04234 4103, 05793 02, 54853 _ 313218

102, 54853
(bei Rechnung mit 4 Nachkommastellen: 31,2047; numerisch sehr empfindlich)

P
d) AP = P(i* + Ai) — P(i*) = BPV - Ai + 5 - Konv- (Ai)?
102, 54853
= —0,050779 - 10 + # -31,3218 - 0,001% = —0,50779 + 0,001604 = —0, 506186
Also: P(i = 5,59%) ~ 102,54853 — 0,506186 = 102,04234; zum Vergleich: exakter Wert
(siche oben in Tabelle): P = 102, 04234.

Bemerkung: Durch die Konvexitit, die die Kriimmung beriicksichtigt, wird die Approxima-
tion durch die Tangente (nach oben) verbessert.

P 102,54
e) O = 360 ‘In(1+414) = % -In1,0549 = 0,015224
Also: Pro Tag nimmt der Kurswert der Anleihe (bezogen auf Nominalwert 100) um 0,015

Geldeinheiten zu (bei jetziger Rendite und jetzigem Zeitpunkt/Restlaufzeit).

(Fiir ein Jahr (dies ist sehr langer Zeitraum, weshalb die Approximation relativ ungenau
wird) wiiren dies 5,4806 GE, so dass sich ein neuer Kurswert von 102,5485+5,4806=108,0291
ergibt. Berechnet man zum Vergleich den Kurswert der Anleihe bei Restlaufzeit n = 5 und
i =5,49%, der 102,178 betrigt, und zi#hlt den Kupon von 6 dazu, ergibt sich 108,178.)

7
f) Ai = 2=2BP, AT = ———
) Ai = 0,000 | ) 260
AP ~ BPV -Ai + 3 Konv -(Ai)? — ©-360 - AT
102, 54853 7
= —0,050779 - 2 + # - 31,2869 - (0,0002) — 0,015224 - 360 - (—360)

= —0, 101558 + 0,000064 + 0, 106568 = 0, 005074
Zum Vergleich: Berechnen Kurs fiir ¢ = 5,51% und Restlaufzeit 5 Jahre und 553 Tage: P =



61

q7/ 360% p- qil + 100} = 102, 55389; die Differenz zum augenblicklichen Kurs betréigt
q q—

dann 0,00536.

3 —
3. a) Barwert der ewigen Rente: P = P(i) = %7 = 0.06 50; P'(i) = Z—2p
. . —p 1
b) B Point Value: BPV = —/ . ——— = —0,08333
) Basis Point Value 2 " 10000 ,

Steigt die Rendite um 1 BP an, so verringert sich der Barwert der ewigen Rente um 0,0833
GE.
1 i 1
¢) ModDur = 2 . —% = L. Yoy — ~o — 16,667%
2 P 2 p 7
Steigt die Rendite absolut um 1% an, so sinkt (Achtung: bei der Definition von ModDur

wurde das Vorzeichen geéindert!) der Barwert der ewigen Rente um 16,667 %, d.h. von 50
3

auf 50(1—0,16667) = 41,6667. Zum Vergleich: P = 007 = 42,857 (Achtung: Bei absoluter
Anderung der Rendite um 1 %, was sehr viel ist, ist die Approximation naturgeméf schlecht.)
(oo} oo oo
_p k _p k. k .
d) Dur = 2 321 F P 321 i z];:l kv®, wobei v = 1/q.

n 1— 1™ n+1
Es gilt die Formel Y kv* =v (n —I(—l v );— "0 Letaterer Ausdruck strebt fiir n — oo
k=1 —v

v q . a1 e . . 1+4
gegen ﬁ = —. Damit ergibt sich fiir die Duration der ewigen Rente: Dur = —

—v i

1,06
(siehe auch frithere Herleitung), also Dur = 0’ 06— 17,67 (Jahre). (Je hoher die Rendite,
desto kleiner die Duration.)
N 2p 1, . i 2p 2

e) P”(Z):ifg - KOHV:FP (Z):5F2ﬁ2555755

Bemerkung: Die Konvexitét héngt sehr stark vom aktuellen Renditeniveau ab (siehe Grafik).
(Zum Vergleich: Fiir i = 0,12 ergibt sich Konv=138,89)

3
P P (1 +i)= -2 1n1,06 = 0,008093.

) O=In(1+i)— = 2
) (1 +9)355 = 360; 360 - 0,06

Abbildung;:
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Ubung 8: Kennzahlen konkreter Produkte; Portfolioren-
dite

1. (Risikokennzahlen eines Floaters) Berechnen Sie die Kennzahlen Basispointvalue,
Modified Duration, Duration, Konvexitidt und Theta fiir einen Floater mit einer Restlaufzeit

von 6 Jahren und einer halbjihrlichen Zinsanpassung an den 6-Monats-LIBOR. Der den
ersten Kupon festlegende LIBOR sei bei 3,50 % gefixt.

2. (Risikokennzahlen eines Forward-Bonds) Betrachten Sie den folgenden Forward-
Bond: Startvaluta in 2 Jahren, Endfélligkeit in 5 Jahren, Nominalwert 100, Forward-Preis
90, Riickzahlung 100, Kupon 6,00 %. Die Zinskurve sei flach mit einer Rendite von 6,50 %.
a) Stellen Sie den Cash Flow des Forward-Bonds dar und berechnen Sie den zu jeder Ein-
zelzahlung sowie zum gesamten Forward-Bond gehorenden Barwert.

b) Entwickeln Sie eine geschlossene Formel fiir den Barwert, betrachten Sie diesen als Funk-
tion von der Rendite und bilden Sie die erste Ableitung.

¢) Berechnen Sie die Kennzahlen Duration, Modified Duration, BPV, Konvexitit und Theta.

3. (Optimales Bond-Portfolio) Gegeben seien folgende Bonds:

Bond 1 | Bond 2 Bond 3
Nominal | 100000 | 100000 | 246 169,7
Laufzeit 10 2 5 ..
Kupon 6,00 3.00 1,02 a) Uberpriifen Sie die Angaben zur Ren-
Tilgung 100 100 100 dite (bei gegebenem Preis) sowie zu den
Rendite | 6,00% | 3,00% |  540% | Kennzahlen.
Preis 100000 | 100000 200000 b) Stellen Sie aus den obigen Wertpapie-
BPV 20,0736 | -0,0191 | -0,092729 ren ein Portfolio zusammen, welches bei
ModDur | -7,36% | -1,91% -4,64% einem Anlagehorizont von 5 Jahren ein op-
Dur 7.80 1,97 4.89 timales Chancen-Risiko-Profil besitzt.
Konv 69,74 5,55 26,20
Theta 16,186 8,211 29,218

4. (Portfoliorendite) Gegeben sei das folgende Portfolio:
a) Uberpriifen Sie die Angaben zur Ren-

Bond 1 | Bond 2 | Bond 3 dite (bei gegebenem Preis) sowie zu den
Nominal 100 100 100 Kennzahlen.
Laufzeit 10 5 9 b) Berechnen Sie die Durchschnittsrendite
Kupon 10% 5% 929 des Portfolios, indem Sie mit dem Nomi-
Rerlljdite 7 1392 3 88?2 3 05% nalwert, der Laufzeit, dem Barwert bzw.
Preis 7 120 ’ 105 ’ 98 der Duration gewichten.
Duration 7.96 4.20 1.88 ¢) Berechnen Sie die exakte Rendite des

’ 7 : Portfolios.

d) Berechnen Sie die Portfolioduration.



Lésungen zur 8. Ubung

1. Ein Floater entspricht einem 6-Monats-Festgeld (bis auf evtl. Bonitétsrisiken des Emit-
tenten), wehalb der Preis jetzt bzw. in 6k, k € N, Monaten jeweils P = 100 betréigt. Zur
Zeit gilt i = i = 3,50%.

Bemerkung: Alle Kennzahlen sind unabhéngig von der Restlaufzeit; der einzig relevante
Zeitraum ist ein halbes Jahr.

. kZ,  100(1+i- k) 100(1 + ik) Tage 1
D t :D = _— = ~ . — k — —
@) Duration: Dur =3 5t = k504 9% 100(1 + ik) Basis 2
1
(bzw. Zerobond mit n = 5)
i 11
b) ModD = ——D - . — 0.4831
) ModDur T3, Do (%) 1,035 2(%) 0,4831 %
ModDur- P 0,4831 - 100
BPV = — S = —0,00483
¢) 10000 10000 ’
1 1 k(k+1)Z, 1 1 0,5-1,5-(1+0,035-3)
d) Konv = — - : = : = 0,7002
JKowv = & G 77  Tasar 100 1,052 1,0351/2 ’
0,5-1,5

(bzw. Konv =~ = 0, 7001 bei einfacher Abzinsung)

1,0352
Berechnung der Konvexitét mittels Nidherungsformel (bei unterstellter einfacher Verzin-
100- (1+i-3)

14i-1
= P(3,5) =100, P(3,6) = 99,950884, P(3,4) = 100, 04916
P P(3,4)—-2-P
P(3,)
Berechnung der Konvexitit mittels Niherungsformel (bei unterstellter geometrischer Ver-
100- (1+i-3)
(1+0)1/2
= P(3,5) =100,01484, P(3,6) = 99, 966498, P(3,4) = 100, 06314
P(3,6)+ P(3,4) —2- P(3,5) 100 = —0, 42
P(3,)
Bemerkung: Die Berechnung der Konvexitéit auf diese Weise ist numerisch sehr empfindlich.

sung): P =

— Konv =

zinsung): P =

— Konv =

P

2. Mit ¢ = 1,065 ergeben sich die folgenden Diskontfaktoren und Barwerte:

= 0,009556

Zeit | Cashflow | Diskontfaktor | Barwert
0 - 1,0000 0
1 - 0,9390 0
2 -90,00 0,8817 -79,3493
3 6,00 0,8278 4,9671
4 6,00 0,7773 4,6639
5 106,00 0,7299 77,3674

Summe: 7,6491




Der Barwert des Forward-Bonds wird also als Differenz des Barwertes der Einnahmen und
des Barwertes der Ausgaben berechnet.

b) Der Zeitraum bis zum Beginn wird mit s, die Laufzeit selbst mit n, der (heute fixierte und
nach dem Zeitraum s zahlbare Preis mit P, die Riickzahlung (Tilgung) mit R, der Kupon
mit p und der Barwert mit BW bezeichnet. Dann gilt:

1 "—-1 R - R
BW(i) = »—— {— £.4 } P+ :
(1+4) g q—1 q" (1—|—z P 1 1+z 1—|—z)”
- R
BW'(i)= + Prve
( 5+1 ]; k+s (1 + Z)n—i—.s
_ 1 zn: —kp _ nR
B 1+ L+i) [ &= (L)t (1)t
1 : 4. -1 42
¢) Duration der Einnahmen: Dg = B, (3q36 Tf > q506) = 82:33218 =4,8322
P P
Duration der Ausgaben: D = u =z > —5=2 = Dur=Dp-Dy=28322
BWA . qs P q
oder auch: (auf Einnahmenseite) Duration als barwertgewichtete Summe der einzelnen Ein-
BW; 4,9671
h d.h. === = = 1 .
nahmen, w; B w1 86,9954 0,0571 usw
3 BW,-3+BW;y-4+ BW3-5
= Dp=) wjDj=w; - 3+wy-4d+w3-5= st = 4,8322

BW; + BW5 + BW;5

d) Konvexitit eines Zerobonds: K = 1.1 n(n+1)Zn = n(n+1)

P ¢ q" 7
Die Gesamtkonvexitéit des Forward-Bonds kann als Differenz der Konvexitaten der Einnah-
menseite und der Ausgabenseite berechnet werden, wobei die Einnahmen-Konvexitit (im
Sinne eines Portfolios von Zerobonds) als Summe der barwertgewichteten Einzelkonvexitédten

bestimmt werden kann (vgl. Duration):

Jj=1

1 2473, 9052
Kp=—— [3-4.-BW, +4-5-BWy+5-6- BWs] = — "% _ 95 07105
E= Bwg - q2[ 1+ 2+ d 98, 67576 ’
1 2.3
Ky=——-2.3.79,3493 = 4447__5 29000
* T BWa-

Konv = K7 — Ky = 25,07105 — 5, 29000 =19, 78109

Zum Vergleich: Wir betrachten das Gesamtportfolio aus Einnahmen und Ausgaben (mit

dem Barwert 7,6491) und fithren eine Barwertgewichtung durch:

1
Konv = = ooz 23+ (=79, 34 44,9671 +4-5-4 6 4] =
onv 776491,1,0652[ 3-(—79,3493) + 3 L9671 +4-5-4,6639 + 56 - 77, 3674]

856758 -476,0958 = 230, 2738 (vollig anderes Ergebnis)

7,6491

P
— 1 3 =
e) O = n(l+1) 360

360

In1,065 = 0,0013384



3. Es bestehen zwei grundsétzliche Moglichkeiten, den Anlagehorizont von 5 Jahren zu
realisieren.

1. Méglichkeit: Kauf des 5-jéhrigen Bonds (Bullet-Portfolio, weil Tilgung in einer Summe
zu einem Zeitpunkt erfolgt)

2. Méglichkeit: Mischung von Bond 1 und Bond 2 zu gleichen Teilen (Barbell-Portfolio
[Barbell=Hantelstange], weil die Tilgungen auf zwei von dem Anlagehorizont gleich weit
entfernte Zeitpunkte verlagert werden)

Bullet Barbell
Nominal | 246.169,7 | 200.000 Auf Grund der Renditen kann keine Entschei-
Rendite 5,40 % 5,40 % dung getroffen werden, die Risiken mittels BPV,
Preis 200.000 | 200.000 ModDur und Duration sind ebenfalls gleich.
BPV —92,729 | —92,736 Aber die Konvexitit ist beim Barbell-Portfolio
ModDur | —4,64% | —4,64% deutlich grofler als beim Bullet-Portfolio, wes-
Dur 4,89 4,89 halb sich das Barbell-Portfolio durch ein besse-
Konv 26,20 37,65 res Chancen-Risiko-Profil auszeichnet.
Theta 29,218 24,397

4. b) Mit den Angaben aus der Tabelle erhalten wir bei unterschiedlicher Gewichtung;:
Nominalwert: ip = %0(100 - 7,13% 4 100 - 3,88% + 100 - 3,05%) = %A‘O—O(f% =4,69%

Laufzeit: ip=7(10-7,13%+5-3,88% + 2 3,05%) = 2:2% = 5,69%
Barwert: ip = 555(120 - 7,13% + 105 - 3,88% + 98 - 3,05%) = 138129 = 4,84%
Duration: ip = 1751(7,96 - 7,13%+4,20 - 3,88% + 1,88 - 3,05%) = 57512 % =5,61%

durationsgewichtete Rendite nach Biithlmann/Berliner:

> PyDyis _ 120-7,96 - 7,13% + 105 - 4,20 - 3,88% + 98 - 1,88 - 3,05% — 5. 75%
> P.Dq 120-7,96 + 105 - 4,204+ 98 - 1,88 ’

Im Allgemeinen kommt die durationsgewichtete Rendite der tatsédchlichen Portfoliorendite
am néchsten (wegen der mittleren Bindungsdauer).

¢) Die exakte Rendite i = 5,65% des Portfolios ergibt sich aus dem Ansatz
323— L (10- =L 1 y00) + 2 (5. 0= 4 100) + L (2o =L 4 100
gl 1 q° q—1 ¢ q—1

1p =

Die rechte Seite lautet 323,06889 fiir ¢ = 5,65% und betrigt 322,91529 fiir i = 5, 66%.
d) Duration des Portfolios:

105 98
Dp = .-D 7.96 4+ —— - 4,20 + —— . 1,88 = 4,89
P=w Z Pp 323 * 393 * 393
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Ubung 9: Kennzahlen konkreter Produkte; Optionsbe-
wertung

1. (Risikokennzahlen eines FRA) Man bestimme die Risikokennzahlen Basis Point
Value und Theta eines 6 x 9-FRA, wenn die Spot Rates ig = 0,033 und ig = 0, 0335 gegeben
sind.

2. (Risikokennzahlen eines IRS) Fiir einen IRS mit einer Gesamtlaufzeit von 4 Jahren
und einem Festsatz von 5,00 % gegen 6-Monats-LIBOR sollen die Parameter BPV, Duration
und Theta berechnet werden, wobei der Anfangs-LIBOR-Satz bei 3,50 % liege. Hinweis: Ein
Bond mit Laufzeit 4 Jahre, Riickzahlung 100, Kupon 5,00 % besitze (bei geg. Zinsstruk-
turkurve, s. Ub. 6) folgende Kenngrofien: Preis 101,2975, BPV —0,0361, Dur 3,725, Theta
0,01275.

3. (Risikokennzahlen eines Futures) FEin Future moge eine relativ lange Laufzeit, z. B.
1,3 Jahre, besitzen. Wie kann man die Risikokennzahlen des Futures ermitteln?

4. (Optionsbewertung nach Cox/Ross/Rubinstein) Es werde ein européischer Ak-
tiencall betrachtet mit Aktienkurs Ky = 140, Strikepreis X = 160, Schitzungen K, = 110,
Ky, = 210 fiir T = 1 und einem risikolosen Zinssatz von 10%. Man zeige, dass bei einem
vom korrekten Optionspreis Po = 20 abweichenden Preis (z.B. 10) ein risikoloser Gewinn
erzielt werden kann.

5. (Optionsbewertung nach Cox/Ross/Rubinstein) Betrachtet werde ein Aktiencall
in folgender Situation: Laufzeit 1 Jahr, Ky = 220, aller halben Jahre verdoppele oder halbiere
sich der Aktienkurs, der risikolose Zinssatz betrage pro Halbjahr 10 %, pro Jahr also 21 %,
der Strikepreis liege bei X = 165.

a) Man berechne den Wert des Calls in ¢ = 1 (innerer Wert), t = 0,5 und ¢ = 0 (Preis des
Calls).

b) Man gebe den Hedge-Ratio an und interpretiere diesen (Betrachtung fir t =1, t = 0, 5).
¢) Gegeben sei eine Volatilitdt von o = 0,98 (bezogen auf ein Jahr). Unter Verwendung der
Formeln u = e“Vh — 1,d= e=7Vh _ 1 berechne man die GréBen upside change (downside
change) fiir ein halbes Jahr.



Losungen zur 9. Ubung;:

1+0,0335- 2
140,033 3

ansehen bzw. Preis = 0, wenn Partner mit derselben Grofle rechnet)

Betrachten Portfolio aus Geldanlage iiber 6 Monate und Geldaufnahme iiber 9 Monate (was
dem FRA entspricht) und bestimmen die Risikokennzahlen des FRA aus denen des Portfolios
(unter Beriicksichtigung des Vorzeichens):

1. Forward Rate 6 — 9: iy = ( — 1) -4=0,03394 (kann man als , Preis®

Laufzeit | BPV Theta
0(3’755 _0(’)’0%(;5 _ ;%%31?1{’003333520;%?3831 5 Diskussion zur Interpretation!
FRA 0,002 —0,00013
Andere Betrachtungsweise: Wenn Ai = 1 BP, so erhilt man (wenn sich alle Zinssiitze
um 1 BP éndern), einen Ausgleichsbetrag von A = %l-_bz-ft).t’ wobei fiir t = 0 per
100-1BP-0,25  0,0025

Konstruktion gilt: i, = ¢y. Damit gilt AA = =0,0024.

1+0,03394 +0,0001 1,034

2. Wir betrachten den IRS als Portfolio aus Festzinsseite (+) und Floater (—). Die Parameter
der Festzinsseite sind bereits gegeben, die des Floaters wurden in Ubung 8 berechnet. Damit
ergibt sich:

Preis BPV Duration | Theta
feste Seite 101,2975 | —0,0361 3,725 0,01275
variable Seite 100 —0,0048 0,5 0,00956
IRS 1,2975 —0,0313 3,225 0,00319

Diskussion: 1. Warum ist der Preis des IRS nicht Null? Vermutlich, weil der Festzinssatz
nicht dquivalent zur Zinsstrukturkurve ist.

2. Die einzelnen Parameter wurden hier nur einfach subtrahiert und nicht — wie eigentlich
in einem Portfolio — barwertgewichtet addiert. Warum? Ist das berechtigt?

3. Da die CtD-Anleihe (oder auch jede andere lieferbare Anleihe) in den Futurekontrakt
geliefert werden kann, muss Gleichgewicht zwischen dem Terminkurs der anleihe (inkl. Stiick-
zinsen) und dem Rechnungsbetrag bei Lieferung bestehen, so dass gelten muss:

theoretischer Futurekurs = Terminkurs der Anleihe (ctd) : Preisfaktor (ctd)
Damit konnen die Kennzahlen der CtD- Anleihe (dividiert durch Preisfaktor) als Kennzahlen

des Futures verwendet werden.

4. Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem (L — geborgtes Geld, x — verkaufte
Calls, y — gekaufte Aktien):

L + 10z — 140y = O mit der 1 10 —140
-1,1L + 110y = G Koeffizienten- A= —1,1 06110
—1,1L — 50x + 210y = G matrix -1,1 =50 210
L 0
Schreibt man dieses System als A- | =z = G mit G als dem fiir ¢ = 1 erzielten

y G



Gewinn des Portfolios und berechnet die inverse Matrix A1, so gilt fiir die Losung des LGS:

-5 __ 4900 -1
L 0 1100 L —5, 454545
v |=A" G| AusAt =] —0,1 —2% —0,04 [ folgt | = | =[ —0,090909 | G.
Y G 30 y —0,0454545
—0,05 —3- —0,01

Fiir G = 22 erhilt man beispielsweise L = —120, x = —2, y = —1. Interpretation: Lege 120
GE zum risikolosen Zinssatz an (was auf 132 in ¢ = 1 fiihrt), kaufe 2 Calls, verkaufe 1 Aktie
(Leerverkauf). Andere Interpretation: Ein gekaufter Call bringt beim Preis von P, = 10
einen Gewinn von 10 GE (denn der faire Preis betriigt ja P. = 20). Bei 2 gekauften Calls
bringt das nach einem Jahr 2- (14 0,1) - 10 = 22 GE Gewinn.

Ubrigens: Verwendet man den fairen Preis P, = 20, so hat das obige LGS fiir G # 0 keine
Losung, sondern fithrt auf einen Widerspruch (was auch so sein muss, denn sonst kénnte
man eine Arbitragegewinn erzielen).

5. a) Es gilt: upside change u=100, downside change d=—50, woraus sich eine ,, Wahrschein-
e . o . i—d 10— (=50)
lichkeit“ fiir das Erreichen des jeweils hoheren Aktienwertes von p = w—d  100=(=50)
0,4 ergibt. Nach 2 Perioden, also t = 1 sind drei Zustédnde moglich (A — innerer Wert des
Calls):
K5 =55 mit A =0 (Call wertlos); Ko = 220 mit A = 55; Ko = 880 mit A = 715.
Nach 1 Periode sind zwei Zustéinde moglich:
(1) K1 =110 mit P, = (0,4-55+0,6-0) : 1,1 =20
(2) K1 =440 mit P, = (0,4-715+0,6-55) : 1,1 =290
Zum Zeitpunkt t = 0 lautet der Aktienkurs Ky = 220, und der zugehorige Preis des Calls
betriigt P, = 0,4-290 +0,6-20) : 1,1 = 116, 36.

Py — Py 715 -0 PP — P 290 — 20

Hedge-Ratio A = - — 0,867 bzw. A = _ _
b) Hedge-Ratio Kg— Ky  880-55 o000 K¢ — K¥ 440 — 110
0,818

(Basis 1 Jahr bzw. $ Jahr). Interpretation: Andert sich der Aktienkurs um 1 GE, so éndert
sich der Optionspreis um (ndherungsweise) 0,8 GE.

c) u=e VP = 098V05 = 1.9996, d=e 7V = e 098V05 = (,50009

6. siche Ubung 10
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Ubung 10: Optionsbewertung nach Black/Scholes

Gegeben sei die bekannte Optionspreisformel nach Black/Scholes:
P. = Pawgie - ®(d1) — S -7 - ®(dy),

1 Paxtie | . 9 t} 1 [ Paxtie | . 5t
=——|In——=+it+o"-=|, do=—= |In——=+it—0"- =
Vi S 2} S 2
wobei @ die Verteilungsfunktion der Normalverteilung ist (siche Formelsammlung), Paktie -
Kurs der Aktie, S - Strikepreis, 4 - risikoloser Zinssatz (bei kontinuierlicher Verzinsung), ¢ -
Restlaufzeit.

dy

1. (Optionspreise)
a) Man berechne den Optionspreis fiir ¢t = 1, Paktie = 220, S = 165, 0 = 0,98, i = 21 %.

b) Fiir t = 1, Paktie = 100, 0 = 0,5, ikont. = 10% und verschiedene Basispreise S (z. B.
S =200, S =100, S =280, 5 =50, S =10) berechne man jeweils den Preis eines Calls und
interpretiere diesen.

2. (The Greeks)

a) Man berechne die partielle Ableitung A = und interpretiere diese Grofe.

aIDAktie
b) Stimmt es, dass at the money A = 0,5 gilt? Wann ist A exakt gleich 0,57
¢) Man weise die Giiltigkeit der Beziehung Paysiep(d1) = Se~¢(dz) nach.

OF. . . .
d) Man berechne die Gréflen Gamma, Theta sowie 5 und interpretiere diese.

3. (Put-Call-Paritit)
a) Was versteht man unter der Put-Call-Paritéit?

b) Man beschreibe, wie man mit Hilfe zweier Portfolios den Wert eines Aktienputs ermitteln
kann.

¢) Man berechne die Put-Preise in den Situationen von Aufgabe 1 b).



Lésungen zu Ubung 10

1. a) i = 21 % entspricht einer kontinuierlichen Verzinsung mit i* = In1,21 = 0,1906.
Somit gilt

1 220 1
di = In — 1906 - 1 2.2 = 4
1 0,98-1[n165+0’ 906 -1+ 0,98 2] 0, 97804,
1 220 1
dy=——— |ln— 1906 - 1 — R 195.
2 0,98-1[n165+0’ 906 0,98 2] 0,00195

Aus der Tabelle der Normalverteilung (S. 130) entnehmen wir (unter Verwendung der li-
nearen Interpolation) ®(d;) = 0,83597, ®(d2) = 1 — ®(0,00195) = 1 — 0,50078 = 0, 49922,
P.=220-0,83597 — 165 - ¢~ %1996 . 0, 49922 = 115,84
ergibt (vgl. Aufgabe 5 in Ubung 9: dort betrug P. = 116, 36).

b) Mit Pakgie = 100, t =1, 0 = 0,5, ¢ = 0,1 ergibt sich:
di = g7 [0 1P +0,1-1+40,5-0,5] =2 [In+g% +0,225],
dy = g7 [N 4L +0,1-1-0,5-0,5%] =2 [In g% —0,125].

Fiir die verschiedenen Basispreise erhalten wir folgende Ergebnisse:

S dr dy | ®(dy) | ®(da) | P.

200 | —0,936 | —1,436 | 0,175 | 0,076 | 10,62
100 | 0,450 | —0,050 | 0,674 | 0,480 | 23,96
80 | 0,806 | 0,196 | 0,815 | 0,578 | 39,65
50 | 1,836 | 1,336 | 0,967 | 0,909 | 55,57
10 | 5,055 | 4,355 | 1,000 | 1,000 | 90,95

Abgesehen davon, dass nicht fiir jeden Basispreis S tatséchlich Optionen auf dem Markt
sind, ergibt sich folgendes Bild:

Je hoher der Basispreis, desto kleiner der Wert des Calls, desto geringer aber auch die
Chance darauf, dass der Aktienkurs iiber dem Basispreis liegen wird. Umgekehrt: Je kleiner
der Basispreis, desto teurer der Call, da die Chance auf Ausiibung der Option sehr grofi.

Bei S = 10 ist die Chance auf Optionsausiibung praktisch 100 %, aber es gibt auch kaum
etwas zu verdienen. Angenommen, der heutige Aktienkurs von Py = 100 entwickle sich
entsprechend dem risikolosen Zinssatz auf K; = Ky - ¢’ = 110,52, dann ist fiir t = 1 der
innere Wert des Calls 100,52, was abgezinst auf ¢ = 0 auf 90,95 fiihrt; dies ist gleich dem
Preis des Calls.

2. Hilfsbeziehungen, die im weiteren benotigt werden:



Phaxtie

2 [ln
oVt S

dy — dy = oV/t, di +dy = +it]

2 _ 2 1 Pati Payti X Paxti ;
iy (di —do)(d1 +d2) =1n ASkte—i-it:ln ASkte—i—lne“:ln( Akte-e”)

2 2 S
d2—d2 Phavys )
6% _ ASktlc . 6”
Zusammenhang zwischen Dichtefunktion und Verteilungsfunktion der Normalverteilung:
1 d2
d) =0 (d) = ——=e 2
oD =2 (d) = =
OP, 1 S 1 . 1 S 1
a) A = € = ®(dy)+ Partie - 0(d1) - —= - ——— - = — S -7 p(dy) - —— - L=
) O Paxtie (1) + Paxsie - p(d1) oVt Pawtie S pld2) oVt Paxtie S
1 a3 43
= (D(dl) + |:62 - Paxtic — S - e e
oVt Paxtie - V21
®(dy) + L -2 {P S.e dtd’g] o(dy)
= e e —S-e e = ,
Y oV Paksie - V27 Ak '
i T ie
denn die eckige Klammer kann weiter umgeformt werden zu: Pajygie — S e~ et - Altie _ 0.

S
b) Ja, in der Néhe des Basispreises gilt A = 0,5 (vgl. Tabelle in 1 b). Delta ist genau dann

gleich 0,5, wenn d; = 0 ist. dies ist dann der Fall, wenn In PAgtiC + it + ‘TTZt = 0 gilt. Im Fall

von Aufgabe 1 b) bedeutet das: In % =-0,225 = % =022 =0,799 —
S = 1,252 Paytie = 125, 2.
Bemerkung: Sind o, ¢ und ¢ relativ klein, so ist d; = 0, wenn In Paytie/S = 0, d. h. Paytie =~ S.

2 2

i _4 i _4 .
¢) Paxsie(d1) = Se "p(d2) bedeutet PAktie%ﬂe 2 = Se ”%ﬂe 2, was wiederum
2 2
. PAltia i -4 . . . . .
Aquivalent zu —Aktiee — ¢=2— ist, eine Beziehung, die oben bereits nachgewiesen wurde.

9% oA (dy) 1 S 1 o(dy)
OP% e OPawtie [ oVt Paxtie S PaieoV/t
Erhoht sich der Kurs um A Ppgtie, so dndert sich A (niherungsweise) um A - A Pajgie.

Hedge-Strategie: Wie viel Aktien x sind zu halten, wenn 1 Option verkauft wird, damit bei
Kurséinderung um A Paytje Einnahmen gleich Ausgaben sind?

a)T =

(1): Wertidnderung der Aktien: z-APaxgie  (2) Wertéinderung einer Option (niherungsweise;
resultiert aus Taylorentwicklung bis zum quadratischen Glied): A+ A Paggie + %F (A Paytie)?.
Gleichsetzen und kiirzen mit A Ppyyie fithrt auf:

1
r=A+ §F - APpkgie- (*)

Eine Moglichkeit: Schitze wahrscheinliche Anderung A Py yyie und withle z geméf8 (x). Andere
Moglichkeit: Konsturiere geeignetes Portfolio.



0P, ooty 1 Paxtie | . 2t Lq it
e = 5 = Paxtic - ¢(d ){ ( 2) 20t\f(ln S +it+o 2>:|+’LS€ ®(ds)

-
e { (J2> 20t < PASktie”taz%)]
—

o2 2
= iSe " ®(dy) + Paktie(dr) {\/ (z +Z it )

2
1 PAktie . 2 t PAktie . 2 4 >:|
— In +it+o0°= —1In —it+ o=
20t\/t ( S 2 S 2
I o o o Paxticop(dy)
=13Se P (dy) + Paksie(d {—} = iSe P (dy) + — T2
( 2) Akt @( 1) \/7? 2\/£ ( 2) 2\/27;
Hinweis: Hier wurde die Beziehung Paytie@(d1) = Se~"p(dy) ausgenutzt.
P, 1 S  —Pawe s L 1 -1
e Praiep(d : : — et (dy) — Se~tp(dy) - —— - —
BXS Aktic®( 1)0\/z Parte 52 (d2) o(d2) ovi S

_ PAktle 1 —lt i -t
= ke Mﬂ\[+e Pldy) e = e 2(d)
1 . .
PAktleSO(dl) +e —it (d2) - e_zt(b(dz)
Tovil

—e %D (dy) (die eckige Klammer ist Null; s.0.)

3. a) Die Put-Call-Paritét Py + Paxtie = Peau + 5 - e~ ist eine Aquivalenzbeziehung
zur Bestimmung von P, die aus der Betrachtung zweier &dquivalenter Portfolios resultiert.

b) (Laufzeit sei z.B. t = 1)

Portfolio 1: Aktie + Putoption;

Portfolio 2: Call + sichere Geldanlage derart, dass Zeitwert fiir ¢ = 1 gleich .S

Situation 1: In ¢t =1 gelte K7 > 5. Calloption wird ausgeiibt, Putoption ist wertlos. Wert
von Portfolio 1 = Wert von Portfolio 2 = K.

Situation 2: In ¢t = 1 gelte K; < S. Calloption wertlos, Putoption wird ausgeiibt. Wert
von Portfolio 1 = Wert von Portfolio 2 = S.

Aus dem Gedanken, dass der Wert beider Portfolios auch fiir ¢ = 0 gleich sein soll, resultiert
die Put-Call-Paritét.

c)

S S - e_” Pc Pput
200 | 180,97 | 10,62 | 91,59
100 | 90,48 | 23,96 | 14,44
80 | 72,39 | 39,65 | 12,04
50 | 45,24 | 55,57 | 0,81
10 | 9,05 90,95 | 0,00
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Ubung 11: Optionen und strukturierte Produkte

1. (Devisenoptionen) Ein Exporteur méchte eine Option zum Kauf von USD zum Kurs
von 2,00 DM/$ mit Laufzeit von einem Jahr erwerben. Der deutsche Zinssatz liegt bei 4 %,
der amerikanische bei 6 % (kontinuierliche Verzinsung). Bei einem Kassakurs von 2,00 und
einer Volatilitdt von 10 % soll der Preis ermittelt werden.

Verwenden Sie beide der Thnen bekannten Optionspreismodelle.

2. (Arbitrage bei Termindevisen) Man zeige, dass bei einer Abweichung des Termin-
devisenkurses von der GroBe E, = Ej-e(*"%)* (i, 4, — in- bzw. auslindischer Zinssatz) ein
risikoloser Gewinn moglich wére.

3. (Bewertung eines Caps) Es soll ein Cap iiber 100000 DM mit einer Optionsfrist von
einem Jahr gekauft werden. Der Capsatz liege bei 8 % mit 6-Monats-Libor als Referenzsatz.
Die Forward Rate fiir den Zeitraum 1 — 1,5 liege ebenfalls bei 8 %, der risikolose 1-Jahres-
Zinssatz bei 6 % (kontinuierlich verzinst), der Forwardsatz habe eine Volatilitdt von o =
20 %. Wie viel ist fiir den Cap zu zahlen?

4. (Collared Floater) Es soll eine Collared Floater angeboten werden (Laufzeit 20.8.2000
bis 20.8.2002). Die einzelnen Bestandteile mégen folgende Charakteristika besitzen:

Floor Cap Floater Collar Collared Floater
Nominal 100.000.000 | 100.000.000 | 100.000.000
Strike/Kupon 2,50 % 6,00 % 3,30 %
BPV -428.,80 384,16 -4840,27
Preis 16.050,26 -15.572.18 | 100.000.000

Berechnen Sie die fehlenden Grofien und beschreiben Sie die Funktionsweise des Collared
Floaters.

5. (Callable Bond) Ein normaler, zu pari notierender Bond mit einer Laufzeit von 2
Jahren besitze einen Nominalzins von 3,62 %. Ein Emittent méchte einen Callable Bond mit
ebenfalls 3,62 % Nominalzins begeben, der nach einem Jahr zu pari kiindbar ist (was fiir
den Investor einen Nachteil bedeutet). Wie viel ist das Kiindigungs-Recht heute wert, d. h.,
zu welchem Preis muss der Callable Bond ausgegeben werden? (Bekannt sei der Preis einer
Receiver-Swaption mit Kupon 3,62 %, die in einem Jahr beginnt und eine Laufzeit von 1
Jahr hat: 38 Basispunkte, d.h. fiir nominal 100 DM sind 0,38 DM zu zahlen.)



Losungen zur 11. Ubung:

i ; 1 E() t
1. P, = Ey-e tt®(d)) — Xe 1®(d di = — |In =2 P — i)t 2l dy —
a) 0-¢ (d1) e " ®(dz), dy Y D +(i—da)t+o°5 |, da
dl—O'\/Ig,

wobeit =1, 0 =0,1,i=0,04, i, = 0,06 By = X =2

Es gilt: d; = ﬁ[lnl +(=0,02)1 40,12 1] = —0,15, dy = —0, 25 und somit
®(dy) =1—®(0,15) =1 —0,559638 = 0,440362, ®(d2) = 1 — ®(0,25) = 1 — 0,598706 =
0,401294

P.=2-0,94176 - 0,4404 — 2 - 0,96079 - 0, 4013 = 0, 05835.

Also: Pro USD miissen 5,8 Pfennige als Pramie aufgewendet werden (denn Mafleinheit von
P. ist gleich ME von Ej gleich DM/$).

b) By = Ep - eli7ia)t = 2. ¢=0.021 — 1 9604

Der Terminkurs fiir 1 Jahr liegt heute bei 1,96 DM/$. Dieser wert kann (aus heutiger Sicht)
als eine Schéitzung fiir den zukiinftigen Kurs aufgefasst werden, so dass es sehr wahrscheinlich
ist, dass der Kurs (trotz zufélliger Schwankungen) in 1 Jahr unter 2 DM/$ liegen wird.
Deshalb ist der Call relativ billg.

Black-Modell:
P =e " [E@(dy) — XP(da)], dy = -1 [In B4 6211 =-0,15,dy = dy — o/t = —0,25
Wegen E; - e~ = Ej - e“%a? erhalten wir die gleichen Werte wie oben.

Zusatziiberlegung: Es gelte ¢ = i, = 0,06. Wird der Call teurer oder billiger?

Zuniichst gilt B, = Ey- e = 2. Damit liegt der in 1 Jahr zu erwartende Kurs hoher als oben,
so dass die Chance, dass er kleiner oder gleich 2 DM/$ ist, geringer ist und der Call teurer
werden muss. Die exakte Rechnung fiir i = i, = 0,06 ergibt folgendes:

dy = 2 = 0,05, dy = — 2L = —0,05, ®(d;) = 0,519938, ®(d) = 0, 480062
P.=2-e7996[0, 519938 — 0,480062] = 0,0751, d.h. 7,5 Pf./$, also wirklich teurer als oben.

2. Wir nehmen die Werte aus 1 b): ¢ = 0,04, i, = 0,06, Ey = 2, F; = 2 - 0:04-0,06)-1 —
1,9604

In Deutschland wachsen 100 DM nach einem Jahr auf 104,08 DM (stetige Verzinsung) an.
In den USA wachsen 50 $ nach einem Jahr auf 53,09 $ (stetige Verzinsung) an.

Es gelte By = 2, 10.

Wir borgen 100 DM, tauschen diese in 50 $, diese wachsen auf 53,09 $ an, riickgetauscht
zum Kurs E7 bringt das 119,49 DM, wihrend wir fiir das geborgte Geld 104,08 DM zuriick-
zuzahlen haben. Gewinn: 7,41 DM.

Es gelte F4 = 1,90.

Wir borgen 50 $, tauschen diese in 100 DM, diese wachsen auf 104,08 DM an, riickgetauscht
zum Kurs F; bringt das 54,78 $, wihrend wir fiir das geborgte Geld 53,09 $ zuriickzuzahlen
haben. Gewinn: 1,69 $.

3. Der Preis des Caps hingt vom Nominalbetrag (zum Zeitpunkt der Optionsausiibung)



0,5 - 100000

b. Di betrégt (bei einfachem Abzi = =4 2
ab. Dieser betrigt (bei einfachem Abzinsen) 170,08 0.5 8076, 9
1 iy 9 t]
dy = In—+o05--|=0,1,dy=—-0,1, &(d1) = 0,539828, ®(d2) = 0,460172
' O'f\/{f |: lsc 77 2 ? ( 1) ( 2)

Po=e " Z[i;®(dy) — i5c®(d2)] = 288,53 DM.

Bemerkung: Kontinuierliches Abzinsen wire ebenso moglich, fithrt allerdings auf ein etwas
modifiziertes Modell.

4.
Floor Cap Floater Collar Collared Floater
Nominal 100.000.000 | 100.000.000 | 100.000.000 | 100.000.000 100.000.000
Strike/Kupon 2,50 % 6,00 % 3,30 % 2,50...6,00 % 3,30 %
BPV -428 .80 384,16 -4840,27 -44.64 -4884.91
Preis 16.050,26 | -15.572.18 | 100.000.000 478,08 100.000.478

Der Collar kostet fast nichts, so dass auch der Collared Floater praktisch zu pari ausgegeben
werden kann. Der erste Kupon liegt bei 3,30 % und wéhrend der gesamten Laufzeit wird
der Kupon in einer Bandbreite von 2,50 % bis 6,00 % liegen.

5. Der Investor, der den Callable Bond kauft, kann sich gegen den Fall der Kiindigung
durch eine option absichern, die ihm das Recht gibt, in einen IRS einzutreten, der ihm den
Kupon 3,62 % zahlt (und wo er LIBOR zahlen muss). Er muss also zur Absicherung eine
Receiver-Swaption kaufen. Also: Mit dem Callable Bond hat der Emittent an den Investor
eine Receiver-Swaption verkauft, so dass gilt:

Callable Bond = Bond — Receiver-Swaption.
Damit muss der Verkaufspreis des Bonds unter bzw. bei hochstens 100—0, 38 = 99, 62 liegen.
Analyse moglicher Fille:

Fall 1:| Nach einem Jahr liege der Marktzins bei 4 %.
Der Emittent kiindigt nicht, weil er nur 3,62 % zahlen muss; der Investor erhilt 3,62 %.

Fall 2:| Nach einem Jahr liege der Marktzins bei 3 %.

Der Emittent kiindigt (da er sonst mehr zahlen miisste als am Markt iiblich); der Investor
erhélt 100 GE zuriick, die er zum LIBOR anlegt, diese Zinsen zahlt er in den IRS und erhélt
aus dem IRS den Festzinssatz von 3,62 %.



