Klausur Algebra Februar 2002

1. (Begriffe und Kurzantworten)

a) Was versteht man unter der Komplementéirmenge zu einer Menge A?

b) Was besagen die Komplementarititsbedingungen in der Lin. Optimierung?

¢) Wodurch unterscheidet sich eine regulére quadr. Matrix von einer singuléiren?

d) Ist eine Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente alle von Null verschieden

sind, invertierbar (Begriindung!)? 7 P.

2 A. (Ungleichung)

2
2
Bestimmen Sie die Losungsmenge der Ungleichung z +3 <z -1
2. B (Ungleichung)
1
Bestimmen Sie die Losungsmenge der Ungleichung |z — 2| < 3% + 1. 10 P.

3 A. (Bedarfsrechnung)

In einem Betrieb werden die Produkte Ej, Fo und Fj3 hergestellt, wozu die
Rohstoffe Ry, Re und R3 (in gewissen Mengeneinheiten) wie in der linken Tabelle
beschrieben benotigt werden. Auflerdem verbraucht der Betrieb einen Teil seiner
Produktion selbst (siehe rechte Tabelle):

Ri R, Rs E. B, I
jo Binheit B, || 2 1 4 je Einheit By || 1/2 0 1
je Binheit B | 1 0 3 je Einheit B> | 0 0 1/2
je Binheit B3 | 0 2 5 je Einheit F5 || 1/4 1/4 0

Die zu befriedigende Nachfrage an E;, E» und Es3 betrage 5, 8 bzw. 10 Men-
geneinheiten. Welche Mengen an Rohstoffen sind zu beschaffen?

oder

3. B (Matrizenrechnung)

1
a) Gegeben sei die Matrix A= | 0 . Berechnen Sie det A (von Hand!).
1

[
— N W

b) Berechnen Sie (falls existent) A~! (Rechnung von Hand!).

c¢) Losen Sie die Matrizengleichung AX + M — CB = X — DB nach X auf.
Unter welcher Voraussetzung ist das moglich?



d) Sind die Spalten von A linear unabhéngig?

4 A. (Modellierung einer LOA)

In einer Mensa soll eine Speise unter erndhrungswissenschaftlichen Aspekten op-
timiert werden. Dabei sollen drei Essensbestandteile beliebig miteinander kom-
biniert werden koénnen. Fiir jeden Bestandteil ist sein Vitamingehalt sowie sein
Kostenanteil (in Euro pro Kilogramm) in der folgenden Tabelle aufgeschliisselt.
Zusitzlich ist die drztlich empfohlene Mindestration (in mg pro Tag) fiir drei
Vitaminsorten angegeben:

Gehalt an Vitamin
I 1T 111 Kosten
Bestandteil [mg/kg] [GE/kg]
1 50 20 10 0,10
2 30 10 50 0,15
3 20 30 20 0,12

| Tagesration [mg] || 29 20 21 | |

Gesucht ist eine Speisenzusammensetzung, die bei minimalen Kosten die Ein-
nahme der Vitamin-Mindestration sichert. Dabei soll aus geschmacklichen Griin-
den der Anteil an Bestandteil 1 mindestens doppelt so grofl wie der von Bestand-
teil 3 sein (Keine Rechnung!).

oder

4. B (Dualitét)

Gegeben sei die lineare Optimierungsaufgabe 1 + 2x2 — max
1 + =z < 3
(P) X1 — i) Z 1
2r7 +  ®m2 > 2
x1,w2 = 0
Bekannt sei die optimale Losung der zu (P) dualen Aufgabe: y* = (yi,ys,v3) " =
(%, —%, 0)". Finden Sie mit Hilfe der Komplementarititsbedingungen die opti-

male Losung von (P) sowie deren Zielfunktionswert (keine grafische Lésung
von (P), keine Lésung mittels Simplexmethode!).

5 A. (Grafische Losung einer LOA)

a) Man 16se die lineare Optimierungsaufgabe —2r — 4y — min
—2r — 2y < 6
2 + y > 2
20 — 2y > 2
z,y > 0

auf grafischem Wege.
b) Was ergibt sich bei Maximierung der Zielfunktion?

12 P.

7P.

12 P.



5. B (Simplexmethode)
Man 16se die lineare Optimierungsaufgabe

3rv1 + 6xy — max
X + X9 S 3
ry — X9 Z 1
207 + mp <2
r1,72 = 0

mit Hilfe der Simplexmethode (Rechnung von Hand!).

6 A. (Finanzmathematik)

a) Felicitas war zum Teilstudium in einem siidamerikanischen Land und zahlte
dort fiir eine Busfahrt 4000 GE. Von ihrer Mutter, die vor 13 Jahren dort war,
wusste sie, dass damals eine Fahrt 2 GE kostete. Wie hoch ist die durchschnitt-
liche jahrliche Inflationsrate, wenn man als Berechnungsgrundlage nur den Preis
einer Busfahrt nutzt?

b) Beim Kauf eines Gebrauchtwagens kann Ludwig entweder 5000€ sofort be-
zahlen oder ein Finanzierungsmodell wéhlen, das eine sofortige Anzahlung in
Hohe von 1250€ sowie 36 (jeweils zum Monatsende zahlbare) Raten von 115€
vorsieht. Wofiir soll sich Ludwig entscheiden, wenn er stets iiber geniigend Geld
verfiigt und sein Geld festverzinslich zu einem Prozentsatz von p = 7,25 angelegt
hat?

6 B. (Finanzmathematik)

a) Ein heute 35-Jéhriger will sich mit 60 Jahren zur Ruhe setzen und 10 Jahre
lang vorschiissig eine Rente von 8000€ pro Jahr abheben kénnen. Die jeweils
angelegte Summe in der Spar- und Auszahlphase soll mit 5% verzinst werden.
Wie hoch ist die jéhrlich nachschiissig zu entrichtende Pramie in den 25 Jahren?

b) Ein Jungunternehmer benétigt fiir eine Investition 100000€. Die Bank ver-
langt 6% Zinsen p.a.; er ist in der Lage, jahrlich (nachschiissig) 15000€ zu
zahlen. Kann er das Darlehen bei Annuitdtentilgung innerhalb von 8 Jahren
vollstandig tilgen?

ZUSATZAUFGABE

Ingrid kauft fiir Kurt Kommunalobligationen mit einem Nominalzinssatz von
8,75 %, die eine Restlaufzeit von 1 Jahr und 11 Monaten aufweisen, zum Kurs
von 100. Fiir die Zeit zwischen dem letzten vergangenen Zinstermin und dem
Kaufdatum (1 Monat) hat sie Stiickzinsen zu zahlen (einfache Verzinsung mit
8,75%). Welche Rendite erzielt Kurt? (Diese betrigt nicht 8,75 %, wie Ingrid
vermutete. )

12 P.

4 + 8 P.

7+ 5P.

8 P.



Lésungen:

1. a) Ist Q eine Grundmenge und A C €2, so gehoren zur Komplementidrmenge
von A beziiglich der Menge 2 alle Elemente aus 2, die nicht zu A gehoren
(Differenz der Mengen 2 und A): CoA={zx € Q:2¢ A} =Q\ A.

b) Entweder ist die zu einer Nebenbedingung gehorige Dualvariable gleich Null
oder die entsprechende Nebenbedingung als Gleichung erfiillt (oder beides). Die
Komplementaritdtsbedingungen bilden ein System von Gleichungen der Form

yr - (Awx—b); =0 Vi;  a}-(ATyx—c); =0 Vi

Dieses stellt zusammen mit den primalen und dualen Nebenbedingungen ein
hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir die Losungen z* bzw. y* der pri-
malen bzw. dualen LOA dar.

¢) Regulire Matrix: det A # 0, Zeilen (bzw. Spalten) linear unabhéngig, rang
A =n, A ist invertierbar.

Singulidre Matrix: det A = 0, Zeilen (bzw. Spalten) linear abhéingig, rang A < n,
A besitzt keine Inverse.

d) Ja, weil die Determinante einer Diagonalmatrix gleich dem Produkt der Dia-
gonalelemente und damit im vorliegenden Fall von Null verschieden ist.

Oder: Die Inverse der Matrix existiert, wobei die Diagonalelemente der Inversen
gerade die Kehrwerte der Diagonalelemnte der urspriinglichen Matrix sind.

2. A: 1. Fall: x > 3

)

1
Aus 3<x71folgtz2+2<x274x+3,d.h.4x<1bzw.:E<Z

T
Damit gibt es in diesem Fall keine Losung: L1 = 0.

2. Fall: x < 3

2 2 1
Aus © +3 <xflfolgt12+2>x2*4$+3,d-h-4$>1bZW'z>1'Somit
T

) 1
gllt LQ = <Z,3>

1
Die Gesamt-Losungsmenge ist L = L1 U Ly = Lo = (—, 3).

2. B:
1 1
1.Fall: > 2 — x72§§z+1 - §z§3 = x<6

Damit ist Ly = [2,6].

1 3
2. Fall: <2 = —z+2§§z+1 — —Escgl = >



2
Damit ist Lo = [5, 2).

2
Gesamt-Losungsmenge: L = Ly U Ly = [g, 6].

Bemerkung: Selbstverstindlich ist auch eine Fallunterscheidung x > 2, z < 2
oder auch x > 2, x < 2 moglich. Beide fithren auf das dasselbe Resultat.

3. A:

Bezeichnet man die zur ersten Tabelle gehorige Matrix mit A, die zur zweiten
gehorige mit B und den Nachfragevektor mit n, so berechnet sich der Produk-
tionsvektor p gemifl dem Leontief-Ansatz als p = (E — B ')~ 'n und daraus der
Rohstoffvektor r = ATp = AT(E — B")™n. Dies ergibt

2 1 0 14/3 2/3 4/3 5 108
r=|[1 0 2 4/3  4/3 4/3 8 | =1 170
435 4/3 2/3 8/3 10 560

Es werden also 108 Mengeneinheiten von Ry, 170 ME von R und 560 ME von
R3 benétigt.

Bemerkung: Die inverse Matrix kann auch mit dem Taschenrechner berechnet
werden. Allerdings muss das explizit hingeschrieben werden.

Andere Losungsmoglichkeit: p wird als Losung eines linearen Gleichungssystems
berechnet und anschlieBend (von links) mit AT multipliziert:

12 0 —1/4] 5
0 1 —1/4| 8
-1 —-1/2 1 |10
1T 0 —1/2]10
0 1 —1/4| 8
0 —1/2 1/2 |20
T 0 —1/2]10
0 1 —1/4| 8
0 0 3/8 |24
T 0 0 |42
0o 1 0 |24
0 0 1 |64
2 1 0 42 108
r=(1 0 2 24 | = 170
4 3 5 64 560



3. B: a) det A =2 (z.B. mittels Regel von Sarrus)

b)

1 2 3 1 0 0

0 1 2 0 1 0

1 0 1 0 0 1

1 2 3 1 0 0

0 1 2 0 1 0

0o -2 —-2| -1 0 1

1 0 -1 1 -2 0

0 1 2 0 1 0

0 0 2| —1 2 1

0 0] I 1 1

0 1 0 1 -1 -1

o 0 1]-4 1 3
-1 g
Inverse Matrix: Al = 1 -1 -1
_1 1 1
2 2

) AX+M—-CB=X-DB = (A-E)XX=CB-DB-M =
X =(A—E)"Y(CB-DB- M)

Falls A— E regulir ist, so lisst sich X (eindeutig) berechnen. Auflerdem miissen
die in der Gleichung vorkommenden Matrizenmultiplikationen ausfithrbar sein
(Verkettbarkeit der Matrizen).

d) Ja, da det A # 0 (vgl. Teil b).

4. A: Bezeichnet man mit z; die Menge (in kg) des i-ten Bestandteils pro
Portion (¢ = 1,2, 3), so erhilt man folgendes Modell:

0,107 + 0,152z + 0,123 — min
50x1 + 30xs + 20x3 > 29 Vitamin I
20x1 + 102y  + 30x3 > 20 Vitamin II
10z, + 50z  + 20x3 > 21 Vitamin III
T — 23 > 0 Geschmack
L1,T2,T3 Z 0 NNB

Eine andere Modellierungsvariante besteht zum Beispiel darin, den Anteil der
Bestandteile an einer Essensportion als Variable anzusetzen.

4. B: Wegen y; # 0 und y3 # 0 miissen auf Grund der Komplementaritatsbe-
dingungen die erste und die zweite Nebenbedingung als Gleichung erfiillt sein,
d. h.

\
w

X1 + i)
X1 — T2

|
—



Daraus folgt fiir die primale optimale Losung: x7 = 2, x5 = 1 mit z* = 4.

Andere Uberlegung: Als optimaler Zielfunktionswert der dualen LOA (und da-
mit — auf Grund des starken Dualitéitssatzes — auch der primalen LOA) ergibt
sich 3yy +y5 + 2y3 = 4.

5. A:

Da der zuldssige Bereich unbeschrinkt ist und die Niveaulinie der Zielfunkti-
on in Minimierungsrichtung beliebig weit verschoben werden kann, kann der
Zielfunktionswert unbeschrankt fallen, d. h. z* = —cc.

Bemerkung: Die 1. Nebenbedingung hat keinerlei Einfluss auf den zulédssigen
Bereich.

Bei Maximierung ergibt sich als optimale Losung z* = 1, y* = 0 mit dem
Zielfunktionswert z* = —2. Diese Losung kann sofort aus der Skizze abgelesen
werden bzw. ergibt sich aus dem LGS

20 + y =2
20 — 2y =2

5. B: Ersatzaufgabe:

-0 — max
1 + T2 + w =3
xr1 — X2 — Uy + m =1
221 + w9 + ug = 2
Ty, T, Ut, U, Uz, v1 > 0



X1 T Uy (%) (% us
Nr. | BV ¢p 0 0 O 0 -1 O|lxp | ©
36 0 0o/ 0

1 Ju O 1 1 1 0 0 0 3 1|3

2 v; —1 1 -1 0 -1 1 0| 1 | 1]«
3 Jus O 2 1 0 0 0 112 |1
£/ /-1 1 0 1 0 0] —1

T

1 up 0 0 2 1 1 / 0] 2 |1

2 a 0] 1 -1 0 -1 / 0| 1|/
3 lus 0] 0 3 0 2/ 100«
£/ /] 0 0 o 0/ 0] 0

1 Uy 0 0 2 1 1 / 0] 2 |1

2 @ 3| 1 -1 0 -1 / 0| 1|/
3 lus 0] 0 3 0 2/ 100«
£/ /1 0 =9 0o -3 0] 3

1 ws 0] 0 0 1 —1/3 [ —2/3] 2

2 |z, 3| 1 0 0 —-1/3 / 1/3| 1

3 a2 6] 0 1 0 2/3 / 1/3]|0

£ /7 /1 0 0 o 3/ 33

Optimale Losung: 27 = 1, 25 = 0 mit z* = 3.

6. A:

a) Der urspriingliche Betrag von Ky = 2 GE muss, um nach 13 Jahren den neuen
Preis zu ergeben, auf K;3 = 4000 GE anwachsen. Geméafl der Endwertformel
der Zinseszinsrechnung gilt dann:

K,=Ky q" = Ki3=Ky-q¢® = 2000 =¢"% = ¢= /2000 =1,7944.
Dies entspricht einer durchschnittlichen jéhrlichen Inflationsrate von 79, 44%.

LK
Anderer Ansatz: K13 = Ko+ (1+4)® = i= % 713 —1=0,7944.
0
b) Wir berechnen den Barwert aller Zahlungen bei 7,25 % Verzinsung. Zunéchst
betrégt die Jahresersatzrate der monatlichen Zahlungen

R=115-(1245,5-0,0725) = 1425,86 €
(zahlbar am Jahresende). Mit ihrer Hilfe berechnen wir den Barwert fiir drei
(nachschiissig zahlbare) Jahresraten (¢ = 1,0725):
¢ -
(g —1)
Zusammen mit der Anfangsrate von 1250€ ergibt das 4974,88€, was etwas

geringer als die Sofortzahlung von 5000<€ ist. Ludwig sollte sich fiir die Finan-
zierung entscheiden.

Byt = R . = 3724,88€.



Alternativer Losungsweg: Mit ¢ = 0,0725 bzw. ¢ = 1,0725 sowie Sy = 5000 —
1250 = 3750 und n = 3 (Jahre) berechnet man eine j&hrliche Annuitét von
(g1
A=Sp- %1) = 1435,48€.
q

Mit Hilfe der (nachschiissigen) Jahresersatzrate lisst sich diese auf eine monat-
liche Annuitdt umrechnen: « = — = 119,29€.

12+5,5- 35
Wegen 115 < 119, 29 ist Ratenzahlung giinstiger.

6. B: a) Der Barwert einer iiber 10 Jahre nachschiissig zahlbaren Rente in Hohe
von 8 000 € muss als Endwert in der Sparphase bei regelméfligen Zahlungen der
(gesuchten) Hohe r im Laufe von n = 25 Jahren erzielt werden:

B q10 -1 A , 5 25 1
10:8000-7 =6 862,62i 25 = T -
q°(q—1) q—1
q'° —
Auflésen nach r ergibt r = 8000 - —————, woraus sich fiir ¢ = 1,05 die
¢° (¢*° — 1)

jéhrlich zu entrichtende Pramie mit r» = 1359, 03€ ermitteln ldsst.

b) Die Annuitéit bei der Annuitéitentilgung berechnet sich aus der Formel A =
"(g—1

So - wl) Mit den Werten Sy = 100000, ¢ = 1,06 und n = 8 ermittelt
qn —_

man hieraus den Betrag A = 16103,59€, der fiir eine vollstindige Tilgung

erforderlich ist. Nein, er kann das Darlehen nicht innerhalb von 8 Jahren tilgen.

Andere Losungsmoglichkeiten:

1. Berechnung des Barwertes von 93146,91<€.

2. Berechnung der Zeit bis zur vollstdndigen Tilgungs des Darlehens bei gege-
bener Annuitét von 15000€: n = ﬁ[lnA —In(A — Spi)jn = 8,77 (Jahre).

3. Aufstellen eines Tilgungsplanes

4. Restschuld nach 8 Jahren: Sg = 100000 - 1,065 — 15000 - 2971 — 10922, 79€

ZUSATZ: Der Barwertvergleich aller Zahlungen liefert:

100,73 = 111 P 108’]012 +8,75 | .
1+ 00 1+ )

Dabei werden die zum Kaufzeitpunkt (bei t = %, betrachtet als neuer Ur-
sprung der Zeitachse) filligen Zahlungen des Nennwertes und der Stiickzinsen
den Barwerten der Zinsen bzw. des zuriickgezahlten Nennwertes gegeniiberge-
stellt. Letztere erhélt man durch Abzinsen um 11 Monate (einfache Verzinsung)
bzw. um 1 Jahr und 11 Monate (gemischte Verzinsung).

Aus der obigen Beziehung erhélt man nach kurzer Umformung die quadratische
Gleichung p? + 199, 61456p — 1816,2974 = 0, die die einzige positive Losung
Dot = 8, 718249 besitzt. Die Rendite betrigt somit 8,72 %.



Wiederholungsklausur Algebra Juli 2002
1A. (Teileverflechtung) Ein technologischer Prozef gliedert sich in zwei Be-
arbeitungsstufen. In der 1. Stufe werden aus drei Typen von Einzelteilen Fy, Es,
FE5 Halbfabrikate Hy, Hy, H3 und daraus die Finalprodukte Fy, F5, F3 herge-
stellt. Eine bestimmte Anzahl von Einzelteilen geht direkt in die Finalprodukte
ein (s. Abb.).

Die folgenden Tabellen geben an, welche Erzeugnismengen (in Stiick) der unte-
ren Stufen in jeweils ein Stiick der hoheren Stufen direkt eingehen:

S E}nhel; je Einheit je Einheit

1y F3 R Ry Hy Hy Hsz Hy
Hi P Ex| 0 20 0 E;2l 0 0 4 2
(i I Es| 0 0 8 Es| 1 0o 2 1

a) Der Betrieb hat Endprodukte im Umfang von f = (100, 100, 200) " zu liefern.
Wie viele Einzelteile e = (e, ea, 63)T sind dafiir bereitzustellen?

b) Ein Kunde ordert je 20 Stiick jedes Halbfabrikats zusitzlich (also hy = he =
hs = h4 = 20). Welche Einzelteilstiickzahlen sind dafiir vom Zulieferer extra zu
beschaffen?

c) Geben Sie eine Formel an, die einen Zusammenhang zwischen dem Vektor
e (Menge benétigter Einzelteile), den Matrizen A, B, C' (die den 3 Tabellen
entsprechen) und den Vektoren f (Menge zu fertigender Finalprodukte) und h
(Menge zusiitzlicher Halbfabrikate) herstellt.

oder

1B. (Teileverflechtung bei Eigenbedarf) Eine Unternehmung stellt drei
Endprodukte P, P>, P3 aus drei Ausgangsstoffen A1, As, A3 her, wobei der Be-
darf in der linken Tabelle gegeben ist. Durch die angewandte Techologie bedingt,
wird ein Teil der Endprodukte im Prozess selbst verbraucht (s. rechte Tabelle):

je Einheit je Einheit
P P P Py Py Ps
A | 2 1 0 werden P 1/4 0 1/10
Ay | O 3 2 selbst Py| O 1/4 0
As | 3 2 4 verbraucht P; | 0  1/10 0

Es besteht eine Nachfage nach 300, 900 bzw. 600 Mengeneinheiten an Py, P»

5+342 P.



bzw. Ps;. Welche Mengen an Ausgangsstoffen sind bereitzustellen? 10 P.

2A. (Grafische Lésung einer LOA) Losen Sie die folgende lineare Optimie-
rungsaufgabe auf grafische Weise:

3x1 + 2x9 — max

78 S 72$1 —+ i) S 8
z1,22 > 0
10 P.
oder
2B. (Ungleichungssystem) Weisen Sie nach, dass das Ungleichungssystem
r + o + 2x3 < 3
_2$1 — 2$2 — 2.1'3 S _7
z1,x2,23 = 0
keine Losung besitzt. (Hinweis: Eine — wenn auch nicht die einzige — Moglichkeit
besteht in der Nutzung der Simplexmethode.) 10 P.
3A. (Ungleichung) Bestimmen Sie die Lésungsmenge der Ungleichung
2?2 +1 - 1
x—3 * '
8 P.

oder

3B. (Ungleichung) Bestimmen Sie die Losungsmenge der Ungleichung



1

8 P.



4 (Lineares Gleichungssystem)

a) Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit dem Gaufischen Algo-
rithmus und geben Sie die allgemeine Losung an:

X + 21‘2 + T3 + 2$4 = 4
2$1 + To + 21‘3 + 2$4 == 6
3r1 + 3x2 + 3z3 + 4dxy = 10

b) Weisen Sie nach, dass der Vektor # = (1,1,1,0) " keine Losung des LGS ist!

c) Zeigen Sie, dass T = (—2,0,2,0)" eine Losung des zugehorigen homogenen
Gleichungssystems ist!

5. (Modellierung)

Eine Studentin hat fiir ihren Urlaub hochstens sechs Wochen Zeit und maximal
eine Geldsumme von 3000 € zur Verfiigung. Sie hat verschiedene Angebote so-
wohl fiir Abenteuer- als auch fiir reine Erholungsreisen eingeholt (siehe Tabelle),
von denen sie nun eine oder mehrere auswéhlen will. Sie will jedoch nicht mehr
als eine Abenteuerreise unternehmen. Als Entscheidungshilfe hat sie jeder Rei-
se einen Bewertungskoeffizienten zugeordnet (von 1 Punkt bis zu 10 Punkten,
wobei die hochste Punktzahl dem beliebtesten Reiseziel entspricht).

Reiseziel | Reisetyp Dauer der Reise | Kosten | Bewertung
(in Wochen) (in€) | (1,...,10)
Malaysia | Abenteuer 3 1100 5
Mallorca | Erholung 1 600 3
Tiirkei Erholung 2 800 4
Korsika Abenteuer 1 900 2
Nepal Abenteuer 2 1600 9

Helfen Sie ihr bei der Entscheidungsfindung, indem Sie ein mathematisches Mo-
dell in Form einer linearen Optimierungsaufgabe aufstellen! Das Ziel der Ur-
laubsplanung soll eine moglichst hohe Gesamtbewertung aller Reisen sein.

(Nur Modellierung, keine Ausfithrung der Rechnung !)

6+2+42 P.

6 P.



6A. (Finanzmathematik)

Ein Unternehmung plant eine Neuinvestition, die sofort 1 Mill. € und in ei-
nem Jahr nochmals 600000 € an Kapital erfordert. Die in den Jahren 2 bis 10
anfallenden Nettoerlose werden auf je 200000 € geschétzt.

a) Fertigen Sie eine Skizze an, die alle Zahlungen verdeutlicht.

b) Vergleichen Sie die Summe aller Ausgaben mit der Summe aller Einnahmen
und ziehen Sie daraus eine erste Schlussfolgerung.

¢) Ist die Investition vorteilhaft, wenn mit einem Kalkulationszinssatz von 6 %
gerechnet wird?

d) Wie kann man den internen Zinsfufl des Investitionsvorhabens berechnen?
(Nur Beschreibung, keine Rechnung!)

e) Ein Zahlungsstrom bestehe nur aus positiven Zahlungen. Erhoht oder verrin-
gert sich der Barwert des Zahlungsstroms, wenn ein hoherer Kalkulationszins-
satz zugrunde gelegt wird? (Begriindung!)

oder

6B. (Finanzmathematik)

Ein Unternehmen aus der Computerbranche hat einen Kredit iiber 100 Mill. €
zu einem jihrlichen Zinssatz von p = 8,5 aufgenommen, der mittels Annuitéiten-
tilgung bei jéhrlichen Tilgungsraten zuriickgezahlt werden soll.

a) Wie hoch muss die jéhrliche Annuitéit sein, wenn der Kredit nach 15 Jahren
vollstandig getilgt sein soll?

b) Mit der Bank wurde fiir das 1. Jahr eine Tilgung von 2% vereinbart. Nach
welcher Zeit wird der Kredit vollstindig zuriickgezahlt sein?

c¢) Aus steuerlichen Griinden vereinbarte das Unternehmen mit der Bank ein
anderes Darlehensmodell: Anstelle der vereinbarten 100 Mill. € werden nur 90 %
dieser Summe ausgezahlt, dafiir betriigt der Zinssatz auch nur 6,8 %.

cl) Wie hoch ist die Restschuld nach 6 Jahren (bei einer Anfangstilgung
von 1%)?

c2) Welchem anfiinglichen effektiven Jahreszinssatz (bezogen auf die ersten
sechs Jahre) entspricht die Finanzierungsvereinbarung? (Nur Beschreibung
des Ansatzes, keine Rechnung!)

142434242
P.

3+3+2+2 P.



Loésungen zur Klausur Algebra 7/2002:

1A.
13 14 16 100 5900
a)ay = (CA+ B)f = 4 30 0 100 | = | 3400
2 7 11 200 3100
5 1 2 0 (1) g i’ 3 14 16
Nebenrechnung: CA=| 0 0 4 2 =14 10 O
1 0 2 1 120 2 7 3
010
3 14 16 10 0 O 13 14 16
CA+B=| 4 10 0 |+ 0 20 0 | = 4 30 0
2 7 3 0 0 8 2 7 11
51 2 0 ;8 160
b)a,=Ch=1 0 0 4 2 20 | = 120
1 0 2 1 20 80
c)a=a+a,=(CA+B)f+Ch
1B.
3/4 0 —1/10
a) FE—B= 0 3/4 0
0 -1/10 1
Berechnung der Inversen:
3/4 0 —-1/10| 1 0 0
0 3/4 0 0 1 0
0 -1/10 0 0 0 1
1 0 —4/30 | 4/3 0 0
0 1 0 0 4/3 0
0 -1/10 1 0 0 1
1 0 —4/30 | 4/3 0 0
0 1 0 0 4/3 0
0 0 1 0 4/30 1
1 0 0 4/3 16/900 4/30
0 1 0 0 4/3 0
0 0 1 0 4/30 1
2 10 4/3 16/900 4/30 300
a=AE-B)'n= 0 3 2 0 4/3 0 900
3 2 4 0 4/30 1 600
210 496 2192
=1 0 3 2 1200 | = | 5040
3 2 4 720 6768



oder:

8/3 1232/900 8/30 300 2192
a=Gn= 0 128/3 2 900 | = 5040
4 976/300 132/30 600 6768

b)a=a-(E—-B) 'n

2A.

Rechnerische Bestimmung der aus der
Skizze abgelesenen optimalen Losung:

Aus dem LGS
—2x7 + T = =8
r1 + 2x2 = 20
32
ergibt sich 25 = = = 6,4,
36 172

xf:€:7,2undz*:?:34,4.

2B. Das Ungleichungssystem wird durch Einfithrung von zwei Schlupfvaria-
blen in ein Gleichungssystem mit zusétzlichen Nichtnegativitédtsbedingungen
umgewandelt. Da die rechte Seite in der 2. Zeile negativ ist, wird diese Zeile
mit —1 multipliziert; anschlieSend wird eine kiinstliche Variable v; eingefiihrt
und die 1. Phase der Simplexmethode (die nach einer zulissigen Losung sucht)
gestartet:

ry T2 T3 U1 U2 U1
Nr. | BV ¢ 0 0 0 0 0 —1|xp (S
1w 0 1 2 1 0 0] 3
20 v —1 2 2 2 0 -1 1| 7|72
2] -2 -2 0 1 o0|-7
Iz 0 1 1 2 1 0 0] 3
2| v -1 0 0 -2 -2 -1 1] 1
0o fo] 2 2 1 o]-1

Da es nicht gelingt, die kiinstliche Variable aus der Basis zu entfernen, gibt es
keine zuldssige Losung des betrachteten Ungleichungssystems.

Alternative Losung: Wegen z3 > 0 gilt:
7§ 2$1 +2$2+2$3 S 2£E1+2$2+4$3 S 6,

was einen Widerspruch darstellt.



2 +1

3A. 3>ac—1

l.Fall::z2+1>(x—1)(z73):z2—4z+3
1

= 4dr>2 = x>§ = L1 =(3,0)

2.Fa11::z2+1<(x—1)(z73):z2—4z+3
1 1

= dr<2 = x<§ = L2<007§)

1
Gesamtlésungsmenge:L:L1UL2:{$|x<§0der$>3}

1
3B. |x—2|2§x—1

1
1. Fall: >2x—2>-x—1
- Ele == x>2
L1:[2,00)
1

2. Fall: : —x+—-2> §z71

3
- 32530 — =<2
L2:(7OO,2)
Gesamtlosungsmenge: L = Ly U Lo = R

1
Hinweis: Eine Skizze der Funktionen fi(z) = |z — 2| und fo = 5,73 — 1 kann die

von Thnen errechnete Losung bestétigen.

4.
8/3 -1 -2/3
a) Die allgemeine Losung lautet « = 2(/)3 + 7 - (1) + o - _2/8
0 0 1

b) Der Vektor & = (1, 1, 1, 0) " ist keine Losung des LGS, da fiir ihn z. B. die
zweite Gleichung nicht erfiillt ist.

c¢) Der Vektor 7 = (-2, 0, 2, 0)" ist eine Losung des zugehorigen homogenen
Systems, denn setzt man ihn in die auf der linken Seite des betrachteten LGS
stehenden Ausdriicke ein, so ergibt sich in jeder Zeile der Wert Null.

Andere Begriindung: T ist das Doppelte des in der allgemeinen Losung beim
Parameter ¢; stehenden Vektors und somit eine spezielle Losung des homogenen
Systems.



5. Die Variable x; € {0,1} gibt an, ob die i-te Reise, i = 1,...,5 (s. Tabelle)
durchgefiithrt werden soll (Wert x; = 1) oder nicht (z; = 0).

Zielfunktion: 5x1 + 3x2 4+ 4x3 + 224 + 925 — max;

NB: 3x1 +29+ 223 +24 + 225 <6 (Dauer)
110021 + 60029 + 800x3 + 90024 + 160025 < 3000 (Kosten)
1+ x4+ a5 <1 (Abenteuer)

Variablenbeschrinkungen: a1, x2, 23,24, 25 € {0,1}.

6A.
a)

b) Gesamtsumme der Ausgaben: 1600000
Gesamtsumme der Einnahmen: 1800000

Da die Einnahmen die Ausgaben iibersteigen, ist die Investition bei einem klei-
nen Zinssatz (insbesondere bei p = 0) vorteilhaft.

600000 1,06° — 1
200000 - ————~_ = —282700
1.06 1,0610-0,06

Nein, die Investition sollte (bei p = 6) lieber unterlassen werden.

¢) K = —1000000 —

d) Fasst man die erwarteten Einnahmen mittels der Barwertformel der Renten-
rechnung zusammen, so ergibt sich der folgende Ansatz:

600000 @ —1
4200000 —L — = —
- (¢—-1)

Dieser ist numerisch zu losen. Aus der (einzigen) Losung gint ergibt sich pins =
100(gins — 1).

—1000000 —

e) Wenn der Kalkulationszinssatz erhoht wird, verringert sich der Barwert, da
jeder Summand stérker abgezinst (d.h. durch eine grofiere Zahl dividiert) wird.

6B.
a) Mit S = 100 Mill. €, p = 8,5, n = 15 ergibt sich

“la=1) _ 12,042 Mill. €.



b) Die Annuitéit betrigt A = 10,5 Mill. €.

"(qg—1
Aus A=95- %1) folgt nach Formelumstellung
q" —
p = BAZIA = S00) o) 06 (anre].
Inq

c¢) (1): Die Restschuld betrigt

— 11 = 92,88 Mill. €,

Sp = San - Aq
(wobei zu beachten ist, dass nur 90 Mill. € ausgezahlt wurden).
(2): Der Ansatz
L gN Gorp — 1
Sp =5y et — A+ —F——
Geft — 1
stellt eine Bestimmungsgleichung dar, die niherungsweise numerisch zu losen
ist.



Klausur Algebra Februar 2003

1. (Kurze Fragen — kurze Antworten)

a) Was bedeutet Regularitit einer Matrix? Wie kann man diese iiberpriifen?
b) Kénnen vier Vektoren des IR? linear unabhiingig sein? (Begriindung!)

¢) Kann die inverse Matrix zu einer reguliren Diagonalmatrix eine Nicht-Dia-
gonalmatrix sein? (Begriindung!)

d) Von einem linearen Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Unbe-
kannten sei bekannt, dass es mindestens eine Losung hat. Kann es dann auch
genau eine Losung besitzen?

2. (Lineares Gleichungssystem)

a) Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit dem Gaufischen Algo-
rithmus (von Hand!) und geben Sie die allgemeine Lisung an:

Ty 4+ 2z + x3 + 224 = 4
6x1 + 6x2 + 6xz3 4+ 8xy = 20
2x1 + ro + 2x3 + 2x4 = 6

b) Weisen Sie nach, dass der Vektor Z = (1,1,1,0) " keine Losung des LGS ist.

c) Zeigen Sie, dass der Vektor & = (4,0, —4,0)" eine Losung des zugehdrigen
homogenen Gleichungssystems ist.

3. (Abschreibungen)

Das Unternehmen Schlau & Berger mochte aus steuerlichen Griinden méglichst
hohe Abschreibungen geltend machen.

a) Ein Anlagegut im Anschaffungswert von 100000 € soll iiber fiinf Jahre geo-
metrisch degressiv mit einem Abschreibungssatz von 18 % abgeschrieben wer-
den, danach iiber weitere fiinf Jahre linear bis zum Restwert R,, = 0. Wie hoch
ist der Buchwert am Ende des 8. Jahres?

b) Wire der Abschreibungsbetrag im 6. Jahr grofer, wenn (im Unterschied
zu der in a) beschriebenen Situation) ein Jahr linger degressiv abgeschrieben
werden wiirde?

¢) Ist es moglich, das Anlagegut von 100000 € im Laufe von 10 Jahren auf einen
Restwert von 10000 € geometrisch degressiv abzuschreiben? Man beachte, dass
entsprechend den gesetzlichen Vorgaben der Abschreibungssatz hochstens 20 %
betragen darf.

2+2434+3 P.

6+2+2 P.

44343 P.



4A. (Grafische Losung einer linearen Optimierungsaufgabe)

a) Losen Sie die folgende LOA auf grafischem Wege. Wie lautet die optimale
Losung und der optimale Zielfunktionswert?

—3x + —  max
r + y = 1
3r — by > —10
r — by < 5

y = 0

x beliebig

b) Was wiirde sich ergeben, wenn dieselbe Zielfunktion zu minimieren wére?

¢) Welchen optimalen Zielfunktionswert erhdlt man, wenn zusétzlich die Ne-
benbedingung —3z 4+ y = —6 zu beachten ist? 10 P.

oder

4B. (Simplexmethode)

Finden Sie eine optimale Losung der folgenden LOA mittels Simplexmethode
(von Hand!):

3rv1 + x> — xr3 + T4 — min

201 + o — 3r3 + Ty > 30
44 + x3 + bxy <20 10 P.

XT1,T2,T4 Z 0

x3 beliebig

5A. (Analytische Geometrie)

Gegeben seien die beiden Ebenen F; : x+y—22z=10 und FEs:2x—y+2z = 20.

a) Geben Sie die Gleichung der Schnittgeraden g1 von F7 und Es an sowie einen
Punkt P, der sowohl in E; als auch in Es liegt.

b) Geben Sie einen Punkt P> von E; an, der nicht in Fs liegt.

¢) Geben Sie die Gleichung derjenigen Geraden go an, die parallel zu der in
Aufgabe a) ermittelten Geraden g; verliuft und den Punkt Py = (1,1,1)"
enthalt.

d) Geben Sie die Gleichung der Ebene E5 an, die g; und P; enthélt. 3+1+2+2 P.

oder



5B. (Verflechtung und Leontief)

In einer Chemiefabrik werden aus den Substanzen S; und S die Mischungen
My, Ms, M3 hergestellt, aus denen dann in einer zweiten Produktionsstufe die
Produkte Py, P», Ps entstehen. Die benétigten Mengen(in gewissen Mengenein-
heiten ME) sind folgenden Tabellen zu entnehmen:

Bedarf (in ME) Bedarf (in ME)

S So My My Ms;
My | 2 1 P 2 0 2
jeME My | 3 2 jeME P, 0 3 2
Ms | 1 2 Pl 4 3 0

Es ist jedoch zu beachten, dass in der ersten Produktionsstufe die Mischun-
gen My, Mo, M3 in der chemischen Reaktion teilweise selbst verbraucht wer-
den, so dass an die zweite Produktionsstufe weniger abgegeben werden kann als
tatsdchlich hergestellt wird. Der Eigenverbrauch des Prozesses ist in der nach-
stehenden Tabelle dargestellt:

je ME
My Mo M;
Eigen- M; | O 0 0,2
verbrauch Mo 0 0,25 0,5
(in ME) an M3 | 0 0 0,2

Wie viele Mengeneinheiten der Substanzen S; und S5 sind fiir die Produktion
von 100 ME an P;, 200 ME an P, und 100 ME an P5 bereitzustellen?

6A. (Finanzmathematik)

Frau Y. schlieft einen Sparplan ab, der vorsieht, dass sechs Jahre lang monatlich
jeweils zu Monatsbeginn 60 € auf ein mit 6 % p. a. verzinsliches Konto eingezahlt
werden. Im 7. Jahr erfolgen keine Einzahlungen mehr, jedoch wird das bis dahin
aufgelaufene Kapital verzinst. Am Ende des 7. Jahres zahlt die Bank einen
Bonus von 6 % auf alle eingezahlten Betrige.

a) Uber welche Summe kann Frau Y. am Ende des 7. Jahres verfiigen?

b) Welche Rendite erzielt Frau Y. mit dem Sparplan?

oder

6B. (Finanzmathematik)

Herr Z. schlie3t bei einer Fondsgesellschaft einen Spar- und Entnahmeplan ab.
Dieser sieht monatliche (vorschiissige) Spareinzahlungen in Hohe von 100 € iiber
einen Zeitraum von 20 Jahren sowie eine sofortige Einmalzahlung von 10000 €
vor. In der Sparphase wird mit einer Verzinsung von 7% p.a. gerechnet. An
die Sparphase schlieit sich die 15-jihrige Entnahmephase an, in der mit 5%
Verzinsung p.a. gerechnet wird und in der jéhrliche vorschiissige Entnahmen
vorgesehen sind. In welcher Hohe? Hinweis: Am Ende der Entnahmephase soll
das Kapital aufgezehrt sein.

8 P.

544 P.

9 P.



Losungen zur Klausur Algebra Februar 2003

1. a) Regularitiit einer Matrix n x n-Matrix A: det(A) # 0 bzw. A ist quadra-
tisch und alle Spalten sind linear unabhingig bzw. A hat den vollen Rang n.
Uberpriifung druch Berechnung der Determinante oder Anwendung des Gauf-
schen Algorithmus.

b) Nein, vier Vektoren des R® sind stets linear abhiingig (allgemein: n + 1
Vektoren des R"™ sind stets linear abhéngig).

¢) Nein, die inverse Matrix zu einer Diagonalmatrix ist wiederum eine Diagonal-
matrix. Dies ergibt sich z. B. aus der Anwendung des Gaufischen Algorithmus.
d) Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Unbekannten,
das eine Losung besitzt, hat stets einen freien Parameter und damit unendlich
viele Losungen.

2. a)

Ty ry x3 x4 |Te. S Die allgemeine Losung lautet

1 2 1 2 4

sl e e (o
2/3 0 —-2/3

1 2 1 2 4 r = (/) + 1t 1 + to /0

0 -6 0 —4 —4 0 0 1

0 -3 0 =2 -2

1 0 1 2/3| 8/3

0o 1 0 2/3| 2/3

0O 0 0 0 0

b) Der Vektor z = (1, 1, 1, 0) " ist keine Losung des LGS, da fiir ihn z. B. die
zweite Gleichung nicht erfiillt ist.

¢) Der Vektor & = (—4, 0, 4, 0)T ist eine Losung des zugehorigen homogenen
Systems, denn setzt man ihn in die auf der linken Seite des betrachteten LGS
stehenden Ausdriicke ein, so ergibt sich in jeder Zeile der Wert null. Andere
Begriindung: z ist das Doppelte des in der allgemeinen Lésung beim Parameter
t; stehenden Vektors und somit eine spezielle Losung des homogenen Systems.

5
3. a) Degressive Abschreibung: Rs = A(ulioo) — 100000 - 0,82° =
37073,98

— A—R, 37073,98 -0
Lineare Abschreibung: Rs = A, w = = ’5

Ry =R3 =A — 3w =37073,98 — 3 - 7414, 80 = 14829, 58

= 7414, 80

k—1
b) Degressive Abschreibung: w, = A - 2 (1 — i)
100 100

we = 100000 - 0, 18 - 0, 82° = 6673, 32

Nein, bei degressiver Abschreibung ergébe sich im 6. Jahr ein geringerer Ab-
schreibungsbetrag als bei linearer Abschreibung, beginnend mit dem 6. Jahr.



Anderer Losungsweg: Der Ubergang von degressiver zu linearer Abschreibung
1 1
ist vorteilhaft ab dem Jahr [k] mit k =n+ 1 — 100 _ 104+1— 1180 = 5,44,
s

d.h., ab dem 6. Jahr ist lineare Abschreibung besser.
Ein Vergleich ergibt folgendes:

Ubergang im 5. Jahr: w@®" = 8138,19 > 7535,36 = wl";
Ubergang im 6. Jahr: wgegr = 6673,32 < 7414,80 = wi"

¢) Mit A = 100000 und Ryy = 10000 gilt:

R 10000
=100 |1—- /=) =100(1—= Y = 20, 57.
s ( A ) < \ 100000) ’

Nein, es ist nicht mo6glich.

Alternativer Losungsweg: Bei Abschreibung mit gesetzlichem Hochstsatz von
20 % bleibt ein Restwert von R = 10737,42 > 10000 €.

4A. (Grafische Losung einer LOA)



4B. (Simplexmethode)

Umgeformte Aufgabe:

—3r1 — X2 + xh — T — x4 — max
3xy + my — 3ah + 3§ + my — w = 30
4, + af — 24 + Sxy + us = 20

! 1
X1, %2, X3, T3, T, U, Uz > 0

Nr. BV c¢p x1 xe  wh ol 24 U1 Uz | Tp 0;
-3 -1 1 -1 -1 0 O
1 a2 —1 2 1 -3 3 1 —1 0| 30 [10|«
U2 0 4 0 1 -1 5 0 1 20 /
3 /7 /| 1 0 2 -2 0 T 0|30
T

T 2] -1] 2/3 1/3 -1 1 1/3 -1/3 0| 10

2 w,  0|14/3 1/3 0 0 16/3 —1/3 1| 30

3/ /| 7/3 2/3 0 0 2/3 1/3 0] 10
Optimale Losung: 27 = 25 = 0, 2§ = 2§ — 2§* = 0— 10 = —10, =} = 0;

ui =0,u35 =30; 2" =10

Anderer Losungsweg (Einfithrung einer kiinstlichen Variablen):

— v] — max

3x1 + woy — 3zh + 3z + xy — wy + vy = 30
4oy + ah — 24 4 by + us = 20

! 1!
T1,T2,T3, T3, T, Ut, U2, V1 > 0

Nr. BV CB x1 we wh oY xy w; us V| T 0;

0O 0 0 © 0 0 0 -1

3 -1 1-1 -1 00 /
1 w1 2 1 -3 3 1 -1 0 1] 30[10]«
2 wus 0 4 0 1 -1 5 0 1 0] 20 /
3/ 7 =2 -1 3 3 -1 1 0 0]-30

i

1T 7 O0(-1)| 2/3 1/3 -1 1 1/3 —1/3 0 /] 10
1 w 0 (0)|14/3 1/3 0 0 16/3 —-1/3 1 /| 30
3 / / 0 0O 0 O 0 o o0 / 0
3/ /1 7/32/3 0 0 2/3 1/3 0 /|-10

Optimale Losung: siehe oben.



5A. (Analytische Geometrie)

a) x + y — 2z =10 = x - 2z =10
-3y + 5z =0 y - %z -0
x 10 1/3 10
g: x=|y | = 0 |+¢t-| 5/3 |; P = 0
z 0 1 0
10
b)z.B. P, = 30 | erfiillt Gleichung von E7, aber nicht von Es
15
¢) Richtungsvektor von g ist gleich dem (Vielfachen des) Richtungsvektors von
T 1 1/3
g,dh g:x=|y |= 1 |+t-| 5/3
z 1 1
x 10 1/3 -9
d)Es: x=|y | = 0 | +t-| 5/3 | +s- 1,
z 0 1 1
1 10 -9
wobei S:P37P1: 1 — 0 = 1
1 0 1
5B. (Verflechtung und Leontief)
s=AT(E-C)"'BTp
1 0 -0,2 1 0 1/4
E-C=1| 0 0,7 -0,5 (E-C)t=| 0 4/3 5/6
0 0 0,8 0 0 5/4

(Berechnung mittels Gauischem Algorithmus oder Taschenrechner)

5 3 1 1 0 1/4 2 0 4 100
s<122> 0 4/3 5/6 0 3 3 200
0 0 5/4 2 2 0 100
1 0 1/4 600
:(?g;) 0 4/3 5/6 900
0 0 5/4 600
<231> 1;88 (7350)
1 2 2 750 5650

oder



100
200
100

(7350
~\ 5650

Bemerkung: Es kann auch das LGS (E—C)z = BT p geléstund danach s = ATz
berechnet werden.

S:(i 8/§ 5;,%421)

[ 25/2  41/2 20
<65/6 101/6 12>

—— D O N
— DD =
o O O
o O O
N O W

6A. (Finanzmathematik)
6 6 6
L1 1,06% — 1 1,06% — 1

Eg = r(12+6,5-7)- = 60-(1246,5-0,06)- ————— = 743,40 ———
a‘) 6 ’I“( +6, ’L) qg—1 ( +0, ) ) 0,06 ) 0,06
= 5185, 45;
E; = Eg - q = 5496, 58
Eyes = E7 + B = 5496,58 + 0,06 - 6 - 12 - 60 = 5496, 58 + 259,20 = 5755, 78

b) Endwertvergleich (gesucht: ¢ = gesr)
61
Ansatz: 60- (12+6,5- (¢ —1)) - qq_ ;4= 5755, 78

Mittels eines numerischen Nidherungsverfahrens erhélt man

q linke S.
1,07 5719,85
1,071 | 5742,64 det = 7,16 %

1,0716 | 5756, 35
1,0715 | 5754,07

6B. (Finanzmathematik)
q20 -1

EQOZT(12+6,5Z) +K0'q20
1,070 —1

10000 - 1,072°
0,07 + ’

= 100(12+4 6,5 - 0,07) -

1,0720 — 1
0,07

= 51059, 88 + 38696, 84 = 89756, 72

= 1245,50 - + 38696, 84

Ansatz: E20 - Bl5

15_1 1 14 |
d . R—so756,72. 20 0,05

- ————— = 8235,59
¢ (g—1) 1,057 — 1 ’

Herr Z. erhélt jéhrlich 8235,59 €.



Wiederholungsklausur Algebra August 2003
1. (Matrizenmultiplikation)

In einem zweistufigen Produktionsprozess werden drei Produkte P;, P, und
P53 aus drei Halbfabrikaten Hy, Ho und Hs und diese wiederum aus drei Aus-
gangsstoffen Ay, As und As gefertigt, wobei folgende Mengeneinheiten (ME)
aufgewendet werden miissen:

je ME je ME je ME
P P, Py | | A1 Ay As ]
jeME H,| 3 0 1
gl i g 2 jeME Hy | 4 2 1
H2 - < o jeME Hs | 5 6 0
3

a) Welche Mengen an Ausgangsstoffen werden fiir die Produktion von 600 ME
Py, 400 ME P, und 1000 ME P; benétigt?

b) Wie viel kosten diese Rohstoffe insgesamt, wenn A, Ay und As gleich teuer
sind und fiir 100 € genau 1200 ME A; (bzw. Az oder Ajs) erhiiltlich sind?

¢) Berechnen Sie die Gesamtaufwandsmatrix fiir diesen Produktionsprozess.

d) Wie hoch sind die Materialkosten fiir eine Einheit von P; unter den in b)
genannten Rohstoffpreisen?

2. (Lineares Gleichungssystem)

a) Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem:

r — 2y + z + 3w = b
2c + 4y + 2z — 6w = 14
4z + 4z + 6w = 42
4x + 4z 4+ 3w = 33

b) Gibt es eine spezielle Losung, deren Komponenten alle grofier oder gleich 2
sind? (Wenn ja, Beispiel angeben, wenn nein, beweisen.)

3. (Modellierung einer LOA)

Eine Schilderfabrik fertigt aus 1 mx1m groflen Blechen dreieckige, runde und
rechteckige Schilder, wobei der Meister aus den Erfahrungen der letzten zehn
Jahren weif3, dass die folgenden Zuschnittvarianten giinstig sind:

Zuschnitt aus einer Ausgangsplatte
Variante 1  Variante 2 Variante 3 Variante 4 Variante 5
Dreiecke 5 4 4 2 0
Kreise 0 1 0 1 3
Rechtecke 0 0 2 2 3

Innerhalb der néchsten 20 Tage werden 2880 Dreiecke, 1310 Kreise und 550
Rechtecke benttigt. Aus technologischen Griinden soll die Variante 1 mindestens

5+24243 P.

7+3 P.



so oft wie alle anderen Varianten zusammen angewendet werden. Stellen Sie ein
Modell auf, das einen minimalen Verbrauch an Ausgangsplatten zum Ziel hat. 6 P.



4A. (Grafische Losung einer LOA)

a) Skizzieren Sie den zuldssigen Bereich der nachstehenden linearen Optimie-
rungsaufgabe und geben Sie die optimale Losung sowie den optimalen Zielfunk-
tionswert an:

2x1 + x9 — min

r1 + X2 Z 3
201 — 3x9 < 6
74561 + X9 S 2

b) Was ergibt sich bei Maximierung?

Zusatz. Es sollen zusétzlich die beiden Variablenbeschréinkungen ;1 < 100 und
2o < 500 gelten. Welche Verédnderungen in den optimalen Losungen ergeben
sich bei Minimierung bzw. Maximierung der Zielfunktion?

oder

4B. (Simplexmethode)

a) Formen Sie die nachstehende lineare Optimierungsaufgabe in eine Aufgabe
in (G)-Form um (keine kiinstlichen Variablen einfiihren, nicht 16sen!):

311 — T3 — min
924 + 63 < 15
xr1 + 2$2 — I3 Z 7
5:61 + 4$2 == 13

r1, To > 0,23 frei

b) Finden Sie die optimale Losung der folgenden linearen Optimierungsaufgabe
oder stellen Sie deren Unlosbarkeit fest:

31 — x3 —— max
3r1 + 6z + x3 = 12
—xr1 + To Z 3

L1,T2,T3 Z 0

8+2 P.

(5 P.)

446 P.



5A. (Lésungsmenge einer Ungleichung)

Beschreiben Sie die Menge aller Losungen der Ungleichung

1— 222
T+ 2

<3-—2x.

Zusatz. Losen Sie die Aufgabe geometrisch.

oder

5B. (Finanzmathematik)

In einem Gerichtsprozess wird Herr Prof. Schall wegen zu schwerer Klausuren
verurteilt, beginnend ab sofort 20-mal jedes Jahr (jeweils am Jahrestag der
Urteilsverkiindung) 1000 € fiir wohltétige Zwecke zu spenden.

a) Welchem Wert entsprechen diese Zahlungen am Tag der Urteilsverkiindung,
wenn man einen Zinssatz von 8 % unterstellt?

b) Welchen Wert erhiilt man, wenn bei gleichem Beginn und gleichem Zinssatz
theoretisch unendlich lange gezahlt werden miisste?

¢) Im Revisionsverfahren wird Prof. Schall freigesprochen. Er spart deshalb 20
Jahre lang die Summe von 1000 € jéhrlich vorschiissig. Auf welchen Endwert
kommt er bei gleicher Verzinsung von 8 % p.a. und einem Bonus von 10 % auf
alle eingezahlten Betrige, der ihm am Ende des 20. Jahres gutgeschrieben
wird?

Zusatz. Welche Rendite erzielt Prof. Schall mit dem in Teil ¢) beschriebenen
Sparplan?

Zusatzaufgabe (Beweis)
Die Matrix A sei reguliir. Beweisen Sie, dass dann auch die inverse Matrix A~!
regulédr ist.

Hinweis: Nutzen Sie die Definition der inversen Matrix sowie die Beziehung
det(A - B) = (det A) - (det B).

8 P.
(5 P.)

3+2+3 P.

(5 P.)

(5 P.)



Losungen zur Klausur Algebra 8/2003

Bezeichnet man die zur linken Tabelle gehorige Matrix mit A, die der rech-
ten Tabelle entsprechende Matrix mit B, mit p = (600, 400, 1000) " den Vektor
zu produzierender Produkte P; sowie mit A und a die Vektoren zu fertigender
Mengen an Halbfabrikaten bzw. einzusetzender Ausgangsstoffe, so gelten die
Matrizengleichungen @ = BT -h und h = A-p. Daraus erhélt man zunichst
den Vektor h = (4400, 10400, 16400) " (fiir die Halbfabrikate) und mit dessen
Hilfe den gesuchten Vektor an Ausgangsstoffen a = (136 800, 119200, 14,800) .

1
b) Die Rohstoffe kosten (a; + as + as) - FOOOO = 22566,67 €.
¢) Eine weitere Berechnungsmoglichkeit besteht in der Nutzung der Beziehung

a=BT-A-p, fir die man als erstes die Gesamtaufwandsmatrix
54 66 78
G=B"-A= |50 58 66
5 7 9

und daraus den gesuchten Vektor bereitzustellender Ausgangsstoffe ermittelt:
a=G-p= (136800, 119200, 14,800) .

d) K = 1555-(1,1,1)-G-(0, 0, 1) T = 7285 (78+66+9) = 7555 -153 = 12,75 €

a)

L Y z w | re.S.

I =2 1 3 5

2 4 2 —6| 14

4 0 4 6| 42

4 0 4 31 33

1 =2 1 3 5

0 8 0 —12 4 o

0 S 0 _6 99 Allgemeine Losung:

0 8 0 —9| 13 . 6 »
1 0 1 0 6 el (s, .
0 1 0 —3/2| 1/2 =1 2 1= )
0 0 0 6| 18 w 3 0
0 0 0 3 9

— 11— Hierbei ist die Groe ¢ € R ein beliebiger
0 1 —3/2 0] 1/2 Parameter.

0 0 6 0 18

0 0 3 0 9

1 0 0 1 6

0 1 0 0 5

0 0 1 0 3

0 0 0 0 0




b) Eine spezielle Losung, in der alle Komponenten grofler oder gleich 2 sind,
muss den folgenden Bedingungen geniigen:

6-t > 2 = t<4 (1. Komponente)
0+t > 2 = t>2 (4. Komponente).

(Die 2. und die 3. Komponente sind automatisch grofier als 2.) Damit geniigen
alle Losungen mit Parameterwerten 2 <t < 4 der geforderten Bedingung.

x; — Anzahl, wie oft ein Blech nach Variante i zugeschnitten wird

Materialverbrauch: 2z, + 2o + x3 + x4 + x5 — min

Dreiecke: S5r1 + 4xs + 43 + 214 > 2880
Kreise: To + x4 + 325 > 1310
Rechtecke: 2v3 + 2x4 + 3x5 > 550
technolog. Bed. Ty — T — X3 — XTg — Ty > 0

1, To, T3, 24, Ty > 0

Alle Variablen x1, o, x3, x4, x5 miissen ganzzahlig sein.

a) Der minimale Zielfunktionswert wird im Punkt 2* = (%, %) angenommen
16

und betrédgt z* = 2.

b) In Maximierungsrichtung ist der Zielfunktionswert unbeschréinkt.

Bei Minimierung gibt es durch die hinzugekommenen Restriktionen
keine Verdnderungen, wihrend bei Maximierung der optimale Zielfunktionswert
jetzt endlich ist und 2z = 602 betrigt; er wird fiir (Z1,22) = (100,402) angenom-
men.

Die grafische Darstellung ist am besten in getrennten Koordinatensystemen mit
unterschiedlichem Mafistab moglich (s. Abb.), da man sonst ,,nichts sieht“. Man



kann sich allerdings auch iiberlegen, ob (bei Maximierung) die x1-Beschrinkung
(1 < 100), die xo-Beschrinkung (xo < 500) oder beide, d.h. der Eckpunkt
(100, 500) des zuldssigen Bereiches im Optimum aktiv sind.

A2~

500
400 7
300 7
200 7

100 7

0

a) Setzt man x3 = x5 — xf, x4 > 0, 4 > 0, so ergibt sich:

-3z + ab - af — min
9z + 6xf — 624 + w = 15
r1 4+ 2w — b + — Uy = 7
5$1 + 4$2 = 13

/ 1
L1, X2,T3, T3, UL, U2 > 0

b)
— v — max
3r1 + 6z + x3 = 12
—r1 +  x2 - w + v = 3

L1, T2,x3, U1, V1 Z 0

Nr. BV ¢p T X2 r3 w1 v |xp| ©
0 0 0 -1
1 23 0 3 6 1 0 0] 12
2 vy -1 -1 1 0 —1 1 31 3
3/ / -1 0 0| -3
1
1 2 0| 12 1 1/6 0 0] 2
v, —1|-3/2 0 -1/6 -1 1| 1
3 3/2 0 1/6 1 0] -1

Es gibt keine zuléssige Losung.



Alternativ: Einfithrung von zwei kiinstlichen Variablen.

— U1 — VU2 — Inax
3r1 + 6z + x3 + v = 12
—rr + T2 - ur + + v2 = 3

£1,T2,T3, UL, V1, V2 Z 0

Nr. BV CB X1 i) I3 U1 (%1 (%) B ©
0 0 0 0 -1 -1
1 v -1 3 6 1 0 1 0] 12
vy —1 -1 1 0 -1 0 1 313
3/ / -2 =7 -1 1 0 0]-15
T
1 0] 1/2 1 /6 0 / 0 2
vg —1(-3/2 0 -1/6 -1 / 1
3 32 0o 1/6 1 / 0| -

Es gibt keine zuléssige Losung.

a) Fall 1: Ist > —2, so ist der Nenner positiv. Nach Multiplikation der Un-
gleichung mit = + 2 ergibt sich

1—22% <3246 —22% — 4o =6 — z — 227,

d.h. z < 5. Zusammen mit der Annahme x > —2 erhilt man hieraus als erste
Teillosungsmenge L; = (—2,5].

Fall 2: Fiir x < —2 ist der Nenner negativ, so dass die Multiplikation mit dem
Nenner die Ungleichung

1—222>6—x— 222,

also x > 5 liefert. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, so dass die zweite
Teillssungsmenge leer ist: Ly = ().
Die Gesamtlosungsmenge ist die Vereinigung von Ly und Lg: L = Ly = (=2, 5].

" 1,082 — 1
a) Buor—p.—2 :

4 1000
(g — 1) 1,0819- 0,08
b) BUT = Ll — 13500 €

=10603,60€



" —1 1,08%0 — 1
BYor — . q. B = 1000 - 1,08 - =———— 420 -1000- 0,1 =
c) By rq q—1 + 0,08 *

49422,92 4+ 2000 = 51422, 92

q20_1

Zusatz. Ansatz: 1000 - q -

= 51422,92

Ein beliebiges numerisches Losungsverfahren liefert ¢ = 1, 0833, also eine Effek-
tivverzinsung von 8,33 % p.a.

Zusatzaufgabe.

Nach Definition der inversen Matrix gilt A-A~! = E, wobei E die Einheitsmatrix
ist. Nutzt man die Bezichung det(A - B) = (det A) - (det B) und setzt man
B = A1, 50 ergibt sich

0#det E=det(A- A™") = (det A) - (det A™1).
Folglich muss det A= # 0 sein, d.h., A= ist regulér.



Klausur Algebra Februar 2004

1. (Lineares Gleichungssystem)
a) Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit Hilfe des Gauf’schen
Algorithmus (von Hand!) und geben Sie dessen allgemeine Losung an:

X + 21‘2 —+ T3 + 2$4 = 4
2$1 + To + 21‘3 + 2$4 == 6
3r1 + 3x2 + 3xz3 + 4dxy = 10

b) Weisen Sie nach, dass der Vektor # = (1,2,7,—1) " keine Losung des LGS
ist.

c) Zeigen Sie, dass der Vektor 2 = (3,0, —3,0)" eine Losung des zugehorigen
homogenen LGS ist.

d) Das obige LGS soll in der Matrixform Az = b geschrieben werden. Wie
miissen dann A, x und b lauten?

2. (Kurze Fragen, kurze Antworten)
a) Geben Sie Bedingungen an die Matrix A bzw. den Vektor b an, damit das
lineare Gleichungssystem Ax = b
«) genau eine Losung, B) keine Losung
besitzt.

b) Gegeben sei die Menge A = {2,4,6,8,...}. Konstruieren Sie eine Menge
B # () derart, dass AN B = () gilt.

¢) Beschreiben Sie in eigenen Worten, worin der Unterschied zwischen einer
Aquivalenzbeziehung und einer Implikation liegt.

3A. (Grafische Lésung einer LOA)
a) Losen Sie die folgende lineare Optimierungsaufgabe grafisch:

ry + X2 — max
X1 + X9 Z 1
—T1 + X9 S 3
X9 S 4

X9 Z 0

b) Andert sich die Losung, wenn dieselbe Zielfunktion zu minimieren ist?

ZUSATZ. Wie lautet der maximale Zielfunktionswert und die optimale Losung
bei Maximierung der Zielfunktion, wenn zusétzlich zu den obigen Nebenbedin-
gungen noch die Gleichung 2x; + x5 = 2 gelten soll?

5414242 P.

24242 P.

10 P.

zus. 5 P.



oder

3B. (Rechnerische Losung einer LOA) Finden Sie mit Hilfe der Simplex-
methode (von Hand!) eine Losung der folgenden LOA (es miissen nicht alle
Losungen angegeben werden). Formen Sie vorher die LOA in die (G)-Form um.

xr1 + X2 — max
rn + x> 1
—r1 4+ w2 < 3
i) S 4

T, T Z 0

b) Wie ist zu verfahren, wenn die Variable z1 nicht vorzeichenbeschrénkt ist?

ZUSATZ. Was ergibt sich bei Minimierung der Zielfunktion?

4A. (Rentenrechnung)

a) Ein Auto im Wert von 20000€ soll durch eine Anzahlung in Héhe von
5000 € sowie 36 (nachschiissig zahlbare) Monatsraten finanziert werden. Der
vereinbarte Zinssatz betrage 6 %. Wie hoch sind die Monatsraten?

b) Jemand spart 20 Jahre lang einmal j&hrlich vorschiissig 1000€ (prognos-
tizierte Rendite in der Anlagephase: 7% p.a.) und moéchte danach innerhalb
von 10 Jahren sein angespartes Geld vollsténdig verbrauchen, wozu ihm jihr-

lich vorschiissig ein Betrag A ausbezahlt wird (garantierte Verzinsung in der
Entnahmephase: 5% p.a.). Wie hoch ist A?

oder

4B. (Zinseszinsrechnung)

a) Eine 1993 gekaufte Antiquitit wurde im Jahre 2003 zum dreifachen Preis
verkauft. Welche (jahrliche) Rendite erzielte der Kunsthéndler?

b) Wie lange hiitte er bei einem Wertzuwachs von 6 % p. a. warten miissen, um
die Antiquitdt zum dreifachen Preis verkaufen zu kénnen?

¢) Gerhard legt 10000 <€ fiir drei Jahre an, seine Frau Doris hingegen die Sum-
me S. Wihrend Gerhards Kapital einmal jihrlich zu 6 % verzinst wird, erhiilt
Doris monatlich 0,5 % gutgeschrieben.Wie hoch muss S sein, damit beide nach
drei Jahren dieselbe Summe auf ihrem Konto haben?

d) Begriinden Sie, warum sich in ¢) S < 10000 ergibt.

5A. (Inverse Matrix) Es soll der Parameter b bestimmt werden, fiir den die
Matrizengleichung AC = B erfiillt ist, wobei gilt

1 31 3.4 1 b 3 -2
A=(2 -1 1|, B=|o 11|, c=| b 32 -1)2
1 11 11 2 -1 =7/2  9)2

8+2 P.

zus. 5 P.

5+5 P.

2+2+4442 P.



Jemand schligt vor, die Matrix A zu invertieren (z. B. mittels Taschenrechner)
und die Inverse mit der Matrix B zu multiplizieren. Danach sei nur noch das
Produkt mit der Matrix C' zu vergleichen, um den Parameter b zu bestimmen.
a) Ist dieser Weg gangbar? (Begriindung!)

b) Falls der vorgeschlagene Losungsweg durchfiihrbar ist, so gehen Sie wie be-
schrieben vor. Welches Ergebnis wird fiir b erhalten?

¢) Kann es bei einer anderen Matrix B (aber derselben Matrix A) passieren,
dass die Gleichung AC' = B unlésbar ist? (Begriindung!)

oder

5B. (Modellierung)

Ein Unternehmen der Metallbranche stellt Bohrmaschinen, Frismaschinen so-
wie verschiedene Kleinteile her. Das dabei verwendete Material, die verbrauchte
Energie, der entstehende Gewinn und die benotigte Arbeitszeit je hergestellter
Maschine bzw. Tonne sind in der folgenden Tabelle angegeben:

Material Energie Gewinn Arbeitszeit
(t) (kWh)  (Tsd. Euro) (Std.)
Bohrmaschine 1,2 58 5,0 450
Friasmaschine 1,5 4,9 6,5 410
Tonne Kleinteile 1.3 3,0 0 30

Vom Material stehen 100t zur Verfiigung, Elektroenergie soll nicht mehr als
500kWh verbraucht werden, und der Gewinn soll mindestens 200 Tsd. Eu-
ro betragen. Ferner werden 0,05t bzw. 0,025t Kleinteile je hergestellte Bohr-
bzw. Fréasmaschine verbraucht. Wie ist die Produktion zu gestalten, damit bei
geringstmoglicher aufzuwendender Arbeitszeit mindestens 20 Bohrmaschinen,
mindestens 25 Frasmaschinen sowie genau 2 t Kleinteile verkauft werden kénnen?
Stellen Sie ein entsprechendes Modell auf (alles Produzierte soll auch absetzbar
sein). (Keine Lésung!)

6A. (Losungsmenge einer Ungleichung)

a) Ermitteln Sie alle Losungen der Ungleichung |z — 1| < 2 — 1z.
b) Stellen Sie die Funktionen fi(z) = |z — 1| und fa(z) = 3 — 1z grafisch dar

und interpretieren Sie auf diese Weise die Losungsmenge der in a) betrachteten
Ungleichung.

oder

6B. (Zahlenfolgen)

Eine verallgemeinert exponentiell wachsende Kenngrofie geniige der Bildungs-
vorschrift a,, = b+ ¢(1 + $)™, wobei b, ¢, s > 0 gelten soll.

a) Wie lautet das allgemeine Glied der Folge {w,} der Wachstumstempi? (Hin-
weis: Das Wachstumstempo ist wie folgt definiert: w,, = === )

b) Weisen Sie nach, dass die Folge {w,} streng monoton wachsend ist, d.h.,
dass Vn € IN die Ungleichung wy,+1 > w, gilt.

24442 P.

8 P.

6+2 P.

8 P.



Losungen zur Klausur Algebra 2/2004

1.a)

r1 X9 X3 X4 | T.S. 8/3 1 —-2/3
P2 1 2 4 2/3 0 —-2/3
3 3 3 41 10 0 0 1

1 2 1 2 4

0 -3 0 —-2| =2

0 -3 0 —-2| =2

1 0 1 2/3]8/3

0 1 0 2/3|2/3

0 0 0 0 0

b) & = (1,2,7,—1) " ist keine Losung, denn nach Einsetzen in die erste Bezie-
hung ergibt sich ein Widerspruch: 1 +4+7 —2 =10 # 4.

c) Z=(3,0,-3,0)" ist eine Losung des zugehorigen homogenen LGS, denn bei
Einsetzen in jede Gleichung ergibt sich stets null.

Andere Begriindung: Der Vektor Z ist das (—3)-Fache des ersten Richtungsvek-
tors.

12 1 2 4 1
HdAa={21 22| b= 6] a=|"
3 3 3 4 10 3

T4

2.a) «) Areguldr, d.h. det A#0
() rang A # rang (A|b)
b) Zum Beispiel: B = {1,3,5,...}

¢) Aquivalenz ist wahr, wenn beide Aussagen den gleichen Wahrheitswert haben.
Implikation ist nur dann falsch, wenn aus einer richtigen Aussage (Préimisse) eine
falsche (Konklusion) folgt.

3A. a)



Der Zielfunktionswert wichst bei Maximierung unbeschrankt an.

b) Bei Minimierung lautet der optimale Zielfunktionswert z* = 1. Die gesamte

Strecke zwischen den Punkten ( 71 ) und ( (1) ) ist optimal.

ZUSATZ.

Der zuléssige Bereich besteht nunmehr nur aus einer Strecke.

Die optimale Losung lautet z* = < _;;g ) und der optimale Zielfunktionswert
¥ = %
3B. a)
- v —  max
X1 + X9 — U + = 1
—r1 + T2 + Uy — 3
x2 + us = 4
X1, T2, UL, U2, U3, V1 = 0
ry X2 U1 V1 U2 U3
0 0 0 -1 0 0
Nr. BV  ¢p 1 1 0 / 0 0|z 0;
1 v -1 1 1 -1 1 0 0f 1 —
2 us 0] -1 1 0 0o 1 0 3/
3 ug 0 0 1 0 0 0 1 4 /
4 / /-1 -1 1 0 0 0f-1
1
1z 0Q1) 1 1 -1 / 0 0 1/
2wy 0(0) 0 2 -1 / 1 0| 4 /
3 ug 0(0) 0 1 0 / 0 1 4 /
4 / / 0 0 0 / 0 0 0
4 / / 0 0 -1 / 0 0 1
i

Der Zielfunktionswert der LOA wichst unbeschrinkt.



b) Man miisste iiberall in der LOA die Variable z; durch die Differenz zweier
nichtnegativer Variablen ersetzen: z7 = 2} — «f. Nach Losung der Aufgabe ist
diese Transformation wieder riickgéingig zu machen.

Zusatz. Bei Minimierung dndern sich lediglich die Vorzeichen der Zielfunkti-
onskoeffizienten. Deshalb &dndert sich in der obigen Tabelle nur die 3. Kopfzeile
und als Folge die allerletzte Zeile.

X X9 U1 V1 U2 U3

0 0 0 -1 0 0
Nr. BV e¢g|-1 -1 0 / 0 Olzg 6
1 v -1 1 1 -1 1 0 0f 1 —
2w 0|-1 1 0 0 1 0 3 /
3 ug 0f o 1 0 0 0 1| 4 /
4 /T-1 -1 1 0 0 0]-1

T
1 2 o) T 1 -1 / 0 o 1 /
2 w 00 O 2 -1 / 1 0| 4 /
3 ws 00/ 0O 1 0 / 0 1] 4 /
4/ /T 0 0 0o / 0 oo
A7 /T 0 0 1 / 0 o0]-1

Der optimale Zielfunktionswert betrégt (nach Riicktransformation) z* = 1. Eine
optimale Losung lautet: 7 =1, 5 = 0.

1,063 — 1
4A. a) 20000 = 5000 -(12+5,5-0,06) - ——m—— = 455,12 €
a) +7r ( + 5 ) ) 1,063 0,06 > r B
1,07%0 — 1 1,059 — 1
b) 1000- 1,07 - = =A== — A =5410,22 €
) : 0.07 1,059 - 0,05 :

4B.a) K-(1+)0=3K = 1+i= V3 = i=V3-1=0,1161=
11,61 %

In3

In1,06

c¢) 10000-1,06% = S-1,005% — S =9952,67 €

d) Hier wirkt sich der Zinseszinseffekt positiv aus, so dass das zu verzinsende
Kapital kleiner sein kann.

b) K-1,06" =3K = 1,06"=3 = n= = 18,85 ~ 19 Jahre

5A. a) Der Weg ist durchfiihrbar, sofern die zu A inverse Matrix existiert; es
gilt dann C = A~ B.

b) Die Berechnung der inversen Matrix zu A kann am besten mit Hilfe des Gauf-
schen Algorithmus erfolgen, indem man neben A die Einheitsmatrix desselben
Typs schreibt. Wird dann A in die Einheitsmatrix umgeformt, so entsteht aus F
gerade A™! (die Inverse kann auch mittels Taschenrechner berechnet werden):



T 3 1] 1 00| [1 0 47| 1/7 3/7 0

2 1 1] 0 1 0| |o 1 17| 2/7 -7 0

1 1 1] 00 1| |0 0 2/7|-3/7 —2/71 1

1 3 1 1 0 0 1 0 0 1 1 —2

0 -7 —1]-2 1 0| 0o 1 of 1/2 0 —1/2

0 2 0|-10 1|]oo0 1]-32 -1 72

Mit der berechneten Inversen A1 gilt nun
1 1 —2 3 4 1 1 3 —2
A= 12 o0 —12]-[o 1 1= 1 32 -1/2],

372 -1 7/2) \1 1 2 172 92

und mittels des aus der Matrizengleichung A= B = C resultierenden Vergleichs
aller Elemente erhélt man b = 1.

¢) Eine solche Matrizengleichung kann auch unlésbar sein, im vorliegenden Fall
etwa dann, wenn in C = A~ - B das Element ¢;; = 2 lauten wiirde, da sich
dann die widerspriichlichen Beziehungen b = 2 und b = 1 ergében.

5B. Mit der Variablendefinition

x1  — Anzahl an produzierten Bohrmaschinen (in Stiick)
x2 — Anzahl an produzierten Frismaschinen (in Stiick)
x3 — Menge an produziertem Kleinmaterial (in ¢)

ergibt sich folgendes Modell:

450z, + 41022 + 30x3 —— min

1,227 + 1,520 4+ 1,3z3 < 100
5,8x1 + 4,922 + 3,023 < 500
5,0z1 + 6, 522 > 200
—0,05z1 — 0,025z, + T3 = 2

x1 > 20, x9 > 25, 23 >0 (21,22 ganzzahlig).

6A. a) Zur Ermittlung aller Lésungen der Ungleichung |z —1| < 3 — 1z hat man
fir z = 2 — 1 die beiden Fille z > 0 und z < 0 zu unterscheiden (im ersteren
Fall gilt |z| = z, im letzteren |z| = —z).

Fall1l: 2z >0 < 2 >1 = |r—1| =2 —1: Hieraus folgen die Bezichungen

3 1
— < = ==
X =5 X

— — <
2 9t =

| Ot

r < -,
-3
woraus sich die Teillosungsmenge L1 = {z |1 <z < 2} = [1, 2] ergibt.

Fall 2: 2 <0 < 2<1 = |z —1] = —(z —1): Aus der urspriinglichen



Ungleichung erhélt man in diesem Fall

=" 2= 2" ve
und somit die Teillssungsmenge Lo = {z| —1 <z <1} =[-1,1].

Endgiiltiges Ergebnis: Lges = L1 U Ly = [71, %}

b)

(1 +s)"s

Cbdce(l+s)n

b) Streng monotones Wachstum bedeutet w,, < w,+1 V n. Diese Ungleichung
ist dquivalent zu den folgenden Beziehungen:

6B. a) w,

c(l+s)"s c(1+ s)"ts
b+ c(l+s)m b+ c(l+ s)ntt
b+c(l+s)" < b(l+s)+c(l+s)"Tt
b < b(1+s).

Letztere Ungleichung ist aber wegen s > 0 erfiillt.

Anderer Lésungsweg:
bs

Cb4c(l+s)n

a) w, = 8

b) Wegen s > 0 ist 1+ s > 1 und folglich (1 + s)"*! > (1+5)" ¥n € N
Damit ist der Nenner in w41 grofler, somit der Bruch kleiner und folglich die
Differenz grofler als in w,,.



Wiederholungsklausur Algebra August 2004

1. (Kurze Fragen, schnelle Antworten)
a) Wann sind zwei Matrizen verkettbar?

b) Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass sich die Matrizenprodukte A - B und
B - A bilden lassen, aber nicht gleich sind.

c¢) Was versteht man unter unterjihriger Verzinsung? Welche Arten der un-
terjahrigen Verzinsung gibt es?

2. (Matrizenmultiplikation)

In einer Keksfabrik werden téglich 20 kg der Sorte K7, 30kg der Sorte Ko und
100kg der Sorte K3 hergestellt. Die Produktion erfolgt in der Weise, dass in
einer ersten Produktionsstufe zwei Teig-Grundmischungen 77 und 7% zubereitet
werden, aus denen dann unter Zugabe von Zucker bzw. Glasur die Endprodukte
gefertigt werden. Die Teigmischungen bestehen aus Mehl (M), Zucker (Z), Fett
(F'), Eiern (E) sowie Kakaopulver (K). Die Mafeinheiten fiir die Backzutaten
seien Gramm (fiir Mehl, Zucker, Fett und Kakao), Milliliter (fiir die Glasur) und
Stiick (Eier). Als Einheit fiir die Endprodukte K; bzw. Teigmischungen 7; wird
Kilogramm verwendet. Schliellich betragen die Einstandspreise fiir die taglich
zu beschaffenden Zutaten:

Mehl
0,60 €/kg

Fett
1,- €/kg

Eier
0,09 €/Stck

Glasur
7,50 €/1

Zucker
0,65 €/kg

Kakaopulver
6,- €/kg

Die bendtigten Mengen an Backzutaten sind folgenden Tabellen zu entnehmen:

je Einheit

Tl T2
M [450 | 350 : T . Z G
Z 1250 | 300 je  Ki|0,450 0,500 30 20
F | 250 300 Ein- K, | 0,800 0,150 0 50
E| 2| 1 heit K3 | 0,200 0,750 50 0
K| 0| 25

a) Welche Mengen an Backzutaten werden téglich benotigt?
b) Wie hoch sind die Beschaffungskosten fiir die Backzutaten und was kostet
durchschnittlich ein Kilogramm Kekse hinsichtlich des Materialeinsatzes?

3 A. (Lineares Gleichungssystem)

Geben Sie die allgemeine Losung des
nebenstehenden linearen Gleichungs-
systems an (Handrechnung!):

Ty + 229 — 33 + x4 = T
4xy + 63 + 4dxy = 42
201 — 4dxo + 6x3 + 214 =

\
-
=

2+4+3+3 P.

7+3 P.

8 P.



3B. (Modellierung) Die Eisbecher-Neukreation eines berithmten Chemnitzer
Eiskonditors soll den nachstehenden Bedingungen geniigen:

Die Herstellungskosten sollen so gering wie moglich sein. Der prozentuale Fett-
gehalt des Eisbechers soll hochstens 17 % und der Kaloriengehalt héchstens 900
kcal betragen. Als Bestandteile sind Eis, Niisse, Grenadillen, Mangos und Diét-
Gummibérchen vorgesehen. Das Gesamtgewicht des Bechers soll zwischen 300 g
und 400g liegen. Der Grenadillen-Anteil soll gerade doppelt so grof§ wie der
Anteil an Niissen sein, wiahrend der Eisanteil mindestens so grof3 sein soll wie
der der iibrigen Bestandteile zusammen. Bekannt sind folgende Daten:

Eis Niisse Grenadillen Mangos Gummibérchen
Fettanteil (in %) 12 15 3 0 2
Kalorien (kcal/100 g) | 200 800 70 40 50
Preis (Euro/kg) 2 5 6 3 4

Stellen Sie das Modell einer linearen Optimierungsaufgabe auf, die das Problem
des Eiskonditors beschreibt (keine rechnerische Losung!).

4 A. (Ungleichung)
2

2
Bestimmen Sie die Losungsmenge der Ungleichung +3 > —1.

4. B (Ungleichung)

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Ungleichung 2|z — 2| < z + 2.

5. A (Finanzmathematik)

Ein Sparer schliefit mit der Sparkasse folgenden Vertrag: Wenn er ein bestimmtes
Kapital 8 Jahre lang nicht zuriickfordert, wird es mit 6 % jihrlich verzinst;
zuziiglich erhiilt er nach 8 Jahren einen Bonus von 20% seines eingesetzten
Kapitals.

a) Welchen Endbetrag erzielt er?

b) Welche Rendite erzielt er?

5B. (Finanzmathematik)
Beim Verkauf eines Gebrauchtwagens erhilt der Verkédufer zwei Angebote:
Angebot A: 3000 € sofort und 6000 € in 10 Monaten;

8 P.

8 P.

8 P.

443 P.



Angebot B: 2100 € in 6 Monaten und 7000 € in 1 Jahr.
Welches Angebot soll er annehmen, wenn er sein Geld jederzeit zu 5% p.a.
anlegen kann? Kommentieren Sie Thr Ergebnis. 7 P.

6 A. (Grafische Losung einer LOA)

—r — 2y — min
— < 3
Losen Sie die nebenstehende linea- 3; i_ z < 3
re Optimierungsaufgabe grafisch oder . = 9 8 P.
stellen Sie deren Unldsbarkeit fest: vy =
z + y < 5
Ty 2 0
6 B. (Simplexmethode)
Finden Sie mit Hilfe der Simplexme- 3r1 + 2x2 + 6rz — min
thode (Handrechnung!) eine optima- 1 + a0 — a3 < 3
le Losung der nebenstehenden linearen 1 + 3xs — 93 = 1 8 P.
Optimierungsaufgabe oder stellen Sie r1 — X2 + Txz = 6
deren Unlosbarkeit fest: T1,%2,T3 > 0

Zusatzaufgabe. Eine modebewusste junge Dame mochte sich Sommerhosen
kaufen. Die angebotenen 3/4-Hosen sind fiir ihren Geschmack zu kurz, die mo-
dischen 7/8-Hosen jedoch zu lang. Welche Linge miisste die Textilindustrie fer-
tigen, damit unsere junge Dame zufrieden gestellt wird? 3P



Losungen zur Klausur Algebra 8/2004:

1.

a) Die Spaltenzahl von A muss gleich der Zeilenzahl von B sein, damit A - b
gebildet werden kann.

b) Man kann am einfachsten (2,2)-Matrizen betrachten.

c¢) Unterjahrige Verzinsung erfolgt mehrfach innerhalb der urspriinglichen Zin-
speriode. Man unterscheidet relative und dquivalente unterjahrige Verzinsung.
2.

Wir erweitern die gegebenen Tabellen (bzw. Matrizen) in geeigneter Weise bzw.
transponieren sie:

™ Ty Z G
M | 450 350 0 O K, Ky K3
Z 1250 300 1 O Ty 10,450 0,800 0,200
A=| {250 300 0 O B=|1,|0,500 0,150 0,750
E 2 1 0 0 Z 30 0 50
K 0 25 0 O G 20 50 0
G 0 0 0 1
20
Ferner fithren wir den Vektor der Endprodukte e = 30 ein.
100

Dann ergeben sich die Gesamtproduktionsmatrix aus G = A-B und der gesuchte
Backzutaten-Mengenvektor als a = G - e:

K, K,  Kj
M | 377,50 412,5 352,5 ig%g
Z | 292,5 245 325 20 10100
a=G-e=| F| 2625 245 275|- [ 30 | = 1055
E 1,4 1,75 1,15 100 9037
K| 12,5 3,75 18,75 1000
G 20 50 0

Die Keksproduktion erfordert téaglich 55,175 kg Mehl, 45,7 kg Zucker, 40,1 kg
Fett, 195,5 Stiick Eier, 2,24 kg Kakaopulver und 1,9 1 Glasur. Dafiir sind insge-
samt 148,18 € aufzuwenden, was einem durchschnittlichen Materialeinsatz von
0,99€/kg Keks entspricht.



3A.

r1 r—2 x3 x4 |TE.S.
1 2 -3 1 7 1 6 1
4 0 6 4 42 o 5 0
2 —4 6 2 10 T = s | 7| 3 +t- 0
1 2 -3 1 7 T 0 1
0 -8 18 0 14
0 -8 12 0| -4 t € R beliebig
1 0 3 1] =
0 1 -2 o| -1
0 0 -6 0| —18
1 0 0 1 6
0 1 0 0 5
0 0 1 0 3

3 B. Bezeichnen z1,...,x5 die eingesetzten Mengen an Eis, Niissen, Grena-

dillen, Mangos und Gummibérchen (jeweils in g), so ergibt sich das folgende
lineare Optimierungsproblem:

TlOO . (2$1 + 529 + 623 + 34 + 4$5) —  min
1221 + 1529 + 323 + 225 < 17(1‘1 +£L'2+:L'3+:L‘4+:L‘5) [% g]
2x1 +8x2 4+ 0,7x3 + 0,424+ 0,525 < 900 [kcal]
300 <z +wp+az3t+ag+ws <400 [g])
x3 = 29 [g]
1 > rpt a3+ x4+ s [g]
L1,T2,T3,T4,T5 Z 0

4. A: 1. Fall: z > 3

)
T —

Aus

1
<x—1folgt 22 +2 > 2% — 42 + 3, d.h.4x>1bzw.x>1

Damit erhalten wir in diesem Fall die Losungsmenge L; = (3, 00).

2. Fall: x < 3

x2 42

1
Aus 7 < r—1folgt 2?2 +2 < 2?2 —42+3,d. h. 42 < 1 bzw. 2 < e Somit gilt

T —

1 1
Lo = (—oo7 Z) Gesamt-Losungsmenge: L = L1 U Ly = (—oo, Z) U (3,00) =
1
o [1].

4. B:
l.Fall: z2>2 — 2z—-4<z+4+2 — x<6
Damit ist Ly = [2, 6].



2. Fall: <2 — 20+4<zx+2 — 2<3z — =z

Vv
wl o

2
Damit ist Ly = [5’ 2>.

2
Gesamt-Losungsmenge: L = L1 U Ly = [g, 6].

Bemerkung: Selbstversténdlich ist auch eine Fallunterscheidung z > 2, = < 2
oder auch x > 2, x < 2 moglich. Beide fithren auf das dasselbe Resultat.

5 A.
Gegeben: Ky — (unbekanntes) Kapital; ¢ = 0,06

a) Gesamtendwert: Kges = Ko-(144)%+ Bonus = K(-1,06%40, 2K, = 1,7938 K
Er verfiigt iiber das 1,79-Fache des eingesetzten Kapitals.

b) Der Ansatz Ko (1 + ieff)g =1,7938K, liefert i.g="7,58%.

5 B
6000
B t leich: B4 = 3000 + ———— = = 8760
a) Barwertvergleic A 170,05 %
21
B 0o 7000 = 8715,44

= +
1+40,05-7%5 1+0,05-1

b) Trotz geringerer Gesamtsumme sollte er sich fiir das erste Angebot entschei-
den.



6 A.

z* =1
yr=4
z¢=-9
6 B. Ersatzaufgabe — v] — Uy — max
r1 + T — T3 + U == 3
1 + 3x2 — 923 + + v = 1
T — To + Tz + + vy = 6
Ti, U1, U5 Z 0
x €2 r3 Uy U1 U2
Nr. BV c¢p 0 0 0 0 -1 -1 zp| ©
1w 0 1 1 -1 1 0 0 3 3
2 v -1 -9 0 1 o 1 -
3 vy —1 1 -1 7 0 0 1 6| 6
4/ /l=2] -2 2 0 o0 of -7
i
1w 0 0 =2 Lo/ o0 21/4) —
2 1 0 1 3 -9 0 / O /
3 wy —1 0 —4 6 0 / 1 5]5/16
4 / /1 0 4-16] 0o / 0| -5
i
1 x3 0 0 —1/4 1 1/8 / 0 1/4
2 I 0 1 3/4 09/8 / 0]13/4
3 wvy —1 0 0 0o -2 / 1 1
4/ / 0 0 o 2 / 0| -1

Die 1. Phase ist beendet, aber die kiinstliche Variable vy befindet sich noch mit
einem positiven Wert in der Basis =  die urspriingliche lineare Optimie-
rungsaufgabe besitzt keine zulissige Losung.

Zusatz. Der Handel konnte z. B. Hosen mit einer Lénge anbieten, die in der

Mitte von % und % liegen: [ = % [% + %} = % . % = %. Der neueste Schrei

werden also demnéichst 13/16-Hosen sein.



