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e Arbeitszeit: 90 Minuten

e Fiillen Sie diese Seite sorgfiltig aus. Legen Sie am Ende die sortierten
Losungsblatter in diese Mappe.

e Schreiben Sie jede Aufgabe auf ein separates Blatt; mehrere Blitter pro
Aufgabe sind moglich.

e Schreiben Sie auf jedes Blatt gut leserlich Thren Namen sowie die Aufga-
bennummer.

e Der Losungsweg muss stets erkennbar sein.

Vorname Name

Ich habe aufler dieser Mappe Blétter abgegeben.

Bitte bewerten Sie die folgenden angekreuzten Aufgaben (bei Wahlméglichkeit
jeweils nur eine):

1

2
3A oder 3B
4A oder 4B
5A oder 5B
6A oder 6B

Zusatz




1. (Kurze Fragen — kurze Antworten)

a) Was ist eine regulire bzw. eine singulire Matrix?

b) Ist eine Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente alle von null verschieden
sind, invertierbar? (Begriindung!)

¢) Kann ein homogenes lineares Gleichungssystem unlésbar sein? In welchem
Fall besitzt es genau eine Losung?

d) Was versteht man unter der (quadratischen) Taylorapproximation einer Funk-
tion?

e) Was versteht man unter den Niveaulinien einer Funktion (zweier Verdnderli-
cher)?

2. (Ungleichungen) a) Man ermittle alle Losungen der Ungleichung IT'E“ > 5.
b) Man zeige: Wenn die Ungleichung a < b gilt und die Zahlen a und b glei-
ches Vorzeichen besitzen, so dreht sich bei den Kehrwerten dieser Zahlen das
Relationszeichen um, d.h. 1 > 1.

3 A (Matrizenmultiplikation) In einem zweistufigen Produktionsprozess
werden drei Produkte Py, P, und P3; aus drei Halbfabrikaten Hy, Hy und Hj
und diese wiederum aus drei Ausgangsstoffen R;, Ro und Rj3 gefertigt, wobei
folgende Mengeneinheiten (ME) aufgewendet werden miissen:

ie ME je ME je ME

J Pl J P2 J P3 ’ ‘ Rl R2 Rg ‘
T 5 3 jeME H;| 3 2 1
n A . 6 jeME Hy | 4 9 8
Hz - < 0 jeME Hs| 5 6 7

a) Welche Mengen an Ausgangsstoffen werden fiir die Produktion von 300 ME
an P, 200 ME an P, und 100 ME von P3 benotigt?

b) Wie viel kosten diese Rohstoffe insgesamt, wenn fiir 100€ genau 120 ME Ry
geliefert werden und Rs sowie Rj3 fiir denselben Preis erhéltlich sind?

c¢) Berechnen Sie die Gesamtaufwandsmatrix fiir diesen Produktionsprozess.

oder

3 B (Lineares Gleichungssystem)
a) Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem (von Hand!):

r — 2y + 3z + w = )
r + 2y — 3z + w = 7
2z + 3z 4+ 2w = 21
4x + 3z 4+ 4w = 33

b) Gibt es eine spezielle Losung, deren Komponenten alle gréler oder gleich 2
sind? (Wenn ja, Beispiel angeben, wenn nein, beweisen.)

2+2+2+2+2 P.

6+4 P.

5+4+2+3 P.

7+3 P.



4 A. (Funktionen einer Verinderlichen)

Der mittlere Verbrauch v von Siilwaren einer Familie in Abh#ngigkeit vom
monatlichen Familieneinkommen = (beide Gréflen gemessen in €/Monat) werde
durch die folgende Funktion beschrieben:

v=f(x)=63,41 - "% T059

a) Welchem Wert strebt der Stiiwarenverbrauch fiir (unbeschrénkt) wachsendes
Einkommen zu?

b) Berechnen Sie die Elastizitit der Funktion f in einem beliebigen Punkt x.

¢) In welchem Wert werden Siifiwaren verbraucht, wenn das monatliche Famili-
eneinkommen 4500 € betragt?

d) Berechnen Sie unter Nutzung der Elastizitét, um wie viel Prozent sich néhe-
rungsweise der Siilwarenverbrauch dndert, wenn sich das Familieneinkommen

aus ¢) um 2 % erhoht.

4 B. (Taylorapproximation)

a) Fiir 1000 Yen gibt es = sfr (Schweizer Franken). Wie viel Yen werden dann
fiir einen Schweizer Franken gezahlt?

(Am 17.11.06 erhielt man fiir 1000 Yen den Gegenwert von 10,575 sfr.)

b) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = 122 an der Stelle 2y = 10 in eine
Taylorreihe g(x) bis zum quadratischen Glied.

¢) Berechnen Sie mit Hilfe der in b) gewonnenen Taylorentwicklung den sfr-Yen-
Kurs fiir x = 11 und vergleichen Sie mit dem exakten Wert.

d) Ein erfahrener Devisenhéndler rechnet das sfr-Yen-Verhéltnis zumeist (néhe-
rungsweise) im Kopf aus. Mit welcher moglichst einfachen Formel wird er rech-
nen (Hinweis: lineare Niherung)? Welches Ergebnis erhilt er fir = 117
Zusatz. Warum funktioniert die Nidherungsmethode aus d) mit der dort ver-
wendeten Formel schlecht, wenn 1000 Yen ca. 5 sfr wert sind?

5 A. (Methode der kleinsten Quadratsumme)

Die monatlichen Absatzzahlen (in Mill. Dollar) einer Unternehmung haben sich
in den vergangenen Monaten wie folgt entwickelt:

’Monat \Januar Februar Maérz  April Mai‘
[ Absatz [ 404 32,9 25,7 193 148 |

a) Berechnen Sie mit Hilfe der MKQ eine quadratische Trendfunktion.
b) Sagen Sie den voraussichtlichen Wert fiir September voraus und unterziehen
Sie diesen einer kritischen Wertung. Wére auch ein linearer Ansatz sinnvoll?

34+3+1+3 P.

1+4+2+3 P.

1ZP.

6+4 P.



5 B. (Kurvendiskussion)
Gegeben sei die von der Zeit abhingige Funktion

1000

V=IO = e

Man fiihre fiir f(¢) eine Kurvendiskussion durch (Definitionsbereich, Nullstellen,
Achsenabschnitt auf der y-Achse, Extremstellen, Grenzverhalten fiir t — o0,
grafische Darstellung, Wertebereich). 10 P.

6 A. (Extremwerte mit Nebenbedingungen)

Berechnen Sie alle Extremwerte der Funktion f(z,y) = e~ *¥ unter der Neben-
bedingung 2z — y = 3. Handelt es sich um Maxima oder Minima?

Hinweis: Verwenden Sie die Eliminationsmethode. 10 P.

6 B. (Extremwerte ohne Nebenbedingungen)

a) Bestimmen Sie alle stationéren Punkte der Funktion
3
f(z,y) = 32% — 3wy — 6 + 53/3 + 3y.

b) Wihlen Sie unter diesen mithilfe hinreichender Kriterien diejenigen aus, in
denen lokale Extrema vorliegen und bestimmen Sie deren Art. 644 P.

Zusatz.

Der Sprecher der PDSS (Partei Deutscher Steuer-Senker) schligt im Rahmen
der permanenten Steuerreform einen neuen und sehr einfachen Tarif vor. Und
zwar soll der Grenzsteuersatz (das ist der Steuersatz auf den , letzten verdienten
Euro“, gemessen in Prozent) wie folgt aussehen:

({10, 0<w<30
VTN 20, 30<x

Hierbei ist  das Jahreseinkommen (in Tausend Euro, abgekiirzt: Teuro).

Ermitteln Sie eine Funktion g, die die jahrliche steuerliche Belastung in Abhéngig-
keit vom Jahreseinkommen beschreibt und berechnen Sie die zu zahlenden Steu-
ern bei einem Jahreseinkommen von 25000€ bzw. 55000 €. 5 ZP.



Losungen zur Klausur Mathematik I 2/07

a) Eine quadratische Matrix ist regulir, wenn ihre Spalten linear unabhiingig
sind (sie den vollen Rang hat, ihre Determinante ungleich null ist). Eine qua-
dratische Matrix ist singulér, wenn ihre Spalten linear abhéngig sind (sie nicht
den vollen Rang hat, ihre Determinante gleich null ist).

b) Ja, weil die Determinante einer Diagonalmatrix gleich dem Produkt der Dia~
gonalelemente und damit im vorliegenden Fall von null verschieden ist.

c¢) Da der Vektor (0,0,...,0)" stets Losung eines homogenen LGS ist (triviale
Losung), kann es nicht unlésbar sein. Falls die Koeffizientenmatrix regulér ist,
ist dies auch die einzige Losung.

d) Die Taylorapproximation einer Funktion in einem gegebenen Punkt xg ist
ein Polynom, das in diesem Punkt den gleichen Funktionswert, die gleiche erste
Ableitung, die gleiche zweite Ableitung etc. besitzt:

oo (k) (g
fa) = 5 T80 o) = o)+ oo —0)+ 31" ()= a0+

Bei einer quadratischen Approximation erfolgt die Summierung bis k = 2.

e) Die Niveaulinien von Funktionen mehrerer Verinderlicher sind Mengen von
Punkten mit gleichem Funktionswert. Fiir Funktionen zweier Verédnderlicher
lassen sie sich in der x1, zo-Ebene als Kurven darstellen.

a) Wegen 22 > 0 ist der Nenner stets positiv (fiir z = 0 ist der Quotient nicht
definiert).

Nach Multiplikation mit dem Nenner folgt = + 4 > 522, d.h. 52% — 2 — 4 < 0.
Untersucht man zunichst die Gleichung 522 — x — 4 = 0, so erhilt man die
beiden Losungen 7 = 1 und x5 = —%. Da der Graph von f(z) = 522 — 2 — 4
nach oben gekriimmt ist, gilt f(z) < 0 fiir x € (f%, 1). Die Losungsmenge lautet

somit L = (—%,1)\ {0}.

b) Multipliziert man eine Ungleichung mit einer positiven Zahl, bleibt das Re-
lationszeichen erhalten, multipliziert man mit einer negativen Zahl, dreht sich
das Ungleichungszeichen um.

Ferner erhilt man gerade die Kehrwerte der Zahlen a und b, wenn man die
urspriingliche Ungleichung a < b mit dem Faktor ﬁ multipliziert. Es kommt
also darauf an, welches Vorzeichen das Produkt ab besitzt.

Endgiiltige Antwort: Haben a und b gleiches Vorzeichen (woraus ab > 0 folgt),
so gilt % > %, haben sie unterschiedliches Vorzeichen, dreht sich die Ungleichung
um.



Bezeichnet man die zur linken Tabelle gehorige Matrix mit A, die der
rechten Tabelle entsprechende Matrix mit B, mit p = (300, 200, 100) " den Vek-
tor zu produzierender Produkte P; sowie mit h und r die Vektoren zu fertigen-
der Mengen an Halbfabrikaten bzw. einzusetzender Ausgangsstoffe, so gelten die
Matrizengleichungen »r = BT - A und h = A-p. Daraus erhilt man zunichst
den Vektor h = (1000, 2800, 4600) " (fiir die Halbfabrikate) und mit dessen
Hilfe den gesuchten Vektor an Ausgangsstoffen » = (37200, 54 800, 55 600) .

100
b) Die Rohstoffe kosten (rq + 72 +r3) - 190 = 123000 €.
¢) Eine weitere Berechnungsméglichkeit besteht in der Nutzung der Beziehung
r=DBT.A-p, fiir die man als erstes die Gesamtaufwandsmatrix

54 66 78
G=BT-A=(80 97 114
82 98 114

und daraus den gesuchten Vektor bereitzustellender Ausgangsstoffe ermittelt:
r=G-p= (37200, 54800, 55600) .

x Y z w | re. Seite
1 -2 3 1 5
1 2 =3 1 7
2 0 3 2 21
4 0 3 4 33
1 -2 3 1 5
0 4 -6 0 2
0 4 -3 0 11
0 8 -9 0 13
1 0 0 1 6
0 1 -3 0 i
0 0 3 0 9
0 0 3 0 9
1 0 0 1 6
0 1 0 O 5
0 0 1 0 3
0 0 0 O 0

a) Allgemeine Losung: (z, y, z, w) = (6, 5, 3, 0) + ¢ - (=1, 0, 0, 1); hierbei ist
t € R ein beliebiger Parameter.

b) Eine spezielle Losung, in der alle Komponenten grofler oder gleich 2 sind,
muss den folgenden Bedingungen genitigen:

6—-t > 2 = t<4 (1. Komponente)
0+t > 2 = t>2 (4. Komponente).

(Die 2. und die 3. Komponente sind automatisch gréfier als 2.) Damit geniigen
alle Losungen mit Parameterwerten 2 <t < 4 der geforderten Bedingung.



a) lim f(z) = 63,41 -5 = 114,39 [€/Monat]
xT—00

124473,83 1963 10.59
ZEEE Y e 59,
x2

b) f'(x) =

-, r 124473,83 o, x 1963
eralr) = f1z): fo) - e 63,41 -0 2059 T g
c) f(4500) = 73,95 [€/Monat]

d) Mit £7,,(4500) = 1253 ergibt sich fiir die néherungsweise Anderung des Ver-

brauchsATNEL Az — 196399 ~ 0,87 %.

Dies entspricht einem Anstieg von 73,95€ um etwa 0,64 € auf 74,59 €.

o

b) flz) = 1000, /() = — 1000 pr(q) = 2000,

£(10) = 100, f/(10) = —10, f(10) =

Taylorapproximation: g(x) = 100 — 10(3: —10) + Z(z — 10)? = 300 — 30z + x>
) q(11) =100 —10-1+ 1% =91;  f(11) = 1% = 90,91

Die Naherung ist recht gut.

d) Lineare Niherung: I(z) = 100 — 10 - (z — 10) = 100 — 10Ax = 200 — 10x;
speziell fiir © = 11 ergibt sich: [(11) = 200 — 110 = 90

Zusatz. Die GroBle Az muss , klein® sein. Daher wiirde sich im vorliegenden
Fall eine schlechte Néherung ergeben: 1(5) = 150, f(5) = 192 = 200

a) Wir ordnen dem Monat Mirz den Variablenwert 2 = 0 zu und
erhalten y = f(z) = 0,4857x% — 6,48z + 25, 649.

b) Dem Monat September entspricht der Wert = 6. Damit ergibt sich die Pro-
gnose f(6) = 4,25. Der quadratische Ansatz approximiert die gegebenen Werte
hinreichend gut. Ein linearer Ansatz hingegen wiirde (da der Anstieg offensicht-
lich negativ ist) nach einer gewissen Zeit einen negativen Absatz liefern, was
o6konomisch wenig sinnvoll erscheint.

1000 2000et ., 2000e*(2e~" — 23)
0) [0 =337 f'1)= (23 + 2e-1)2’ )= (23 + 2e—1)3

Definitionsbereich: D(f) = R, da Nenner # 0 V¢

Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 40

Nullstellen: Da der Z&hler nicht null werden kann, existieren keine.
Extremstellen: Wegen 2000e™! # 0V ¢ existieren keine.
Grenzverhalten: tlim f(t) = 1930 = 43, 5; tlir}loof(t) =

Wertebereich: W(f) = (07 133(,)0)



Auflésen der Nebenbedingung nach y = 2x — 3 und Einsetzen in die
Zielfunktion fithrt auf

f(x) = f(z,22 — 3) = o ©(22=3) _ —227+3z

mit f'(z) = (—4z + 3) o287 432 ynd f'(z) = [—4 + (—4z + 3)] o202 +3z

Bestimmung stationdrer Punkte: f’ (z) L 0. Da e stets grofer als null ist,
muss gelten —4x+3 =0, also z = %, wozu y =2r —3 = —% gehort. Damit gibt
es als einzigen stationidren Punkt (zZ,7) = (3, —32). Wegen f"(Z) < 0 handelt es

sich hierbei um eine lokale Maximumstelle.

Fiir die betrachtete Funktion f(z,y) = 3z — 32y — 6z + 3y + 3y lauten die
notwendigen Bedingungen fiir Extrema:

folw,y) = 6x— 3y—6 = 0
fy(z,y) = =3z + %yz +3 = 0.
Multipliziert man die zweite Beziehung mit 2 und addiert beide Gleichungen,

erhiilt man 9y? — 3y = 3y(3y — 1) = 0. Ein Produkt ist null, wenn mindestens
einer der Faktoren null ist. Dies fiihrt zu einer Fallunterscheidung:

1) y1:0 — T =
2) y2:% — T2 =

)

ol

Damit gibt es zwei stationéire Punkte: (z,9) = (1,0), (z,9) = (%, 3).

Hinreichende Bedingungen: Die zweiten partiellen Ableitungen f,, = 6, fuy =
=3 und f,, = 9y liefern den Ausdruck

A= det Hy(2,y) = fou(2,9) fyy (@, y) = [foy(2,)]” = 54y — 9.

Einsetzen von (Z,9): A’(E o= "9 = es liegt kein Extremum vor.
Einsetzen von (Z,7): .A|(~ =18—-9 >0 = es liegt ein Extremum vor;
wegen fz.(Z,7) = 6 > 0 handelt es sich um ein Minimum.

0,1z, 0<2<30 (speziell gilt: ¢(30) = 3)
9(z) = { 340,2(x —30), 30<a
Fiir die konkreten Werte an zu versteuerndem Einkommen ergibt sich:
9(25) = 2,5 (entspricht 2500€ Steuern),
9(55) = 8 (entspricht 8000€ Steuern).



