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Korollar/Bemerkung 2.3.4 (d). Sei (Xn)n eine Markovkette mit Übergangsmatrix
P .

(i) Für k ≤ n gilt:

P(Xn = i | X0 = j, Ti = k) = p
(n−k)
i,i

(ii) Für A ⊂ In, in ∈ I, B ⊂ Im−n gilt :

P(X[0,n−1] ∈ A,X[n+1,m] ∈ B,Xn = in) P(Xn = in)

= P(X[0,n−1] ∈ A,Xn = in) P(X[n+1,m] ∈ B,Xn = in)

(iii) Sei ν ein W-Maß auf I, (Ω,A, P) ein W-Raum und Xn, Yn : Ω → I, n ∈ N0

Markovketten, beide mit Ü-Matrix P . Die Startverteilungen seien gegeben durch

∀j ∈ I : P(X0 = j) = ν(j), P(Y0 = j) = δi(j)

Sei A ⊂ In+1. Dann gilt, falls ν(i) > 0

P(X[0,n] ∈ A | X0 = i) = P(Y[0,n] ∈ A) = “ Pi(X[0,n] ∈ A)”

Beweis :
(i) Dies folgt aus Satz 2.1.5 und Korollar 2.1.10, wie in der Vorlesung gezeigt.

(ii) Korollar 2.1.6 besagt

P(X[0,n−1] ∈ A,X[n+1,m] ∈ B | Xn = in)

= P(X[0,n−1] ∈ A | Xn = in) P(X[n+1,m] ∈ B | Xn = in)

Multipliziere nun mit P(Xn = in):

P(X[0,n−1] ∈ A,X[n+1,m] ∈ B,Xn = in)

= P(X[0,n−1] ∈ A | Xn = in) P(X[n+1,m] ∈ B | Xn = in) P(Xn = in)

= P(X[0,n−1] ∈ A,Xn = in) P(X[n+1,m] ∈ B | Xn = in)

= P(X[0,n−1] ∈ A,Xn = in) P(X[1,m−n] ∈ B | X0 = in)

= P(X[0,n−1] ∈ A,Xn = in) Pin(X[1,m−n] ∈ B)

Nochmaliges multiplizieren mit P(Xn = in) ergibt:

P(X[0,n−1] ∈ A,X[n+1,m] ∈ B,Xn = in) P(Xn = in)

= P(X[0,n−1] ∈ A,Xn = in) P(X[n+1,m] ∈ B,Xn = in)

= P(X[0,n−1] ∈ A,Xn = in) P(X[1,m−n] ∈ B,X0 = in)

Ebenso gilt auch

P(X[0,n−1] ∈ A,X[n+1,m] ∈ B,Xn = in)

= P(X[0,n−1] ∈ A | Xn = in) P(X[n+1,m] ∈ B,Xn = in)

aber dies Gleichung ist nicht so nützlich.
(iii) Es gilt nach Satz 2.1.5

P(Y0 = i0, Y1 = i1, . . . , Yn = in) = δi(i0) · pi0,i1 · · · pin−1,in
1



2

und ebenso

P(X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in | X0 = i) =
P(i0 = X0 = i,X1 = i1, . . . , Xn = in)

P(X0 = i0)

=
δi(i0)ν(i)pi0,i1 · · · pin−1,in

ν(i)
= δi(i0) · pi0,i1 · · · pin−1,in

Nun folgt durch disjunkte Zerlegung die Behauptung A ⊂ In+1. �

Beweis -Schritt von Satz 2.3.5:

Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit bzgl. des W-Maßes Pj gilt für
k ≤ n :

Pj(Xn = i, Ti = k)
Pj(Ti = k)

= Pj(Xn = i | Ti = k) = Pj(Xn = i | X0 = j, Ti = k) = p
(n−k)
i,i

�

Satz 2.3.11 (b). Seien i, j ∈ I beliebig. Dann folgt aus

i! j

schon
G(i) = ∞⇔ G(j) = ∞

Beweis :
Es reicht G(i) = ∞⇒ G(j) = ∞ zu zeigen.

Da j von i aus erreichbar ist, gibt es ein N ∈ N mit p
N)
i,j > 0. Somit

G(j) ≥
∞∑

n=N

p
(n)
j,j ≥

∞∑
n=N

p
(n−N)
j,i p

(N)
i,j =

∞∑
n=0

p
(n)
j,i p

(N)
i,j = fj,i G(i) p

(N)
i,j

nach 2.3.10. Nun gilt p
(N)
i,j > 0, fj,i > 0 und G(i) = ∞, somit G(j) = ∞. �

Lemma 2.3.12. Seien i, j ∈ I beliebig, i rekurrent, i j. Dann folgt

(a) j  i

Alternativer Beweis von Daniel Lenz:
Sei A das Ereignis {Tj < Ti}, daß die Kette vor dem ersten Besuch von i (nach der
Zeit n = 0) schon j besucht hat, und B dessen Komplement. Aus i j folgt, daß es
ein (kleinstes) n ∈ N gibt mit p

(n)
i,j . Somit Pi(A) > 0.

Wäre j 6 i, dann wäre A ⊂ {Ti = ∞}. Letzere Menge hat aber Pi-Maß Null, weil
i rekurrent ist.
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