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I. Die konjugierte Funktion

I.1. Definition und Beispiele

*

/:R"=R . Die Funktion f :R"—IR , definiert als f(y) = suwp yx—f(x) (I.1)

xE€dom f

wird die Konjugierte der Funktion f genannt.
_domf = (yeER": sup y x—f(x) < o]

xEdom f
- f* ist konvex

Bsp.: f:R—IR, yeR

Die konjugierte Funktion f* (y) ist der gréBte gerichtete Abstand der Funktionswerte der
linearen Funktion yx und f(x).

Wenn f differenzierbar ist, ergibt sich dies an einem der Punkte x, wo [ '(x)=y

= Wenn f differenzierbar: j—x(yTx—f(x)) =0

Beispiel 1.1.

- Affine Funktion f(x)=ax+b = domf ={a} und f (a)=—b
- Negativer Logarithmus f (x)=—log(x) , mit domf =R, =
dom "=y y<0)=—R,. und f"(y)=—log(-y)—1 fir y<0
- Exponentialfunktion f(x)=¢* = dom f =R. und f (y)=ylog(y)—y fir y=0



- Negative Entropie f(x)=xlogx , mit dom f=R, =
dom =R und f (y)=e’™" Vy

1 * *
- Inverse f(X)=; auf R, = domf'=—R, und [ (y)=-=2(-y)"* fiir y<0

Beispiel I1.2.

. . . _ 1 T . n
Strikt konvexe quadratische Funktion f(x)—Ex Ox ,mit Qes’, =
* 1 -
Sy =3y"0"y
Beispiel I.3.

Logarithmus-Determinante. Wir betrachten f(X)=logdet(X™') auf S}, . Die konjugierte
Funktion ist definiert als J/ (¥) = sup (tr (YX)+logdet X)
= f(Y)=logdet[(-Y)"'] = n . mit domf =87, fur Y<0

Beispiel 1.4.

Indikator Funktion. I, sei die Indikator Funktion von einer (nicht unbedingt konvexen)

* T
Menge ScR”" ,d.h. I4(x)=0 auf domI¢=S . Ihre Konjugierte ist I4(y) = SL;IS)()’ x)
was die Stutzfunktion der Menge S ist.

Beispiel I.5.

Norm. Sei ||.|| eine Normin IR” , mit dualer Norm |.ll. . Die Konjugierte von

S )=l ist

F2(y)= 0 ,llylk=1
o ,sonst , d.h. die Konjugierte einer Norm ist die Indikatorfunktion von
der Einheitskugel bzgl. der dualen Norm.

Beispiel I.6.

1
Quadratische Norm. f(x)=§||x||2 , wobei |l.|| ein Norm mit der dualen Norm .|| .

% —l 2
= f*(y)= 5 [yl

I.2. Grundlegende Eigenschaften

- Fenchel's Ungleichheit: f(x)+f (y) = x"y Vx,y

1 1 1 _
Z.B. mit f(x) = ExTQx , O€S". ,erhalten wir x'y < ExTQx+§yTQ Yy



- Konjugierte der Konjugierten

Wenn f konvex und epi f eine abgeschlossene Menge, dann " "= .
Z.B. wenn dom f=R" , dann haben wir f =71 .

- Differenzierbare Funktionen

Wir nehmen an, dass f konvex und differenzierbar ist mit dom f=R"
Sei x€IR” beliebig und wir definieren y=V f(x) . Dann haben wir

*

S ) =x"V f(x)= f(x)

- Skalierung und Vergleich mit affiner Transformation

Fir a>0 und b€R ist die Konjugierte von g(x)=a f(x)+b : g*(y) = af*(%) -b
Wir nehmen an, dass 4€R"*" nonsingular und H€lR"
Dann ist die Konjugierte von g(x)= f(Ax+b)

g(y) = f(A4Ty) = b 4"y mit domg = A" dom f*
- Summen von unabhdngigen Funktionen

wenn f(u,v)=f,(u)+f,(v) ,wo f, und f, konvexe Funktionen mit Konjugierten

f1 und £, sind, dann fT(w,z) = fi(w)+[f5(z) .

II. Die Lagrange-duale Funktion

II.1. Die Lagrange Funktion

Wir betrachten ein Optimalitédtsproblem in Standardform:

min  fo(x)

sit. f.(x)<0 i=1,....m (11.1)
h(x)=0 i=1,...,p

- xeR”

- D = dom fyN...0dom f,, N domh,N...Ndomh, # &
- optimaler Wert von (5.1): p*

Die grundlegende Idee in der Lagrangen Dualitat ist es, die Einschrankungen in (II.1) zu
beriicksichtigen, durch VergroBern der Zielfunktion mit einer gewichteten Summe der
Einschrankungsfunktionen.

Definition:

m p
Die Funktion L : R"xR"xR” - IR , L(x,X,u) = f,(x)+ Z A fi(x)+ Z#JHW) mit
1=1 i=1

domL = DxR"xR” heiBt Lagrangefunktion zum Problem (II.1).
- A, Lagrange Multiplikator bzgl. der i-ten Ungleichheitsbeschrankung [ ;(x)<0
- M, Lagrange Multiplikator bzgl. der i-ten Gleichheitsbeschréankung #,(x)=0



I1.2. Die Lagrange-duale Funktion

Definition:

Die Lagrange-duale Funktion (oder nur duale Funktion) g : R"xIR” — R ist der Minimalwert
der Lagrangefunktion Uber x: Fir A€R", u€R”

ngFHMULNm=hﬂhm+;Nﬂm+ZmMﬁ

xeD x€D

i=1

Wenn die Lagrangefunktion nach unten unbeschrankt ist in x, dann nimmt die duale Funktion

den Wert —oo an.

Da die duale Funktion das punktweise Infimum von einer Familie von affinen Funktionen von
(X, u) ist, ist sie konkav, sogar wenn das Problem (II.1) nicht konvex ist.

I1.3. Untere Grenzen an optimalen Werten

Durch die duale Funktion kann man untere Grenzen an den optimalen Werten p* des Problems
(II.1) bestimmen:

Fir jedes A>0 undjedes u gilt g(X, u)<p* (I1.2)

Fir g(X,u)=—o liefert uns diese Aussage allerdings keine neuen Erkenntnisse.
Die duale Funktion gibt nur dann eine nicht triviale untere Grenze zu p* an,

wenn X>0 und (X,u)€domg ,d.h. g(A,u)>—-w

Ein Paar (X,u) mit >0 und (A,u) € domg heiBt dual zuldssig.

Bsp.: Flr ein einfaches Problem mit x€IR und einer Ungleichungsbeschréankung.

II.4. Lineare Approximation

Hier: Lineare Approximation von (II.1) mithilfe der Indikatorfunktionen der Mengen {0} und
-R,
Zuerst schreiben wir das Originalproblem (II.1) als ein unbeschranktes Problem,

min () + 2 1(f () + 20 Iy (x)) (13)



wobei I : IR—IR die Indikatorfunktion flr die nicht positiven reellen Zahlen —IR, ist,
<
I(u) = { 0 furu 0
o , fiir u>0

und [/, die Indikatorfunktion von {0},
[o(u) =

Nun kénnen wir in (I1.3) die Funktion I.(u) durch die lineare Funktion A,z ( X,=0 ) und
die Funktion 7,(#) durch pu ersetzen.

Aus der Zielfunktion wird dann die Lagrangefunktion L(x,X,u) , und der duale
Funktionswert g(&,u) ist dann der optimale Wert des Problems

min L(x,X,u) = fo(x)+i?(ifi(x)+i,uihi(x) (I1.4) .

Offensichtlich ist die Approximation der Indikatorfunktionen I_(u) und I,(u) mit linearen
Funktion A,u und u;(u) eher schlecht.

Da aber Au =< I(u) und pu =< Io(u) fur alle u, sehen wir sofort, dass die duale Funktion
eine untere Grenze am optimalen Wert des Originalproblems liefert ( — 1II1.3.).

II.5. Beispiele

- Lésen von linearen Gleichungen mithilfe der Methode der kleinsten Quadrate

min x' x

s.t. Ax=b
+ Lagrangefunktion: [ (x,u) = X x + ,uT(Ax—b) , mit Domain R" xIR”
« duale Funktion: g(u)= infL(x;/l)

(I1.5) , wobei A€R” ™"

. L(x,u) konvexe quadratische Funktion von x =
1
dx: V. L(x,u) = 2x+4'yu =0 = X=—EATIM =
1 1
glu) =L (—EAT,u 1) = —ZﬂTAAT,u —b"u , eine konkave quadratische Funktion

mit Domain R’

- (I.2) = YueR’: —%,uTAAT/t—bT,u < inf{x"x : Ax=b)



- LP in Standardform

. T
min ¢C X
s.t. Ax=b (I1.6) , mit Ungleichheitsbeschrankungsfunktionen f,(x)=—x, , i=1,...,n
x=0
Um die Lagrangefunktion zu bilden, fiilhren wir Multiplikatoren A, fur die n Ungleichungs-
beschrankungen und Multiplikatoren u; fir die Gleichheitsbeschrdnkungen ein, und erhalten

Lx,X,u) = ¢'x =D x,x, + y' (Ax=b) = =b" pu+ (c+ A" u—%)"x

i=1

Die duale Funktion ist &(X,u4) = inf L(x,X,u) = =b" u +inf (c+A4" u—X)" x ,
T T _
> g(Xu) = { —-b'u ,A u—A+c=0
—0 , sonst

Wir erhalten nur dann eine nicht triviale untere Grenze nach (II.2), wenn A und u

X=0 und A" u—A+c=0 erfullen. Dannist —p’; eine untere Grenze am Optimalwert
des LP (I1.6).

- Zwei-Wege-Teilungs Problem

. T
7%
Wir betrachten das (nicht konvexe) Problem " %, "% (IL.7) , mit wes”

xf=l, i=1,...,n
Aus der Beschrdnkung ergibt sich, dass x; = *=1 , also kénnte man &quivalent auch den
Vektor mit Komponenten =*1 suchen, der x” W x minimiert.

Man kann das Problem (II.7) als ein Zwei-Wege-Teilungs Problem auf einer Menge von n
Elementen, hier: {1,...,n} , interpretieren:

Sei x=(x,,...,x,) zulassig, dann: (l,....n} = [i : x==1] U [i : x,=1]

Der Matrixkoeffizient Wij beschreibt die ,Kosten", die Elemente i und j im selben Abschnitt

zu haben, und —Wij die ,Kosten", i und j in verschiedenen Teilen zu haben.
Die Zielfunktion in (II.7) sind die totalen Kosten, Uber alle Paare von Elementen, und das
gesamte Problem (II.7) ist die Teilung mit den geringsten totalen Kosten zu finden.

Die Lagrangefunktion zu diesem Problem ist dann:

Lx,u) = X Wx+Y u (x;=1)

i=1

= x" (W+diag(u)) x—1"u

Wir erhalten die Lagrange-duale Funktion durch Minimieren Gber x:
g(u) = inf x" (W+diag(u)) x — 1"u

_ {—1% , W+diag (u)=0
—00 , Sonst
(Da das Infimum eines quadratischen Ausdrucks entweder Null (wenn der Ausdruck positiv
semidefinit ist) oder —oo (wenn er nicht positiv semidefinit ist) ist.)
Diese duale Funktion liefert wieder untere Grenzen am optimalen Wert des schwierigen
Problems (II.7).



I1.6. Die Lagrange-duale Funktion und die konjugierte Funktion

Zwischen der konjugierten Funktion und der Lagrange-dualen Funktion besteht eine enge
Verbindung.

Wir betrachten das Problem min_f (x)

s.t. x=0
Dieses Problem hat die Lagrange Funktion L(x w)=71(x )+ﬂ x und die duale Funktion

glu) = inf (f(x)+u' x) = —sup (—u)'x = f(x)) = = f (=p)

Allgemeiner betrachten wir ein Optimalitétsproblem mit linearen Ungleichheits- und

min f(x)
Gleichheitsbeschrankungen: s.t. Ax<b (I1.8).

Cx=d

Dann kénnen wir die duale Funktion fiir das Problem (II.8) schreiben als:
g(x, ) = inf (fo(x)+ A" (Adx=b) + u" (Cx~d))
= —b"A=d " u+inf (fo(x)+(A"2+C"u) x) (11.9) .
= —b"A=d" u—fy(—A"x=C" p)
Den eigentlichen Definitionsbereich von g kdnnen wir aus dem eigentlichen Definitionsbereich
von f, folgern: domg = [ (X, u): —A"X=C"u € dom f;)

- Normminimierung

Wir betrachten das Problem T;n Jj!b (I1.10) , wobei ||.|| eine beliebige Norm ist.
Die Konjugierte von f,= Il st gegeben durch

. <1
{ o ,sonst , die Indikatorfunktion der Einheitskugel bzgl. der dualen Norm.
(II.9) = die duale Funktion fiir das Problem (II.10) ist:

glu) = =b'u—fo(=A"p) = { —bru

— 0 , sonst

- Entropiemaximierung
min  f,(x Zx log x,
Wir betrachten das Entropiemaximierungsproblem (II.11) ,
s.t. Ax<b
1" x=1

wobei dom f,=R/, .Da f, eine Summe von negativen Entropiefunktionen von

differenzierbaren Variablen ist = ihre Konjugierte ist ey ! , mit dom £, =R"
0 0

(II.9) = dass die duale Funktion von (II.11) gegeben ist durch.
gXu) = =b'X=p =2 = —bpTA—p—e Y

i=1 i=1
wobei a; die i-te Spalte von A ist.



- Minimales Volumen eines Ellipsoiden

min f,(X)=logdet X'
s.t. al.TXaisl, i=1,....m

wobei dom f,= S, . Dieses Problem hat eine einfache geometrische Interpretation.

Wir betrachten das Problem mit Variable XeS" , (I1.12) ,

Zu jedem X€S”, kann man den Ellipsoid E,={z: z' Xz <1} , mit Ursprung als
Mittelpunkt, konstruieren. Das Volumen dieses Ellipsoids ist proportional zu (det X~')'"
Somit ist die Zielfunktion von (II.12), bis auf eine Konstante, der Logarithmus des Volumens
von E, . a,€ E, sind dann die Beschrdnkungen des Problems (II1.12).
Statt dem Problem (II.12) kann man also alternativ das minimale Volumen des Ellipsoiden, mit
Ursprung als Mittelpunkt, der die Punkte a,,...,a, enthalt, bestimmen.
Die Ungleichheitsbeschrankungen des Problems sind affin; sie kénnen durch

tr ((a,a]) X) < 1 ausgedriickt werden.
Im Beispiel 1.3 haben wir herausgefunden, dass die Konjugierte von [ :

fo = logdet(Y™')' = n , mit domf,=-8", ist.
Aus (II1.9) folgt, dass die duale Funktion flr (II.12) gegeben ist durch:

- £ bai (Eraad)= e Shae-t oo
i=1 i=1

— 0 ,sonst

g (I1.13) .

Folglich ist, fir jedes x>0 mit Y A,a,a. >0 , die Zahl log det (Y X.a,a) — 1"X +n
=1 i=1

eine untere Grenze am optimalen Wert des Problems (I1.12).



