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1 Norm Approximation

Das einfachste NAP(Norm-Approximations-Problem):

min ||Az — b|| (1)
Daten: A € R™*™ und b € R™
Eine Losung des NAP heisst oft eine approximierte Losung in der Norm ||.|| von Az = b . Der Vektor
r=Ax—b

heisst Residuum. Es gibt immer mindestens eine optimale Losung. Der Optimalwert ist genau dann 0,
wenn b € R(A). Das Problem ist viel interessanter und niitzlicher wenn b ¢ (A). Da fiir m = n der
Optimalwert bei £ = A~'b angenommen wird, kénnen wir also n < m annehmen.

1.1 Verschiedene Interpretation
Interpretation als Approximation

Wenn Az durch
Ar =101 + ... + TH0,

mit den Spalten a;._,, € R™ von A ausgedriickt wird, dann ist leicht zu sehen, dass das Ziel des NAP
ist, den Vektor b durch Linearkombination der Spalten von A so gut wie moglich anzunéhern, wobei
hier die Abweichungen in der Norm ||.|| bemessen werden. Dieses Problem heisst auch
Regressionsproblem.

Interpretation als Schatzung

Das Problem wird als Schétzung eines Parameters, auf Grundlage einer ungenauen linearen Messung,
betrachtet. Es wird also das Modell

y=Azx+v

mit y € R™ einem gemessenen Vektor, x € R" einem Vektor, bestehend aus Parametern, die geschétzt
werden sollen, und v € R™ einem unbekannten Messfehler, der als klein in der Norm |[|.|| angenommen
wird, betrachtet. Aufgabe ist es, eine moglichst genaue Schitzung fiir x, bei gegebenem y, abzugeben.
Aus der Annahme x = Z folgt implizit, dass v den Wert y — AZ besitzt. Wenn also die geringeren
Werte von v (nach der Norm bemessen) wahrscheinlicher sind als die grofien, so ist die
wahrscheinlichste Schitzung fiir x:

T = argmin,||Az — y|

Geometrische Interpretation

Wird der Unterraum A = R(A) C R™ und ein Punkt b € R™ betrachtet, dann ist jeder Punkt in A,
der am néichsten zu b liegt, gerade eine Projektion des Punktes b auf den Unterraum A. Das wére
praktisch jeder Punkt, der erfiillt:

min ||u — b
stoueA

Wenn nun ein beliebiges Element aus A als u = Ax parametrisiert wird, dann ist ersichtlich, dass
Problem (1) dquivalent zur Berechnung einer Projektion von b auf A ist.



Interpretation des besten Designs

Hierbei sind die n Variablen x;_, die Design-Variablen, deren Werte festgelegt werden miissen. Der
Vektor y = Ax liefert m Resultate, von denen wir annehmen, dass sie lineare Funktionen von x sind. b
beinhaltet die gewiinschten Resultate und gesucht wird = mit Az ~ b. Wird die Qualitédt des Designs
durch ||r|| beschrieben, so ist dies gerade Aufgabe (1).

1.2 Gewichtete NAP
Eine Erweiterung des NAP ist das gewichtete NAP (gNAP)

min ||[W(Axz — b)|]|

mit der Gewichtsmatrix W € R™*™_ Das gNAP kann als NAP mit den Daten A = WA und b= Wb
aufgefasst und damit wieder wie Aufgabe (1) behandelt werden. Alternativ: NAP mit normalen Daten
und der gewichteten Norm ||z||lw = ||[Wz||. (W muss hier regulér sein)

1.3 Kleinste Quadrate

Durch Quadrieren der Zielfunktion wird eine dquivalente Aufgabe erhalten, das
Kleinste-Quadrate- Approximations-Problem, mit den Summen der Quadrate der Residuen als
Zielfunktion:

min(||Az — b[|3) = min(r? + ... +72))
Diese Aufgabe kann analytisch gelost werden, als die konvexe quadratische Funktion
f(x) = 2T AT Ax — 207 Az + b7b.
Ein Punkt  minimiert f also genau dann, wenn
Vf(z)=2AT Az —24Tb =0
Das heifit, genau dann, wenn x die Gleichung
AT Az = ATb

erfiillt, die immer eine Losung hat. Fiir linear unabhéingige Spalten von A hat das
Kleinste-Quadrate- Approximations-Problem also die eindeutige Losung x = (AT A)~1ATp.

1.4 Minimax Approximation
Wird die /.-Norm verwandt, heisst das NAP

min [|Az — b||oc = min(AH}aX |7:])
=1...m

Minimax-Approximations-Problem oder Chebyshev-Approximations-Problem, da das maximale
Residuum minimiert wird. Es kann als LP geschrieben werden:

mint
st —t1 < Ax—-b=<t1l

mit den Variablen x € R™ und ¢t € R.



1.5 Summe der absoluten Residuen

Wird die ¢;-Norm verwandt, so heisst das NAP min |[|Az — b||; = min(|r1| + ... + |rm])
Approximationsproblem der Summe der absoluten Residuen (oder eine robuste Schitzfunktion). Dies
kann auch als LP geschrieben werden

min17¢
st.:—t=<Ax —-b=<t

mit den Variablen z € R™ und t € R™.

2 Penalty-Funktionen

Bei der £,-Norm Approximation und 1 < p < oo ist die Zielfunktion der Gestalt (|r1|? + ... + |7, |P)/P
Aquivalentes Problem :|r;|P 4 ... + |r,,|P Dieses ist eine separable und symmetrische Funktion der
Residuen. Insbesondere héngt hierbei die Zielfunktion nur noch von der Verteilung der Amplituden
der Residuen ab.

Das Penalty-Funktions-Approximations-Problem(PAP) hat die Form

min ¢(r) + ... + ¢(rm) (2)
st.:r=Ax—b

mit ¢ : R — R, genannt Residuen-Penalty-Funktion. Unter der Annahme, dass ¢ konvex ist, handelt
es sich um eine konvexe Optimierungsaufgabe. In vielen Féllen erfiillt die Funktion ¢ die
Eigenschaften Symmetrie, Nichtnegativitéit und ¢(0) = 0.

Interpretation

Fiir ein gewéhltes x resultiert die Approximation Az von b, die den assoziierten Residuenvektor r
besitzt. Eine Penalty-Funktion vergibt eine gewisse Strafe fiir jede Komponente des Residuums, ¢(r;).
Bei dem PAP wird die von den Residuen erzeugte Gesamtstrafe minimiert. Die Form der
Penatlyfunktion hat grofle Auswirkung auf die Losung der PAP.

Als Beispiel werden nun die ¢;-Norm und fo-Norm verglichen: ¢;(u) = |u| und ¢o(u) = u?

bei u < 1 gilt also ¢1(u) > Pa(u)

und fiir u — 0 gilt ¢1(u) > ¢2(u)
Die ¢;-Norm Approximation legt gegeniiber der ¢>-Norm Approximation grofieres Gewicht auf kleine
Residualwerte und ¢; betont grole Residualwerte weniger als ¢5.
Beispiel

o Wenn ¢(u) = |ulP mit p > 1 gesetzt wird, ist das PAP #dquivalent zum ¢,-NAP. Insbesondere
fiihrt ¢(u) = u? auf die Kleinste-Quadrate-Norm-Approximation und ¢(u) = |u| erzeugt die
£1-Norm-Approximation.

e Die lineare Deadzone-Penalty-Funktion mit a > 0 wird beschrieben durch:

fiir
¢(u)—{0 ir |ul <a

|u| —a sonst

e Die logarithmische Barriere-Funktion (mit a > 0) hat die Form:
—a®log(1 — (u/a)?) fiir |u| < a
b(u) = (1= (u/a)®) Jul

sonst
also wird fiir u > a eine unendliche Strafe gegeben.



aglratic

zone-linear

Beispiel

Zufillig werden Matrix A € R199%30 und der Vektor b € R!% gewiht. Es werden die £; und /o
Losungen fiir Ax ~ b, sowie die Penalty-Funktions-Approximationen mit einer linearen
Deadzone-Funktion(a=0.5) und einer logarithmischen Barrierefunktion(a=1) berechnet.

e /;-Norm-Penaltyfunktion betont am meisten die kleinen Residuen und am wenigsten die grofen.
o /5-Norm-Penalty-Funktion gewichtet kleine Residuen nur wenig und grofe stark.

o Deadzone-Penaltyfunktion legt kein Gewicht auf die Residuen < 0.5 und relativ geringes
Gewicht auf grofle Residuen.

e Die logarithmische Barrierefunktion ist fiir kleine Residuen sehr dhnlich der
{5-Norm-Penaltyfunktion, aber legt sehr grofiles Gewicht auf Residuen > 0.8 und oo Gewicht auf
Residuen grofler 1.
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Obige Graphik zeigt die Verteilung der Residuen nach Werten(horizontal) und Hiufigkeit des Auftretens(vertikal) zu den verschiedenen

Penaltyfunktionen. Man kann erkennen, dass es durchaus relevant ist, welche Penaltyfunktion gew#hlt wird, da es je nach praktischer

Anforderung (z.B. Diinnbesetztheit der Lésung oder einer oberen Schranke fiir Residuen) gilt, eine richtige Wahl zu treffen.



2.1 Sensitivitdt gegeniiber groBen Abweichungen

Ausreifier bedeutet, der Messwert y; = al x + v; hat einen relativ groen Wert v;. Ausweg:
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M?  sonst

¢ legt also eine quadratische Strafe auf alle Werte =

kleiner M und den festen Wert M? auf die groferen, egal " .

wie viel groBer das Residuum an dieser Stelle ist. Leider ist ; /

die Funktion ¢ nicht konvex und das zugehorige PAP wird zu LY y /

einem schwierigen, kombinatorischen Optimierungsproblem. e e T T
u

2.2 Robuste Penaltyfunktionen

Ein offensichtliches Beispiel einer robusten Penaltyfunktion

ist ¢p(u) = |ul.
Ein weiteres Bsp. ist die robuste least-squares bzw. Huber-Penaltyfunktion, die durch
) l 2r -
U fiir |u| <M \
hub(U) = - 4 \
Pup () {M(2u| — M) sonst ) s\ /]
— \ /
beschrieben wird. Dies 3 4\ /
entspricht wieder der Kleinsten-Quadrate-Penaltyfunktion & \,, /
fiir Residuen kleiner M und steigt dann nur noch 0.5t £/
linear fiir grofere u. Die Huber Penaltyfunktion ist also N\ . A
die zu Funktion (3) nichstmégliche konvexe Funktion. S e T T
it
Beispiel
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Die Abbildung zeigt 42 Punkte (¢;,y;) in einer Ebene, 2 offensichliche Ausreifier sind am oberen linken
und unteren rechten Rand erkennbar. Die gestrichelte Linie zeigt die
Kleinste-Quadrate-Approximation der Punkte durch f(t) = a + 8¢, mit den Koeflizienten aus der

42
Losung von min > (y; — a — Bt;)? (mit den Variablen o und3). Diese Approximation ist, wie auch im
i=1
Bild zu erkennen, vom Zentrum der Punkte weg, hin zu den Ausreiflern rotiert. Die durchgezogene

Linie zeigt die robuste Kleinste-Quadrate-Approximation durch die Huber-Funktion:

42
min ) dpup(ys — o — ft;)
=1



mit M = 1 und es ist zu sehen, dass diese Approximation
um einiges weniger von den Ausreiflern gestort wurde.

2.3 Kleine Residuen

Es ist auch moglich, kleine Residuen besonders zu

beachten. Penaltyfunktionen, die relativ grofles Gewicht auf kleine Residuen legen (z.B.: |ul),
produzieren tendenziell optimale Residuen, die sehr klein oder 0 sind, was bedeutet, dass wir bei
¢1-Norm-Approximation viele der Gleichungen exakt erfiillt haben, also a] x = b; fiir viele i.
Beispiel

Durch hinzuftigen von 0 < = wird aus (1) die Aufgabe:

min || Az — b||

st.: 0=z

2.4 Approximationen mit Beschrankungen
Approximationen mit Box-Beschrankungen

Hier fiigen wir die Beschrankung [ < x < u, mit [,u € R™
als Parameter ein.

min || Az — b||
st.: 2z =u

Bei einer Schétzung treten Variablenschranken auf, wenn
es Vorkenntnisse dariiber gibt, in welchen Intervallen die Variablen liegen. Die geometrische Sicht ist
die Projektion von b auf das von A erzeugte Bild einer Box.

Approximationen mit Nichtnegativitat

min ||Az — b||
sit.: x X0, 1Tz =1

Diese Aufgabe kann bei Bestimmung von Proportionen
oder relativen Héufigkeiten vorkommen, die nichtnegativ und in der Summe 1 sind.
(siehe §7.2)

Beschrankungen durch Normumgebungen

min || Az — b||
st ||z —xol| <d

Parameter: zo und d

Schéitzung: x¢ Vorannahme iiber x, d ist die grofite plausible Abweichung.

Mit ||z — || kann auch eine trusted region beschrieben werden. Dabei wére die lineare Relation

y = Az nur eine Approximation einer nichtlinearen Relation y = f(z), die giiltig ist, sobald z in der
Umgebung von xg ist. Also wird nur iiber die x in der trusted region optimiert.



3 Least-Norm Probleme
(5) Standartproblem:
min [[z|]
st.: Axr =10

mit den Daten A € R™*", b € R™, der Variablen x € R"
und einer Norm ||.|| im R™. Es existiert immer eine Losung dieser Aufgabe, wenn die linearen
Gleichungen Az = b eine Losung haben und Aufgabe (5) ist somit eine konvexe Optimierungsaufgabe.

3.1 Umformulierung zum NAP

Aufgabe (5) kann durch Eliminieren der

Gleichheitsbeschrankungen als NAP geschrieben werden. Sei xg eine beliebige Losung von Az = b und
7 € R™** eine Matrix, deren Spalten eine Basis des Kerns von A, 91(A) bilden. Die allgemeine Losung
von Az = b kann als 2o + Zu mit u € R* ausgedriickt werden und somit das Least-Norm-Problem als:

min||xg + Zu|
u

3.2 Interpretationen
Control/Design Interpretation

Wir interpretieren das Problem (5) nun als Aufgabe der

optimalen Steuerung oder des optimalen Designs, mit den Variablen i ,, die es zu bestimmen gilt.
Bei einer Aufgabe der optimalen Steuerung reprisentieren die Variablen x; , Eingaben, deren Werte
zu wihlen sind.

Aus einem gewiihlten Design x resultieren die m durch den Vektor y = Az gegebenen, linearen
Funktionen. Die m Gleichungen Ax = b représentieren m Anforderungen an das Design. Wenn m < n,
dann ist das Design also unterbestimmt und es existieren n — m Freiheitsgrade (bei Rg(A) = n). Von
allen moglichen zulédssigen Designwahlen wihlt Aufgabe (5) also das nach der gewéhlten Norm
kleinste. Dies konnte anschaulich gerade das effizienteste sein, also das kleinst mogliche x, das Az = b
erfiillt.

Geometrische Interpretation

Es gibt auch eine einfache, geometrische Interpretation
des Least-Norm-Problems. Die zuldssige Menge x : Az = b ist affin und die Zielfunktion ist der
Abstand zwischen x und 0. Das Least-Norm-Problem sucht nun den Punkt der affinen Menge, der am
néichsten zu 0 liegt, also sucht es die Projektion der Menge {z : Az = b} auf den Punkt 0.

3.3 Kleinste Quadrate

min ||z|[3
st.: Ax=b

ist wieder ein zu (5) dquivalentes Problem und hat eine
eindeutige Losung, die analytisch gefunden werden kann. Es wird die duale Variable v € R™
eingefiihrt. Die Optimalitidtsbedingungen(KKT)

2c* + ATv* =0, Az*=b



sind bereits erfiillt. Aus der ersten Gleichung wird

¥ = 7%ATV* und durch Einstetzen in die zweite Gleichung 7%AATI/* = b kann geschlossen werden

v = —2(AAT)"1p v = AT(AAT) 1
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(bei Rg(A) =m < n ist AT A invertierbar)

3.4 Kleinste Strafe
Problem (6):

min ¢(z1) + ... + ¢(zy,)
st.: Az =b

mit ¢ : R — R konvex, nichtnegativ und ¢(0) = 0. Der
Wert der Penaltyfunktion ¢(u) zeigt wie wenig ein Wert u in einer Komponente von z gewiinscht ist.
Aufgabe (6) sucht folglich das zuldssige « mit der kleinsten Gesamtstrafe.

3.5 Sparse Losungen

Ausgehend von der Einsicht, dass die
£1-Norm-Approximation relativ grofles Gewicht auf kleine Residuen legt und deshalb viele Residuen
sehr klein bzw. 0 sind, tritt auch hier ein dhnlicher Effekt auf.

min ||z|];
st.: Az =0

Das Least-f1-Norm-Problem erzeugt also diinnbesetzte

Losungen von Az = b. Zum Finden der Losungen von Az = b werden alle Mengen von m Indizes aus
1,...,n gewahlt. Diese sollen gerade ungleich 0 sein. Dies reduziert das Gleichungssystem auf Az =1,
mit A der m x m-Untermatrix, die nur aus den gewéhlten Spalten besteht und & € R™, dem
Subvektor von z, der auch nur die m ausgewdhlten Komponenten enthélt.

Fiir singuléres Aund b ¢ ER(A) hat die Gleichung Az = b keine Losung, d.h. es gibt kein zuléssiges &
mit Az = b. Fiir A singulédr und b € 9‘{([1) existiert eine zulédssige Losung mit weniger als m
Komponenten ungleich 0.

Allgemein muss dieses Verfahren allerdings alle (:1) moglichen Auswahlen betrachten. Andererseits
bietet es eine Methode um diinnbesetzte Losungen von Ax = b zu finden.
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