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Optimale Steuerung partieller Differentialgleichungen

Losung von Ubung 14, Aufgabe 3

Es sei  ein beschrinktes Gebiet in RY. Wir betrachten den Nemyzki-Operator
O(y) = sin(y(-)).

(a) Zeigen Sie, dass ¢ in keinem LP(€2) mit 1 < p < oo Fréchet-differenzierbar
ist.

Hinweis: Weisen Sie nach, dass die Restgliedeigenschaft (schon fiir be-
stimmte Indikatorfunktionen dy) nicht erfiillt ist, am einfachsten an der
Stelle y = 0.

(b) Zeigen Sie, dass ® : LP(Q2) — L9(Q2) mit 1 < ¢ < p < oo (also mit ,,Norm-
Gap“) Fréchet-differenzierbar ist.

Hinweis: Ein Nemyzki-Operator ist automatisch stetig, wenn er fir 1 <
p1 < oound 1 < py < oo iiberhaupt LP'(€2) in LP?(2) abbildet (siche

[1990]).

Beweis:

(a) Es reicht zu zeigen, dass der Operator im Nullpunkt nicht differenzierbar
von LP(€2) nach LP(Q) ist fir 1 < p < oo.

Wir betrachten die Entwicklung mit integralem Restglied

sin(y(:v) + 5y(a:)) = sin(y(az)) + cos(y(a:)) oy (x)

+ /:0 (cos(y(m) + 35y(m)) — Cos(y(x))) dsdy(z)

J/

= r(y, 6y)(x)

fiir fast alle x € €2 und erhalten in y = 0:

r(0,0y)(x) = /;O (cos(() + sdy(z)) — COS(O)) dy(x) ds.
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Man wahle nun ein beliebiges zy € §2 aus und setze

5y() 1 in einer Kugel B.(z¢) (¢ hinreichend klein) ,
y\r) =
0 in Q\ B.(xo)

fslzo (cos(s) —1) ds =sin(1) =1 in B.(z),
0 in Q\ B:(z0)

1 1
= 7]l o0y = </ | sin(1) — 17 d:z:> - |sin(1) — 1] (/ 1 dx) ’
BS €

=6yl r ()

= r(0,0y)(x) = {

Wrllre Gy =11 0,

= =
10yl e ()

wenn [|0y||r() — 0 mit € \, 0. Damit ist die Restgliedeigenschaft verletzt,
und somit ist der Nemyzki-Operator y(-) — sin(y(-)) in keinem LP(2) mit
1 < p < oo Fréchet-differenzierbar.

Bemerkung: Nach Lemma 21.7 und 21.9 der Vorlesung ist der Nemyzki-
Operator y(-) — sin(y(-)) aber stetig Fréchet-differenzierbar in L>(€2).

(b) Essei 1 < ¢ < p < oo beliebig. (Fiir p = oo ist wegen Lemma 21.7 nichts
zu zeigen.)

Wir betrachten wieder das integrale Restglied der Entwicklung

sin(y(x) + 5y(x)) = sin(y(m)) + Cos(y(x)) oy(z)

T / _ (cos(y(@) +50y(@) = cos(y(a))) dsdy()

N J/
-~

=:Y(x) 0y(w) =: r(y, oy)(z) =: r(z)

und schitzen das Restglied mit der Hélderschen Ungleichung ab:
1
Il = | [ ol lovtas
Q

< (/ e dx) (/ |5y|“dx)”,
[9] 9]

wobei % + 5 = 1 ist. Man wéhle nun s so, dass ¢s = p ist, also s = § > 1.
Daraus folgt

Loy a_poan g
§ p p pP—q
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Damit erhalt man

Il < ( [ dx) ( / |5y|pdx)
Q R Q .,

=[16yllLr (o)

= [[¥llzr @ 16yl Lr @)

mit r = pquq. Beachte: r > 1. Daraus folgt

7| o)

< ¢l @-
16yl o) @

Es ist noch zu zeigen, dass ||¢| 1~ — 0 geht fir ||0y||Lr) — 0. Dazu
brauchen wir die Stetigkeit des cos-Operators. Wegen |cos(y(-))| < 1 gilt
trivialerweise

cos: LP(Q2) — L>=(Q)

fiir alle 1 < p < oo. Damit ist der Nemyzki-Operator y(-) — cos(y(-))
(automatisch) stetig von LP(€2) in L"(Q2) mit r = EL; siehe Hinweis. Es gilt
also:

Ve >0 30> 0mit [[0y|rr) <0 = | cos(y+ dy) — cos(y)|| @) <e.
Fiir s € [0, 1] gilt daher auch
10ylle) <& = [lcos(y + sdy) — cos(y)|lri) <&

Wir schétzen ab:
60 = [ Leosola) + 500t — conly(a))] s
= < [ [eosly(a) +sy(a)) - sty s
> Wl = [ W) ds

< /Q (/01 | cos(y(x) + 3&{(2) — cos(y(x)) | ds)rd:p

Wegen r > 1 besteht die Einbettung L7(0,1) < L'(0,1) mit Einbettungs-
konstante 171 =1 (5. U, Aufgabe 16), d.h., es gilt

([1se1as) < [ oras
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Deshalb konnen wir weiter abschétzen
1
950 < [ [ Teostute) + sou@)) = costy(a)| dsda
0
1
= / / | cos(y(z) + s dy(x)) — cos(y(:v))‘r dx ds
o Ja

1
= / | cos(y + s y) — cos(y) |7 ds-
0

Nun nutzen wir die obige e-d-Abschétzung: Fiir jedes € > 0 finden wir ein
0 > 0, so dass
| cos(y + s6y) — cos(y)||1r) <€

gilt, also
1
|y¢||gr(mg/0 s — o

Das bedeutet aber, dass ||0y||z») — 0 auch [|9|rr) — 0 impliziert. Die
Existenz der Integrale rechtfertigt im Nachhinein die stillschweigende An-
nahme f(s) € L7(0,1). Zusammen mit der oben bewiesenen Abschéitzung

7]l o)
e < Yl
[0yl "
ist die Restgliedeigenschaft
T
Il — 0 falls ||6y||Lr@) — 0
10yl e ()

bewiesen.

Klar ist auflerdem, dass
LP(Q) 2 6y — cos(y) oy € LI(Q)

ein stetiger linearer Operator ist, weil sogar cos(y) € L>®(Q2) gilt.
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