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ohne darauf zu achten, ob die beteiligten Funktionen iiberhaupt die vorkommenden
Ableitungen besitzen.

Wir erwarten, dass sich die adjungierte Gleichung aus L, (y, @, p1, p2) = 0 ergibt. Die
Richtungsableitung in eine beliebige Richtung dy ist dabei

0
Ly@,ﬂ,pl,pz)@:/@—yn) 5yd$+/ﬁ5yp1dx—/(a—5y+a5y)pzd5.
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Um daraus etwas ablesen zu konnen, mussten wir im endlich-dimensionalen Fall
die Matrix A transponieren. Jetzt miissen wir partiell integrieren mit dem Ziel, dy
,freizustellen®:

0 0
Ly@,ﬂ,pl,pz)éz/:/(?—ya)dydwr/Apléydw+/—5yp1ds—/—pléyds
Q Q Fan Fan

—4(%57;4—0453/) P2 ds = 0.

Nun lassen wir oy variieren und wéhlen zunéchst oy = %53; = 0 auf I' und beliebig
in . Es ergibt sich

—Ap1 =Y —yq inf,
die schon bekannte adjungierte PDE. Wihlen wir nun dy = 0 auf I', aber a%éy
beliebig, so ergibt sich

p1=p2 aufl,

d.h., ps ist gleich den Randwerten von p; und wird nicht weiter benétigt. Schlieflich
erhalten wir mit %dy = 0 und 0y beliebig auf I'

0 0
——p—ap=0 = —p+ap =0 aufl.
on on
Wir konnen also p dof p1 und po dof p|r setzen und haben die adjungierte Gleichung

mit Randbedingungen gefunden!
Analog zu § 2.5 liefert auch die VU V, L(7, 4, p)(u—u) > 0 das Richtige, vgl. § 11.5:

Lu(y,u, p1,p2)(u — ) = /

)\ﬂ(u—ﬂ)ds—l—/a(u—ﬂ)pdsZO fiir alle u € U,q.
r

r
Bemerkung 13.1 (7) Man kann die Lagrangefunktion auch durch Ankoppeln
der schwachen Form der PDE definieren:

L(y,u,p)=J(y,U)—/Vy-Vpdx+/a(u—y)pd8-
Q T

So spart man sich gleich den Multiplikator ps fiir die Randbedingung, der
ohnehin {iberfliissig ist. AuBerdem ist L jetzt fiir y,p € H(Q) und u €
L*(T) sauber definiert. Aus L,(y,@,p)dy = 0 fiir alle oy € H*(Q2) erhilt
man die schwache Form der adjungierten PDE.

(17) Der adjungierte Zustand kann als Lagrangemultiplikator verstanden wer-
den, der zur Gleichungsnebenbedingung (PDE) gehért.

(7i1) Die formale Lagrange-Technik alleine rechtfertigt jedoch nicht anzunehmen,
dass zu einem optimalen w mit Zustand 7 tatsdchlich ein adjungierter Zu-
stand existiert, sodass die VU erfiillt ist. Dazu brauchten wir die Karush-
Kuhn-Tucker-Theorie und entsprechende Constraint Qualifications in Ba-
nachrdumen, die in ihrer Anwendung auf PDE-Optimalsteuerungsaufgaben
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jedoch nicht einfach sind. Das praktikabelste Vorgehen fiir den Beweis not-
wendiger Bedingungen ist deshalb:

— Bestimme mit Hilfe der formalen Lagrangetechnik die richtige adjun-
gierte Gleichung.

— Definiere p als die Losung der schwachen Form dieser Gleichung im
passenden Funktionenraum. Das klért auch die Frage nach der Existenz
des adjungierten Zustandes.

— Damit kann leicht ein Resultat analog Lemma 11.7 oder Lemma 11.20
bewiesen werden. Im Beispiel also zeigt man:

/(?—yg)yd:v=/apuds,
Q T

fir alle u € L*(T), zugehérige Zustinde y(u) und wiederum dazu
gehorende adjungierte Zustande p.

— Damit kann man den adjungierten Operator S* in der VU ersetzen. Im
Beispiel (vgl. (11.22)):
(S*(Sﬂ —Yq) + \u,u — E)LQ(F)

= (Sﬂ — Ya, S(u — ﬂ))m(g) + ()‘ﬂ’ w= E)LQ(F)

= (y — Yo,y — y)L2(Q) + ()‘ﬂa u = ﬂ)Lz(p)
= (ap,u- ﬂ)y(r) + (M, u — H)LQ(F)’
wobei y = Su und ¥ = Su eingesetzt wurden.

(7v) SchlieBlich kann man auch wieder eine erweiterte Lagrange-Funktion
definieren, vgl. § 2.7:

E(y,u,p,ua,ub)=J(y,U)—/Vy-Vpd:v+/a(u—y)pds
Q r

+ Ug — U) g dS + U— U ds.
Jtw— s+ [ wm
<0 <0
Dann ergibt sich aus £, (7, W, p, fta, ip) du = 0 fiir alle du € L?*(T") die richtige
Definition der Lagrangeschen Multiplikatoren, die ein Komplementaritéts-
system analog zu den beiden letzten Gleichungen in (11.18) erfiillen. o
In*® werden die Optimalititsbedingungen fiir ein System stationirer elliptischer
PDESs hergeleitet.
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