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1 Starke und schwache Dualitat iiber Wertemen-
gen

Wir betrachten eine einfache geometrische Interpretation dualer Funktionen aus
der Menge G:

G ={(fi(x), ..., fn(x), h1(x), ..., hp(x),f&@) eR™ xRP xRlz € D} (1.1)

u v t

Die Menge besitzt einen Wertevorrat auf Grundlage der Nebenbedingungen u,v
(u Ungleichungs-NB und v Gleichungs-NB) und der Zielfunktion t.
Der Optimalwert p* unseres Optimierungsproblems ist hier gegeben durch:

p* = inf{t|(u,v,t) € G,u <0,v =0}

Wir wollen die duale Funktion bei (), v) ausrechnen und minimieren daher

m p
(\, v, 1)T(u, v, t) = Z it + Z viv; +t
i=1 i=1

Dies beschreibt daher unsere Lagrange-duale Funktion

g\ v) = inf{(\, v, )T (u,v,t)|(u,v,t) € G}

Fiir den Fall, dass g(\,v) < oo ist, definiert die Ungleichung (X, v, 1) (u, v, t) >
g(\, V) eine Stiitzhyperebene zu unserer Menge G. Man bezeichnet dies manch-
mal auch als nichtvertikale Stiitzhyperebene, da die letzte Komponente des Nor-
malenvektors ungleich Null ist.

Wir nehmen an, dass A > 0, womit klar ist, dass t > (A, v, 1)T (u, v, t) fiir
w<0undv=0,da(\v,1) (u,v,t) = Tu+pTv+t ist.
~N~ =~~~
<0 =0
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Darauthin betrachten wir nun wieder unseren Optimalwert p*. Dann gilt mit
der gerade getroffenen Annahme:

p* = inf{t|(u,v,t) € G,u <0,v =0}
> inf{(\, v, )T (u, v, t)|(u,v,t) € G,u < 0,v =0}
inf{(A, v, )" (u, v, t)|(u,v,t) € G}

v

g\, v)

Somit erkennen wir, dass es sich um schwache Dualitét handelt, da p* > g(\,v)
und wir damit eine Dualitétsliicke und untere Schranke haben.

Im Nachfolgenden sollen die Beispiele den Sachverhalt graphisch veranschau-
lichen.

Beispiel 1.1 Wir betrachten nun ein Problem mit nur einer Ungleichungsne-
benbedingung, weshalb unsere Menge G nun wie folgt aussieht:

G =A{(f1(z), fo(z)|x € D}.

Desweiteren haben wir unseren Optimalwert p* (beachten, dass u < 0 ist)

Fiir irgend ein gegebenes X\ kénnen wir die Funktion (X, 1)T (u,t) diber unsere
Menge G minimieren. Damit erhalten wir eine Stitzhyperebene Au +t = g(\)
mit negativem Anstieg —\.

Der Schnitt der Hyperebene mit der u = 0 Achse, gibt uns gerade unser g(\),
mit der unteren Grenze g(A) < p*.
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Beispiel 1.2 Dieses Beispiel ist dhnlich dem obrigen, nur dass wir hier 3 Wer-
te von A betrachten, wobei auch der optimale Wert von \, ndmlich \*, dabet ist.

y A\

Aati + t = g(hn) / g\
ANu+t=g(A") :/,./""__7 if_“-:- T II'.
~—_ . N |
Au+t= g(/\].) __""-———-._\ " d \\ III
D -Z_“_':--_.-\&,l

=
N

Aus diesen 3 Werten ergeben sich 3 verschiedene Stitzhyperebenen Au +t =
g(A1), Aeu+t=g(A2) und X*u+t = g(\*)

Fiir X* ist der Abstand zwischen p* und der sich aus der Hyperebene bei u = 0
ergebene duale Optimalwert d* minimal.

Auch hier haben wir keine starke Dualitdt, da wir eine positive Dualitdtsliicke
p* — d* haben.

Epigraphvariation

Wir betrachen hier nun eine andere Variante der geometrischen Interpretati-
on der Dualitdt von Termen der Menge G.
Wir definieren uns eine neue Menge A C R™ x RP x R fiir die gilt, dass

A=G+ (R x {0} xRy) (1.2)

Anders konnen wir A auch noch darstellen als
A={(u,v,t)|x € D, fi(z) <wugi=1,....m hi(x) =v;,i =1,....p, fo(x) < t}

Das heifit, dass A hier eine Art Epigraph von G ist, mit allen Punkten aus G
und noch weiteren ,schlechten“Werten.

Der Optimalwert von A ist hierbei gerade p* = inf{¢|(0,0,¢) € A}.

Um unsere Funktion im Punkt (A,») mit A > 0 ausrechen zu kénnen, mini-
mieren wir die affine Funktion (\,v, 1) (u,v,t) iiber A.
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Fiir A > 0 ist g(\,v) = inf{(\, v, )T (u,v,t)|(u,v,t) € A}
Ist das Infimum endlich, so definiert der Ausdruck

v, D) (u,v,t) > g\, v)

eine nichtvertikale Stiitzhyperebene zu unserer Menge A

Fiir (0,0,p*) € bdA (was hier der Rand von A sein soll) haben wir die untere
Dualitétsgrenze

g\ v) <\ v, 1)7(0,0,p%) = p* (1.3)

Starke Dualitét gilt in diesen Fall nur genau dann, wenn p* = g(A,v) fiir ein
Paar (\,v), d.h.

es existiert eine nichtvertikale Stiitzhyperebene zur Menge A an ihrem Rand-
punkt (0,0, p*)

Beispiel 1.3 Wir betrachten hier wieder ein Problem mit einer Ungleichungs-
nebenbedingung im Bezug auf die Menge A = {(u,t)|3z € D, fo(z) <1, fi(x) <
u}, welche aus der angezeichneten originalen Menge G und ihrer Verschiebung
in Richtung u und t dargestellt ist.

Ebenfalls wieder gegeben ist der Optimalwert im Punkt (0,p*).

T (0,p) \ I"-.I‘

i L
0o T

Fiir irgend ein gegebenes \ kénnen wir wieder die Funktion (X\,1)T(u,t) mi-
nimieren nur diesmal iber A. Damit erhalten wir eine Stitzhyperebene Au+t =
g(X) mit negativem Anstieg —\.

Der Schnitt der Hyperebene mit der u = 0 Achse, gibt uns gerade unser g(\),
mit der unteren Grenze g(\) < p*.
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2 Starke Dualitat unter Constraint Qualification

Wir wollen hier zeigen, dass die Slater CQ die starke Dualitét fiir konvexe Pro-
bleme garantiert

Beweis: (Starke Dualitét unter Slater)

Wir betrachten ein primales Problem mit fy, ..., f,, konvex und nehmen an,
dass Slater gilt.
Es existiert ein & € relintD mit f;() < 0,i=1,...,m und AZ =b
Um den Beweis zu vereinfachen, machen wir zwei zusétzliche Annahmen:

1) D hat ein nichtleeres Inneres, sodass relintD = int D

2) und desweitern soll rangA = p sein.
Das fithrt uns dazu, dass gerade p* < oo (kénnen nur p* = —oo oder p* endlich
haben)
Wir haben die vorher verwendete konvexe Menge A und definieren und eine
zweite konvexe Menge B fiir die gilt:

B={(0,0,5) € R™ x R” x R|s < p*}

Die beiden Mengen schneiden sich gegenseitig nicht, d.h. AN B = )
Nach dem Trennungssatz (vgl. §2.5.1) existieren (A, 7, u) # 0 und « sodass

;_n

(u,v,t) € A= ATu+0Tv+ put > o (2.

)
)

Aus den beiden Ungleichungen schliefsen wir, dass A > 0 und p > 0 sowie ut <
a und pp* < o sein miissen.
Zusammen schliefen wir darauf, dass gerade fiir ein x € D

[\')

(u,v,t) € B= Nu+0Tv+pt < a (2.

ZX T(Az = b) + pfo(w) > a > pp* (2.3)

An dieser Stelle miissen wir eine Fallunterscheidung fiir unser g > 0 machen.
Fall 1.

Mit g > 0 kénnen wir die Ungleichung (2.3) durch p teilen um L(z,
zu bekommen Vz € D

Durch das Minimieren iiber x, folgt nun, dass g(A,v) > p* und definieren dazu
A=2undv =12

Fiir schwache Dualitét ist g(\, v) < p*, sodass wir daraus mit g(\,v) > p* dann
starke Dualitédt mit g(\,v) = p* erhalten.

Somit ist zunéchst das duale Optimum fiir p > 0 erreicht.

Fall 2.
Wir betrachten nun noch den Fall, dass p = 0.
In (2.3) schlieffen wir Vz € D auf

Z Xifi(x Az —b) > (2.4)
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Wir wenden dies nun auf den Punkt z an, welcher Slater erfiillt und haben
damit:

i Nifi(@) =0
i=1

Da f;(#) < 0 und Ai >0 folgern wir daraus, dass A=0.
Weiterhin ist (A, 7, u) # 0 und A = 0, u = 0 woraus ¥ # 0 folgt.
Damit impliziert (2.4), dass Vo € D gerade gelten muss, dass 77 (Az — b) > 0

Aber: mit & folgt 77 (AZ —b) = 0 und 7 € int D existieren Punkte in D mit
T (Az — b) < 0 (aufer fir A0 =0
Die widerspricht aber unserer Annahme, dass rangA = p

Das heifst, dass also unser > 0 sein muss.
O

Beispiel 2.1 (Illustration des Beweises starker Dualitdt)

Wir haben die zwei konvexen Mengen A und B, welche sich nicht schneiden.
B st in diesem Fall die dicke schwarze Linie, welche den Punkt (0,p*) nicht
enthdlt.

Die beiden Mengen werden durch eine Hyperebene getrennt.

Slaters Bedingung garatiert uns, dass irgend eine trennende Hyperebene nicht-
vertikal sein muss, wenn die Hyperebene links des Punktes (u,t) = (f1(Z), fo(Z))
verlduft, in welchem x strikt zuldssig ist.
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