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1 Definition und Beispiele

Sei f:R™ — R. Die Funktion f*: R” - R

()

sup (y'@ — f(x)) (1.1)
xEdomf

wird Konjugierte der Funktion f genannt, wobei dom f den Definitionsbereich
von f bezeichnet.

Der Definitionsbereich der konjugierten Funktion besteht aus den y € R™ | fiir
die das Supremum endlich ist, d.h. fiir die die Differenz y "2 — f(x) nach oben
beschréinkt ist.

0, —f*(y)

Abbildung 1.1: Die konjugierte Funktion f*(y) ist der grofite Abstand zwischen
der linearen Funktion yz und f(x). Ist f differenzierbar, geschieht dies an dem
Punkt z, wo f'(x) = y gilt.

Die konjugierte Funktion f* ist konvex, da sie das punktweise Supremum iiber
eine Familie konvexer Funktionen von y darstellt.

Beispiel 1.1 (Konjugierte von konvexen Funktionen iiber R) :

(a) Affine Funktion f(x) =ax +b

Die Funktion h(x) = yx — ax — b ist genau dann beschrankt, falls y = a,

also wenn sie konstant ist. In diesem Fall ist der Definitionsbereich der
konjugierten Funktion f* das einzelne Element a, und f*(a) = —b.
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(b) Negativer Logarithmus f(z) = —Inz
Die Funktion h(x) = yx + Inx ist nach oben unbeschrinkt, falls y > 0,

und erreicht anderenfalls ihr Maximum an der Stelle © = —%.

domf ={yly <0}, f*(y) = —In(—y) — 1, falls y < 0.

(¢) Exponentialfunktion f(x) = e*
h(z) = yx — e® ist unbeschrankt, falls y < 0. Falls y > 0 erreicht sie ihr
Mazimum bei x = Iny, dafiir erhalten wir f*(y) =y lny—y. Fallsy = 0 ist
f*(y) = sup, —e®. Zusammengefasst: domf =Ry und f*(y) =y Iny—y
(mit der Interpretation 0 In0 =10)

(d) Negative Entropie f(x) =z Inz,
mit domf =Ry (und f(0) =0). Die Funktion h(z) = yr — x Inx ist fir
alle y € Ry nach oben beschrinkt, folglich ist domf* = R. Die Funktion
erreicht ihr Maximum bei x = e¥~t. Wir erhalten f*(y) = e¥~1.

(e) Inverse f(z) =1
Fiir y>0 ist h(z) = yz — L nach oben unbeschrinkt. Fir y = 0 hat die
Funktion ihr Supremum bei 0; fir y < 0 erreicht sie ihr Supremum bei
z = (—y)2. Wir erhalten f*(y) = —2(—y)2 mit domf = —R,.

Beispiel 1.2 (strikt konvexe quadratische Funktion) Betrachten
f(z) = %xTQx, Q symmetrisch positiv definit. Die Funktion y'x — %xTQx ist
fiir alle y nach oben beschrinkt. Sie erreicht ihr Mazimum bei x = Q~1y.

* 1 —
Fy) =5y"Q7y (1.2)
Beispiel 1.3 (Indikatorfunktion) Sei Is die Indikatorfunktion einer (nicht
notw. konvexen) Menge S € R™, d.h. Is(x) = 0 auf domlg = S. Die Konjugierte
18t

I3 (y) = sup (y'2) (1.3)
zeS
Beispiel 1.4 (Norm) Sei ||| eine Norm auf R™ mit der dualen Norm |||,
(Duale Norm: |lul|, = sup{u"a[|lz]| <1}) f(z) = ||,
) = { o (1.4)
0o, sonst
Beispiel 1.5 (quadrierte Norm) Sei f(z) = 1 |z||®, mit der Norm ||-| und

der zugehorigen dualen Norm ||-||,. Die konjugierte Funktion dazu ist

£ = 5 ol (15)

2 Grundlegende Eigenschaften

2.1 Fenchel Ungleichheit
Aus der Definition der konjugierten Funktion erhalten wir sofort die Ungleichung

f@) +f ) zaly (2.1)
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fiir alle x,y. Sie wird Fenchel’sche Ungleichung (oder Young’sche Ungleichung,
falls f differenzierbar ist) genannt.

2.2 Die Konjugierte einer konjugierten Funktion

Die Konjugierte einer konjugierte Funktion f** ergibt wieder die Originalfunk-
tion f, falls gilt:

(i) f ist konvex

(ii) f ist abgeschlossen (d.h. epif ist abgeschlossen)

2.3 Differenzierbare Funktionen

Sei f eine konvexe, differenzierbare Funktion mit Definitionsbereich dom f = R™.
Dann gilt:

2* maximiert y' x — f(z) < 2 geniigt Vf(z*) =y (2.2)
Mit y = Vf(z*) erhalten wir

fy) =a"TVf@@") - f(z") (2.3)

2.4 Skalierung und Vergleich mit affiner Transformation

Sei @ > 0 und b € R. Die Konjugierte von g(z) = af(z) + b ist
g'(y) =a f1 (=) -0 (2.4)

Sei A € R™*™ invertierbar und b € R". Dann ist die Konjugierte von
g(z) = f(Az + b) gerade
g y)=f(ATTy) —b"A Ty (2.5)

mit dom g* = AT dom f*

2.5 Summen unabhingiger Funktionen

Sei f(u,v) = fi(u) + f2(v), f1, f> konvexe Funktionen mit den entsprechenden
Konjugierten f7, f5, dann ist

fr(w,z) = fi(w) + f3(2) (2.6)

Mit anderen Worten, die Konjugierte einer Summe unabhéngiger Funktionen
ist gleich der Summe der einzelnen Konjugierten.
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