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In diesem Abschnitt zeigen wir anhand von Beispielen, wie einfache dquivalente
Umformulierungen des primalen Problems zu sehr verschiedenen dualen Proble-
men fiihren kénnen. Wir betrachten die folgenden Arten von Umformulierungen:

e Einfiihren neuer Variablen und der damit verbundenen Gleichheitsbe-
schrankungen

e Umwandeln der Zielfunktion

e Aufnahme von Beschrénkungen in die Zielfunktion durch deren Umdefi-
nition

1 Einfiihren neuer Variablen und Gleichheitsbe-
schrankungen

Betrachten ein unbeschranktes Problem der Form:

minimiere fo(Az + B). (1.1)

Seine Lagrange-duale-Funktion ist das konstante p*. Obwohl wir starke Duali-
tat haben, d.h. p* = d*, ist die Lagrange-duale-Funktion weder hilfreich noch
interessant. Wir formulieren jetzt das Problem (1.1) wie folgt um

minimiere  fo(y)

(1.2)
sodass Ax+b=y.

Hier haben wir die neue Variable y sowie die neue Gleichheitsbeschriankung
Az + b = y eingefiihrt. Die Probleme (1.1) und (1.2) sind offenbar dquivalent.
Die Lagrange-Funktion des umformulierten Problems ist

L(z,y,v) = foly) + v (Az + b —y).

Um die duale Funktion zu finden, minimieren wir L iiber z und y. Aus der
Minimierung iiber x folgt g(v) = —oc , es sei denn ATv = 0, in diesem Fall
bekommen wir

g(v) =b"v + inf(fo(y) - viy) =b"v — f5(v),
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wobei fi die Konjugierte von fy ist. Das duale Problem von (1.2) kann deshalb
wie folgt ausgedriickt werden
maximiere bTv — fi(v)

1.3
sodass ATv =0. (1.3)

Somit ist das Duale des umformulierten Problems (1.2) hilfreicher als das Duale
vom urspriinglichen Problem (1.1).

Beispiel 1.1 (Unbeschrinktes geometrisches Problem) Betrachten das un-
beschriankte geometrische Problem

minimiere log(z exp(alz +b;)).
i=1

Wir formulieren es zuerst um, indem wir neue Variablen und Gleichheitsbe-
schrankungen einfithren

minimiere  fo(y) = log(>_ exp(ys))
i=1
sodass Ax+b=y,

wobei al die Zeilen von A sind. Die Konjugierte dieser Log-Sum-Ezxp-Funktion

15t
ey S vilogy; vz 0, 1Ty =1
fo (V) B { o0 sonst

(Durch Nullsetzen des Gradienten der Hilfsfunktion ho(y) = vTy — fo(y) be-

kommen wir v; = % firi=1,...,m. Diese Gleichungen sind genau
=1 ’

dann lésbar fiir y, wenn v = 0 und 17 = 1. Daraus ergibt sich die konjugierte

Funktion. Wenn wir 0 xlog0 = 0 setzen, gilt sogar v = 0.)

Somit kann das Duale vom umformulierten Problem ausgedriickt werden als

m
mazimiere by — Z v; log v;
i=1
sodass 1Ty =1 (1.4)
ATy =0

v =0,
welches eine Art Entropie-Maximierungsproblem ist, wobei 221 vilogy; die

Gbliche Entropiefunktion ist (vgl. Referat ’Lagrange-duale Funktion’, Beispiel
6.2).

Beispiel 1.2 (Normapproximationsproblem) Wir betrachten das unbeschrink-
te Normapproximationsproblem

minimiere || Az —b||, (1.5)
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wobei || - || irgendeine Norm ist. Auch hier ist die Lagrange-Duale-Funktion kon-
stant, und gleich dem Optimalwert von (1.5), und deshalb nicht sehr hilfreich.
Wieder formulieren wir das Problem um als

minimiere  ||yl|

sodass Ax —b=y.
Das Lagrange-Duale-Problem ist nach (1.3),

mazimiere bl v
sodass ||v|l« <1 (1.6)
ATy =0,
wobei wir die Tatsache verwendet haben, dass die Konjugierte einer Norm die

Indikatorfunktion der dualen Norm bzgl. der Einheitskugel ist (vgl. Referat ’Lagrange-
duale Funktion’, Beispiel 6.1).

Die Idee der Einfiihrung neuer Gleichheitsbeschréankungen kann auch auf die Be-
schrankungsfunktionen selber angewandt werden. Betrachten wir zum Beispiel
das Problem

minimiere fo(Aox + bo)

1.7
sodass fi(A;x+0b;) <0, i=1,...,m, (1.7)

wobei A; € R¥*™ und f; : R¥ — R konvex sind. (Der Einfachheit halber
lassen wir hier Gleichheitsbeschrankungen weg.) Wir fiihren eine neue Variable
y; € RF: fiir i = 0,...,m, ein, und formulieren das Problem um als

minimiere  fo(yo)
sodass fi(y;) <0, i=0,...,m (1.8)
AZQC-FbZ:yZ, z:0,7m

Die Lagrange-Funktion fiir dieses Problem ist

L(SE,yo, .- 'ayWH)‘a Lo, - - '71/771) = fO(yO) + Z)‘Lfl(yz) + ZV;T(Azx + bl - yz)

i=1 =0

Um die duale Funktion zu finden, minimieren wir iiber x und y;. Das Minimum
iiber z ist —oo, es sei denn
m
E T, _
Ai Vv, = 0,
i=0

wo wir fir A = 0

g Vo, V) = ZVini + yoinfy (fo(yo) + Z)\ifi(yi) - Z%Tyi)
e i=0

1=0 =1

= Z Vini + i&f(fo(yo) - VoTyo) + ZM i;f(fi(yi) - (Vi/)‘i)Tyi)

i=0 i1
m m
=> v]bi = fi(vo) = > Nif (vi/N)
i=0 i=1
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erhalten.

Schliefslich stellen wir die Frage, was passiert, wenn A = 0, also einige \; Null
sind. Wenn A\; = 0 und v; # 0, dann ist die duale Funktion —oco. Wenn \; =
0 und v; = 0 ist, dann sind alle Terme in denen y;,v;, oder \; vorkommen
gleich Null. Somit ist der Ausdruck oben fiir g fiir alle A > 0 giiltig, wenn wir
Xifi* (vi/A;) = 0 fur A\; = 0 und v; = 0 nehmen, und \; f;* (v;/\;) = oo fiir \; =0
und v; # 0. Deshalb kénnen wir das Duale vom Problem (1.8) ausdriicken als

maximiere Z vlb; — f3(vo) — Z ANifi (vi/Ai)
i=0 i=1
sodass A >0 (1.9)

=0

Beispiel 1.3 (beschrinktes geometrisches Problem) Das beschrinkte geo-
metrische Problem
Ko
minimiere log(z e“DTk"”erO’“)
k=1

K
T .. .
sodass log(z ety <0 j=0,...,m
k=1

ist von der Form (1.7) mit f; : REi — R gegeben durch fi(y) = log(Zﬁ1 evr).
Die Konjugierte dieser Funktion ist

)=

ZkK,il vplogy, v=0,1Tv =1
o0 sonst

Durch (1.9) kénnen wir das duale Problem sofort als

Ko m Ki
mazimiere bl vy — Z voi log voi, + Z(b?yi — Z v log(vir /Ai))
k=1 i=1 k=1
sodass vy =0, 1Ty =1
v =0, 1Ty, =X, i=1,...,m

XN>0, i=1,....,m

=0

formulieren, welches weiter zu

Ko m K;
mazimiere bguo — g voi log voi, + E (szl/i — E Vik log(uik/llTui))
k=1 i=1 k=1
sodass v; =0, 1=0,...,m
17y, =1
m
Z T
Ai v, = 0
i=0
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vereinfacht werden kann.

2 Umwandlung der Zielfunktion

Wenn wir die Zielfunktion f; durch eine monoton wachsende Variante ihrer
selbst ersetzen, ist das resultierende Problem offenbar dquivalent, da das Mini-
mum an der gleichen Stelle angenommen wird. Das Duale von diesem &quiva-
lenten Problem kann jedoch sehr verschieden vom Dualen des urspriinglichen
Problems sein.

Beispiel 2.1 Wir betrachten wieder das Normapproximationsproblem
minimiere || Az —b||,
wobei || - || eine Norm ist. Wir formulieren dieses Problem um als

minimiere  (1/2)||yl?

sodass Ax —b=y.

Hier haben wir neue Variablen eingefiihrt, und die Zielfunktion mit der Hdélfte ih-
res Quadrates ersetzt. Zweifellos ist es zum urspringlichen Problem dquivalent,
was das Annehmen der Minimumstelle betrifft. Das Duale vom umformulierten
Problem ist
mazimiere bT v — (1/2)|v||?
sodass ATv =0,

wobei wir die Tatsache benutzt haben, dass das Konjugierte von (1/2)| - ||?
(1/2)||-||? ist (vgl. Referat 'Die konjugierte Funktion’, Beispiel 1.5). Man sieht,
dass dieses duale Problem nicht dasselbe ist wie das duale Problem (1.6) von
friiher.

3 Aufnahme von Beschrankungen in die Zielfunk-
tion durch deren Umdefinition

Die nachfolgende einfache Umformulierung, die wir betrachten, soll einige der
Beschrankungen in die Zielfunktion aufnehmen, indem wir die Zielfunktion in
eine Art Indikatorfunktion umdefinieren.

Beispiel 3.1 (Lineares Programm mit Box-Beschrinkungen) Wir betrach-
ten das lineare Programm

minimiere ¢l x
sodass Ax =b (3.1)
I <z <u,

wobei A € RP*™ und | < u. Die Beschrinkungen | < © < u werden manchmal
Bozx-Beschrinkungen oder Variablengrenzen genannt.
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Wir konnen natirlich das Duale von diesem linearen Programm ableiten:

mazimiere —bTv — ATu4 A1
sodass ATv+ X —Xa+c=0 (3.2)
A1 =0, A =0.

(vgl. Vorlesung *Grundlagen der Optimierung’, Ubung 8, Aufgabe 3). Wir kin-
nen statt dessen zuerst das Problem (3.1) umformulieren als:

minimiere  fo(x)

3.3
sodass Ax =b, (3:3)
wobet wir -
cx | fx=<u
folw) = { oo sonst

definieren. Das Problem (3.3) ist zu (3.1) offensichtlich dquivalent; wir haben
die expliziten Box-Beschrinkungen in die Zielfunktion aufgenommen. Die duale
Funktion fir das Problem (3.3) ist

_ T T B
o(v) = inf (cTx+ " (Az =)

= by —uT(ATv4¢)” +1T(ATv + o),

wobei y;7 = max{y;,0},y; = max{—y;,0} ist. Somit ist das duale Problem das
unbeschrinkte Problem

mazimiere  — b v —ul (ATv +¢)” +1T(ATv 4+ o) T, (3.4)

welches eine ziemlich andere Form als das Duale des urspringlichen Problems
hat.
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