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1 Einfiihrung

Fiir jedes Paar (A, v) mit A = 0 liefert die Langrange-duale Funktion

xTE

9(\,v) = inf L(z,\,v) = inf (fo(x)+Z)\Z-fi(x)+zy¢hi(x)> , (L1
i=1 =1

mit A € R™ und v € RP, eine untere Schranke des Optimalwertes p* des Opti-
mierungsproblems

Minimiere fo(x)
sodass fi(z) <0, i=1,...,m (1.2)
und hi(z) =0, i=1,...,p.
Wir haben also eine untere Schranke, die von den Parametern A und v abhéngig

ist. Nun wollen wir die Beste dieser unteren Schranken finden mittels des fol-
genden Optimierungsproblems.

Definition 1.1 Das Problem

Mazimiere g(\,v)
sodass N =0

heifst Lagrange-duales Problem beziiglich des Problems (1.2).

Ein Paar (\,v) mit X = 0 und g(\,v) > —oco heifit dual zulissig.

Wir nennen (A*,v*) dual optimal oder optimale Langrange-Multiplikatoren,
falls sie optimal sind fiir das Problem (1.3).

Bemerkung 1.2 Das Problem (1.3) ist immer konvex, da die Beschrinkungen
konvex und die zu maximierende Funktion konkav ist.

Bemerkung 1.3 Es kommt hiufig vor, dass der Defintionsbereich der Lagrange-
dualen Funktion,

dom g ={(\v)|g(\,v) > —c0},
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eine geringere Dimension als m +p hat, d.h. dom g liegt in einem affinen Unter-
raum. Meistens kann man die affine Hiille von dom g bestimmen und als Menge
linearer Gleichungsbeschrinkungen schreiben. Wir kénnen dann ein dquivalentes
Problem aufstellen, indem diese Gleichungsbeschréinkungen explizit vorkommen.

Beispiel 1.4 (Langrange-duales LP eines LP in Normalform)

Wie wir wissen, ist die Langrange-duale Funktion eines LP in Normalform,

Minimiere ¢’z

sodass Az =1b
und x > 0,

gegeben durch

Ty ATy —A+4¢=0
g(/\,V)={

—o0  sonst.

Das Lagrange-duale Problem wére nun

_pT T, _
Maximiere g()\,y):{ 'y ATy —X4+¢=0
—0o0  sonst
sodass A > 0.

Da (), v) nur dann zulissig ist, wenn g endlich ist, also ATv — A+¢ = 0, kénnen
wir ein dquivalentes Problem aufstellen, indem wir die Gleichungsbeschrinkun-
gen explizit machen, d.h.

Maximiere — bTv
sodass ATv—A+¢=0
und A >0,
bzw.
Maximiere — b7y

sodass ATv+c¢ > 0.

Man erhélt ein LP mit Ungleichungsbeschrankungen.

2 Schwache Dualitit

Satz 2.1 Der Optimalwert d* des Lagrange-dualen Problems (1.3) ist die grifite
untere Schranke fiir den Optimalwert p* des primalen Problems (1.2), die man
durch die Lagrange-duale Funktion erhalten kann. Insbesondere gilt
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d* < p*. (2.1)

Diese Figenschaft wird schwache Dualitdt genannt.

Bemerkung 2.2 Es koénnen folgende Situationen auftreten

dual unbeschrankt | dual unzuléssig
d*eR d* = +o00 d* = —o0
preR (1) (i1)
primal unbeschrinkt
p* = —0o0 (iv)
primal unzuléssig
P = +oo (iid) (v) (vi)

Definition 2.3 Die Differenz p* — d* wird als Optimalitdtsliicke bezeichnet.

Bemerkung 2.4 Man kann die Abschéitzung (2.1) nutzen um eine untere Schran-
ke fiir den Optimalwert schwieriger Probleme zu finden, da das duale Problem
immer konvex ist (vgl. Bemerkung 1.2) und daher effektiv gelost werden kann.

3 Starke Dualitidt und Slater’s constraint quali-
fication

Definition 3.1 Fulls die schwache Dualitit mit Gleichheit erfillt ist, also falls
gilt

ar=p", (3.1)
spricht man von starker Dualitdt.

Bemerkung 3.2 Im Allgemeinen gilt starke Dualitdt nicht. Falls jedoch das
primale Problem konvex ist

Mazimiere  fo(x) dber x € R™

sodass  fi(z) <0, i=1,...,m (3.2)
und Ar =10
mit fo,...,n konvex, so gilt meistens die starke Dualitét.

Es gibt Bedingungen an (3.2), die starke Dualitit garantieren. Man nennt diese
Bedingungen constraint qualifications. Oft ist es einfacher diese nachzuwei-
sen, als direkt die starke Dualitét zu zeigen.
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Definition 3.3 Fine einfache constraint qualification fir die konvere Optimie-
rungsaufgabe (3.2) ist die Slater-Bedingung: Es existiert ein x € relint D,
so dass gilt

filx) <0, i=1,...,m, Ax =b. (3.3)

Also muss x strikt zuldssig beziiglich der Ungleichungen und zuldssig beziiglich
der Gleichungen sein.

Definition 3.4 Fulls die ersten k Ungleichungsbeschrinkungen f;, ..., fr affin-
linear sind, kann man die Slater-Bedingung wie folgt verfeinern:
Es existiert ein x € relint D, so dass gilt

filx) <0, i=1,....k  fiz)<0, i=k+1,...,m, Az=b. (3.4)

Fiir die affin-inearen Ungleichungsbeschrinkungen muss als keine strikte Un-
gleichheit gelten.

Bemerkung 3.5 Man beachte, dass die verfeinerte Slater-Bedingung gerade
der Zulédssigkeit entspricht fiir K = m und dom fj offen.

Somit gilt fiir jedes LP, dass starke Dualitdt herrscht, falls das primale oder
das duale LP zulédssig sind. Es gibt also nur in dem Fall, dass beide unzuléssig
sind, keine starke Dualitédt. Dieser pathologische Fall kann jedoch tatséchlich
auftreten.

Satz 3.6 (Satz von Slater) Fulls bei einem konvexen Optimierungsproblem
die (verfeinerte) Slater-Bedingung erfillt ist, so gilt starke Dualitdt.

4 Beispiele

Beispiel 4.1 (Lésung eines LGS durch die Methode der kleinsten Qua-
drate)

Wir erinnern uns an das Problem

Minimiere zTz iiber z € R"

(4.1)
sodass Az =0b
mit A € RP*™ und b € RP. Das duale Problem ist
. L pooar T
Maximiere — yid AA Y = by, (4.2)

welches ein konkaves quadratisches Maximierungsproblem ohne Nebenbedin-
gungen ist. Die Slater-Bedingung 3.3 bedeutet hier gerade, dass das primale
Problem zuléssig ist. Es gilt dann also d* = p*.
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Beispiel 4.2 (Quadratische Programme mit quadratischen Nebenbe-
dingungen(QCQP))

Wir betrachten das QCQP

1
Minimiere §:cTP0x + qu + 719
4.
1, . . (4.3)
sodass 5:13 Prx+qgx+r; <0 i=1,....,m

mit Py € S, und P; € S%,Vi = 1,...,m. Die Lagrangefunktion ist

L\ v) = %xTP()\)x +q\N) Tz +r(N),

wobel

PN =P+ NP, qN)=aq+Y Mg, () =ro+ > A
=1 =1

=1

Da es zwar moglich, aber sehr schwierig ist fiir allgemeine A die Lagrange-duale
Funktion aufzustellen, werden wir im Folgenden A > 0 annehmen, wodurch
P(\) weiterhin positiv definit und symmetrisch ist. Somit erhalten wir das duale
Optimierungsproblem

1
Maximiere g(\) = —iq(A)TP(/\)_lq()\) +r(A\) dber A € R™
sodass A >0

Die Slater-Bedingung 3.3 besagt jetzt, dass starke Dualitét herrscht, wenn es
ein z gibt, welches strikt zuléssig beziiglich der Ungleichungsbeschrankungen ist.

Beispiel 4.3 (Entropiemaximierung)

Wir greifen erneut das Entropiemaximierungsproblem

n
Minimiere xr;logxi iiber x € R”
g +

=l (4.4)
sodass Az <b
und 1Tz =1

auf. Das Lagrange-duale Problem ist

n

—v— —aT

Maximiere —b"A—v—e V7! E e ”
=1

sodass A > 0.
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Die schwiichere Slater-Bedingung 3.4 sagt jetzt aus, dass die Dualitétsliicke null
ist, wenn es ein z = 0 gibt mit Az < b und 17z = 1 gibt.

Wir kénnen das duale Problem vereinfachen, indem wir iiber die duale Variable
v analytisch maximieren. Somit folgt

Wenn wir nun den optimalen Wert von v in das duale Problem einsetzen, er-
halten wir

Maximiere — b\ — log Z i T
i=1
sodass A > 0.

Dies ist ein sogenanntes geometrisches Programm mit nichtnegativen Beschrankun-
gen.

Beispiel 4.4 (Minimales Volumen eines Ellipsoids)

Wir betrachten

Minimiere logdet X' iiber X € S"

4.6
sodass aiTXaigl, i=1,...,m. (4.6)
Das Lagrange-duale Problem ist dann
Maximiere log det(z Naial) = 1N +n (47)
i=1 :

sodass A\ >0,

wobei wir logdet X = —oo setzen, falls X 3 0

Die verfeinerte Slater-Bedingung 3.4 ist nun gerade, dass es ein X € S7, gibt
mit a] Xa; <1 Vi=1,...,m. Da dies jedoch immer erfiillt ist, herrscht auch
immer starke Dualitét.

Beispiel 4.5 (Ein nichtkonvexes quadratisches Programm mit starker
Dualitét)

In seltenen Fillen gilt sogar bei nichtkonvexen Optimierungsaufgaben starke
Dualitat. Als wichtiges Beispiel betrachten wir jetzt das Problem eine nichtkon-
vexe quadratische Funktion iiber die Einheitskugel zu minimieren:

Minimiere z7 Az + 20"z
- (4.8)
sodass x'x <1,

mit A € S",;A % 0 und b € R". Das Problem wir manchmal Trust-Region-
Problem genannt. Es wird dabei eine Approximation 2.0rdnung einer Funktion
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iiber der Einheitskugel minimiert.
Die Lagrange-Funktion ist

Lz, \) = 2T Az + 20672 + NPTz — 1) = 2T (A — Az + 207z — A,

wodurch sich die Lagrange-duale Funktion ergibt als

)= { TPTAFADT =X AL ATZ0,be (A+AD)
9\ = —00 sonst,

wobei (A4+AI)* die Pseudoinverse von (A+AI) ist. Somit ist das Lagrange-duale
Problem

Maximiere — b (A+ X)Th— X\ iiberA € R
sodass A+ Al =0 (4.9)
und b e (A+ A).
Dieses Programm ist konvex, auch wenn das in dieser Darstellung nicht offen-
sichtlich ist. Obwohl das primale Problem nicht konvex war, so haben wir hier

trotzdem immer Dualitétsliicke null.
Tatséchlich gilt hier sogar ein allgemeineres Resultat:

Bei jedem Optimierungsproblem mit quadratischer Zielfunktion und einer qua-
dratischen Ungleichungsbeschrinkung gilt starke Dualitit, falls die Slater-Bedingung
erfillt ist.

Beispiel 4.6 (Gemischte Strategien fiir Matrixspiele)

Im folgenden Beispiel werden wir mittels der starken Dualitdt ein wichtiges
Resultat fiir Matrixspiele erhalten.

Wir betrachten ein Spiel mit zwei Spielern P; und P, und der Auszahlungsma-
trix A = (Ag;) € R™*™ wobei:

e P; eine Zeile von A auswiirfelt, d.h. eine Zahl k € 1,...,m
e P, eine Spalte von A auswiirfelt, d.h. eine Zahll € 1,....,n

e P zahlt dann Ay an P»

Selbstverstindlich méchte P; diese Auszahlung minimieren und P, mdochte sie
maximieren.

Die Spieler haben dabei gemischte Strategien, d.h. sie wiirfeln unabhéngig von-
einander und zufillig, konnen jedoch vorher die Wahrscheinlichkeitsverteilung

prob(k=4)=wu;, i=1,...,n bzw. prob(l=i)=v;, i=1,...,m

mit der gewiirfelt wird festlegen. Die erwartete Auszahlung von P; an P, betrigt
dann
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n m
ukUlAkl = UTAU.
k=11=1

Annahme:
P; kennt die Strategie u von P;. Dies ist offensichtlich ein Vorteil fiir P,. Dieser
wird nun v so wihlen, dass u” Av maximiert wird, was zu folgender Auszahlung
fithrt

sup{u” Avjv = 0,17y =1} = ma

X
1=1,....m

(u” Av);

=P, sollte u so wihlen, dass diese Auszahlung minimiert wird. Dies entspricht
der Losung des Problems

Minimiere ~ max (u” Av);
i=1,....,m

sodass u =0 (4.10)

und 1Ty =1.

Dies ist ein stiickweise lineare, konvexe Optimierungsaufgabe. Der optimale
Wert u* dieses Problems ist somit die geringste erwartete Auszahlung, die P;
erreichen kann, falls P, seine Strategie kennt.

Analog betrachten wir folgende Annahme:
P, kennt die Strategie v von P,. P; wird nun u so wahlen, dass u” Av minimiert
wird, was zu folgender Auszahlung fiihrt

inf{u” Av|u = 0,17u =1} = min (Av);

i=1,....m

=P, sollte v so wihlen, dass diese Auszahlung maximiert wird. Dies entspricht
der Losung des Problems

Maximiere _7r1nin (Av);
sodass u >0 (4.11)

und 17w =1.

Dies ist eine konvexe Optimierungsaufgabe mit stiickweise linearer, konkaver
Zielfunktion. Der optimale Wert v* dieses Problems ist somit die gréfite erwar-
tete Auszahlung, die P, erreichen kann, falls P; seine Strategie kennt.

Nun ist intuitiv klar, dass es nicht schaden kann die Startegie des Gegners zu
kennen. In der Tat ist leicht zu zeigen, dass v* < v*. Die Differenz u* — v*
konnen wir als den Vorteil auffassen, den ein Spieler hat, falls er die Strategie
seines Gegners kennt.

Mit der starken Dualitéit kann man ein erstaunliche Aussage erreichen: u* = v*.
Dass heifit man hat keinen Vorteil in einem Matrixspiel, wenn man die Strategie
des Gegners kennt.

Dies werden wir zeigen, indem wir nachweisen, dass die Programme (4.10)
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und (4.11) Lagrange-duale Probleme sind. Fiir diese gilt dann aufgrund ihrer
Konvexitéit und der verfeinerten Slater-Bedingung 3.4 starke Dualitéit und somit
die Gleichheit von u* und v*.

Wir schreiben dazu (4.10) als LP

Minimiere ¢ {bert € R
sodass wu > 0, 1Ty =1

und ATu < t1.

Mit den Multiplikatoren A fiir ATu < t1, p fiir w = 0 und v fiir 17w = 1 ist die
Lagrange-Funktion
Lt,u, M\, v) =t + N(ATu —11) — pTu + v(1 —1Tu
=u+ (1=1"0t + (AN —v1 — p) 7.

Somit ist die duale Funktion

v 1T =1, AN—vi=yp
—0o0 sonst.

g\, v) = {
Das duale Problem ist also

Maximiere v
sodass A\ = 0, 17\ = 1, =0
und AN —vl = p.

Wenn wir p eliminieren erhalten wir das folgende Lagrange-duale Problem
von (4.10):

Maximiere v
sodass A =0, 1A =1
und AN > v1.

Dies ist wie man leicht erkennt &quivalent zu (4.11).

HoHg TECHNISCHE UNIVERSITAT SS2010

CHEMNITZ Seminar Optimierung



	Einführung
	Schwache Dualität
	Starke Dualität und Slater's constraint qualification
	Beispiele

