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1 Das gestorte Problem

Wenn starke Dualitét gilt, geben uns die optimalen Lagrange-Variablen sehr
niitzliche Informationen {iber die Sensitivitit des Optimalwertes unter Einbe-
ziehung von Storungen in den Beschrankungen.

Wir erinnern uns an das allgemeine Optimierungsproblem

minimiere fo(x) {ber x € R"
sodass fi(z) <0, i=1,...,m (1.1)
und hi(z)=0, i=1,...,p

und betrachten das folgende gestorte Problem

minimiere fo(x) iber z € R”
sodass fi(z) <w;, i=1,...,m (1.2)
und  hi(z)=v;, i=1,...,p.

Dabei bedeutet u; > 0, dass wir die i-te Ungleichung abgeschwécht haben und
u; < 0, dass wir die i-te Ungleichung verstirkt haben. Aus diesem Grund ergibt
sich das gestorte Problem (1.2) aus dem Originalproblem (1.1) durch Verstér-
kung oder Abschwéichung jeder einzelnen Ungleichungsbeschrankung durch w;
und Abéndern der rechten Seiten der Gleichungsbeschriankungen durch v;. Wie
man leicht sieht, stimmt das gestorte Problem mit dem Originalproblem iiber-
ein, wenn v = 0 und v = 0 gilt.

Wir definieren p*(u, v) als Optimalwert des gestérten Problems (1.2):

p*(u,v) = mt{fo(z)[Fz € D, fi(w) < us, i

; 1,....,m,
hi(l') 5o

.., D}

Es wird sofort klar, dass p*(0,0) dem Optimalwert des ungestorten Problems
p* entspricht. Aus der Definition folgt, dass auch p*(u,v) = oo zuléssig ist,
was Storungen entspricht, die zur Unlosbarkeit des Optimierungsproblems (1.2)
fiihren. Man kann sagen, dass uns die Funktion p* : R™ x R? — R den Opti-
malwert des Problems als eine Funktion von Stérungen in den rechten Seiten
der Beschrankungen widergibt.
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Ist das Originalproblem konvex, so auch die Funktion p*(u,v). In der Tat ent-
spricht der Epigraph von p*(u,v) gerade dem Abschluss der Menge

A=G+ (R xRP xR;) mit
G=A{(fi(z),..., fm(x), h1(2),..., hp(x), fo(x)) € R™ x R x R|z € D}.
Vergleiche hierzu auch | , (1.2)].

2 Eine globale Ungleichung

In diesem Abschnitt setzen wir starke Dualitdt voraus und fordern zusétzlich,
dass das duale Optimum angenommen wird. Dies ist der Fall, wenn das Optimie-
rungsproblem konvex und die Slaterbedingung erfiillt ist. Sei (\*,»*) optimal
fiir das duale ungestorte Problem:

maximiere g(\,v) = inijL(x, A\ V)
e

m > (2.1)
= inf (fo(f) + Z)\ifi(fl?) + ZWM(@) .

zeD ;
i=1
Dann gilt fiir alle v und v
p*(u,v) > p*(0,0) = X Tu — v* o (2.2)

Um die Richtigkeit der Aussage zu priifen, betrachten wir einen beliebigen zulés-
sigen Punkt = des gestorten Problems, das heifit es gilt f;(z) <wu; Vi=1,...,m
und h;(x) =v; Vi=1,...,p.

Damit folgt aus der starken Dualitét

m P
p*(0,0) = g(\*, ") < folx) + Y A filw) + D vihi(x)
=1 =1
< fo(x) + A Tu+ v T,

(Die erste Ungleichung folgt direkt aus der Definition von g(A*,v*) und die
zweite folgt, weil A > 0.) Zusammenfassend gilt fiir jeden zuldssigen Punkt x
des gestorten Problems

fo(x) = p*(0,0) = A Tu —v*Tw
und damit auch

p*(u,v) > p*(0,0) = X Tu —v* o

Sensitivitatsinterpretation

Wenn starke Dualitét vorliegt, folgen verschiedene Sensitivitatsinterpretationen
der optimalen Lagrangevariablen direkt aus der Ungleichung (2.2). Einige der
Aussagen sind:

e Wenn A\ grof ist und wir die i-te Beschrédnkung verstérken (wir wéhlen
u; < 0), dann wird der Optimalwert p*(u,v) garantiert stark ansteigen.
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P*(u)

p*(0) — A*u

Abbildung 2.1: Optimalwert p*(u) eines konvexen Problems mit einer Beschran-
kung fi(z) < w als eine Funktion in Abhéngigkeit von u. Fiir v = 0 liegt uns
das originale ungestorte Problem vor; fiir v < 0 haben wir die Beschridnkung
verstirkt, flir w > 0 ist die Beschrankung abgeschwécht. Die affine Funktion
p*(0) — A*u ist eine untere Schranke von p*.

e Wenn v grofs und positiv ist und wir v; < 0 wéhlen, oder wenn v} grof
und negativ ist und wir v; > 0 wéhlen, dann wird der Optimalwert p* (u, v)
garantiert stark ansteigen.

e Wenn A} klein ist und wir die i-te Beschrankung abschwéchen (wir wéhlen
u; > 0), dann wird der Optimalwert p*(u, v) nicht sonderlich stark fallen.

o Wenn v} klein und positiv ist und wir v; > 0 wihlen, oder wenn v klein
und negativ ist und wir v; < 0 wihlen, dann wird der Optimalwert p* (u, v)
nicht sonderlich abfallen.

Die Ungleichung (2.2) und die zuvor aufgefiihrten Aussagen geben eine untere
Schranke fiir den Optimalwert des gestorten Problems, aber keine obere. Aus
diesem Grund sind die Ergebnisse nicht symmetrisch bzgl. der Abschwéichung
bzw. Verstirkung von Beschrankungen. Man nehme an, dass A} grof ist und
wir die i-te Beschrinkung ein klein wenig abschwéchen (wir wihlen w; klein und
positiv). In diesem Fall ist die Ungleichung (2.2) nicht niitzlich; es impliziert zum
Beispiel nicht, dass der Optimalwert p*(u, v) in betrichtlichem Mafe steigt.
Die Ungleichung (2.2) ist in Abbildung 2.1 fiir ein konvexes Problem mit einer
Ungleichungsbeschrinkung illustriert. Die Ungleichung besagt, dass p*(0) — A*u
eine untere Schranke fiir die konvexe Funktion p* ist.

3 Lokale Sensitivitatsanalyse

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass p*(u,v) fir v = 0,v = 0 differen-
zierbar ist. Dann gilt unter starker Dualitat, dass die optimalen Dualvariablen
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A%, v* mit dem Gradienten von p* an v = 0,v = 0 in Verbindung stehen:

A= 7817*(0’0)7 V= 7817*(070). (3.1)
8’ui 8’1%

Diese Eigenschaft sieht man am Beispiel der Abbildung 2.1 , wo —A* der Anstieg
von p* an der Stelle u = 0 ist.
Demnach sind die optimalen Lagrangemultiplikatoren genau die lokalen Sensiti-
vitdten des Optimalwertes beziiglich der Beschréankungsstérungen, wenn p*(u, v)
an der Stelle u = 0, v = 0 differenzierbar ist und starke Dualitét vorliegt. Im Ge-
gensatz zur Abschétzung (2.2) ist diese Interpretation symmetrisch: Eine kleine
Verstirkung der i-ten Ungleichungsbeschrinkung (wéhle u; klein und negativ)
fithrt zu einem Anstieg in p* von etwa —A}u;; eine kleine Relaxierung der i-ten
Ungleichungsbeschrankung (wéhle w; klein und positiv) fithrt zu einem Abstieg
in p* von etwa Aju;.
Um die Gleichungen (3.1) zu beweisen, nehmen wir an, dass p*(u,v) differen-
zierbar ist und starke Dualitét gilt. Fiir die Stérung v = te;, v = 0, wobei e; der
i-te Einheitsvektor ist, gilt

i P (e, 0) —p* _ 9p™(0,0)
t—0 t ou;

Die Ungleichung (2.2) besagt fiir ¢ > 0,

p* (teia 0) - p*

2P >

wahrend fiir ¢ < 0 die gegensétzliche Ungleichung gilt. Dies fiithrt fiir ¢ — 0 mit
t>0zu

9p*(0,0) Y]
auz- -
wahrend fiir ¢ < 0 wieder die gegensétzliche Ungleichung gilt. Daraus folgt
9p*(0,0)
BTy
ﬁui ¢
Vollkommen analog zeigt man
9p*(0,0) .
81)1- A

Die lokale Sensitivitatsaussage (3.1) gibt uns eine quantitative Moglichkeit zu
messen, wie aktiv eine Beschrinkung am Optimum z* ist. Ist f;(z) < 0, so ist
die Beschrinkung inaktiv und daraus folgt, dass die Beschrankung ein klein we-
nig verstirkt oder abgeschwécht werden kann, ohne dass sich der Optimalwert
andert. Wegen der Komplementaritdtsbedingung muss der zugehorige Lagran-
gemultiplikator also null sein. Sei nun f;(z) = 0, d.h., die i-te Beschrédnkung ist
aktiv am Optimum. Nun sagt uns der i-te optimale Lagrangemultiplikator, wie
aktiv die Beschrankung ist: Wenn A} klein ist, bedeutet das, dass die Beschran-
kung ohne grofse Wirkung auf den Optimalwert ein klein wenig verstérkt oder
relaxiert werden; ist A} grof, bedeutet das, dass eine kleine Verstdrkung oder
Abschwichung groflen Effekt auf den Optimalwert hat.
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Schattenpreisinterpretation

Wir kénnen noch eine einfache geometrische Interpretation des Resultats (3.1)
unter 6konomischen Gesichtspunkten angeben. Wir nehmen der Einfachheit hal-
ber an, dass uns ein konvexes Optimierungsproblem ohne Gleichungsbeschrén-
kungen vorliegt, welches die Slaterbedingung erfiillt. Die Variable z € R be-
stimmt, wie ein Unternehmen operiert, und die Zielfunktion f; gibt die Kosten
an, d.h. —fj ist der Gewinn. Jede Beschriankung f;(z) < 0 stellt eine Ressour-
cenbeschrankung wie zum Beispiel Arbeitskraft, Stahl oder Lagerkapazitit dar.
Die (negative) gestorte Funktion der optimalen Kosten —p*(u) gibt uns Infor-
mation dariiber, wie unser Gewinn steigt bzw. fillt, wenn eine kleinere oder
grofsere Menge der Ressource fiir das Unternehmen zur Verfiigung steht. Wenn
sie differenzierbar an der Stelle u = 0 ist, gilt

()
\F = ST

Mit anderen Worten ermdglicht uns A} zu erfahren, welchen Gewinn das Unter-
nehmen machen konnte, wenn die Verfiigharkeit der i-ten Ressource ein klein
wenig ansteigt.

Es folgt, dass A} einem natiirlichen Preis, dem Schattenpreis der Ressource ¢
entsprechen wiirde, wenn es dem Unternehmen moglich wére, die Ressource @
sowohl zu kaufen als auch zu verkaufen. Man nehme zum Beispiel an, dass ein
Unternehmen die Ressource ¢ zu einem Preis kaufen oder verkaufen kann, der
niedriger ist als A}. In diesem Fall wére es sicherlich besser, die Ressource zu
kaufen. Dies wiirde es dem Unternehmen ermdglichen, in einer Art und Weise
zu operieren, bei der mehr Gewinn gemacht wird, als durch den Einkauf Kosten
anfallen. Im Gegensatz dazu wire es besser, einige Einheiten der Ressource zu
verkaufen, sobald der Preis oberhalb von A} liegt. Dies fiihrt zwar zu einem
niedrigeren Umsatz, dieser wird aber durch den Verkaufserlos gedeckt.

Literatur

[Riedel(SS2010)] S. Riedel. Geometrische Interpretation. Seminar an TU Chem-
nitz, SS2010.

HoHg TECHNISCHE UNIVERSITAT SS2010

CHEMNITZ Seminar Optimierung



	Das gestörte Problem
	Eine globale Ungleichung
	Lokale Sensitivitätsanalyse

