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Optimale Steuerung partieller Differentialgleichungen

Konstruierte L6sung mit Schranken

Wir betrachten die Aufgabe

L 1 A
Minimiere J(y,u) = §|Iy - yQH%z(Q) + 5”“”%2(9)
—Ay=[0Fu in
unter
—y+ay=0 aufl
on
und wu € Uy

mit
Uad = {u € L*(Q) : uy(x) < u(x) < up(x) fii. in Q}
und der Wahl €2 = Einheitskreis, « =1 und § = 1. A > 0 ist beliebig.

Wir bezeichnen mit y, p etc. den Zustand, adjungierten Zustand etc. in Polarkoordi-
naten. Da alle Funktionen rotationssymmetrisch sein sollen, hangen diese Funktionen
nur von der Koordinate r ab. Die Ableitung d%ﬁ bezeichnen wir auch mit p’ etc.

Ansatz:
p=A(r?*=0) (1)

erfiillt die Randbedingungen, wenn

0 _
%erp\F:ﬁ(l)er(l):/\(2+1—C):O & O =3

Daraus folgt

F=A0*—3) 2)
und .
i = Py (= 55) = Pua(3 =17, (3)

Die Schranken sollen z.B. bei r = 1/4 und r = 3/4 aktiv werden. Wir withlen deshalb

3\? 39 1\* 47
i =3—| = ==, =3—-(-] == 4
Uo =3 (4) TR (4) 16 (4)

Es gilt also

47 . 1
16 fUI'OSTSZ
~ o 2 1 3
u=q3—r> fir;<r<yg (5)
39 -3
16 furzgrgl

Um die Zustandsgleichung zu erfiillen, driicken wir den Laplace-Operator in Polar-
koordinaten aus. Wegen der fehlenden Winkelabhédngigkeit gilt

1d d "
———ry)=u = —0y)=—-ru = ry= —/ rudr+ D.
rdr dr( 0
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Da Tg"r:O = 0 gilt, ist D = 0. Durch Integration erhélt man:

rg’:—/orr;l—gdr:—gTQ fﬁrogrgi (6)
und setzt a = —4—; (%)2 _54T72' Auf dem néchsten Intervall ist
rﬂ’za—[rr(?)—rz)dr:a%—%—;7“2%—%7'4 fﬁr}lgrgz. (7)
1
Wir setzen 3 := a + % — % (%)2 + % (%)4 = —g%. Auf dem letzten Intervall gilt
ry =[5 — ;rﬁdrz +§%—§—gr2dr fir - <r<1 (8)

Wir setzen schlieBlich v := 8 + 222 — 33(1)? = - %2,

Um eine Gleichung fiir ¥ zu erhalten, miissen wir die Ausdriicke (6)—(8) durch r
dividieren und nochmals integrieren. Es gilt

~ "o47 47
yzE—f—/ ——rdr=E——r* firo<r<
0 64

2 (9)

1 =

Die Integrationskonstante E wird spater aus der Randbedingung fiir y bestimmt.
Wir setzen noch §(E) .= E — 2 (l)2 = E — AT Auf dem niichsten Intervall ist

64 \ 4 1024
r 95 \1 3 1
7=06(E I I I
Y ()+/i (O‘+1024>r S
1 1 191 1 3 1
—(E)— — -4 b Inp— 22—t
(B) = T02a™ 2 2006 T1o2a ™" ~ 2" 16"
3 11 1 3 1 1 3
=F+———In-"4—1Inr—=r 4+ —rt fir-<r<=. 10
T2006 1024 M T 102a T T gt MrgsTsg (10)
Wir setzen n(E) = E+ 2 — w50 + o Ins — 3 (%)2 + & (%)4, also n(E) =
E — 4k + 105 In 3 — 557 In 1. Auf dem letzten Intervall gilt
" 351\ 1 39
7=n(E ikl N
y n()+/2 (6+512)r 32"
40 3 351 40 39
(B 4+ ——n o 22 2
M)+ som e+ o1 " 52 ™ " 6a”
60 1 1 81 .3 40 39 ,
P g 2 o o202 mp Y <<l (11
1024 1024 M2 1020 M1 s M T tWwgsT (11)

Die Randbedingung

9 . N
< — 70 1
6ny+ylr y(1)+7y(1)
60 1 1 1 .3 40 39
b Bt — 12— 1= 22
TPt o™it o™ s al
1006 1 . 1 8 3

—F-— - —In-+-—1In°

512 1024 4 1024n4
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liefert die Integrationskonstante

1006 1 1 81

503 5 81
LR R L Y
556 32 2 1o 3

3

512 T 1024 M1 1024 7

(12)

Damit ist y abschnittsweise bekannt und erfiillt die PDE und die Randbedingung.

Schlieflich wihlen wir yq := y + Ap, also
1d

Yo =y +——(rp) =y + 4\,

rdr
so dass auch die adjungierte PDE erfiillt ist.
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