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Numerik partieller Differentialgleichungen

Ubung 14

Hausaufgabe 47: Ergénzung zu Aubin-Nitsche

Es sei /[, -] eine beschrénkte, symmetrische und nichtnegative Bilinearform auf dem
Hilbertraum L (vgl. Voraussetzungen (a) in Satz 14.5).

(a) Zeigen Sie, dass fiir £[-, -] die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt.
(b) Folgern Sie daraus, dass ¢ eine Seminorm induziert.

(2 Punkte)

Hausaufgabe 48: Projektionsfehlerabschiitzung zur L?({2)-Projektion

Sei Pg : L*(K) — Py(K) = R die L?(K)-orthogonale Projektion auf die konstanten
Funktionen, definiert durch

(Pr(u) = u,0) 2050y =0 fiir alle v € Py(K).

(a) Zeigen Sie mit Hilfe von Satz 13.7 (Bramble-Hilbert-Lemma) die Existenz einer
Konstanten cp, sodass die Beziehung

|lu — Pr(u)llz2(x) < cp |[ulm k)

fiir alle uw € H'(K) erfiillt ist.
(b) Folgern Sie daraus, dass fiir eine Familie von Gittern {75,}5\ 0 die Abschétzung

lu — Pr(u)ll 20 < Chlulgi g

fiir alle u € H!(Q) gilt. Dabei bezeichnet Pr die elementweise L?(Q)-orthogonale
Projektion. Wird hierbei die Quasi-Uniformitét der Familie {7} },\ 0 bendtigt?



Hausaufgabe 49: FEM fiir Aufgabe mit Konvektionsterm

(a)

Modifizieren Sie Ihr Programm, um Probleme mit Konvektionsterm

—Au+p-Vu=f inQ
u=0 aufl
mit Pi-Elementen 16sen zu kénnen. Behandeln Sie die homogenen Dirichlet-

Randbedingung mit einer der in Ubung 13, Hausaufgabe 46 implementierten
Variante.

Implementieren Sie je eine Funktion zur Berechnung von ||e|| 12 (o) und [len|| g1(q)
(fiir P1-Elemente). Dabei ist ep, eine Funktion aus V}, (reprasentiert durch einen
Vektor). Verwenden Sie dazu eine Quadraturformel der Ordnung 2.

Losen Sie die Aufgabe mit P;-Elementen fiir

o f=1,8=(10,10)",

e f=1,3=(20,20)" und

e f=1,5=(100,100)"
auf dem Einheitssimplex. Verwenden Sie dazu die der Datei
Mesh_5_simplexg_Connectivity_P1_Prolong.mat gegebenen Gitter-Daten. Es

handelt sich dabei um 5 Gitter, welche durch regulére, uniforme Verfeinerung
auseinander hervorgehen

in

Gitter Nr. 1

dh hy=v2- (3" firi=1,...,5.

Zuséatzlich sind noch Prolongationsoperatoren gegeben, welche eine auf einem
groben Gitter gegebene Funktion auf ein feineres Gitter interpolieren, d.h. mit
prolong{i}*u wird die Funktion v € V3, | in den Raum V},, iibertragen.

Fiir diese Problemdaten ist keine analytische Losung bekannt. Als Ndherung
fiir lu — up|| p2(q) verwendet man hiufig |[ups — up| 12(q), wobei up« die diskrete
Lésung auf dem feinsten Gitter bezeichnet. Plotten Sie die Fehler [lups —up||r2(q)
und |lup+ —up | 1) in Abhéngigkeit von A in einen doppelt logarithmischen Plot
und schétzen Sie die Konvergenzordnung. Was kénnen Sie fiir die Losung auf den
groben Gittern beobachten?

(5 Punkte)



Aufgabe 13: Eigenwerte und Kondition von Massen- und Steifigkeitsmatrix

Es sei
e {71 }1>0 eine uniforme Familie von Gittern auf dem polyedrischen Gebiet Q ¢ RY

e auf jedem Gitter T sei {(K, Pk, ¥k ke7 eine affine Familie von FE mit dem
gemeinsamen Referenzelement (K, P,Y). Der zugehorige FE-Raum Vj, sei V-
konform, d.h. V}, C V.

e a:V xV — R die symmetrische, beschrédnkte und elliptische Bilinearform zum
Differentialoperator L der Ordnung 2, sowie V = H*() und

A e RMxm mit Aij = alpi, ¢4

die Steifigkeitsmatrix und
M e R™*™ mit Mij = / Pi ©j dx
Q

die Massenmatrix. Dabei sind ¢1,...,¢m (m = Nglobal dofs) die globalen Frei-
heitsgrade, d.h. es gilt V}, = lin{¢1, ..., om} und dim V;, = m.

Zeigen Sie

(a) Es existieren c;;, ¢y mit
N - N
Chr e h < Amin(M) < Amax(M) <cwm - h.

Folgern Sie ko(M) = O(1) daraus.

(b) Es existieren c4,¢4 mit
Cp - )\mln(M) < )\min(A) < )\max(A) <¢a- )\maX(M) : h_2

Folgern Sie ko(A) = O(h~2) daraus.

Aufgabe 14: Konvergenzeigenschaften fiir u ¢ H? (1)

Untersuchen Sie experimentell die Konvergenzeigenschaften einer konformen Finite-
Elemente-Methode fiir den Fall, dass u nicht in H?(Q) liegt.



