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Hausaufgabe 56. Berechnen Sie λmin(A) und λmax(B) wobei A,B ∈ R3×3 durch

Aij =
∫

Ω
ϕi ϕj dx

Bij =
∫

Ω
(∇ϕi · ∇ϕj + ϕi ϕj) dx

gegeben sind. Dabei bezeichnen ϕi (i = 1, 2, 3) die linearen Formfunktionen von
P1-Elementen und Ω das Einheitssimplex in R2.

(3 Punkte)

Hausaufgabe 57. Es sei `[·, ·] eine beschränkte, symmetrische und nichtnegative Bilinearform auf dem
Hilbertraum L (vgl. Voraussetzungen (a) in Satz 14.5).

a) Zeigen Sie, dass für `[·, ·] die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt.

b) Folgern Sie daraus die Beziehung

|v|L = sup
g∈L, |g|L 6=0

`[g, v]
|g|L

für alle v ∈ L.

(3 Punkte)

Hausaufgabe 58. a) Modifizieren Sie Ihr Programm, um Probleme mit Konvektionsterm

−4u+ β · ∇u = f in Ω
u = 0 auf Γ

mit P1-Elementen lösen zu können. Behandeln Sie die homogenen Dirichlet-
Randbedingung wie in Aufgabe 55.

b) Implementieren Sie je eine Funktion zur Berechnung von ‖eh‖L2(Ω) und ‖eh‖H1(Ω)

(für P1-Elemente). Dabei ist eh eine Funktion aus Vh (repräsentiert durch einen
Vektor). Verwenden Sie dazu eine Quadraturformel der Ordnung 2.

c) Lösen Sie die Aufgabe mit P1-Elementen für
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• f = 1, β = (10, 10)>,

• f = 1, β = (20, 20)> und

• f = 1, β = (100, 100)>

auf dem Einheitssimplex. Verwenden Sie dazu die in der Datei
Mesh_5_simplexg_Connectivity_P1_Prolong.mat gegebenen Gitter-Daten.
Es handelt sich dabei um 5 Gitter, welche durch reguläre, uniforme Verfeine-
rung auseinander hervorgehen

d.h. hi =
√

2 ·
(

1
2

)i+1 für i = 1, . . . , 5.

Zusätzlich sind noch Prolongationsoperatoren gegeben, welche eine auf einem
groben Gitter gegebene Funktion auf ein feineres Gitter interpolieren, d.h. mit
prolong{i}*u wird die Funktion u ∈ Vhi−1

in den Raum Vhi
übertragen.

Für diese Problemdaten ist keine analytische Lösung bekannt. Als Nähe-
rung für ‖u − uh‖L2(Ω) verwendet man häufig ‖uh∗ − uh‖L2(Ω), wobei uh∗

die diskrete Lösung auf dem feinsten Gitter bezeichnet. Plotten Sie die Fehler
‖uh∗ − uh‖L2(Ω) und ‖uh∗ − uh‖H1(Ω) in Abhängigkeit von h in einen doppelt
logarithmischen Plot und schätzen Sie die Konvergenzordnung.

(5 Punkte)

59. Es sei

• {Th}h>0 eine uniforme Familie von Gittern auf dem polyedrischen Gebiet Ω ⊂
RN

• auf jedem Gitter T sei {(K,PK ,ΣK}K∈T eine affine Familie von FE mit dem
gemeinsamen Referenzelement (K̂, P̂ , Σ̂). Der zugehörige FE-Raum Vh sei V -
konform, d.h. Vh ⊂ V .

• a : V × V → R die symmetrische, beschränkte und elliptische Bilinearform
zum Differentialoperator L der Ordnung 2, sowie V = H1(Ω) und

A ∈ Rm×m mit Aij = a[ϕi, ϕj ]
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die Steifigkeitsmatrix und

M ∈ Rm×m mit Mij =
∫

Ω
ϕi ϕj dx

die Massenmatrix. Dabei sind ϕ1, . . . , ϕm (m = Nglobal_dofs) die globalen Frei-
heitsgrade, d.h. es gilt Vh = lin{ϕ1, . . . , ϕm} und dimVh = m.

Zeigen Sie

a) Es existieren cM , cM mit

cM · hN ≤ λmin(M) ≤ λmax(M) ≤ cM · hN .

Folgern Sie κ2(M) = O(1) daraus.

b) Es existieren cA, cA mit

cA · λmin(M) ≤ λmin(A) ≤ λmax(A) ≤ cA · λmax(M) · h−2

Folgern Sie κ2(A) = O(h−2) daraus.
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