Technische Universitat Chemnitz 02. Juni 2009
Fakultat fir Mathematik

Hohere Mathematik 1.2

Aufgabenkomplex 4: Differenzialgleichungen, Eigenwertppobleme

Letzter Abgabetermin: 16. Juni 2009
(in Ubung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 41/615)
Bitte die Arbeiten deutlich mit ,H6here Mathematik 1.2, Auf gabenkomplex 4*
kennzeichnen und die Ubungsgruppe angeben, in der die Rickbe erfolgen soll!

1. Skizzieren Sie das Richtungsfeld der Differenzialdlaitg y'(x) == und stellen Sie in die-
sem die Lésungsmenge dieser Differenzialgleichung dar!

2. An einer bestimmten Stelle wurde nach der Reaktorkafaisér von Tschernobyl eine Fla-
chenbelastung durch ein radioaktives Isotop von 200 kBgemessen. Ein Jahr spater wurde
an der gleichen Stelle eine Belastung von noch 195.43 kBgemessen. Bekannt ist, dass
die Anderungsgeschwindigkeit der Radioaktivitat projeorl zu ihrer Hohe ist. Ermitteln
Sie, nach welcher Zeit die Belastung auf 150 kBgfyefallen sein wird!

X = 24sinx !
2+sinxy_ '

4. Drehen Sie das kartesischg-Koordinatensystem so, dass die Gleichung der Kurve
OX2+12xy+4y2+26,/13x+13y/13y = (X y) (g g) G) +(26y13 13/13) G) ~0

in Hauptachsenlage tberfthrt wird! Um was fur eine Kurvedsdines sich? Stellen Sie die
Kurve im x-y-System grafisch dar!

3. Ermitteln Sie die allgemeine Losung der Differenziaigieing y —

5. a) Ermitteln Sie die allgemeine reelle Loésung des Systems= —X+ 4y
y = —2x+3y !
b) Bestimmen Sie die spezielle Losung, fur 8{@) =3 undy(0) =5 gilt!
6. LOosen Sie die Anfangswertaufgabe=" 2y
y=3x—5y
Z2=2Xx—4y+z
X(0)=3, y(0)=-2, z(0)=—-1 !

Zusatzaufgabe auf Seite 2
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Zusatzaufgabe

Bei dieser Aufgabe kénnen 10 Zusatzpunkte erworben werderhei den Aufgaben 1 —
6 werden insgesamt 40 Punkte vergeben. Der Aufgabenkomplagt bestanden, wenn
mindestens 20 Punkte erreicht worden sind.

Losen Sie die folgenden Aufgaben nMATLAB Protokollieren Sie Ihr Vorgehen in einer
diary -Datei und speichern Sie erstellte Plots ab.

1. Zeichnen Sie das Richtungsfeld der Differenzialglerchaus obiger Aufgabe 1 zusam-
men mit einigen ausgewahlten Loésungen der Gleichungemineggjemeinsamen Plot
und beschriften Sie die Achsen. Beachten Sie, dass sicHealle Rur im Anstieg, nicht
aber in ihrer Lange unterscheiden sollen.

2. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der irobdegen Aufgaben 5 und 6
auftretenden Systemmatrizen und vergleichen Sie dieskrait Ergebnissen.

3. Zeichnen Sie die Punk{g, y), welche die Gleichung in obiger Aufgabe 4 erfillen, unter
Verwendung desontour -Befehls und beschriften Sie die Achsen.

Offnen Sie die erstellteliary -Datei (vorher mit> diary off die Protokollierung ab-
schlieRen) und entfernen Sie ggf. Uberflissige Zeilen EeBleingaben). Drucken Sie an-
schlieBend die bearbeitedeary -Datei und eventuell angefertigte Plots uneFiles maog-
lichst sparsam (d.h. nach Moéglichkeit duplex, mehrereeBqiro Blatt, kleine Schriftgrof3e)
aus. Fugen Sie den Ausdruck Ihrer ,restlichen” Hausaufgabe
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Hinweise zur MATLABaufgabe

ei g

Die Funktioneig dient der Bestimmung von Eigenwerten und der dazugehoEgpgemvek-
toren. Zum Beispiel gibt der Befehl

> eig([12;21])
die Eigenwerte der Matrix

(2 )

zurtck. Ist man zusatzlich an den Eigenvektoren intergssiewerden zwei Riickgabeargu-
mente bendtigt
> [V,D] = eig([1 2;21])

cont our

Mit contour konnen die Niveaumengen (Punkte mit gleichem Funktionswds. Hohen-
linien auf einer Landkarte) einer Funktion dargestelltaesr. Mit den Befehlen

> X = linspace(-2, 2, 100);

> y = linspace(-2, 2, 100);

> [X,Y] = meshgrid(x,y);

> Z = X2 + Y2

> contour(X,Y,Z)

werden einige Niveaumengen, al§(x,y) : f(x,y) = c}, der Funktionf (x,y) = x> +y? ge-
zeichnet. Es ist moglich, die gewtinschten Niveasslbst anzugeben, z.B. werden mit

> contour(X,Y,Z,[1 2])

nur die beiden Kreise zum Niveau= 1 undc = 2 gezeichnet. Will man nur ein Niveau zeich-
nen, muss dieses doppelt angegeben werden, z.B.

> contour(X,Y,Z,[1 1])

qui ver

quiver dient dem Zeichnen von Pfeilen. Zum Beispiel zeichnet
> quiver( [0 00],[(201],[2-13],[00-2])
die drei Vektoren

() o= (3) w-(3)

an die zugehorigen Stellen

Q) =@ 0

siehe auch
> help quiver
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Aufgabenkomplex 4: Differenzialgleichungen, Eigenwertpobleme
Letzter Abgabetermin: 16. Juni 2009

1. Skizzieren Sie das Richtungsfeld der Differenzialgleiwiny’ (x) == und stellen Sie in die-
sem die Lésungsmenge dieser Differenzialgleichung dar!

LOosung:

Lésungen der Differenzialgleichung(x) =In|x|+C
(eingezeichnet fU€C=-5,—4,...,5)

2. An einer bestimmten Stelle wurde nach der Reaktorkatas¢repn Tschernobyl eine Fl&-
chenbelastung durch ein radioaktives Isotop von 200 kBgemessen. Ein Jahr spater wurde
an der gleichen Stelle eine Belastung von noch 195.43 kBgkmessen. Bekannt ist, dass
die Anderungsgeschwindigkeit der Radioaktivitat projemrl zu ihrer Hohe ist. Ermitteln
Sie, nach welcher Zeit die Belastung auf 150 kBffefallen sein wird!

Losung:

N(t) Flachenbelastung in Abhangigkeit von der Zeit

%\l ~ N, %\I =kN, N(0)=200
N(1) = 19543
dN dN
S =kdt (N>0), /W:/kdt (N>0), InN=kt+C
t=0: In200 =C,
t=1: In19543=k+C, k=1In19543—In200=In 12333 ~ —0.0231
n 150
19543 o it sicht — 200
INN =1In 0 t+1n200, furN=150 ergibt sicht = mlgw ~ 12.45.
200
Nach 12.45 Jahren ist die Flachenbelastung auf 150 kBgéfallen.
In 100
(N =100 ergibt sich nach% ~29.99 Jahren, Casium-137: Halbwertszeit: 30 Jz)hre.
In

200
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(Nach Tschernobyl traten Flachenbelastunge200 kBg/nt in Teilen der Ukraine, Weissruss-
lands, Russlands und Skandinaviens auf. In Mitteleuropazviga Osterreich stark betroffen mit
Spitzenwerten von 150 kBgnBei Miinchen wurden 19 kBg/fgemessen.)

COosX

3. Ermitteln Sie die allgemeine Lésung der Differenzialgteing y — >SN

y = 2+4sinx !

Losung:
homogen:Trennung der Veranderlichen

d_y_ COSX dy cosxax /dy cosxdx [ dsinx
dx_2+sinxy’ - 24sinx’ 2+sinx ) 2+sinx

(Dabei ist die Substitutiort =2+sinx, — =cosx, dt =cosxdx vorgenommen werden.)

’ d_
Iny =In(2+sinx) +InC, y=C(2+sinx)
(Der bei der Division durcly zu beachtende SonderfgH=0 ist bei der Wahl voit =0 in dieser
Losung enthalten, streng genommen miusste auRerdem

In|y| = In(2+sinx) +InC, C>0, |y|=C(2+sinx), C>0, y=C(2+sinx), C beliebig reell
(einschlieRlictC=0, day=0 L6sung ist) geschrieben werdgn.

inhomogen: Variation der Konstanten: Ansaty.= C(x) (2+sinx)
C'(x) (2+sinx) +C(X) cosx —
C'(x)=1, C(x)=x+D

X
2+sinx (X) (24sinx) = 2+sinx, C'(x) (2+sinx) = 2-+sinx,

allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.:= x(24-sinx) + D (24-sinx)

4. Drehen Sie das kartesischg-Koordinatensystem so, dass die Gleichung der Kurve

P+ 12xy+4y*+261/13x+13/13y = (X Y) (g g) (?) +(26V/13 13/13) (?) —
in Hauptachsenlage uberfiihrt wird! Um was fur eine Kurvedsdines sich? Stellen Sie die

Kurve im x-y-System grafisch dar!

LOsung:
-4 6 |_ 9-A)(4—A)—36=36—13A +A2—-36=(A—13)A, Ay, =13;0
6 a_y|=(9-A)(4-2)—36=36-131+2%-36=(A—13A, Ay =13;
. -4 6 3 . 1 /3
EV zuA;=13: 6 _9 EV (2),normlert\/—1_3(2)
] 9 6 -2 . 1 /-2
EV zuA,=0: 6 4 EV( 3),normlert\/—1_3< 3)

Drehung: (y) ( \/11_3(3 _é) (5) (Dabei gilt det/=1.)

S o(3YEDE (OB nE ()

(¢ n)(lg 8) (n) (104 13)(5):0

(Da zur Drehung die orthogonale Matrix aus den normiertgyeierten verwendet wurde, ist
beim quadratischen Anteil ohnehin klar, dass die Diagoa#imaus den normierten Eigenwerten



Héhere Mathematik 1.2 — Aufgabenkomplex 4 — 02. Juni 2009 6

entsteht. Fur die Koeffizienten des linearen Anteils istr albe Berechnung mit der Drehmatrix
erforderlich.)

1362+ 104 — 130 =0, &°488f—n =0, f
n=¢&%48¢=(£+4)°-16

y

Also handelt sich um eine Parabel. Im trans
formierten Koordinatensystem liegt ihr Schei-

telpunkt im Punki—4, —16).
3 __2 .
(B ) (e ) an
Vi3 V13

3
fur a =arccos—~33.69° (da I. Quadrant).

V13

Folglich entsteht da-n-System aus dem-y-
System durch Drehung um ca..89°.

5. a) Ermitteln Sie die allgemeine reelle LOsung des Systems= "—x + 4y
y = —-2x+3y !
b) Bestimmen Sie die spezielle Losung, fur 8{®) =3 undy(0) =5 gilt!

Losung:
-1 4
a) A= <_2 3)
—1-A 4 ) ) .
’ o a3 ‘:—3—2)\ +AZ48=A2-2A+5=0, A1p=1+y/1-5=1+2i
EVzul+2i: —-2-2i 4
—2 2-2i |:(—2), Zeilen tauschen
1 —1+i
—2-2i 4 |+ (2+2i)l _
1 —1+i X1—(1—i)xx=0 EV C (1_|)
0 0 1
EVzul-2ii —-24+2i 4
-2  2+2i |:(—2), Zeilen tauschen
1 —1-i
—2+42i 4 |4+ (2-2i)l _
1 —1-i X1—(14i)x2=0 EV D (l—H)
0 0 1

allgemeine komplexe Lésungi(t) =C (1?) ell-2)t 4 p (11”) ell+2it

3 Wege zur Berechnung der allgemeinen reellen Losung:

I. Ausfiihrliche Rechnung:
SetzerC=A+Bi, D=C=A-Bi
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X(t) =€ ((A+Bi) <11 ) (cos2 +isin2t) + (A—Bi) (11Li) (cosZ—isinZ))

¢ <(<A+BA)\:LE£‘_BN) (cos2+isin2t) + <<A+BA)\J_FE£‘_BN> (cosZ—isinZ))

d (A+B)cos2+(A—B)sin2 +i((A+B)sin2—(A—B)cos2))
Acos2—-Bsin2 +i(Asin2+Bcos2) +

((A+B) cos2+(A—B)sin2 +i(—(A+B)sin2+(A—B) cosZ))) )
Acos2—-Bsin2 +i(—Asin2—Bcos2)

_d (2A+2B)cos2+(2A—-2B)sin2) _ oA sin2+cos2 B sinZz—cos2 d
2Acos2—-2Bsin2 cos2 sinz

Mit E—2A, F ——2B erhalt man x(t) — E ( SN2 €082 o | p (siN2—c0s2) 4
cos2 sinZ

als allgemeine reelle Losung des Differenzialgleichupgigsns.

II. Vereinfachte Rechnung (s. Vorlesung):

Die Zerlegung der zum ersten Eigenwert gehérenden LosuRgah und Imaginéarteil ergibt

et(1—i cos2+sin2\ . . /sinz—cos2

(cos2+isin2t) = € Multipliziert man

+l1€e .
1 cos2 sinZ
Real- und Imaginéarteil separat mit Konstanten, erhalt naauhter I. vorgerechnete Ergebnis.
[ll. Berechnung einer aus der anderen Komponente:

Wegen) , =1+2i kann man jede der beiden Komponenten in der FOfEB@s2+F sin2)
ansetzen und daraus mithilfe der gegebenen Differeneialgingen die andere Komponente
errechnen. Setzt man z.B(t) =€ (Ecos2+F sin2), so folgt aus der zweiten Differenzial-
gleichung

1 : 1 : : :
X(t)= é(3y(t)—y(t)) = ée‘(3E cos2+3Fsin2 —Ecos2—Fsin2 +2Esin2—2F cos2)

1 : : . ,
:Eet(ZE cos2+2Esin 2+ 2F sin2—2F cos 2) =€ (E(sin2+cos2) + F (sin2—cos 2)),
so dass man auch auf diesem Wege das unter I. notierte Esgabiiit.

Geht man stattdessen vaft) =€ (Ecos2+F sin2) aus, so ergibt sich die zweite Kompo-
x(t):x(t) _d <E COSZ;SInZ+F cosZ;Lsm 2[)_

b) Setzt mart=0 in die bei a) unter Weg | notierte Losung ein, so erhalt man

X(0)=E G) +F <_(1)> = (g) E-F=3, E=5, alsoF=2.

7sin2+3cos2) 4 X(t) = (7sin2+3cos2) €
2sin2+5cos2) ' " y(t)=(2sin2+5co0s2)€

nente zuy(t) =

Losung der AWA also:X(t) = (
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6. Losen Sie die Anfangswertaufgabe=" 2y

y=3x—5y
Z=2X—4y+z
X(0)=3, y(0)=-2, z(0)=—-1 !
Losung:
A 2 0 9
3 -5-12 0 :(l—Aw 3 _S_A):(l—AxA2+5A—6y:o
2 -4 1-A
5 25 24 S5 7 1
M=1 Agp=—3%y Z+Z:_§i§:{—6
EVzuAyp=1. 1 -2 O
3 -6 0
2 -4 0
1 -2 0 X1—2X2:0, X1:2X2, 2 0
0O 0 O Xp=C,x3=D EV: C 1), D|O
0O 0 O 0 1
EVzuAz=—6: 6 2 O
3 1 O
2 -4 7
3 1 O
0O 0 O
14 0 7
3 1 0 K1 +X%=0, xo=—3X1 -1
2 0 1 X1+X3=0, X3=—2X1 EV: E 3
0O 0 O 2
2 0 -1 2 0 -1 3
xt)=C|1|&+D|0|e+E[ 3|e® x0O)=C|1|+D|[O|+E| 3|=|-2
2 0 -1, 3 1 0 3|-2 100 1
1 0 3|-2 O 1 2/ -1 010 1
0O 1 2/ -1 0O 0 -7 7 00 1/-1
1 0 3|-2 1 0 3|-2
0O 1 2/ -1 O 1 2/ -1
2 0 -1, 3 0O 0 1/-1

2 0 -1 2 1 X(t) =2d + e®
1|é+(0])e—[ 3|e®=|1]e+|-3]e® dh yt)= &-3e®
0 1 2 1 -2 z(t) = & —2e®
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Zusatzaufgabe

Losen Sie die folgenden Aufgaben nMATLAB Protokollieren Sie Ihr Vorgehen in einer
diary -Dateiund speichern Sie erstellte Plots ab.

1. Zeichnen Sie das Richtungsfeld der Differenzialgleichaus obiger Aufgabe 1 zusam-
men mit einigen ausgewahlten Loésungen der Gleichungemineggjemeinsamen Plot
und beschriften Sie die Achsen. Beachten Sie, dass sicHalle Rur im Anstieg, nicht
aber in ihrer LaAnge unterscheiden sollen.

2. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der irobdegen Aufgaben 5 und 6
auftretenden Systemmatrizen und vergleichen Sie dieskrait Ergebnissen.

3. Zeichnen Sie die Punktg, y), welche die Gleichung in obiger Aufgabe 4 erfillen, unter
Verwendung desontour -Befehls und beschriften Sie die Achsen.

Offnen Sie die erstellteliary -Datei (vorher mit> diary off die Protokollierung ab-
schlie3en) und entfernen Sie ggf. Uberflissige Zeilen EdBleingaben). Drucken Sie an-
schlieBend die bearbeitedeary -Datei und eventuell angefertigte Plots uneFiles maog-
lichst sparsam (d.h. nach Mdglichkeit duplex, mehrereeBgitro Blatt, kleine Schriftgrof3e)
aus. Fugen Sie den Ausdruck lhrer ,restlichen” Hausaufgabe

LOosung:

nachbereiteteiary -Datei (Kommentare durctbgekennzeichnet) und Plots auf dieser und der
nachsten Seite
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A=[-14; -231;
EW=eig (A) "'
EW =

1.0000 - 2.00001

[EV,Dl=eig(A); EV
EV =

0.8165

0.4082 + 0.4082i

1.0000 + 2.00001

0.8165
0.4082 - 0.40821

B=[0 20; 3-50;2-411;
EW=eig(B)"'
EW =

1 -6 1

[EV,D]l=eig(B); EV

EV =
0 0.2673 -0.8016
0 -0.8018 -0.4008
1.0000 -0.5345 -0.4436

ae

Ermittelt wurden normierte Eigenvektoren. Der 1. und der 3. EV gehéren
zum EW 1. Der 3. EV ergibt sich aus der oben in der Musterldsung von
Aufgabe 6 notierten Darstellung durch Wahl von C=-0.4008 und D=-0.4436.

o

oo

n = 100;

x = linspace (-20, 20, n);
y = linspace(-20, 20, n);
[X,Y] = meshgrid(x,y);

Z = 9*X."2 + 12*X.*Y + 4*Y."2 + 26*sqrt(13)*X + 13*sqrt(13)*Y;

figure(2); clf; hold on;
contour (X,Y,%, [0 0], 'LineWidth',3, 'Color', 'black"');

o

e

fir Octave (kann mit contour nur geschlossene Konturen darstellen):
Z(1,:)=0; Z(100,:)=0; Z2(:,1)=0; Z2(:,100)=0;

Zusatzparameter werden bei Octave beim contour-Befehl nicht akzeptiert:
contour (X,Y,Z,[0,0]

o° o o

oo

% Label, Title

xlabel ('x'"); ylabel ('y'); grid on; hold on;
plot([-20,20],([0,0],'-k', 'LineWidth', 1)
plot ([0,0],[-20,20],"'-k', 'LineWidth', 1)
title ('gedrehte Parabel (vgl. Aufgabe 4)');
print -depsc HAO4 matlab plot 3.eps

diary off

Richtungsfeld und ausgewéhlte Losungen

15

0.5

~~
~

-

N T T T S N N

N
S,
N~
P
S~
N
N~
S
N

-15

NN

LAWY

I LAY YN

NNy AT

AAASAAAANAAASAAAA
SN AS Y S SSSS

Y iy sy e s s

AR AR SRR RN

e e T e

VOV AV AV AV S AV AN SV /7 A AV AV SV AV aVd
— e e e 4 — — — — —

NONRUN SN RN N NN NN NN N

NN N NN YN NN NN N

IRERERERER N ERRANAR RN RN

NONNNY NN N YN VN NN NN

-2

20

15

10r

=
I3

|
L

HR R RN

1
oL
n
IS)
o
w»
=L
N

gedrehte Parabel (vgl. Aufgabe 4)
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