Technische Universitat Chemnitz 06. April 2009
Fakultat fir Mathematik

Hobhere Mathematik 1.2

Aufgabenkomplex 1: Funktionen, Interpolation, Ableitung

=

Letzter Abgabetermin: 21. April 2009
(in Ubung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 41/615)
Bitte die Arbeiten deutlich mit ,H6here Mathematik 1.2, Auf gabenkomplex 1*
kennzeichnen und die Ubungsgruppe angeben, in der die Rickbe erfolgen soll!

VX+2

. Seif(x)= ﬁ+3 eine reelle Funktion einer reellen Variablen. Bestimmienit8en Defi-
X

nitionsbereich, zeigen Sie, dass sie eine Umkehrfunktesitzt und ermitteln Sie diese Um-
kehrfunktion und ihren Definitions- und Wertebereich!

. Bestimmen Sie mittels Lagrange-Interpolation das Rwtywierten Grades, welches an der
Stelle 0 den Wert 4, an den Stellerl und—1 den Wert 12 und an den Steller? und -2
den Wert 24 annimmt!

ax + 48— O+ -+ 24— 2x+1

. Berechnen Sie den Grenzwert Iim in Abhangigkeit
X—00 X7+ 7XE -+ 6XO+5x4 +-4x3+3x2+ 2%+ 1 99

von den reellen Parametearundb !

. Berechnen Sie ohne Verwendung der I'Hospitalschen Rigé&brenzwerte
2 2
. X°+3x—4 . Xc—X—-2 1
a) Im ———— und b) lim — !
) x——4 X2+9x+20 ) x——1 (x3—x2—x+1 x+1)

. Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Fun&tion
a) f(x) = (4x+3c02x)°, b) f(x)=6%Esinx, c) f(x)=Inveurxd, d)f(x)=/ 5)2(27135 !

.8 32a Absatz 1 des Einkommensteuergesetzes bestimmtrdemtinensteuertarif wie folgt:
Die tarifliche Einkommensteuer bemisst sich nach dem zteusihden Einkommen. Sie be-
tragt vorbehaltlich der 8832b, 32d, 34, 34a, 34b und 34c jsare Euro fur zu versteuernde
Einkommen
1. bis 7.664 Euro (Grundfreibetrag): O;
2.von 7.665 Euro bis 12.739 Euro: (883,74 *y + 1.500) * y;
3.von 12.740 Euro bis 52.151 Euro: (228,74 * z + 2.397) * z + 989
4. von 52.152 Euro bis 250.000 Euro: 0,42 * x — 7.914,

5. von 250.001 Euro an: 0,45 * x — 15.414.

.y ist ein Zehntausendstel des 7.664 Euro Ubersteigendsls Tes auf einen vollen Euro-
Betrag abgerundeten zu versteuernden Einkommens. ,z'insfehntausendstel des 12.739
Euro Ubersteigenden Teils des auf einen vollen Euro-Bedtagerundeten zu versteuernden
Einkommens. ,x* ist das auf einen vollen Euro-Betrag abgetete zu versteuernde Einkom-
men. Der sich ergebende Steuerbetrag ist auf den nachstien ¥uro-Betrag abzurunden.

Seit das ungerundete zu versteuernde Einkommen (in Folgendekofmen) unds(t) die
tarifliche Einkommensteuer dafur jeweils in Euro.

a) Wie hoch muss das Einkommen mindestens sein, damit vieng$< Einkommensteuer
entsteht?

L : |
b) Berechnen Slte—>12|7|zr1Tcl S(t) undtﬁlllzr;lmS(t) !


http://bundesrecht.juris.de/bundesrecht/estg/__32a.html
http://bundesrecht.juris.de/bundesrecht/estg/
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c) Stellen Sie die Funktiof(t) in den oben mit 4. und 5. bezeichneten Bereichen mithilfe
der Gaulzklammer dar!
d) Untersuchen Si§(t) an den Stellebh= 250000 und =250001 auf Stetigkeit!

Um differenzieren zu kénnen, soll im Weiteren von den Rumdworschriften abgesehen
werden.

e) Ermitteln Sie den Grenzsteuersatz in Abhangigkeit vomk@nmen und stellen Sie diesen
grafisch dar!

f) Ermitteln Sie fur ein Einkommen von 100G® die zu entrichtende Steuer, ihren pro-
zentualen Anteil am Einkommen, den Grenzsteuersatz soa/@tduerverminderung, die
durch zusatzliche Werbungskosten von #6rreicht wird!

g) Fur welche Einkommen kann durch zusatzliche Werbungskosn 100<€ die tarifliche
Einkommensteuer um ca. 5 ca. 30€, ca 42€ bzw. ca. 45€ vermindert werden?

Zusatzaufgabe auf Seite 3
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Zusatzaufgabe

Bei dieser Aufgabe kénnen 10 Zusatzpunkte erworben werderhei den Aufgaben 1 —
5 werden insgesamt 40 Punkte vergeben. Der Aufgabenkomplagt bestanden, wenn
mindestens 20 Punkte erreicht worden sind.

Losen Sie die folgenden Aufgaben nMATLAB Protokollieren Sie Ihr Vorgehen in einer
diary -Datei und speichern Sie erstellte Plots ab.

1. Losen Sie die Interpolationsaufgabe aus Aufgabe 2 diéaasaufgabe, indem Sie ein
lineares Gleichungssystem fuir die Koeffizienten aufstalled [6sen (vgl. Ubung 1, Auf-
gabe 3 und WS 2008/09, Hausaufgabe 4, MATLABaufgabe 2) haeic Sie die gegeben
Punkte und das berechnete Interpolationspolynom in eieareqsamen Plot.

2. a) Erstellen Sie eim-File fiir die Funktionf(x) = In(x+ 1) sin(x?). Bestimmen
Sie (analytisch) die Ableitung der Funktion und erstellenfBr diese ein weiteres
m-File
Hinweis: Die Funktionlog istin MATLABder naturliche Logarithmus.

b) Plotten Sie die Funktiorf im Intervall [—0.5, 5] und zeichnen Sie an den Stellen
x1 = 1.4 undx; = 3.75 die Tangente an den Graphen der Funktion ein.

3. Manchmal ist es zu aufwendig, fur eine komplizierte Fiorkeine analytische Ablei-
tung anzugeben. In diesem Fall kann man die Ableittii{go) an der Stellexy durch
den Differenzenquotienten

faprolioihy) == 00D =100

fur einen geeigneten (kleinen) Wert vbrmnnahern, denn die Ableitung ist ja der Grenz-
wert dieser Differenzenquotienten:

fixo+h) - f(x)
. :

/ . H
)= rlulTo
Es soll untersucht werden, wie gut die Annaherdfjg,(xo; h) in Abhéngigkeit vorh
ist. Dafur soll die Funktiorf aus Aufgabe 2 an der Stebg = 1,85 verwendet werden.
Berechnen Sie zunachst die exakte Ableitdifigo) und vergleichen Sie diese mit der Na-
herungf,pproxXo; h) fir h=10.1,h=0.001,h=10"°h=10",h=10"°undh=10"11,
indem Sie jeweils die Different;,,o.(Xo; h) — f'(x0) angeben.

Zeichnen Sie nun den Fehler der Annéherung, }dgaprox(xo; h) — f’(xo)] in Abhangig-
keit vonh im Intervall (0, 10-%]. Was kénnen Sie beobachten?

Offnen Sie die erstellteliary -Datei (vorher mit> diary off die Protokollierung ab-
schlie3en) und entfernen Sie ggf. Uberflissige Zeilen EdBleingaben). Drucken Sie an-
schlief3end die bearbeited@ary -Datei und die angefertigten Plots undFiles maoglichst
sparsam (d.h. nach Méglichkeit duplex, mehrere Seiten patt,Bleine SchriftgréRe) aus.
Flgen Sie den Ausdruck lhrer ,restlichen* Hausaufgabe an.
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Hinweise zur MATLABaufgabe

mFil es

In MATLABKOnnen Funktionen in extra Dateiem{Files ) ausgelagert werden. Als Bei-
spiel konnte die Datequadriere.m  dienen. Sie besteht aus den zwei Zeilen

function y=quadriere(x)
y=X"2;

Fur Funktionen habem-Files eine spezielle Struktur. Zunachst wird in der ersten Zei-
le mit dem Schlusselworfunction  festgelegt, dass es sich um eine Funktion handelt.
Daran schliel3t sich der Name des Rickgabeparametersy(hidier Funktionsname (hier
quadriere ) und die Eingabeargumente (hieran. In den folgenden Zeilen kbnnen nahezu
beliebigeMATLABBefehle stehen. Zurtickgegeben wird der Wert, welcher Aderbeitung
aller Befehle in der Variablg steht.

Aufrufen kdnnen Sie diese Funktion aMATLABmIt

> quadriere(4)

> f=quadriere(5)

> y=quadriere(6)

Um sich spater Arbeit zu sparen, empfiehlt es sich, die éesteh-Files  zu ,vektorisieren®.
Dazu musste man hier die zweite Zeile in

y=X."2;

andern. Jetzt kann der Funktion auch ein Vektor Gbergebetene

> quadriere([1, 2, 3, 4, 5])
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Aufgabenkomplex 1: Funktionen, Interpolation, Ableitung
Letzter Abgabetermin: 21. April 2009

VX+2

1. Seif(x)= ﬁ+3 eine reelle Funktion einer reellen Variablen. Bestimmienit8en Defi-
X

nitionsbereich, zeigen Sie, dass sie eine Umkehrfunktesitzt und ermitteln Sie diese Um-
kehrfunktion und ihren Definitions- und Wertebereich!

Losung:

Damit beide Wurzeln existieren, mussen beide Radikandghtmegativ sein. Das ist fie> —2
erfullt. Da flirx>—2 der Nenner nicht gleich 0 werden kann, gilt OB=[—2, »).

VX+2 VX+2
y= X+ 43 e X+ —y-3
Vx4 Vx4

Da die linke Seite nicht negativ werden kann, myss3 sein. Unter dieser Voraussetzung ist die
Gleichung aquivalent zu

%:(y_:ﬁz = (42 = (y-3°(x+4) = x(1-(y-37) =4y-3°-2

X(—y2+6y—8) = 4> —24y+34 «— —x(y—2)(y—4) = 4y>—24y+34
Wie bereits festgestellt, mugs> 3 sein. Der Fally=4 scheidet aus, da sich dann in der zuletzt
4y?—24y+34  4y°—24y+34
—y?+6y-8 (y=2)(y—4)
Nun muss noclk> —2 gewahrleistet werden. Hierzu wird eine Fallunterschegdtorgenommen:
V<A X>—2 = 4224y 34> 22 12y+16 <> 2y2—12y+18=2(y>—6y+9)=2(y—3)>>0
Letzteres ist immer erflllt, so dass ajlaus diesem Fall zulassig sind.

notierten Ungleichung£ 2 ergeben wiirde. Ansonsten gil=

Y> 41 X>—2 = 4224y 34< 2P 12y+16 <> 2y2—12y+18=2(y>—6y+9)=2(y—3)°<0
~ Letzteres ist nur moglich fiy=3, das gehért aber gar nicht zu diesem Fall.
4y?—24y+34

—y?+6y—8
derselbe Funktionsweyt= f (x) kann nicht zu verschiedenen Argumenten gehoren, diefir 2
definierte Funktiorf (x) ist eineindeutig und besitzt damit eine Umkehrfunktion.

Zu jedemy aus 3<y< 4 lasst sich also eindeutix = > —2 errechnen, d.h.,

Formales Vertauschen der Variablen fuihrt auf y f-1(x)
Ax? —24x+34
f_l(x> — X—X—FB mit 4
—X24+6x—8 3 f(x)
DB(f~1) =[3,4) = {xeR: 3<x<4} = WB(f),
WB(f1) = [-2,0) = {yeR: y>—2} = DB(f). 1
. . . _ -2 1 3/a X
(Bei den in der Abbildung schwach gezeichneten Kur-
ven handelt es sich um die Fortsetzung vagix) = —2
Ax% —24x+34

auBerhalb des Definitionsbereichs von |

—x2+6x—8
f~1(x), also um keinen Bestandteil der Umkehrfunktion.) \ ﬁ
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2. Bestimmen Sie mittels Lagrange-Interpolation das Polyn@rten Grades, welches an der
Stelle 0 den Wert 4, an den Stellerl und—1 den Wert 12 und an den Steller2 und—2
den Wert 24 annimmt!

LOsung:
(X2 (x+1)(x—1)(x-2) (X+2)(x+1)x(x—2) (X+2)x(x—1)(x—2)
POty g Y sy (D (2(9
(X+2)(x+1)x(x—1) (x+1)x(x—1)(x—2)
am1 D299
_ 4(X2_4L(X2_1> + 12<X+2)_bex_ 2) (414 x—1) + 242 DXD 1)2)(4()(_ Y x24x-2)
= (% —4)(%—1) —4(P—4) X+ 2(x2—1) % = X} -5+ 4 — A} + 164 + 24— 2¢2
= X'+ 9% +4
oder

Aus Symmetriegriinden ist das gesuchte Polynom eine geraddién und enthalt deshalb nur
gerade Potenzen. Deshalb kann es als quadratisches Polpmothbestimmt werden:

B _(=1)(x2—2) (x2—0)(x>—4) (x2—0)(x>—1)
Pa(x) = P2(x) = 0—D)(0-4) P04 " a—o)a-1)
= (—1)(—4) — 42 (X—4) +2x° (1) = —xX* 1+ 9® 1+ 4

. ax +4x8—4x5 4+ 3 -3+ 2x2 —2x+1 . o
3. Berechnen Sie den Grenzwert lim in Abhangigkeit
x—00 X7+ 7TX8+6X°+5x4 +4x3 4+ 3x2 4+ 2x+1 g'9

von den reellen Parametearundb !

LOsung:

7 4 4,3 3,2 2,1
ab-0: fim ax’ +4x8 —4x54+-3x* - 33422 —2x+1 - X <a+§_ﬁ+ﬁ_ﬁ+$_ﬁ+7>
" o X+ TXE+ O+ 5+ DB+ I+ 2x+1  x—w 7 7,6,5,4,3,2,1

a X b+§+?+g+g+g+ﬁ+7
b
CoaX 48T, . X(a+2%..) . x(ati=F...
a#0, b=0: I|m6+—5$:llm ( é]F ):|Im ( é‘]F ):{ ©, a>0
———— x=o IX°4-6X°+... x—>oox6(7_+_§+._.) I —oo, a<0
OO+, XB(4-4+.)  4-%4
a=0, b#0: lim —————=Ilim ( z ):Ilm = =0
e X4 xoexT (b Ly ) xoex(br L)
A0+, XB(4-2+..) . 4-3+... 4
a,b=0: lim =lim ( X )—|ImX7——

I — f— pr—
X—o0 OO+, xowx8(7484 ) w74 by 7

(Der Falla=0, b#0 kann auch zusammen mit dem Falb-£ 0 behandelt werden, das Ergebnis
a/bist auch in diesem Falle richtig.)

4. Berechnen Sie ohne Verwendung der I'Hospitalschen Regebtenzwerte
X2 +3x—4 X2 — BX—2 1
a) Im ——— und b) lim — !
) ) (x3—x2—x+1 x+1)

x——4 X24+9x+20 x——1
Losung:
a) Furx — —4 gehen Zahler und Nenner gegen 0, unbestimmter Ausdruck.

3 /9 16 (-4 9 81 80 (-5
2 _N- _ _ 2 _N- _ _
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X+3x—4 . (x+4)(x=1) . x-1 -5

Iim —= = lim =—==
x——4X24+9x+20 x—-4 (X+5)(x+4) x—-4x+5 1 —
b) Firx — —1 gehen Minuend und Subtrahend gegen, unbestimmter Ausdruck.

Da fiir x= —1 Nullstelle vonx3—x2—x-+1 ist, enthalt der Nenne® —x2—x-+1 den Faktor
X+3.
(C— 2= x4+1): (x+1) =X —2x+1= (x—1)?

$ 1 X2
—2x% — x+1
—2 —2x
x+1
X+1
0
fim X2 — B5—2 LY\ im X2 — B—2 1
xo—1 \B—X2—x+1 x+1/) x->-1\(x+1)(x2—2x+1) x+1
i (XP—BX—2) — (X*—2x+1) . —3x—3 _ im —3(x+1)
Cxo—1 (XD (KR=2x+1)  x——1 (X+H1) (XB—2Xx+1)  x—-1(X+1) (x—2x+1)

-3 3

Iim —=——
x—-1X2—2X+1 _4

5. Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen

a) f(x) = (4x+3co2x)°, b) f(x)=6%Esinx, c) f(x)=Inverxd, d)f(x)= 42;;35'
Losung:
a) /(x) = 5(4x+3c02x)" (4+6 cosx(— sinx)) = 5(4x+3co2x)” (4—6 sinx cosX)
b) f'(x) = (6*X®)’ sinx+ 6*x® (sinx)’ = 6* In6 x° sinx+ 6*6x° sinx+ 6*x° cosx
= 6*x° ((6+xIn6) sinx+x cosx)
1 1 1 443
c) f'(x) = - a4l = —
)= e 2 vera | )= 26
d) ¥/(x) = 1 [43+5 2(4H%+5) — (2x—3)8x  —8+24x+10 —4x°+12x+5
2\ 23 (4x2+5)° 2\/2X—3(4x2+5)%  V2X—3VAZ+5(4x2+5)

6. 8 32a Absatz 1 des Einkommensteuergesetzes bestimmt deantiirensteuertarif wie folgt:
Die tarifliche Einkommensteuer bemisst sich nach dem zteusihden Einkommen. Sie be-
tragt vorbehaltlich der 8832b, 32d, 34, 34a, 34b und 34c jsare Euro fur zu versteuernde
Einkommen
1. bis 7.664 Euro (Grundfreibetrag): O;
2.von 7.665 Euro bis 12.739 Euro: (883,74 *y + 1.500) * y;
3.von 12.740 Euro bis 52.151 Euro: (228,74 * z + 2.397) * z + 989
4. von 52.152 Euro bis 250.000 Euro: 0,42 * x — 7.914,

5. von 250.001 Euro an: 0,45 * x — 15.414.
,y" ist ein Zehntausendstel des 7.664 Euro Ubersteigendals Tes auf einen vollen Euro-
Betrag abgerundeten zu versteuernden Einkommens. ,z'insfehntausendstel des 12.739


http://bundesrecht.juris.de/bundesrecht/estg/__32a.html
http://bundesrecht.juris.de/bundesrecht/estg/
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Euro Ubersteigenden Teils des auf einen vollen Euro-Bedtagerundeten zu versteuernden
Einkommens. ,x" ist das auf einen vollen Euro-Betrag abgetete zu versteuernde Einkom-
men. Der sich ergebende Steuerbetrag ist auf den nachstien ¥uro-Betrag abzurunden.

Seit das ungerundete zu versteuernde Einkommen (in Folgendekorfimen) unds(t) die
tarifliche Einkommensteuer dafur jeweils in Euro.

a) Wie hoch muss das Einkommen mindestens sein, damit vieng$< Einkommensteuer
entsteht?

b) Berechnen Sie lim St)und lim t) !
) t—12740- S(t) t—12740- S(t)

c) Stellen Sie die Funktiof(t) in den oben mit 4. und 5. bezeichneten Bereichen mithilfe
der GaulRklammer dar!
d) Untersuchen Si§(t) an den Stelleh= 250000 und =250001 auf Stetigkeit!

Um differenzieren zu kdnnen, soll im Weiteren von den Rumdworschriften abgesehen
werden.

e) Ermitteln Sie den Grenzsteuersatz in Abhangigkeit vamk@nmen und stellen Sie diesen
grafisch dar!

f) Ermitteln Sie fur ein Einkommen von 100G® die zu entrichtende Steuer, ihren pro-
zentualen Anteil am Einkommen, den Grenzsteuersatz soe/fgtduerverminderung, die
durch zusatzliche Werbungskosten von E6rreicht wird!

g) Fur welche Einkommen kann durch zusatzliche Werbungskosn 100€ die tarifliche
Einkommensteuer um ca. &5 ca. 30€, ca 42€ bzw. ca. 45€ vermindert werden?

LOosung:

1500 1
y— >0
88374° 88374

__ 750  [( 750 2+ 1 [-16979982
Y12~ 88374\ \ 88374) T88374" | 0.0006664
Da negativey nicht in Frage kommen, mug% 0.0006664 und damitg 10000 0.0006664+
76664= 7670664, wegen seiner Ganzzahligkeit also mindestens 7671 sein

a) 883742+ 1500/ > 1, Y+

Damit Uberhaupt Einkommensteuer zu zahlen ist, muss d&oiEmen mindestens 76 &
betragen.

b) Da das Einkommen auf volle Euro-Betrage abzurundenihstt, glignm& S(t)=512739 und

lim  S(t)=S(12740.

t—12740+
x=12739:y=0.5075 S=|98886| =988, x=12740:z=0.0001 S=|98924| =989

Also ist furt =12740 der linksseitige Grenzwert v@&{t) gleich 988 und der rechtsseitige
Grenzwert 989.

{o.42u | —7914J ., 52152<t<250001
c) In den betrachteten Bereichen g{t) = :
{0.45u | —1541{ . 250001<t

d) lim  S(t)=5(249999 = [9708558) = 97085,
I t) = (250000 = |9708600| = 97086,
teZér(POOOwLS( ) S( Q L J

also istS(t) an der Stelleé =250000 unstetig.
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li t) = 8250000 = |9708600| = 97086,
tHZér(POOLS( ) S( Q L J

lim t) =§25000]) = |9708645| = 97086.
t—>2éOOOZH—S( ) S( ]) L J

Da der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert glaiwh gleich dem Funktionswert an
dieser Stelle sind, ist die Funkti@ijt) an der Stellé =250001 stetig.

Wie in der Aufgabenstellung angegeben, wird im Folgendenden Rundungsvorschriften ab-
gesehen.

e) IstS(x) die auf das Einkommexzu entrichtende Steuer, so %{9 der Durchschnittssteuer-

satz undS(x) der Grenzsteuersatz (d.h. die auf den letzten eingenonmteure zu entrich-
tende Steuer).

(0, X< 7664
(88374-y+1500) -y, y=X725  7665<x< 12739
S(X) =< (22874-z+2397)-2+989, z=*32139  12740<x< 52151
0.42-x—7914 52152< x< 250000
[ 0.45-x— 15414 250001< x
(0, X< 7664
X—7664
1757,fgoy8615oo _ 1767481—88%)8 +1500’ 7665§X§ 12739
x—12739
S’(x) — 457,4}%(2)63397 _ 45748 1%)088% —0—2397’ 12740<x< 52151
0.42, 52152< x< 250000
| 0.45, 250001< x
L S(X) in%
45 |
42
23,97
15
10}
12739 52151 100000 250000
7664

Also betragt der Eingangssteuersatz 15% und der Spitaesrstz 45 %.

f) x=1000Q y = 0.2336 zu entrichtende Steue5(10000 = 39862,

. . : 1000
Anteil am Einkommen (Durchschnlttssteuersat%ng = 3.99%,
GrenzsteuersatzS (10000 = 19.13%

Eine Verminderung des zu versteuernden Einkommens ur& 100rt folglich zu einer Ver-
minderung der tariflichen Einkommensteuer um c&9@3- 100€ = 19.13€. Tatsé&chlich ist
S(9900 =37958, so dass die Steuerverminderung exakD44€ betragt.

Die Rundungsregeln des § 32a Abs. 1 EStG sind dabei nichtksdntigt.
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g) Es muss ermittelt werden, fuir welche Einkommen die Grenessatze 15, 30, 42 bzw. 45 %
betragen.

15% ist gerade der Eingangssteuersatz. Wegen des Sprun@elezsteuersatzes an dieser
Stelle muss das Einkommen 1&0lber dem Grundfreibetrag liegen, da eine Verminderung
um 100€ sonst unter den Grundfreibetrag fuhrt. (Nur wer mindestén&€ Steuern zahlt,
kann diese einsparen.) Die Einsparung vonEl&ird also bei einem Einkommen in Hohe
von 7764€ erzielt. Tatséchlich gil§(7764) —S(7664) =15.09—0=15.09.

Wie die Abbildung bei b) zeigt, wird ein Grenzsteuersatz 868 in dem im Einkommen-

steuergesetz mit 3. bezeichneten Bereich erreicht, alss gelten

457.48-z+2397: 0.3 7— 3000-2397
10000 ’ 45748

Eine Steuerverminderung um &wird also bei einem Einkommen von ca. 2582@rreicht.
Tatséachlich giltS(25920 — §(25820 =454590—-451592=29.98.

=1.31809 x=1000C+ 12739= 2591990.

Der Grenzsteuersatz von 42 % gilt fur alle Einkommen von 2214iS 250006, so dass fur
diese durch zusatzliche Werbungskosten von& @ine Steuerverminderung von £%rzielt
wird. Exakt gilt das fur Einkommen von 52252 bis 250080 denn dann liegen sowohl
das ungeminderte als auch das geminderte Einkommen im ikoBimensteuergesetz mit
4. bezeichneten Bereich und es iS{x) — S(x—100) = (0.42x — 7914 — (0.42(x—100) —
7914 = 0.42-100= 42.

Der Grenzsteuersatz von 45% qilt fur alle Einkommen von ZED® an, so dass fur diese
durch zuséatzliche Werbungskosten von E)8ine Steuerverminderung von €=erzielt wird.
Exakt gilt das fir Einkommen ab 250 1&) denn dann liegen sowohl das ungeminderte als
auch das geminderte Einkommen im im Einkommensteuergesedz bezeichneten Bereich
und es istS(x) — S(x—100) = (0.45x — 15414 — (0.45(x—100) — 15414 = 0.45-100= 45.
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Zusatzaufgabe

Losen Sie die folgenden Aufgaben nMATLAB Protokollieren Sie Ihr Vorgehen in einer
diary -Dateiund speichern Sie erstellte Plots ab.

1. L6sen Sie die Interpolationsaufgabe aus Aufgabe 2 diéaasaufgabe, indem Sie ein
lineares Gleichungssystem fur die Koeffizienten aufstalled I6sen (vgl. Ubung 1, Auf-
gabe 3 und WS 2008/09, Hausaufgabe 4, MATLABaufgabe 2) hfeic Sie die gegeben
Punkte und das berechnete Interpolationspolynom in eirgregisamen Plot.

2. a) Erstellen Sie eim-File fiir die Funktionf(x) = In(x+ 1) sin(x?). Bestimmen
Sie (analytisch) die Ableitung der Funktion und erstellen f8r diese ein weiteres
m-File
Hinweis: Die Funktionlog istin MATLABder naturliche Logarithmus.

b) Plotten Sie die Funktiori im Intervall [-0.5, 5] und zeichnen Sie an den Stellen
x1 = 1.4 undx, = 3.75 die Tangente an den Graphen der Funktion ein.

3. Manchmal ist es zu aufwendig, fur eine komplizierte Fiorkeine analytische Ablei-

tung anzugeben. In diesem Fall kann man die Ableitfifigo) an der Stelle durch
den Differenzenquotienten

fhmroliaih) 1= - 00T 10

fur einen geeigneten (kleinen) Wert vbianndhern, denn die Ableitung ist ja der Grenz-
wert dieser Differenzenquotienten:

f(xo+h)— f(Xo).

f/ =i
(o) = fim,
Es soll untersucht werden, wie gut die Annaherdfg,.(xo; h) in Abhangigkeit vorh
ist. Dafur soll die Funktiorf aus Aufgabe 2 an der Stebg = 1,85 verwendet werden.
Berechnen Sie zunachst die exakte Ableitdif{go) und vergleichen Sie diese mitder Na-
herungfj,pro(Xo; h) fir h=0.1,h=0.001,h=10"°h=10"", h=10"° undh=10"*1,
indem Sie jeweils die Different;,,o.(Xo; h) — f'(x0) angeben.

Zeichnen Sie nun den Fehler der Annéherung, }dggpmx(xo; h) — f’(xo)] in Abhangig-
keit vonh im Intervall (0, 10-%]. Was kénnen Sie beobachten?

Offnen Sie die erstellteliary -Datei (vorher mit> diary off die Protokollierung ab-
schlieRen) und entfernen Sie ggf. Uberflissige Zeilen EeBleingaben). Drucken Sie an-
schlief3end die bearbeited@ary -Datei und die angefertigten Plots undFiles maoglichst
sparsam (d.h. nach Méglichkeit duplex, mehrere Seiten patt,Eleine Schriftgrof3e) aus.
Flgen Sie den Ausdruck lhrer ,restlichen* Hausaufgabe an.

Losung:

nachbereiteteliary -Datei (Kommentare durcblogekennzeichnet) und Plots auf den néachsten
Seiten



x =
0
-1
1
-2
2
% Systemmatrix aufstellen
M=[x.""4, x."3, x.72, x."1, x.70]
M =
0 0 0 0 1
1 -1 1 -1 1
1 1 1 1 1
16 -8 4 -2 1
16 8 4 2 1
% Rechte Seite aufstellen (vorgegebene Werte)
y=[4, 12, 12, 24, 24]"
y =
4
12
12
24
24
% System l&sen
a=M\y
a =

B O WO

% Zeichne Polynom im Intervall [-3, 3]
=linspace (-3,3,100);

Polynom auswerten
p=a(l)*z.”4 + a(2)*z.”"3 + a(3)*z.”"2 + a(4)*z.”"1 + a(5);
% Polynom plotten
figure;
plot(z,p, 'b=-");
hold on;

% y eintragen
plot(x,y,'rx', 'MarkerSize', 10, 'LineWidth',2);
xlabel ('x'"); ylabel('p(x)'); grid on;
title('Interpolationspolynome vom Grad vier');

z
o
S

legend ('Polynom vom Grad vier', 'vorgegebene Werte', 'Location', '"North');

print -depsc HAOl matlab plot 1.eps

oo
\1)

% Listing des vorher erzeugten Files HAOl matlab solution f.m
type HAOl matlab solution_f.m

function y=HAOl matlab_ solution_f (x)
y=log (x+1) .*sin(x."2);

o

% Listing des vorher erzeugten Files HAOl matlab_solution_df.m
type HAOl matlab solution_df.m

function y=HAOl matlab solution df (x)
y = sin(x."2)./(x+1l) + 2*x.*log(x+1l).*cos(x."2);

% Funktion f plotten
x=linspace(-0.5,5,300);

% Funktion auswerten und plotten
y=HAOl matlab solution f(x);
figure;

plot (x,y, 'b-', 'LineWidth',2);
hold on;

% Zeichne Tangente im Punkt x1=1.4
x1=1.4;

fx1 = HAOl matlab_solution_ f (x1);
dfxl = HAOl matlab solution df (x1);
y= fx1 + dfxl*(x-x1);
plot(x,y,'r-");

% Zeichne Tangente im Punkt x2=3.75
x2=3.75;

fx2 = HAOl matlab solution f(x2);
dfx2 = HAOl matlab solution_ df (x2);
y= fx2 + dfx2* (x-x2);

plot(x,y,'r==");

xlabel ('x"); ylabel ("f(x)'); grid on;

title('Funktion f(x) und zwei Tangenten');

legend('f (x)=1n(x+1) *sin(x"2)', 'Tangente fir x1=1.4"',

'Tangente fur x2=3.75', 'Location',

print -depsc HAOl matlab plot 2.eps

'"North') ;

6002 [1dy 90 — T x8|dwoxuaqebiny — zZ'| irewsyie a1ayoH
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x0=1.85;
fx0=HAO1l matlab_solution f (x0);

% Exakter Wert der Ableitung an der Stelle x0
dfx0 = HAOl matlab solution df (x0);
fprintf ("\n\nExakter Wert der Ableitung:%14.10f\n\n',dfx0)

Exakter Wert der Ableitung: -3.8204665882

% Anndherung fiur h=0.1
h=0.1; approx=(HAOl matlab solution f(x0+h)-£fx0)/h; error=approx-dfx0;
fprintf ('h=%8.1E: N&herung fir Ableitung:%14.10f, Fehler:%$12.3E\n"',

h, approx,error)
h=1.0E-001: N&herung fir Ableitung: -3.7370246815, Fehler: 8.344E-002

% Annaherung fir h=0.001

h=0.001; approx=(HAOl matlab solution f(x0+h)-£fx0)/h; error=approx-dfx0;

fprintf ('h=%8.1E: Ndaherung fir Ableitung:%14.10f, Fehler:%12.3E\n',
h,approx,error)

h=1.0E-003: Naherung fir Ableitung: -3.8207056144, Fehler: -2.390E-004

% Annéherung fir h=le-5
h=le-5; approx:(HAOlimatlabisolutionif(xO+h)ffxO)/h; error=approx-dfx0;
fprintf ('h=%8.1E: Ndaherung fir Ableitung:%14.10f, Fehler:%12.3E\n',

h, approx, error)
h=1.0E-005: Naherung fir Ableitung: -3.8204690787, Fehler: -2.490E-006

% Anndherung fir h=le-7
h=1le-7; approx:(HAOlimatlabisolutionif(xO+h)—fxO)/h; error=approx-dfx0;
fprintf ('h=%8.1E: N&herung fir Ableitung:%14.10f, Fehler:%12.3E\n',

h, approx, error)
h=1.0E-007: Naherung fir Ableitung: -3.8204666153, Fehler: -2.710E-008

% Anndherung fur h=le-9
h=1le-9; approx=(HAOl matlab solution f (x0+h)-£fx0)/h; error=approx-dfx0;
fprintf ('"h=%8.1E: Niherung fir Ableitung:%14.10f, Fehler:%12.3E\n',
h, approx,error)
h=1.0E-009: Ndherung fir Ableitung: -3.8204669428, Fehler: -3.546E-007
% Anndherung fiur h=le-11
h=1le-11; approx=(HAOl_matlab_solution_f(xO+h)—fxO)/h; error=approx-dfx0;
fprintf ('h=%8.1E: Ndherung fir Ableitung:%14.10f, Fehler:%12.3E\n',
h,approx,error)
h=1.0E-011: N&herung fir Ableitung: -3.8204883701, Fehler: -2.178E-005

h=linspace(0,1le-6,1000);

err=abs ((HAOl matlab solution f(x0+h) - £x0)./h - dfx0);
figure;
plot (h,err);

xlabel ('h'); ylabel ('Fehler'); grid on;
title ('Approximationsfehler in Abhdngigkeit von h');
print -depsc HAOl matlab_plot_3.eps

diary off

6002 [1dy 90 — T x8|dwoxuaqebiny — zZ'| irewsyie a1ayoH
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a5 x 10”7 Approximationsfehler in Abhéngigkeit von h
. T T T T T

Fehler

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
h -6

x 10
Bei der Darstellung handelt es ndherungsweise um eine &ewdh den Koordinatenursprung
mit dem Anstieg @5, der Betrag des Fehlers verhalt sich also wish. Fir sehr kleinda reicht
die vom Programm verwendete Rechengenauigkeit nicht zust€llung des linearen Zusam-
menhangs.

i
(Nach dem Satz von Taylor gilf (xo+h) = f (xo)+ '(x0) h-+ f (2Xo) h? und daher
f h)—f f

Wegenf”(1.85) ~ —0.498 ergibt sich fiir die naherungsweise Berechnung derefgiteitung
an der Stellexg=1.85 mit dem Differenzenquotienten ein Fehler von

f(1.85+h)—f(1.85)
h
Beziglich des Betrages kommt dies in dem Bild sehr gut zundAuwck.
Der Effekt ist auch an den zuvor berechneten Naherungen einiefa fir einzelnd zu sehen:
Exakter Wert der Ableitung: -3.8204665882

f/(1.85) ~ —0.249h.

h=1.0E-001: Né&herung fur Ableitung: -3.7370246815, Fehle r:  8.344E-002
h=1.0E-003: N&herung fur Ableitung: -3.8207056144, Fehle r: -2.390E-004
h=1.0E-005: Né&herung fur Ableitung: -3.8204690787, Fehle r: -2.490E-006
h=1.0E-007: N&herung fur Ableitung: -3.8204666153, Fehle r: -2.710E-008
h=1.0E-009: Né&herung fur Ableitung: -3.8204669428, Fehle r: -3.546E-007
h=1.0E-011: N&herung fur Ableitung: -3.8204883701, Fehle r: -2.178E-005

Fiir die Werte ab 10 ist der lineare Zusammenhang durch die verwendete Rechanigieit
gestort, firh=0.1 noch nicht erreich}.



